
МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ РФ 
 
 

ВОРОНЕЖСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ 

АРХИТЕКТУРНО- СТРОИТЕЛЬНЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 

 

КАФЕДРА СТРОИТЕЛЬНОЙ МЕХАНИКИ 

 

 

 

 

 

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

 

 

Методические указания 

к упражнениям и расчетной работе по 

курсу ″Сопротивление материалов″ 

часть 3 ( теория упругости) 

для студентов специальности ПГС 

дневной формы обучения 

ВОРОНЕЖ  2 0 0 1  



 - 2 -
Составители: С. В. Ефрюшин, А. В. Резунов, А. Н. Синозерский 

УДК 624 

ББК 30.121 

Плоская задача теории упругости: Методические указания к 

упражнениям и расчетной работе по курсу ″Сопротивление материалов″  

часть 3 ( теория упругости)/ Сост.: С. В. Ефрюшин, А. В. Резунов, 

А. Н. Синозерский; Воронеж. гос. арх.- строит. унив. Воронеж: 

2001. с. 

Приведены пояснения и разобраны примеры, необходимые для вы-

полнения упражнений и расчетной работы по теме ″Плоская задача тео-

рии упругости″. Дан пример решения плоской задачи с помощью функции 

напряжений с использованием системы символьной математики MathCAD 

7.0 PRO. 

Предназначены для студентов третьего курса специальности ПГС 

дневной формы обучения. 

Ил. 10. Библиогр.: 2 назв. 

 

 

Печатаются по решению Редакционно- издательского совета Воро-

нежского государственного архитектурно- строительного университета. 

 

Рецензент -  



 - 3 -

ВВЕДЕНИЕ 
Основной задачей теории упругости является определение напря-

жений, деформаций и перемещений в точках упругого тела при извест-
ных размерах, значениях упругих постоянных, условиях закрепления, 
поверхностных и объемных силах. Искомое решение должно удовлетво-
рять условиям на поверхности тела, дифференциальным уравнениям 
равновесия и совместности деформаций. Усвоению основных положений 
теории упругости способствуют рассмотренные ниже примеры выполне-
ния упражнений и расчетной работы по теме ″Плоская задача теории 
упругости″.  

Необходимые теоретические сведения излагаются на лекциях и со-
держатся в учебниках /1,2/. Схемы, размеры, нагрузки, значения 
упругих постоянных и т. п. к заданиям назначаются преподавателем. 

1. УПРАЖНЕНИЕ №1. СОСТАВЛЕНИЕ УРАВНЕНИЙ НА ПОВЕРХНОСТИ 
 ПЛАСТИНКИ 

1.1. ЗАДАНИЕ 

Пластинка 1-2-3-4 толщиной δδδδ=1 закреплена по грани 3-4 и заг-
ружена перпендикулярными к ее поверхности распределенными силами. 
Линейные размеры и величины нагрузок указаны на рис. 1.1. Начало 
отсчета декартовой прямоугольной системы координат помещено в точку 2. 

 

Требуется, соблюдая масштаб, изобразить пластинку и для всех 
граней, исключая закрепленную: 
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1) 1) найти длину грани и указать интервалы изменения координат 

x и y;  
2) определить направляющие косинусы l=cos∠∠∠∠x,n и m=cos∠∠∠∠y,n, со-

ставляющие поверхностных сил X  и Y , а на участках с неравномерно 
распределенными нагрузками - зависимости  

)x(YY),x(XX),x(SS ============  или )y(YY),y(XX),y(SS ============ ; 
3)  записать уравнения на поверхности 

.mlY,mlX yxyyxx ⋅⋅⋅⋅σσσσ++++⋅⋅⋅⋅ττττ====⋅⋅⋅⋅ττττ++++⋅⋅⋅⋅σσσσ====  (1.1) 

При вычислении направляющих косинусов угол откладывается от 
положительного направления оси до внешней нормали n к грани. 

1.2. УРАВНЕНИЯ НА ПОВЕРХНОСТИ ПЛАСТИНКИ 

Сначала найдем длины граней и тригонометрические функции углов 
γγγγ  и ϕϕϕϕ. Имеем: 

.8.010/8sin,6.010/6cos,707.0657.5/4sin,707.0657.5/4cos

,1086L657.544L4L 22
14

22
2312

========ϕϕϕϕ========ϕϕϕϕ========γγγγ========γγγγ
====++++========++++======== см,см,см

 

Грань 1-2 ( рис. 1.2)    
Участок 1-2 ′.  

Интервалы изменения координат 
.смсм,см 1y40x −−−−≤≤≤≤≤≤≤≤−−−−====  

Направляющие косинусы  

l=cos∠x,n=cos180°=−1,  m=cos∠y,n=cos90°=0. 
Поверхностные силы представим в виде  
S(y)=d⋅y+e,                                (1.2) 
где постоянные d и e находятся из условий  

S(−−−−4)=8МПа ,  S(−−−−1)=2МПа, 
которые при подстановке в (1.2) приводят к 
системе уравнений 





++++−−−−====
++++−−−−====

.ed12

,ed48
 

Отсюда находим d=−−−−2МПа/см ,  e=0 и, следо-

вательно, S(y)=−2 y МПа . 
Тогда составляющие поверхностных сил будут равны  

.0Y,y2)y(SX ====−−−−========  

С учетом полученных Y,X,m,l  уравнения (1.1) примут вид 

.0)1(0,0)1(y2 xyxxyxyxx ττττ−−−−====⋅⋅⋅⋅σσσσ++++−−−−⋅⋅⋅⋅ττττ====σσσσ−−−−====⋅⋅⋅⋅ττττ++++−−−−⋅⋅⋅⋅σσσσ====−−−−  

 Участок 2 ′-2. 

Имеем: координаты x=0см и −−−−1см≤y≤0см; направляющие косинусы 

l=−1 и m=0; составляющие поверхностных сил ;0YX ========  уравнения на 

поверхности .0)1(0,0)1(0 xyyxyxyxx ττττ−−−−====⋅⋅⋅⋅σσσσ++++−−−−⋅⋅⋅⋅ττττ====σσσσ−−−−====⋅⋅⋅⋅ττττ++++−−−−⋅⋅⋅⋅σσσσ====  

Грань 2-3 ( рис. 1.3): 

координаты ;смсмсмсм 4y0,0x4 ≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤−−−−  

направляие косинусы l=cos∠x,n=−sinγ=−0.707; m=cos∠y,n=−cosγ=−0.707; со-
ставляющие поверхностных сил 

4
с
м

y

1
с
м

'

~

Рис. 1.2 М1:1

n ~ 2

2
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S(y)

МПа 1

МПа
2

Y

X
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;535.3707.05cos5Y

,535.3707.05sin5X

МПа

МПа

−−−−====⋅⋅⋅⋅−−−−====γγγγ−−−−====
−−−−====⋅⋅⋅⋅−−−−====γγγγ−−−−====

   уравнения на поверхности 

    
.)707.0()707.0(535.3

,)707.0()707.0(535.3

yxy

yxx

−−−−⋅⋅⋅⋅σσσσ++++−−−−⋅⋅⋅⋅ττττ====−−−−
−−−−⋅⋅⋅⋅ττττ++++−−−−⋅⋅⋅⋅σσσσ====−−−−

 

 

    Для грани 1-4 ( рис. 1.4)        
получим  

    ;смсмсмсм 4y4,6x0 ≤≤≤≤≤≤≤≤−−−−≤≤≤≤≤≤≤≤     
l  = cos∠x,n=sinϕϕϕϕ=0.8,   

     m= cos∠y,n=−−−−cosϕϕϕϕ=−−−−0.6;  

;96.015cos15Y

,128.015sin15X

МПа

МПа

=⋅=ϕ=
−=⋅−=ϕ−=

    

уравнения на поверхности 

.)6.0(8.09

,)6.0(8.012

yxy

yxx

−−−−⋅⋅⋅⋅σσσσ++++⋅⋅⋅⋅ττττ====
−−−−⋅⋅⋅⋅ττττ++++⋅⋅⋅⋅σσσσ====−−−−

 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1.  Запишите уравнения на по-
верхности в декартовых ко-
ординатах для простран-
ственного напряженного со-
стояния. 

2.  То же для плоской задачи 
теории упругости. 

3.  Перечислите признаки плос-
кого напряженного состоя-
ния. 

4.  То же для плоской деформа-
ции. 

5.  Как определяются направля-
ющие косинусы? 
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 2. УПРАЖНЕНИЕ №2. ПРОВЕРКА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ    
УРАВНЕНИЙ РАВНОВЕСИЯ 

2.1. ЗАДАНИЕ 

Рассмотрим балку прямоугольного поперечного сечения ( рис. 
2.1 а) высотой h и шириной b=1 . Расчетная схема, необходимые размеры 
и действующие нагрузки показаны на рис. 2.1 б. 

 
Требуется.  

1)  Найти опорные реакции и выполнить 
проверку. 
2)  Взяв начало координат на левом конце 
балки, записать выражения для поперечной 
силы Q и изгибающего момента М. На 
участках загружения с линейной зависимо-
стью Q и М от координаты x вычислить их 
значения в двух крайних сечениях, при 
нелинейных  зависимостях Q и М от x найти 
их в пяти равноотстоящих сечениях. Если 
на концах участка поперечная сила Q  при-
нимает значения разных знаков, необходи-
мо определить положение сечения, в кото-
ром она обращается в нуль и вычислить в 
этом сечении значение изгибающего момен-
та М.  По полученным данным построить эпюры 
Q и М.  
3)  Пренебрегая весом балки и находя 
напряжения по формулам сопротивления ма-
териалов 













====σσσσ⋅⋅⋅⋅−−−−====σσσσ









−−−−⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
−−−−====

⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅−−−−====ττττ====ττττ

ωωωω

,0;
J

yM

;y
4

h

J2

Q

bJ

SQ

y
z

x

2
2

zz

z
yxxy

(2.1) 

проверить выполнение дифференциальных 
уравнений равновесия 

,0
yx
yxx ====

∂∂∂∂
ττττ∂∂∂∂

++++
∂∂∂∂
σσσσ∂∂∂∂

                 (2.2) 

 

,0
yx

yxy ====
∂∂∂∂
σσσσ∂∂∂∂

++++
∂∂∂∂
ττττ∂∂∂∂

                 (2.3) 

 

где 
12

hb
J

3

z

⋅⋅⋅⋅====  - момент инерции, 











−−−−







⋅⋅⋅⋅====ωωωω 2
2

z y
2

h

2

b
S  - статический момент 

части поперечного сечения площадью ω ω ω ω относительно оси z ( рис. 2.1 а). 

Рис. 2.1. М1:50
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4)  На участке, где уравнение (2.3) в предположении, что 0y ====σσσσ , 

не выполняется, определить yσσσσ  из (2.3). В сечении, расположенном 

посередине этого участка, вычислить напряжения yσσσσ  в пяти равноот-

стоящих точках и построить эпюру распределения yσσσσ . 

2.2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПОРНЫХ РЕАКЦИЙ 

Составим уравнения равновесия для сил, действующих на балку 
( рис. 2.1 в) 

,02F6.1RmM0m,0FRV0y AAA ====⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅−−−−−−−−========−−−−++++−−−−====∑∑∑∑ ∑∑∑∑ ……  

где кН152.1255.0R ====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====  - равнодействующая распределенной нагрузки. 

Отсюда получим 

.мкНM,кН ⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅++++====⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅++++========−−−−====−−−−==== 112106.11572F6.1Rm51015FRV AA  

Проверка:  

.0171774.0152511m4.0R2VM0m OAB ≡≡≡≡−−−−====−−−−⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅−−−−====−−−−⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅−−−−====∑∑∑∑ …  

2.3. ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮР Q И  M 

Участок 1  ( рис. 2.1 в).        .м8.0x0 ≤≤≤≤≤≤≤≤  

,11x5MxVM5VQ AA1A1 ++++⋅⋅⋅⋅−−−−====++++⋅⋅⋅⋅−−−−====−−−−====−−−−==== ,кН  (2.4) 

.мкН,мкН ⋅⋅⋅⋅====++++⋅⋅⋅⋅−−−−====⋅⋅⋅⋅====++++⋅⋅⋅⋅−−−−==== 7118.05)8.0(M111105)0(M 11  

Участок 2  ( рис. 2.1 в).        .мм 2x8.0 ≤≤≤≤≤≤≤≤  

(((( )))) .8.0x
2.1

25
q x −−−−⋅⋅⋅⋅====   

(((( )))) (((( )))) ,8.0x
4.2

25
58.0xq

2

1
VQ 2

xA2 −−−−⋅⋅⋅⋅++++−−−−====−−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++++−−−−====  (2.5) 

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) .102Q,44.37.1Q,25.14.1Q,06.41.1Q,58.0Q 22222 кНкНкНкНкН ====−−−−====−−−−====−−−−====−−−−====

Полагая (((( )))) 0xQ * ==== , будем иметь (((( )))) .08.0x
4.2

25
5 2

* ====−−−−⋅⋅⋅⋅++++−−−−  Отсюда .493.1x* м====  

(((( )))) (((( )))) (((( )))) ;8.0x
2.7

25
11x5

3

8.0x
8.0xq

2

1
MxVM 3

xAA2 −−−−⋅⋅⋅⋅++++++++⋅⋅⋅⋅−−−−====−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++++++++⋅⋅⋅⋅−−−−====  (2.6) 

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) ;03.57.1M;75.44.1M;59.51.1M;78.0M 2222 мкНмкНмкНмкН ⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅====  

(((( )))) (((( )))) .69.4493.1M;00.72M 22 мкНмкН ⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅====  

По полученным данным на рис. 2.1 г и рис. 2.1 д построены 
эпюры Q  и M . 

2.4. ПРОВЕРКА ВЫПОЛНЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ РАВНОВЕСИЯ 

Участок 1. Подставим выражения (2.4) в формулы (2.1) 

(((( ))))
.

J

y11x5
,y

4

h

J

5.2
y

4

h

J2

5

z
x

2
2

z

2
2

z
yxxy

⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅====σσσσ







−−−−⋅⋅⋅⋅====








−−−−⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
====ττττ====ττττ  
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Тогда найдем 0
y

,0
x

,
J

y5

y
,

J

y5

x
yxy

z

yx

z

x ====
∂∂∂∂
σσσσ∂∂∂∂

====
∂∂∂∂
ττττ∂∂∂∂⋅⋅⋅⋅−−−−====

∂∂∂∂
ττττ∂∂∂∂⋅⋅⋅⋅====

∂∂∂∂
σσσσ∂∂∂∂

и, подставляя 

эти соотношения в (2.2), (2.3), получим 

.000,0
J

y5

J

y5

zz

≡≡≡≡++++≡≡≡≡⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅
 

Таким образом, на участке 1 решение, полученное с использова-
нием формул сопротивления материалов, удовлетворяет дифференциаль-
ным уравнениям равновесия. 

Участок 2. С учетом (2.5), (2.6) выражения (2.1) примут вид 

(((( ))))

(((( ))))












⋅⋅⋅⋅




 −−−−⋅⋅⋅⋅−−−−−−−−⋅⋅⋅⋅====σσσσ

⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅







−−−−⋅⋅⋅⋅




 −−−−⋅⋅⋅⋅−−−−====ττττ====ττττ

.
J

y
8.0x

2.7

25
11x5

,
J2

1
y

4

h
8.0x

4.2

25
5

z

3
x

z

2
2

2
yxxy

 (2.7) 

Имеем далее 

(((( )))) (((( )))) ,
J

y
8.0x

4.2

25
5

y
,

J

y
8.0x

2.7

325
5

x z

2yx

z

2x ⋅⋅⋅⋅




 −−−−⋅⋅⋅⋅−−−−−−−−====
∂∂∂∂
ττττ∂∂∂∂

⋅⋅⋅⋅




 −−−−⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅−−−−====

∂∂∂∂
σσσσ∂∂∂∂

 

(((( )))) .0
y

,y
4

h
8.0x

J24.2

225

x
y2

2

z

xy ====
∂∂∂∂
σσσσ∂∂∂∂









−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅−−−−====

∂∂∂∂
ττττ∂∂∂∂

 

Подставим найденные производные в уравнения (2.2), (2.3) 

(((( )))) (((( )))) ,0
J

y
8.0x

4.2

25
5

J

y
8.0x

4.2

25
5

z

2

z

2 ≡≡≡≡⋅⋅⋅⋅




 −−−−⋅⋅⋅⋅−−−−−−−−⋅⋅⋅⋅




 −−−−⋅⋅⋅⋅−−−−  

(((( )))) .00y
4

h
8.0x

J4.2

25 2
2

z

≠≠≠≠++++







−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
−−−−  (2.8) 

Следовательно, первое из дифференциальных уравнений равновесия 
(2.2) выполняется, а второе уравнение (2.3) не выполняется. Для 
устранения этого противоречия необходимо отказаться от используе-
мой в сопротивлении материалов гипотезы об отсутствии в балке 
напряжений .yσσσσ  

2.5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ yσσσσ  

Предполагая, что в (2.3) 0
y

y ≠≠≠≠
∂∂∂∂
σσσσ∂∂∂∂

, вместо уравнения (2.8) получим 

(((( )))) 0
y

y
4

h
8.0x

J4.2

25 y2
2

z

====
∂∂∂∂
σσσσ∂∂∂∂

++++







−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
−−−−  

или 

(((( )))) .y
4

h
8.0x

J4.2

25

y
2

2

z

y









−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
====

∂∂∂∂
σσσσ∂∂∂∂

 (2.9) 

Интегрируя выражение (2.9) по y , будем иметь 
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(((( )))) (((( )))).xC
3

y
y

4

h
8.0x

J4.2

25
)y,x(

32

z
y ++++








−−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
====σσσσ  (2.10) 

Функцию (((( ))))xC  определим из условия 0y ====σσσσ  при 
2

h
y −−−−====  

(((( )))) (((( )))) ,0xC
2

h

3

1

2

h

4

h
8.0x

J4.2

25
32

z

====++++


















−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−






−−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅

  

(((( )))) (((( )))) .
12

h
8.0x

J4.2

25
xC

3

z

⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅

====  (2.11) 

Подставим (2.11) в (2.10) 

(((( )))) (((( )))) .
12

h
8.0x

J4.2

25

3

y
y

4

h
8.0x

J4.2

25
)y,x(

3

z

32

z
y ⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
++++







−−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
====σσσσ  (2.12) 

С учетом, что 
12

hb
J

3

z

⋅⋅⋅⋅==== , получим окончательно 

(((( )))) (((( )))) .8.0x
b4.2

25

3

y
y

4

h
8.0x

hb

125
)y,x(

32

3y −−−−⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅

++++







−−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
====σσσσ  (2.13) 

Напряжения yxxyyx ,, ττττ====ττττσσσσσσσσ , определяемые формулами (2.7), 

(2.12), тождественно удовлетворяют дифференциальным  уравнениям 
равновесия. Проверим, что (2.13) удовлетворяет условиям на верхней 

грани балки, где (((( ))))8.0x
b2.1

25

b

q x
y −−−−⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
========σσσσ , 

(((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( )))) .8.0x
b2.1

25
8.0x

b4.2

25
8.0x

b12

125

8.0x
b4.2

25

83

h

2

h

4

h
8.0x

hb

125

2

h
,x

32

3y

−−−−⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅

====−−−−⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅

++++−−−−⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅

====

====−−−−⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅

++++








⋅⋅⋅⋅
−−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
====







σσσσ

 

В сечении, расположенном посередине вто-
рого участка (((( ))))м4.1x ==== , выражение (2.13) 
приводится к виду  

(((( ))))








 ++++⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====

====++++







−−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
====σσσσ

1
h

y
4

h

y
3

b

25.6

b

25.6

3

y
y

4

h

hb

75
y,4.1

3

3

32

3y

 

и, следовательно, в точках 1,2,3,4,5 
( рис. 2.2. а) будем иметь 
 

(((( ))))

.0
2

h
,4.1,

b

95.1

4

h
,4.1

,
b

25.6
0,4.1,

b

55.10

4

h
,4.1,

b

5.12

2

h
,4.1

yy

yyy

====






 −−−−σσσσ====






 −−−−σσσσ

====σσσσ====






σσσσ====






σσσσ

 
Соответствующая этим данным эпюра изображена на рис. 2.2. б. 

h/
4

h/
4

h/
4

h/
4

z

a)

10.55/b

σb 1см=10/by

5

44

5

3 3

1.95/b

0

6.25/b

q/2

1

2

1

2

y

12.5/b

б)

Рис. 2.2
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1.  Запишите дифференциальные уравнения равновесия в декартовых ко-
ординатах для плоского напряженного состояния. 

2.  То же для пространственного напряженного состояния. 

3.  То же при учете только собственного веса. 

4.  Запишите дифференциальные зависимости между поперечной силой Q , 

изгибающим моментом M  и интенсивностью распределенной нагрузки q. 

5.  Как найти экстремальное значение изгибающего момента? 

3. РАСЧЕТНАЯ РАБОТА. РЕШЕНИЕ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ 
УПРУГОСТИ С ПОМОЩЬЮ ФУНКЦИИ НАПРЯЖЕНИЙ 

3.1. ЗАДАНИЕ 

Для прямоугольной пластинки 1-2-3-4 длиной L=0.8 м , высотой 
H=0.6 м , толщиной δδδδ=1 ( рис. 3.1) при заданных 

функции напряжений 

yx50 3 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====ϕϕϕϕ ; (3.1) 
условиях закрепления 
в точке 6 – V=0, (3.2) 

в точке 7 – U=0,  0
x

V ====
∂∂∂∂
∂∂∂∂

 (3.3) 

и начале координат в точке 5 – центре тяжести пластинки 
требуется:  
1) проверить выполнение уравнения совместности деформаций 
 

L=0.8м

L/2=0.4м

h/
2=

0.
3м

h/
2=

0.
3м

Рис. 3.1 М1:10

4

9

8

5
O

L/2=0.4м

1
6

y

δ=1
3

7 x z

2

y
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0
yyx

2
x 4

4

22

4

4

4

====
∂∂∂∂

ϕϕϕϕ∂∂∂∂++++
∂∂∂∂∂∂∂∂
ϕϕϕϕ∂∂∂∂⋅⋅⋅⋅++++

∂∂∂∂
ϕϕϕϕ∂∂∂∂

 (3.4) 

и, пренебрегая объемными силами, найти напряжения 

2

2

x y∂∂∂∂
ϕϕϕϕ∂∂∂∂====σσσσ ,   

2

2

y x∂∂∂∂
ϕϕϕϕ∂∂∂∂====σσσσ ,   

yx

2

yxxy ∂∂∂∂∂∂∂∂
ϕϕϕϕ∂∂∂∂−−−−====ττττ====ττττ ; (3.5) 

  
2) для каждой грани установить – интервалы изменения координат x и y 

и направляющие косинусы l и m; из уравнений на поверхности (1.1) 

и (1.2) определить составляющие X  и Y  внешних сил; построить 

эпюры X  и Y ; найти составляющие xR  и yR  по осям координат рав-
нодействующей и момент М относительно центра тяжести грани 
внешних сил; проверить выполнение уравнений равновесия 

∑∑∑∑ ∑∑∑∑ ∑∑∑∑ ============ 0m,0y,0x 5  c допустимыми невязками до 1% от суммы всех 

слагаемых одного знака;  
3) при коэффициенте Пуассона νννν=0.25, модулях упругости Е и сдви-

га G=E/2/(1+νννν)=E/2.5 определить перемещения U и V точки 4, 
привлекая 

закон Гука - 

(((( )))) (((( ))))
(((( )))) (((( ))))









ττττ⋅⋅⋅⋅====ττττ====γγγγ

σσσσ⋅⋅⋅⋅−−−−σσσσ====σσσσ⋅⋅⋅⋅νννν−−−−σσσσ====εεεε
σσσσ⋅⋅⋅⋅−−−−σσσσ====σσσσ⋅⋅⋅⋅νννν−−−−σσσσ====εεεε

E/5.2G/

E/25.0E/

E/25.0E/

xyxyxy

xyxyy

yxyxx

, (3.6) 

зависимости Коши – 

 
x

U
x ∂∂∂∂

∂∂∂∂====εεεε ,  
y

V
y ∂∂∂∂

∂∂∂∂====εεεε ,   
x

V

y

U
xy ∂∂∂∂

∂∂∂∂++++
∂∂∂∂
∂∂∂∂====γγγγ  (3.7) 

и заданные условия закрепления; 
показать на рисунке найденные перемещения U и V; 

4) выполнить проверочный расчет на ПЭВМ и представить протокол расчета. 

3.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ 

Вычисляя производные функции ϕϕϕϕ(x,y) 

0
yx

,x300
yx

,x150
yx

,0
yyy

,x50
y

,0
x

,y300
x

,yx300
x

,yx150
x

22

4

2

3
2

2

4

4

3

3

2

2

3
4

4

3

3

2

2
2

====
∂∂∂∂∂∂∂∂
ϕϕϕϕ∂∂∂∂⋅⋅⋅⋅−−−−====

∂∂∂∂∂∂∂∂
ϕϕϕϕ∂∂∂∂⋅⋅⋅⋅−−−−====

∂∂∂∂∂∂∂∂
ϕϕϕϕ∂∂∂∂====

∂∂∂∂
ϕϕϕϕ∂∂∂∂====

∂∂∂∂
ϕϕϕϕ∂∂∂∂====

∂∂∂∂
ϕϕϕϕ∂∂∂∂

⋅⋅⋅⋅−−−−====
∂∂∂∂

ϕϕϕϕ∂∂∂∂====
∂∂∂∂

ϕϕϕϕ∂∂∂∂⋅⋅⋅⋅−−−−====
∂∂∂∂

ϕϕϕϕ∂∂∂∂⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====
∂∂∂∂

ϕϕϕϕ∂∂∂∂⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====
∂∂∂∂

ϕϕϕϕ∂∂∂∂

 

и подставляя в уравнение совместности деформаций (3.4), убеждаем-
ся, что оно удовлетворяется тождественно. 

По формулам (3.5) находим напряжения 

.x150,yx300,0 2
yxxyyx ⋅⋅⋅⋅====ττττ====ττττ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====σσσσ====σσσσ  (3.8) 

3.3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОВЕРХНОСТНЫХ СИЛ 

Грань 1-2.  
Интервалы изменения координат – 0.4 м ≤ x ≤ 0.4 м ,   y = 0.3 м .  
Направляющие косинусы l = cos90°°°° = 0,  m = cos0°°°°  = 1. 
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Интенсивности поверхностных сил найдем по (1.1) и (1.2) с уче-

том выражений (3.8)  

.x903.0x3001)yx300(0x150Y,x1501x15000X 222 ⋅⋅⋅⋅−−−−====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−++++⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅====  

Функция )x(X  нелинейная, поэтому вычисляем ее через 0.25 ⋅L = 0.2 м  

.МПа,МПа

,МПа,МПа,МПа

24)4.0(X6)2.0(X

0)0(X6)2.0(X24)4.0(150)4.0(X 2

========
========−−−−====−−−−⋅⋅⋅⋅====−−−−

 

Зависимость )x(Y  линейная и для построения эпюры Y  достаточно 

найти .364.090)4.0(Y36)4.0(90)4.0(Y МПа,МПа −−−−====⋅⋅⋅⋅−−−−========−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−====−−−−  

Составляющие равнодействующей и момент относительно центра тя-
жести грани поверхностных сил будут равны 

(((( ))))[[[[ ]]]]

(((( ))))[[[[ ]]]]

(((( )))) (((( ))))[[[[ ]]]] .84.34.04.003
3

x
90xdx90xdxYM

,04.04.045
2

x
90xdx90xdYR

,4.64.04.050
3

x
150xdx150xdXR

33

4.0

4.0

4.0

4.03
2

4.0

4.0

21

22

4.0

4.0

4.0

4.024.0

4.0

y

21

33

4.0

4.0

4.0

4.03
2

4.0

4.0

x

21

δδδδ⋅⋅⋅⋅====δδδδ⋅⋅⋅⋅−−−−−−−−⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅δδδδ⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅δδδδ⋅⋅⋅⋅====δδδδ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====

====δδδδ⋅⋅⋅⋅−−−−−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−====⋅⋅⋅⋅δδδδ⋅⋅⋅⋅−−−−====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅δδδδ⋅⋅⋅⋅−−−−====δδδδ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====

δδδδ⋅⋅⋅⋅====δδδδ⋅⋅⋅⋅−−−−−−−−⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅δδδδ⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅δδδδ⋅⋅⋅⋅====δδδδ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====

−−−−−−−−−−−−
−−−−

−−−−−−−−−−−−
−−−−

−−−−−−−−−−−−
−−−−

∫∫∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫

  

По полученным данным на рис. 3.2 построены эпюры величин Y,X  
на грани 1-2 и показаны значения и направления 

.M,R,R 2121

yx
21 −−−−−−−−−−−−   

Грань 2-3.  
Интервалы изменения координат   x = 0.3 м ,  – 0.3 м ≤ y ≤ 0.3 м .  
Направляющие косинусы l = cos0°°°° = 1,  m = cos90°°°°  = 0. 
Характеристики поверхностных сил 

.244.01500)yx300(1x150Y,00x15010X 222 МПа====⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−++++⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅========⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅====  

(((( ))))[[[[ ]]]]

∫∫∫∫ ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−− −−−−−−−−
−−−−

−−−−

−−−−−−−−−−−−
−−−−

====δδδδ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====δδδδ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅========δδδδ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====δδδδ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====

δδδδ⋅⋅⋅⋅====−−−−−−−−⋅⋅⋅⋅δδδδ⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅δδδδ⋅⋅⋅⋅====δδδδ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====δδδδ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====

−−−−

3.0

3.0

3.0

3.0

3.0

3.0
32

3.0

3.0

x

3.0

3.03.0

3.0

3.0

3.0
32

y

.0ydy0ydyXM,0yd0ydXR

,4.143.03.024y24yd24ydYR

32

 

Эпюры величин Y,X , значения и направления M,R,R yx  на 
грани 2-3 изображены на рис. 3.2. 

Аналогично выполняются соответствующие расчеты и построения 
для граней 3-4 и 1-4 . 

.0M,4.14R,0R,84.3M,0R,4.6R 4141
y

41
x

4343
y

43
x ====δδδδ⋅⋅⋅⋅========δδδδ⋅⋅⋅⋅========δδδδ⋅⋅⋅⋅−−−−==== −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

Проверка равновесия пластинки в целом 

.052.1152.114.04.1403.04.684.34.04.1403.04.684.3
2

L
RM

2

h
RM

2

L
RM

2

h
RM,0m

,04.1404.140RRRR,0y

,004.604.6RRRR,0x

41
y

4143
x

4332
y

3221
x

215

41
y

43
y

32
y

21

y

41
x

43
x

32
x

21
x

≡≡≡≡δδδδ⋅⋅⋅⋅−−−−δδδδ⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅δδδδ⋅⋅⋅⋅−−−−++++⋅⋅⋅⋅δδδδ⋅⋅⋅⋅++++δδδδ⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅δδδδ⋅⋅⋅⋅−−−−++++⋅⋅⋅⋅δδδδ⋅⋅⋅⋅++++δδδδ⋅⋅⋅⋅====

⋅⋅⋅⋅++++++++⋅⋅⋅⋅−−−−++++⋅⋅⋅⋅−−−−++++⋅⋅⋅⋅++++====

≡≡≡≡δδδδ⋅⋅⋅⋅−−−−++++δδδδ⋅⋅⋅⋅++++====++++++++++++====

≡≡≡≡++++δδδδ⋅⋅⋅⋅−−−−++++δδδδ⋅⋅⋅⋅====++++++++++++====

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−

∑∑∑∑

∑∑∑∑

∑∑∑∑
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3.4. ПЕРЕМЕЩЕНИЯ ПЛАСТИНКИ 

Подставляя напряжения yxxyyx ,, ττττ====ττττσσσσσσσσ  из (3.8) в выражения для 

закона Гука (3.6) и затем найденные деформации в соотношения Коши 
(3.7), будем иметь 

(((( ))))[[[[ ]]]]
(((( ))))[[[[ ]]]]

E/x375E/x1505.2

,E/yx300E/025.0yx300

,E/yx75E/yx30025.00

22
xy

y

x

⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====γγγγ

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====εεεε
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−====εεεε

 

и 

,E/yx75
x

U ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====
∂∂∂∂
∂∂∂∂

 (3.9) 

,E/yx300
y

V ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====
∂∂∂∂
∂∂∂∂

 (3.10) 

.
E

x375

x

V

y

U 2⋅⋅⋅⋅====
∂∂∂∂
∂∂∂∂++++

∂∂∂∂
∂∂∂∂

 (3.11) 

Интегрируя выражения (3.9) и (3.10), получим  

,)y(f
E

xy5.37
)y(f

E2

xy75
U

22

++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====++++

⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====  (3.12) 

,)x(g
E

yx150
)x(g

E2

yx300
V

22

++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====++++

⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====  (3.13) 

Здесь )x(g  и )y(f  неизвестные функции аргументов x и y соответ-

ственно. Для нахождения функций )x(g  и )y(f  продифференцируем соот-

ношение (3.12) по  y, а (3.13) по x  
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xd

)x(gd

E

y150

x

V
,

yd

)y(fd

E

x75.3

y

U 22

++++
⋅⋅⋅⋅−−−−====

∂∂∂∂
∂∂∂∂++++

⋅⋅⋅⋅====
∂∂∂∂
∂∂∂∂

 

и, подставляя найденные производные в (3.11), найдем 

E

x375

xd

)x(gd

E

y150

yd

)y(fd

E

x5.37 222 ⋅⋅⋅⋅====++++
⋅⋅⋅⋅−−−−++++

⋅⋅⋅⋅
 

или  
E

x5.337

xd

)x(gd

E

y150

yd

)y(fd 22 ⋅⋅⋅⋅++++−−−−====
⋅⋅⋅⋅−−−− . (3.14) 

В уравнении (3.14) левая часть зависит только от переменной y,  
а правая часть – только от переменной x. Это возможно при условии, 
что каждая из них равна некоторой произвольной постоянной. 

a
E

y150

yd

)y(fd 2

====
⋅⋅⋅⋅−−−− ,        .a

E

x5.337

xd

)x(gd 2

====
⋅⋅⋅⋅++++−−−−  (3.15) 

Интегрируя уравнения (3.15), получим 

,byay
E

50
bya

E3

y150
)y(f 3

3

++++⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅====++++⋅⋅⋅⋅++++
⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅====  

.cxax
E

5.112
cxa

E3

x5.337
)x(g 3

3

++++⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅====++++⋅⋅⋅⋅−−−−
⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅====  

Подставляя найденные функции в равенства (3.12) (3.13), будем 
иметь 

,byay
E

50
yx

E

5.37
U 32 ++++⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====  (3.16) 

.cxax
E

5.112
yx

E

150
V 32 ++++⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====  (3.17) 

Постоянные a, b, c определим из заданных условий (3.2), (3.3) 
закрепления пластинки. Подставляя в (3.16) 0U,0y,м4.0x ============  и в 

(3.17) 0V,3.0y,0x ============ м , найдем 

,b0a0
E

50
04.0

E

5.37
0 32 ++++⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====  

c0a0
E

5.112
3.00

E

150
0 32 ++++⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====  

 

или  .0c,0b ========  

Чтобы воспользоваться третьим граничным условием, продифферен-
цируем функцию (3.17) по x 

.ax3
E

5.112
y

E

150

x

V 22 −−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅−−−−====
∂∂∂∂
∂∂∂∂

 

Подставляя сюда ,0
x

V
,0y,4.0x ====

∂∂∂∂
∂∂∂∂======== м  получим 

.a4.03
E

5.112
0

E

150
0 22 −−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅−−−−====  
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Таким образом, имеем .E/54a ====  Выражения (3.16), (3.17) после 

подстановки в них найденных значений произвольных постоянных будут 
иметь вид 

.x
E

54
x

E

5.112
yx

E

150
V

,y
E

54
y

E

50
yx

E

5.37
U

32

32

⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====

⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====
 

Для точки 4 с координатами мм 3.0y,4.0x −−−−====−−−−==== , найдем 

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) .
E

80.19
4.0

E

54
4.0

E

5.112
3.04.0

E

150
V

,
E

35.19
3.0

E

54
3.0

E

50
3.04.0

E

5.37
U

32
4

32
4

====−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−−−−−⋅⋅⋅⋅++++−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−====

−−−−====−−−−⋅⋅⋅⋅++++−−−−⋅⋅⋅⋅++++−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅====
 

В результате деформации пластинки точка 4 займет положение 4′′′′  
( см. рис. 3.2). 

3.5. ПОВЕРОЧНЫЙ РАСЧЕТ НА ПЭВМ 

Ниже приводится листинг программы для выполнения расчетной ра-
боты с использованием системы символьной математики MathCAD 7.0 
PRO. Для выполнения расчета с другими исходными данными необходимо 
в среде системы MathCAD загрузить файл "Пластина" и изменить исход-
ные данные в начале программы и там, где это указано в тексте. 



 - 16 -

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1.  Сформулируйте условия осуществления плоского напряженного 
состояния. 

2.  То же для плоской деформации. 
3.  Запишите основные уравнения для плоского напряженного состояния. 
4.  То же для плоской деформации. 
5.  В чем заключаются прямой, обратный и полуобратный методы 

решение задачи теории упругости. 
6.  Сформулируйте теорему Кирхгофа о единственности решения за-

дачи теории упругости. 

7.  Что означает оператор Лапласа 2∇∇∇∇ ? 
8.  Как и зачем вводится функция напряжений? 
9.  К решению какого уравнения сводится плоская задача теории 

упругости при использовании функции напряжений? 
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