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ВВЕДЕНИЕ

       Настоящие методические указания содержат теоретиче-
ский материал, разбор и подробное решение некоторых задач
по теме:“ Функции комплексного переменного и операционное
исчисление”. Содержание методических указаний соответству-
ет программе курса математики для студентов инженерно-
технических специальностей вузов, рассчитанной на 600 часов
и утвержденной Министерством образования Российской Фе-
дерации в соответствии с новыми образовательными стандар-
тами.

Функции комплексного переменного и операционное
исчисление являются в настоящее время одними из наиболее
важных разделов математического анализа. В данной работе
изложены основные понятия из теории функции комплексного
переменного и операционного исчисления. Методическое ука-
зание содержит большое количество задач для проведения
практических и индивидуальных занятий. К задачам даны от-
веты, большое количество пояснений дает возможность многие
примеры выносить на самостоятельную работу.

1. ФУНКЦИЯ КОМПЛЕКСНОГО
ПЕРЕМЕННОГО

1.1. Извлечение корня
Корень n-ой степени из комплексного

 числа z имеет n различных значений, которые находятся
 по формуле

),2sin2(cos||
n

ki
n

kzz nn pjpj +
+

+
= (1)

,1,,1,0,arg -== nkz Kj
1.2. Элементарные функции
комплексного переменного

    Значения показательной функции комплексного
переменного iyxz += вычисляются по формуле
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).sin(cos yiyee xz +=
Показательная функция ze  обладает следующими

 свойствами: ,2121 zzzz eee =+ где 1z  и 2z  - любые комплексные
числа; ,,1,0,2 K±==+ kee zkiz p т.е. ze является периодической
функцией с основным периодом ip2 .

Тригонометрические функции sinz и cosz выражаются
через  показательную:

.
2

cos,
2

sin
iziziziz eez

i
eez

-- +
=

-
=

Функции zsin=w и zcos=w - периодические с
действительным  периодом p2  и имеют только действитель-
ные нули pkz =  и ),2,1,0(2/ K±±=+= kkz pp соответственно.

Функции tgz и ctgz определяются равенствами

.
sin
cos,

cos
sin

z
zctgz

z
ztgz ==

Для тригонометрических функций комплексного переменного
остаются в силе все известные формулы тригонометрии.
Гиперболические функции shz, chz, thz, cthz определяются
равенствами

.,,
2

,
2 shz

chzcthz
chz
shzthzeechzeeshz

zzzz

==
+

=
-

=
--

Имеют место тождества shz=-isiniz, chz=cosiz.
Логарифмическая функция Lnz, где 0¹z , определяется

как функция, обратная показательной, причем
K,2,10,kk),2i(argz|z|lniArgz|z|lnLnz ±±=++=+= p

Значение функции, которое получается при k=0, называется
главным значением и обозначается ,arg||lnln zizz +=
логарифмическая функция обладает следующими свойствами:

,,)( 21
2

1
2121 LnzLnz

z
zLnLnzLnzzzLn -=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+=
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.1,,2,1,0,2 Lnz
n

zLnkkinLnzLnz nn =±±=+= Kp

Функции Arcsinz, Arccosz, Arctgz, Arcctgz определяются
как обратные к функциям sinz, cosz, tgz, ctgz соответственно.

Так, если wcos=z , то ω называется арккосинусом чис-
ла z и обозначается ω=Arccosz. Все эти функции являются
многозначными и выражаются через логарифмическую:

),1(cos),1(sin 22 -+-=-+-= zziLnzArcziziLnzArc

.
2

,
1
1

2 iz
izLniArcctgz

iz
izLniArctgz

+
-

=
-
+

-=

Значения, соответствующие главному значению
логарифма, обозначаются теми же символами со строчной бук-
вы (arcsinz, arccosz, arctgz, arcctgz); они называются главными
значениями. Общая степенная функция aw z= , где α—любое
комплексное число, определяется соотношением

.0, ¹= zez Lnzaa Эта функция многозначная; значение
Lnzez aa = называется главным значением. Общая показательная

функция zaw = , 0¹a  определяется равенством aa zLnz e= .
Главное значение этой функции aa zLnz e= .

1.3. Кривые на комплексной плоскости
Уравнение вида z=z(t)= х(t)+iy(t) определяет на комплексной
плоскости кривую, параметрические уравнения которой имеют
вид ).(),( tyytxx == Исключением параметра t из этих урав-
нений получаем уравнение кривой в виде F (x,у)=0.

1.4. Дифференцирование функций комплексного
 переменного, условия Коши — Римана
Пусть функция )(zf=w  определена в некоторой

области  G комплексного переменного z. Пусть точки z и z+Δz
принадлежат области G. Введем обозначения
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.),()( yixzzfzzf D+D=D-D+=Dw
           Функция )(zf=w , называется дифференцируемой о

 точке Gz Î , если отношение
zD

Dw     имеет конечный предел

 при 0®Dz . Этот предел называется производной функции

)(zf=w  и обозначается )(zf ¢ ÷
ø
ö

ç
è
æ

dz
dили w ,

z
zf

z D
D

=¢
®D

w
0

lim)( .

Пусть ),,(),()(, yxiyxuzfiyxz uw +==+= ,  тогда в
каждой точке дифференцируемости функции f(z) выполняются
соотношения

,,
xy

u
yx

u
¶
¶

-=
¶
¶

¶
¶

=
¶
¶ uu    (2)

называемые условиями Коши — Римана.  Обратно, если в неко-
торой точке (x, у) выполняются условия Коши — Римана и,
кроме того, функции и = и(х, у) и υ = υ (х, у) дифференцируемы
как функции двух действительных переменных, то функция

uiuzf +=)(  является дифференцируемой в точке z=x+iy как
функция комплексного переменного z.

      Функция )(zf=w называется аналитической в дан-
ной точке z, если она дифференцируема как в самой точке z,
так и в некоторой ее окрестности. Функция )(zf=w  называ-
ется аналитической в области G, если она аналитична в каж-
дой точке Gz Î .Производная аналитической функции вычис-
ляется по формулам

.)(
x

i
yy

ui
x
u

y
ui

yx
i

x
uzf

¶
¶

+
¶
¶

=
¶
¶

-
¶
¶

=
¶
¶

-
¶
¶

=
¶
¶

+
¶
¶

=¢ uuuu

Пользуясь условиями Коши—Римана, можно восстановить
аналитическую функцию )(zf=w , если известна ее
действительная часть ),( yxuu = или мнимая часть ),( yxuu =
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 и, кроме того, задано значение )( 0zf  функции в некоторой
точке 0z . Пусть, например, .1)0(,cos == fyeu x  Определить
аналитическую функцию f(z). В силу условий (2) имеем

,cos ye
x
u

y
x=

¶
¶

=
¶
¶u  (3)

.sin ye
y
u

x
x=

¶
¶

-=
¶
¶u           (4)

Интегрируя уравнение (4) по переменной x, находим
мнимую часть

).(sin yCye x +=u (5)
Слагаемое С(у) представляет собой постоянную (отно-

сительно х) интегрирования. Дифференцируя (5) по у и сопо-
ставляя результат c (3), получаем 0)( =¢ yС , откуда С (у)=С.
Таким образом, имеем

CyiyeiuzfиCye xx ++=+=+= )sin(cos)(sin uu
с учетом формулы (1)— .)( Cezf z +=  Учтем дополнительное
условие f(0) ==1, откуда С=0; итак, .)( zezf =

1.5. Интегрирование функций
комплексного переменного

Пусть однозначная функция )(zf=w определена и не-
прерывна в области G, а Г — кусочно-гладкая кривая, лежащая
в G; ),(),,(,)(, yxyxuuгдеiuzfiyxz uuu ==+=+=
-действительные функции переменных х и у. Вычисление
интеграла от функции )(zf=w комплексного переменного
z сводится к вычислению криволинейных интегралов по
координатам:

ò ò ò ++-=
Г Г Г

udydxidyudxdzzf .)( uu

             Если кривая Г задана параметрическими уравнениями
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x=x(t), y= y(t), а начальная и конечная точки дуги соответ-
ствуют значениям t = α и t=β, то

[ ]òò +=¢=
b

a

).()()(,)()()( tiytxtzгдеdytztzfdzzf
Г

Если )(zf=w — аналитическая функция в односвязной
области G, то интеграл не зависит от пути интегрирования (за-
висит только от начальной и конечной точек). В этом
случае для вычисления интеграла применяется формула
Ньютона — Лейбница

).()()( 12

2

1

zzdzzf
z

z

F-F=ò
где Ф (z) —какая-либо первообразная для функции f(z),

т. е, )()( zfz =F¢ в области G,      Если функция )(zf=w явля-
ется аналитической в области G, ограниченной кусочно-
гладким замкнутым контуром Г, и на самом контуре, то

ò =
Г

dzzf 0)(  (Теорема Коши) и для любой внутренней точки

Gz Î0 dz
zz
zf

i
zf

Г
ò -

=
0

0
)(

2
1)(
p

(интегральная формула Коши)

1.6. Ряд Лорана
Функция )(zf=w , однозначная н аналитическая в

кольце ,|| 0 Rzz <-<r  разлагается в этом кольце в ряд Лорана

,)()()()(
0

0

1

00 ååå
¥

=

-

-¥=

¥

-¥=

-+-=-=
k

k
k

k

k
k

k

k
k zzCzzCzzCzf    (6)

коэффициенты находятся по формулам

K,2,1,0,
)(

)(
2
1

1
0

±±=
-

= ò +
k

zz
dzzf

i
C

Г
kk p

               (7)
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Здесь Г—произвольная окружность с центром в точке
0z , лежащая внутри заданного кольца. Разложение в ряд Лора-

на единственно. В формуле (6) ряды

åå
¥

=

-

-¥=

--
0

00

1

)()(
k

k
k

k

k
k zzCиzzC

называются соответственно гласной частью ряда Лорана и
правильной частью ряда Лорана. На практике для нахождения
коэффициентов kС , если это  возможно, используют готовые
разложения элементарных функций в ряд Тейлора.
       Для примера разложим в ряд Лорана с центром в точке

00 =z  функцию .)( /13 zezzf = Функция zez /13 аналитична в
кольце 0 < | z | < ∞, следовательно, разложима в нем в ряд Ло-
рана. Воспользуемся разложением показательной функции в
ряд Тейлора в окрестности точки :00 =x

KK +++++=
!!2

1
2

k
e

kxx
xx и положим ,/1 z=x  тогда

=÷
ø
ö

ç
è
æ +++++= KK

!
1

!2
111)( 2

3

kzzz
zzf k

KK +++++++=
- !
1

!4
1

!3
1

!2 3
23

kzz
zzz k

В силу единственности ряда Лорана полученное разло-
жение функции f(z) по степеням z является рядом Лорана для
функции zezzf /13)( = в кольце 0 < | z | < ∞.

1.7. Изолированные особые точки однозначной
аналитической функции

Точка 0z называется изолированной особой точкой
функции )(zf=w , если f (z)- однозначная и аналитическая
функция в круговом кольце ,||0 0 d<-< zz кроме самой точки
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0z . Функцию )(zf=w в окрестности точки 0z можно разло-
жить в ряд Лорана(6), сходящийся в кольце d<-< ||0 0zz .
При этом возможны три различных случая, когда ряд Лорана:
1) не содержит членов с отрицательными степенями

разности å
¥

=

-=-
0

00 .)()(..,
k

k
k zzCzfетzz  В этом случае 0z

называется устранимой особой точкой функции )(zf=w ;
2) содержит конечное число членов с отрицательными степе-
нями разности

0,)()(..),( 00 ¹-=- -

¥

-=
å n

k

nk
k CпричемzzCzfетzz .

В этом случае 0z называется полюсом порядка n функ-
ции )(zf=w ;

3) содержит бесконечное число членов с отрицатель-

ными степенями разности k

k
k zzCzfетzz )()(.., 00 -=- å

¥

-¥=

.

В этом случае 0z называется существенно особой точ-
кой функции )(zf=w . При определении характера изолиро-
ванной особой точки используются следующие утверждения.

1. Для того чтобы точка 0z  являлась устранимой особой
точкой аналитической функции )(zf=w , необходимо и доста-
точно существование предела

.||,)(lim 00
0

¥<=
®

CпричемCzf
zz

Для того чтобы точка 0z  являлась полюсом аналитической
функции )(zf=w , необходимо и достаточно существование
предела .)(lim

0

¥=
®

zf
zz

2. Для того чтобы точка 0z являлась полюсом порядка
п  аналитической функции f(z), необходимо и достаточно, что-
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бы функцию f(z) можно было представить в виде
)(,)/()()( 0 zгдеzzzzf n jj -= —функция аналитическая в

точке 0z , причем 0)( ¹zj . .Пусть 0z —изолированная особая
точка функции )()(),(/)()( zиzгдеzzzf mlml=  —функции
аналитические в точке 0z . Если числитель )(zl и все произ-
водные до к—1 порядка включительно в точке 0z  равны нулю,

,0)( 0
)( ¹zkl  знаменатель )(zm  и все производные до l-1 по-

рядка включительно также равны нулю в точке 0z , ,0)( 0
)( ¹zlm

то при l>k точка 0z является полюсом порядка n=l—k аналити-
ческой функции f(z). (Если ,kl £ то точка 0z  является устра-
нимой особой точкой аналитической функции f(z).) В частном
случае, при k=0, l =  1 имеем: если

0000 ,0)(,0)(,0)( zтоzzz ¹¢=¹ mml — полюс первого по-
рядка функции f(z).

3. Пусть при 0zz ®  аналитическая функция )(zf=w
не имеет пределов ни конечного, ни бесконечного. Это условие
является необходимым и достаточным для того, чтобы точка

0z была существенно особой точкой функции )(zf=w .

1.8. Вычеты
Пусть 0z  — изолированная особая точка функции
)(zf=w . Вычетом функции f (z) в точке 0z называется число,

обозначаемое символом )(
0

zfres z  и определяемое равенством

ò=
gp

dzzf
i

zfres z )(
2
1)(

0
                                     (8)

(другие обозначения: [ ]00 ),(),( zzfreszresf ). Замкнутый контур
интегрирования γ лежит в области аналитичности функции f (z)
и не содержит внутри других особых точек функции f (z),
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кроме 0z . Сопоставление формул (7) и (8) показывает, что вы-
чет функции равен коэффициенту при минус первой степени в
лорановском разложении f (z) в окрестности точки 0z :

1)(
0 -= Сzfres z .                                   (9)

Вычет в устранимой особой точке равен нулю. Вычет функции
f (z) в полюсе n-гo порядка вычисляется по формуле

];))(([lim
)!1(

1)( 01

1

0
0

n
n

n

zzz zzzf
dz
d

n
zfres -

-
= -

-

®

при n=1
)].)(([lim)( 0

0
0

zzzfzfres
zzz -=

®

Если функция )(zf=w  в окрестности точки 0z  пред-
ставляется как частное двух аналитических функций,

),(/)()( zzzf ml=  причем ),(,0)( 00 zz ml ¹ 0)( 0 ¹¢ zm  (в этом
случае 0z — полюс первого порядка функции f (z)), то

).(/)()( 000
zzzfres z ml ¢=

 Если точка 0z  есть существенно особая точка функции
)(zf=w , то вычет вычисляется по формуле (9).

      Основная теорема Коши о вычетах.
Если функция )(zf=w является аналитической на гра-

нице Г области G и  всюду внутри области, за исключением
конечного числа особых точек ,,,, 21 nzzz K , то

).(2)(
1

zfresidzzf
U

n

k
zkò å

=

= p                   (10)

1.9. Вычисление несобственных  интегралов
от рациональных функций

Пусть R (x) — рациональная функция,
),(/)()( xQxPxR lk= где )(xPk и )(xQl -  многочлены степеней
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k и l соответственно. Если R (х) непрерывна на всей действи-
тельной оси и 2+³ kl , т.е. степень знаменателя, по крайней
мере, на две единицы больше степени числителя, то

),(2)( zRresidxxR
m

zmåò =
+¥

¥-

p

здесь сумма вычетов функции )(/)()( zQzPzR lk= берется по
всем полюсам mz , расположенным в верхней полуплоскости
Im z>0.

1.10. Вычисление несобственных интегралов
специального вида

Пусть R (x) — рациональная функция,
),(/)()( xQxPxR lk= где )(xPk и )(xQl -  многочлены степеней

k и l соответственно. Если R (х) непрерывна на всей действи-
тельной оси и 1+³ kl  (т. е. R(x) – правильная рациональная
дробь), то

,0,)(2Recos)( >
þ
ý
ü

î
í
ì

= åò
+¥

¥-

lpl l

m

zi
z ezRresixdxxR

m

.0,)(2Imsin)( >
þ
ý
ü

î
í
ì

= åò
+¥

¥-

lpl l

m

zi
z ezRresixdxxR

m

где сумма вычетов функции ziezR l)(  берется по всем полюсам

mz , расположенным в верхней полуплоскости Im z>0.

1.11. Вычисление определенных интегралов
 специального вида

Пусть R —рациональная функция cos  t и sin  t, непре-
рывная внутри промежутка интегрирования. Полагаем itez = ,
тогда

;,1
2
1sin,1

2
1cos

iz
dzdt

z
z

i
t

z
zt =÷

ø
ö

ç
è
æ -=÷

ø
ö

ç
è
æ +=
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имеем

ò ò
=

=
p2

0 1||

.)()sin,(cos
z

dzzFdtttR                                 (11)

где путь интегрирования—окружность единичного радиуса с
центром в начале координат. Контурный интеграл в правой
части равенства (11) вычисляется по формуле (10), где сумма
вычетов функции F(z) берется по всем особым точкам, лежа-
щим в области | z|< 1.

2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА

2.1. Преобразование Лапласа и его свойства
Функцией-оригиналом называется функция f(t) действи-

тельного аргумента t, удовлетворяющая условиям: 1) f(t) инте-
грируема на любом конечном интервале оси t; 2) для всех от-
рицательных t  f(t)=0; 3) f(t) возрастает не быстрое показатель-
ной функции, т. е. существуют такие постоянные М и 0s ,что
для всех t .|)(| 0tMetf s<

Изображением функции f(t) по Лапласу называется
функция F(p) комплексного переменного ts ip += , определя-
емая равенством

;)()(
0

dttfepF ptò
¥

-=

обозначение: f(t) ¸ F(p).
Для любой функции-оригинала f(t) изображение F(p)

определено в полуплоскости 0Re s>p  и является в
этой полуплоскости аналитической функцией выполняются
свойства:

.10  Линейность: для любых комплексных постоянных
21 CиС

( ) ).()()( 22112211 pFCpFtfCtfC +¸+
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.20  Формула подобия: для любого постоянного ω>0

.1)( ÷
ø
ö

ç
è
æ¸

ww
w

pFtf

.30  Дифференцирование оригинала: если функции
)(,),(),( )( tftftf nK¢ являются функциями-

оригиналами, то

).0()0()0()()(
..........................................................................................

),0()0()()(
),0()()(

)1(21)(

2

--- --¢--¸

¢--¸¢¢

-¸¢

nnnnn ffpfppFptf

fpfpFptf
fppFtf

K

Величина ,1,,1,0),0()( -= nkf k K  понимается как
).(lim )(

0
tf k

t +®

.40  Дифференцирование изображения: ).()( ttfpF -¸¢

.50  Интегрирование оригинала: .)()(
0
ò ¸
t

p
pFdf tt

.60  Интегрирование изображения: если
t
tf )(  является

функцией-оригиналом, то

.)()(ò
¥

¸
p t

tfdppF

.70  Формула смещения: для любого комплексного λ
).()( ll +¸- pFetf t

.80  Формула запаздывания: .0),()( >¸- - tt t pFetf p

.90  Формула умножения изображений:

.)()()()( 2
0

121 ttt dtffpFpF
t

-¸ ò          (12)



14

Интеграл в (12) называется сверткой функций
)()( 21 tfиtf  и обозначается символом 21 ff * .

Отыскание оригинала по изображению.
      Для нахождения оригинала f(t) по известному изоб-

ражению F(p) наиболее широко применяются следующие при-
емы:

1) если F(p) есть правильная рациональная дробь, то ее
разлагают на сумму простых дробей и находят оригиналы
для каждой простой дроби, используя свойства 00 91 -  преоб-
разования Лапласа; используют формулу разложения, согласно
которой при некоторых достаточно общих условиях оригина-
лом

2)  для F(p) служит функция [ ],,)()( å=
k

k
pt pepFrestf

где сумма вычетов берется по всем особым точкам kp  функ-
ции F(p).

2.2. Формулы соответствия
Широко применяются следующие табличные

соотношения:

./!);/();/(
);/(cos);/(sin);/(1;/11

12222

2222

+¸-¸-¸

+¸+¸-¸¸
nn

at

pntpptchptsh
pptptapep

wwwww

wwwww

Левые части операционных соотношений предполага-
ются помноженными на функцию

î
í
ì

<
³

=
.0,0
,0,1

)(
t
t

th которая для сокращения записи, как

правило, опускается.

2.3. Изображение кусочно-линейной функции
 Примерный вид графика кусочно-линейной (полиго-

нальной) функции представлен на рис.1. Введём следующие
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обозначения: -kt точки разрыва функций f(t) или
)(tf ¢ ; --= kkk baa скачки функций в узлах «стыка»;

--= kkk tgtg dgb скачки производной )(tf ¢  в узлах «стыка».
Изображение полигональной функции имеет вид

.)( 2 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+= å -

pp
epF kk

k

p k
bat

2.4. Задача Коши для обыкновенных линейных
дифференциальных уравнений

Решение линейных  дифференциальных уравнений опе-
рационным методом предполагает три этапа: 1) переход от ис-
ходных функций к их изображениям по Лапласу,  при этом
дифференциальное уравнение преобразуется в алгебраическое
относительно изображения искомой функции;  2)  решение по-
лученного алгебраического уравнения;  3)  получение искомого
решения по его изображению.

Рис. 1
Решим Задачу Коши для дифференциального уравнения

1=-¢ xx                           (13)
при начальном условии x(0)=1.

Операционный метод решения такой задачи состоит в
том, что искомую функцию и правую часть дифференциально-
го уравнения считаем оригиналами и переходим от уравнения,
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связывающего оригиналы, к уравнению, связывающему их
изображения. Для этого воспользуемся формулой дифферен-
цирования оригинала .1)()0()()( -=-¸¢ ppXxppXtx Приме-
няя свойство линейности, перейдём в уравнении (13) от ориги-
нала к изображениям: [ ] ./1)(1)( ppXppX =-- Решим полу-
ченное уже не дифференциальное, а алгебраическое уравнение
относительно неизвестного изображения X(p):

./1)1/(2)( pppX --=  Осталось по неизвестному изображе-
нию X(p) найти соответствующий ему оригинал x(t). Используя
свойство линейности преобразования Лапласа и табличные
операционные соотношения (см. п. 1.13), получаем

.12)( -= tetx  Это и есть искомое решение задачи Коши. Ана-
логично решаются системы линейных дифференциальных
уравнений.

2.5. Формула Дюамеля
Рассмотрим линейное дифференциальное

уравнение n-го порядка с постоянными коэффициента-
ми:

{ } )()()()()( )1(
1

)(
0 tftxatxatxatxL n

nn =+++= - K       (14)
при нулевых начальных условиях

.0)0()0()0( )1( ===¢= -nxxx K                                   (15)
(Заменой искомой функции задачу с ненулевыми начальными
условиями можно свести к задаче с нулевыми условиями.).
Допустим, что известно решение уравнения { } 1)( =txL
(с той же левой частью и правой частью, равной единице) при
условиях (15). Обозначим его ).(1 tx  Тогда решение x(t) задачи
(14)-(15) можно выразить через )()(1 tfиtx  с помощью одной
из формул:

,)()()(,)()()(
0

1
0

1 tttttt dftxtxdtfxtx
tt

-¢=-¢= òò
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ò ò -¢+=-¢+=
t t

dxtftxftxdtxftxftx
0 0

1111 .)()()()0()(,)()()()0()( tttttt

Каждое из этих выражений называют формулой (или
интегралом) Дюамеля.

Метод решения дифференциальных уравнений, осно-
ванный на формуле Дюамеля, применяют, как правило, в тех
случаях, когда возникают трудности при нахождении изобра-
жения F(p) правой части f(t) уравнения (14), а также при необ-
ходимости многократного решения задачи (14)-(15) для раз-
личных функций f(t)

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ

Задача 1 . (см п. 1.1.)

Найти все значения корня: 4 3128128 i--
Решение:
Корень n-й степени из комплексного числа z имеет n

разных значений, которые находятся по формуле:

÷
ø
ö

ç
è
æ +

+
+

=
n

i
n

zz nn pkjpkj 2sin2cos

( )zarg=j ;   k=0, 1 ,…, n-1;  z ¹ 0
Подставляя в эту формулу различные значения  k,

найдем все  значения корня
4 3128128 i-- :
4 3128128 i-- = i232 - , 4 3128128 i-- = 322 i+
4 3128128 i-- = - 232 + i, 4 3128128 i-- = -2 – i2 3
Ответ:

4 3128128 i-- ={ }322;232;322;232 iiii --+-+-
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Задача 2 (см п.1.2.)
Представить в алгебраической форме: sh ( )ip-2
Решение:
Перейдем от гиперболического синуса к тригонометри-

ческому: sh ( )ip-2 = -i sin ( ) ( )iii 2sin2 +×-=+ pp
Используем формулу синуса суммы:
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]iiiii 2sincos2cossin2sin ppp +-=+× .

Представим тригонометрические функции с мнимыми
Аргументами  в виде показательных:

- ( ) ( ) ( ) ( )[ ] =+ iii 2sincos2cossin pp

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
=

-
×-×-

+
××-=

---

22
1

2
0

222222 ee
i

eeieei

Ответ: sh ( )ip-2 = ÷÷
ø

ö
çç
è

æ --

2

22 ee

Задача 3 (см п.1.2.)
Представить в алгебраической форме:

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +
7

833 iArctg

Решение:
Функция Arctg является многозначной и в общем виде
определяется следующим образом:

Arctg z= - iz
izLni

-
+

1
1

2
Подставим вместо z значение

7
833 i+ :
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=
+-

-

+-
+

-=÷÷
ø

ö
çç
è

æ +

7
3381

7
3381

27
833

i

i

LniiArctg

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-
-

×--=

=
-
+--=

-+
+--=

35
331

3
1

2

3315
331

23387
3387

2

i
iLni

i
iLni

i
iLni

Логарифмическая функция Ln(z), где z ¹ 0, определяется
как функция, обратная показательной, причем:

Ln ( )pk2arglnln ++=+= ziziArgzzz ,

,...2,1,0 ±±=k
Подставим это выражение в полученное выше:

- =÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-
-

×-
35
331

3
1

2 i
iLni

=
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ

-
-

×-+
-

-
×--= pk2

35
331

3
1arg

35
331

3
1ln

2 i
ii

i
ii

»÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ

+
+

-+-= pk2
331
353arg

2
1

3
1ln

2 i
ii
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,...2,1,0,2
3

2
2
1009,1

2
±±=÷

ø
ö

ç
è
æ ++×» kpkpi

Ответ: »÷÷
ø

ö
çç
è

æ +
7

833 iArctg

,...2,1,0,2
3

2
2
1009,1

2
±±=÷

ø
ö

ç
è
æ ++×» kpk

pi

Задача 4
Вычертить область, заданную неравенствами:

,11 <-z ,
4

arg p
£z ( )

4
1arg p

>-z

                                Рис. 2

Задача 5 (см п.1.5.)
Определить вид кривой:

( )1252 22 +++++= ttittz
Решение:
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Уравнение вида ( ) ( ) ( )tiytxtzz +==  определяет на
комплексной плоскости кривую, параметрические уравнения
которой имеют вид ( ) ( )., tyytxx ==      В нашем случае:

( ) ( ) 12;52 22 =+=++= tttytttx
Выразим параметр t  через x  и y :

( ) 141452 22 --=Þ+=-Þ++= xttxttx
( ) 1112 22 -+Þ+=Þ++= yttytty

Получим уравнение кривой в виде ( ) :0, =yxF

044114 =--Þ=-Þ-=-- yxyxyx .
Ответ: 04 =-- yx

Задача 6  (См. п. 1.4)
Проверить, что u является действительной частью ана-

литической функции. Восстановить аналитическую в окрест-
ности точки z0 функцию f (x) по известной действительной ча-
сти u (x,y) и значению f (z0):u = -2xy-2y, f (0) = i

Решение:
Зная действительную часть аналитической функции,

можно узнать производную аналитической функции по
следующей формуле:

f / (z) =
dy
dui

dx
du

- .

Найдём производную аналитической функции:
f / (z) = f / (x + iy) = -2y + 2ix + 2i = 2 (ix – y) + 2i = 2i (x + iy) +
2i= 2iz + 2i. Т.к. производная существует, то u является
действительной частью аналитической функции. Теперь, зная
производную аналитической функции f (z), можно найти про-
изводную с точностью до константы:

f (z) = ò =+ dziiz )22(  iz 2 + 2iz +C
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Определим константу С: f(0) = i02 + 2i. 0 + C = i => C = i
Итак, аналитическая функция f (z) выглядит следующим
образом:  f (z) = iz2 +2iz +i
Ответ: f (z) = iz2 +2iz +i

Задача 7 (см п.1.5)
Вычислить интеграл от функции комплексного пере-

менного по данной кривой: ( )dzzz
ABC
ò + 5sin ;   ABC  –  ломаная:

izzz CBA 2;1;0 ===
Решение:
Покажем кривую, по которой должно проходить
интегрирование:

y

2 С

x1
BA

0

                 Рис. 3
Проверим исходную функцию на аналитичность. Для

этого перейдем от функции f(z) к функции
( ) ( ) ( ),,,, yxivyxuyxf +=  где :iyxz +=
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( ) ( ) ( ) ( ) -++-=+++= +-- yixxee
i

iyxiyxzf yixyix 455 5
2
1sin

=-+-- 543223 51010 iyxyyixyx

( )
( )

++-++= -

444444 3444444 21
yxu

yy xyyxxeex

,

4235 510
2

sin

( )
( )

4444444 34444444 21
yxv

yy yyxyxeexi

,

5324 105
2

cos
÷
ø
ö

ç
è
æ --+-×+ -

Проверим, выполняются ли  условия Коши – Римана:

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ;40sin1
2

;610cos
2

222

422412

dy
dvyxxyexee

dy
du

dy
dvyyxxexee

dx
du

yy
y

yy
y

-=-+--=

=+-+=

-

+
-

Условия Коши – Римана выполняются, следовательно,
функция является аналитической. Тогда результат от

пути интегрирования не зависит:
( )dzzz

ABC
ò + 5sin =

( )
3
292

2
cossin 2

0

62

0

5 --=+-=+= ò chzzdzzz i
i

Ответ: ( )dzzz
ABC
ò + 5sin

3
292 --= ch

Задача 8 (см п.1.6)
Найти все лорановские разложения данной функции по

степеням z. ( ) 432 672
1446

zzz
zzf

-+
+

=

Решение:
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( )( ) ( )( )126

246
126

246
672
1446

22432 -+
+

×-=
-+-

+
=

-+
+

zz
z

zzzz
z

zzz
z

Представим один из множителей, как сумму двух про-
стых слагаемых:

=
-

+
+

=
-+

+
126)12)(6(

24
z

B
z

A
zz

z

}{

12
2

6
1

)12)(6(
24

2;1
)12)(6(
612

-
+

+
-

=
-+

+
Þ

Þ=-=Þ
-+

++-
=

zzzz
z

DA
zz

BBzAAz

Отсюда f (z) примет следующий вид:

f (z) = ÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-

+
×

12
2

6
16

2 zzz
. Особые точки: z = 0; z = -6; z = 12

                         Рис. 4
Рассмотрим область :6<z
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( ) =zf ÷
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ö

ç
è
æ

-
-

+
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2 zzz
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ú
ú
ú
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÷
ø
ö
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è
æ--

×

12
1

1

6
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÷
ø
ö

ç
è
æ +++++÷

ø
ö

ç
è
æ +-+-=

=ú
û

ù
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+++++÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+-+-×=

...
1728144

1
12

11...
21636

1
6
11

...
172814412

1...
216366

11
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3232

2

z
zz

z
zz

zzzzzz
z

Рассмотрим область :126 << z

( ) =zf ÷
ø
ö

ç
è
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-
-

+
×
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2 zzz
= =
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ú
ú
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÷
ø
ö

ç
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×
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1

1
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2 z

z
z

÷
ø
ö

ç
è
æ +++++÷

ø
ö

ç
è
æ +-+-=

=ú
û

ù
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+++++÷

ø
ö

ç
è
æ +-+-×=

...
1728144

1
12

11...1296216366

...
172814412

1...12962163661

26543

32

4322

z
zzzzzz

zzz
zzzzz

Рассмотрим область :12>z
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÷
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÷
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1
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÷
ø
ö

ç
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æ +++++÷

ø
ö
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æ +-+-=

=ú
û

ù
ê
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é
÷
ø
ö

ç
è
æ ++++-÷

ø
ö

ç
è
æ +-+-×=

...20736172814412...1296216366

...20736172814412...12962163661

65436543

4324322

zzzzzzzz

zzzzzzzzz

:6<z

÷
ø
ö

ç
è
æ +++++÷

ø
ö

ç
è
æ +-+-= ...

1728144
1

12
11...

21636
1

6
11)(

22

z
zz

z
zz

zf

:126 << z

÷
ø
ö

ç
è
æ +++++÷

ø
ö

ç
è
æ +-+-= ...

1728144
1

12
11...1296216366)(

26543

z
zzzzzz

zf

:12>z

÷
ø
ö

ç
è
æ +++++÷

ø
ö

ç
è
æ +-+-= ...20736172814412...1296216366)(

65436543 zzzzzzzz
zf

            Задача 9 (см п.1.6).
Найти все лорановские разложения данной функции по

степеням z-z 0 .

( ) iz
z

zzf 23,
4

2
02 +=

+
=
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Решение:
Преобразуем данную функцию:

( )
izizz

zzf
2

1
2

1
4

2
2 +

+
-

=
+

=

Используем разложения в ряд Тейлора в окрестности
точки 0z :

( )å
¥

=
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=+-+-=
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3
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2
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+
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+
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=
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=
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=
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Таким образом: ( )
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=
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Ответ: ( ) =zf ( )
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Задача 10 (см п.1.6.)
Данную функцию разложить в ряд Лорана в окрестно-

сти точки 0z :
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( )
2
1sin

-
-

×=
z
zzzf p , 20 =z

Решение:
Перейдем к новой переменной 0zzz -=¢

( ) ( )

( )zf
zz

i
z

z
z

z

zz
z

z
zz

z
zzzz

¢=
¢

+
¢

+
¢

¢+
¢

¢=

=úû
ù

êë
é

¢
+

¢
+¢=

¢
+¢¢

+¢=
-
-

×-=¢

1sin1cos21cossin21sin1cos1cos1sin

1sin1cos1cos1sin21sin2
2
1sin;2

Теперь нам остается найти разложение получившейся функции
от z¢ в окрестности точки 00 =z .  Для этого следует использо-
вать табличные разложения в ряд Тейлора:

( ) =¢zf

zz
i

z
z

z
z

¢
+

¢
+

¢
¢+

¢
¢=

1sin1cos21cossin21sin1cos1cos1sin =

+¢÷
ø
ö

ç
è
æ -

¢
+

¢
-

¢
+¢÷

ø
ö

ç
è
æ -

¢
+

¢
-= 1cos...

!5
1

!3
111sin...

!4
1

!2
11 5342 z

zzz
z

zz

=÷
ø
ö

ç
è
æ -

¢
+

¢
-

¢
+÷

ø
ö

ç
è
æ -

¢
+

¢
-+ 1cos...

!5
1

!3
1121sin...

!4
1

!2
112 5342 zzzzz

...
!5!4

1sin2!51cos!4
!4!3

1sin!31cos2!4
!3!2

1sin2!31cos!2
21

1sin2!51cos2!21sin21cos1sin

43

2

+
¢

+
+

¢
+

-

-
¢

+
-

¢
+

+++¢=

zz

zz
z

Произведем обратную замену переменной и, таким об-
разом, получим разложение исходной функции в ряд Лорана в
окрестности точки 10 =z :
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( ) =¢zf

.
!3!2

1sin2!31cos!2
21

1sin2!51cos2!21sin21cos1sin 2 -
¢

+
-

¢
+

+++¢=
zz

z

...
!5!4

1sin2!51cos!4
!4!3

1sin!31cos2!4
!3!2

1sin2!31cos!2
432 +

¢
+

+
¢

+
-

¢
+

-
zzz

Ответ: ( ) =¢zf -
¢

+
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zzz

Задача 11 (См. п. 1.7)
Определить тип особой точки f = 0 для данной функции:

f (z) =
6/

sin
3

44

zzshz
zz

--
-

Решение:
Разложим числитель и знаменатель в ряды Лорана в
 окрестности точки z = 0:

f(z)=
6/

sin
3

44

zzshz
zz

--
- =

=
+++

+-+-
=

+++++--

+-+-+-
=

...
!9!7!5

...
!7!5!3

...
!7!5!3

6/

...
!7!5!3

975

202012

753
3

282012
44

zzz

zzz

zzzzzz

zzzzz

...
!9!7!5

1

...
!7!5!3

42

23157

+++

+-+-
=

zz

zzz

Представим эту функцию, как отношение функций g (z)
и h (z):
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 f (z)
...

!9!7!5
1

...
!7!5!3
42

23157

+++

+-+-
=

zz

zzz

 =
)(
)(

zh
zg ;

g(z) = - ...
!7!5!3

23157

+-+
zzz  ;      h(z) = ...

!9!7!5
1 42

+++
zz

Для каждой из функций найдём порядок производной,
не обращающейся в 0 при z = 0. Поскольку рассматриваемые
функции представляют собой обычные  степенные многочле-
ны, то несложно увидеть, что g Vll (0) ≠ 0 и h (0) ≠ 0.

Так как порядок производной, не образующейся в ноль
при z = 0 выше для функции, находящейся в знаменателе, то
точка z = 0 является полюсом функции. Порядок этого полюса
находится, как разница между порядками производных, не об-
ращающихся в ноль при z = 0 для функций g (z)  и h (z). В дан-
ном случае, это 7 – 0 = 7.

Ответ: Точка z = 0 является полюсом 7-го порядка для
 заданной функции.

Задача 12 (См. п. 1.7)
Для данной функции найти изолированные особые точ-

ки и определить их тип.

f (z) =
)1)(14(

cos
22 +- zz

zp
.

Решение:
Изолированными особыми точками являются z = i,

z  = -i, z = ½,  z = - ½. Запишем данную функцию в виде отно-
шения

g (z)  и h (z):  f (z) =
)1)(14( 22 +- zz

zcoыp ;g (z) = cos πz;

h (z) = (4z 2 -1)(z 2 + 1).
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Для каждой из функций найдём порядок производной,
не обращающейся в ноль при z = i, z  = -i,  z = ½,  z = - ½:

g (1/2) = 0,  g (-1/2) = 0,  g (i) ≠ 0,  g (-i) ≠ 0;
g׳(z) = - π sin πz,  g (1/2) ׳ ≠ 0,  g (1/2-) ׳ ≠ 0;
h (1/2) = 0,  h (-1/2) = 0, h (i) = 0, h (-i) = 0;
h ׳ (z) = 16z 3 + 6z;
h (1/2) ׳ ≠ 0, h (1/2-) ׳ ≠ 0, h ׳ (i) ≠ 0, h ׳ (-i) ≠ 0.
При z = ½  и  z = - ½ порядок ненулевой производной

для функции, стоящей в знаменателе, равен порядку ненулевой
производной для функции, стоящей в числителе. Таким обра-
зом, можно сделать вывод, что z = ½  и  z = - ½  являются
устранимыми особыми точками. Так как порядок производной,
не обращающейся в ноль при z = i и  z  = -i выше для функции,
находящейся в знаменателе,  то точки z  =  i  и z   =  -i  являются
полюсами функции. Порядок этих полюсов находится, как
разница между порядками производных, не обращающихся в
ноль. В данном случае, это 1 – 0 = 1.

Ответ: Точки z = ½  и  z = - ½  являются устранимыми
особыми точками. Точки z = i и z  = -i являются полюсами 1-го
порядка.

         Задача 13 (см п.1.7. и 1.8.)
Вычислить интеграл:

ò
=2

2

cos
sin

z

dz
zz
z

Решение:
Найдем особые точки функции f(z):

Zz

z

Î+=

=

kpk
p ,
2

0
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В рассматриваемую область попадают точки

.
2

,
2

,0 pp
-=== zzz  Точка 01 =z является простым нулем.

Найдем вычет в этой точке:

( ) ( ) 1
cos

lim
cos

sinlim
0

lim 2

2

02

2

001
===úû

ù
êë
é

-
=

®®® zz
z

zz
z

z
zfzfres

zzzz

Точка
22
p

=z  является простым полюсом. Найдем вычет в

этой точке:

( ) ( )( )[ ] ( )
=

ïþ

ï
ý
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ïî

ï
í
ì
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-
=-=

®®
2

2
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sin2lim2lim
2
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2 p
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p

pp tz
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zzfzfres
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z

ppp

pppp

p

2

2

1

)
2

(

coslim

)
2

(

coslim
sin)

2
(

coslim
)

2
cos()

2
(

)
2

(sin
lim

2

0

2

0

2

0

2

0

-=
-

=
+-

=

=
+-

=
+-

=
++

+
=

®

®®®

t

t

tt

tt

tt

tt

tt

tt

z

ztt

Точка
23
p

-=z  является простым полюсом. Найдем

вычет в этой точке:
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(
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(
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=
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Отсюда следующий результат:

( )ò å
= =

-=÷
ø
ö

ç
è
æ --==

2 1

2

422212)(2
cos

sin

z i
z izfresidz

zz
z

p
pp

pp

Ответ: ( )42
cos

sin

2

2

-=ò
=

pidz
zz
z

z

Задача 14 (См. п. 1.7 и 1.8)
Вычислить интеграл:

ò
=2

)(

3 2cos
z

zf

dz
z
iz

43421

Решение:
У этой функции одна особая точка: z = 0. Используем

 разложение в ряд Лорана в окрестности этой точки  (т.е. по
степеням z), чтобы определить её тип:

z 3 cos
z
i2 =

 = ÷
ø
ö

ç
è
æ ++++ ...

!6
64

!4
16

!2
41 642

3

zzz
z =z3 + ...

!6
64

!4
16

!2
4

3 +++
zz

z
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Главная часть получившегося ряда содержит бесконечное чис-
ло членов, из чего следует, что это – существенная особая точ-
ка. Точка вычет в этой точке находится как коэффициент при
минус первой степени в лорановском разложении f (z) в
окрестностях точки z = 0:

0=z
res f (z) = C -1 =

3
2

24
16

!4
16

==

По основной теореме Коши о вычетах:

ò
c

dzzf )(  = 2 π i å
=

n

i
z zresf

n
1

)( .

 В данном случае:

dz
z
iz

z
ò
=2

2
5 sin  = 2 π i ∙

3
2  =

3
4 ip .

Ответ: dz
z
iz

z
ò
=2

2
2 sin  =

3
4 ip .

Задача 15(см. п 1.7 и 1.8)
Вычислить интеграл:

dz
zz

zzch
z

zf

ò =

-
2,0

)(

2 8sin
2cos2

44 344 21

Решение: Особые точки этой функции
8
kz p

= . Однако в

контур попадает только 0=z . Определим тип этой особой
точки:

zzzh

zzchzg
zh
zg

zz
zzchzf

8sin)(

;2cos2)(;
)(
)(

8sin
2cos2)(

2

2

=

-==
-

=

Определим порядки производных, ненулевых при 0=z .
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Мы уже неоднократно использовали этот прием, поэтому на
сей раз опустим детальное и громоздкое вычисление  произ-
водных и скажем только, что в результате этих действий мы
определили, что 0=z  представляет собой простой полюс.

Тогда можно рассчитать вычет в этой точке следующим
образом:

[ ]
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8sin648cos16
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þ
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zzz
zzsh
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zzchzzfzf

z
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.

По основной теореме Коши о вычетах:

iizfresidz
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zzch

z

n

i z
ppp ===

-
ò å
= = 2

12)(2
8sin

2cos2

2,0 1
2

0

Ответ: idz
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zzch

z
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-

ò
= 2,0

2 8sin
2cos2

Задача 16 (см. п.1.7 и 1.8)
Вычислить интеграл:

ò
=- -

+
-23

2)2(
2

2

3
1cos(

z

dz
zz

izch

z
z

p

Разобьём этот интеграл на сумму двух интегралов:
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3
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4342143421
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Рассмотрим первый интеграл:

ò
=- -23

)(1

3
1cos

z
zf

dz
z

z
43421

Перейдем к новой переменной:

t
t

z
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Единственной особой точкой этой функции является
0=t . Чтобы определить её тип, разложим функцию в ряд Ло-

рана:
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!6
3

!6
1

!4
3

!4
1

!2
3

!2
13

...)
!6
3

!4
3

!2
33(...)

!6
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65432

64253
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=+-+-++-+-=
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+
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tttttt
t

tttttt
t

tttt
t

t
t

Отчетливо видно, что главная часть ряда Лорана содержит
бесконечное количество членов, из чего следует, что 0=t
является существенной особой точкой. Тогда вычет в ней
находится следующим образом:

2
1

!2
11cos)3( 10

-=-==úû
ù

êë
é + -

=
C

t
tres

t

Таким образом:

ò ò
=- =

=+=
-23 2

1cos)3(
3

1cos
z t

dz
t

tdz
z

z
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=
=

-=-´=+
0

)
2
1(2]1cos)3[(2

t
ii

t
ti res ppp

Используем вычеты для взятия второго интеграла:

ò
=- -23

2)2(
2

4

z

dz
zz

izch p

У подынтегральной функции есть две особые точки:
0=z  и 2=z . При этом точка 0=z  не охвачена контуром, по

которому проходит  интегрирование, и не рассматривается.
Точка 2=z  является полюсом второго порядка. Найдем
вычет в этой точке:

1)]
2

cos(4)
2

sin(2[

]2
4

[lim]
)2(

2
4)2(

[lim)(

2
2

22

2

222

lim =-
-

=

==
-

´-
=

®

®®®

z
z

z
z

z

zch

dz
d

zz

izchz

dz
dz

z

zzz
fres

ppp

pp

Таким образам:

iizfidz
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izch
res

zz

ppp

p

212)(2
)2(
2

4
2

223
2 =´=´=

- ==-
ò

Найдем исходный интеграл как сумму интегралов,
составляющих его:
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+
- 23

2
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2
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-

+
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iiidz
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ppp

p
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Ответ: idz
zz

izch

z
z

z

p

p

=
-

+
-ò
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)
)2(
2

4

3
1cos( 2

23

Задача 17 (см.п.1,7; 1,8; 1,11)
Вычислить интеграл:

ò +

p2

0 3sin22 t
dt

Решение:
Интеграл такого вида может быть преобразован в кон-

турный, используя следующие выражения:

;nez = ;);1(
2
1sin);1(

2
1cos

iz
dzdt

z
z

i
t

z
zt =-=+=

ò ò
=

=
p2

0 1

)()sin,(cos
z

dzzFdtttR

Воспользуемся этими данными и получим:

ò ò ò
= =

=
+-

=
+-

=
+

p2

0 1 1
2 3)1(23)1(2

/
3sin22 z z izz

dz

z
z

i

izdz
t

dt

= ò
= ++1 )2/)(2(2z iziz

dz

Подынтегральная функция имеет две особые точки:
;2/;2 iziz -=-= Точка 2i-  не попадает в область, огра-

ниченную контуром интегрирования. Точка 2/i- является
простыми полюсом. Вычислим в этой точке вычет:
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=
+

=+=
-=-®-= )2(2

1lim)]2/)(([lim)(
2/2/2/ iz

izzfzf
iziziz

res

i
ii

-=
+-

=
)22/(2

1 . По основной теореме Коши о выче-

тах:

åò
==

=-==
++

n

i zz

izresfi
iziz

dz
11 0

2)1(2)(2
)2/)(2(2

ppp

Ответ: ò =
+

p

p
2

0

2
3sin22 t

dt

Задача 18 (см.п. 1,7; 1,8; 1,11)
Вычислить интеграл:

ò +

p2

0
2)cos23( t

dt

Решение:
Интеграл такого вида может быть преобразован в инте-

грал по контуру, используя следующие выражения:

;);1(
2
1sin);1(

2
1cos;

iz
dzdt

z
z

i
t

z
ztez n =-=+==

ò ò
=

=
p2

0 1

)()sin,(cos
z

dzzFdtttR

Воспользуемся этими данными и перейдем к интегралу
по контуру :



40

ò

òòò
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=
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1 2

1
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1 2
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)]
2

31)(
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31(3[

4

))1(232(
4

))1(
2
23(

/
)cos23(

z

zz

zzi

zdz

zzi
zdz

z
z

izdz
t

dtp

Подынтегральная функция имеет две особые точки:
;2/31(;2/)31( --=-= zz Точка 2/)31( --=z  не

попадает в область, ограниченную контуром интегрирования.
Точка 2/)31( -=z  является полюсом второго порядка. Вы-
числим в этой точке вычет:

ii

iz
z

i

z
z

dz
d

i

zi
z

dz
d

zzf
dz
dzfres

z

z

z

zz

3
2
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)3131(
31314]

)312(
3122[lim2

)2/)31((
lim2

)]2/)31((2[
4lim

])2/)31()(([lim)(

2

222/)31(

22/)31(

22/)31(
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2/)31(2/)31(
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-

×-=
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++-
---

×-=
++
--

-=

=
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=

=
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=--=

-®
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По основной теореме Коши о вычетах:

ppp 32)3(2)(2
)]

2
31)(

2
31(3[

4

1 12 0

=×==
+

+
-

-
ò å
= = i

izfresi
zzi

zdz

z

n

i z

Ответ: p
p

32
)cos23(

2

0
2 =

+ò t
dt .
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Задача 19 (см.п. 1,7; 1,8; 1,9)
Вычислить интеграл:

dx
xx

x
ò

+¥

¥- ++
+

127
2

24

2

Решение:
Известно, что если функция рациональная, а ее числи-

тель и знаменатель представляют собой многочлены, причем
степень знаменателя, по крайней мере, на две единицы больше
степени числителя, то можно применить следующую формулу:

)(2)( zRresidxxR
m zm

ò å
+¥

¥-

= p .  Сумма вычетов берется по

всем полюсам  полуплоскости 0Im >z
Преобразуем исходный материал:

òò
+¥

¥-

+¥

¥- ++
+

=
++

+ dz
zz

zdx
xx

x
)4)(3(

2
127

2
22

2

24

2

Особые точки:
iz 2= );0(Im >z iz 2-= );0(Im <z
3iz = );0(Im >z 3iz -= );0(Im <z

Точки iz 2=  и 3iz =  являются простыми полюсами и
вычеты в них вычисляются следующим образом:

2)3)(2(
2lim)]2)(([lim)( 2

2

222

i
ziz

zizzfzfres
iziziz

-=
++

+
=-=

®®=

32)4)(3(
5lim)]3)(([lim)( 2

2

333

i
ziz

xizzfzfres
iziziz

=
++

+
=-=

®®=
и

используем приведенную в начале задачи формулу:

)13(
332

)31(2)
232

(2
127

2
24

2

-=
-

=-=
++

+
ò

+¥

¥-

ppp iiiiidx
xx

x .

Ответ: )13(
3

-
p
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Задача 20 (см.п. 1,7; 1,8; 1,10)
Вычислить интеграл:

ò òò
+¥

¥-

+¥

¥-

+¥

¥- +
-

+
=

+
- dx

x
xdx

x
xdx

x
xx

222222 )1(
cos

)1(
2cos

)1(
cos2cos

Решение:
Для вычисления интегралов такого вида применяется
специальная формула:

0},)(2Re{cos)(
0

>= åò
+¥

¥-

lpl lzi

m z
ezRrezixdxxR

Исходная функция полностью удовлетворяет условиям
применения данной формулы.

Найдем mz :

( ) izx ±=Þ=+ 2.1
22 01

Сумма вычетов берется по верхней полуплоскости
0Im >z . Из этого следует: }{izm =
Эта особая точка является полюсом второго порядка.

Найдем в ней вычет для каждой из функций:
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+
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Используем записанную ранее формулу и найдем инте-
грал:

)
2
3(})(2Re{

)1(
cos2cos 12

22
--

+¥

¥-

-==
+
- åò eeezRrezidx

x
xx zi

m zm

pp l
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Ответ: )
2
3(

)1(
cos2cos 12
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--

+¥
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+
-

ò eedx
x

xx p

Задача 21
Найти изображение )( pF  функции )(tf , заданной гра-

фически (рис. 5).
Решение: Найдем аналитическое выражение для )(tf :
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ï
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=
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<
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Для всех 0³t  получим

).()()()()(
)()()()()()(

321

33221

ttBCttBAttA
ttCttBttBttAttAtf

--+----=
=-+---+---=

hhh
hhhhh

Пользуясь свойством линейности  и теоремой запаздывания,
 находим искомое изображение:

.)( 321 ptptpt e
p

BCe
p

BAe
p
ApF --- -

+
-

-=

b2

b

b-

a a2
a3

t

)(tf)(tf

A

B

C

1t 2t 3t t

              Рис. 5                                                  Рис. 6

Ответ: .)( 321 ptptpt e
p

BCe
p

BAe
p
ApF --- -

+
-

-=
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Задача 22
Найти изображение )( pF  функции )(tf , заданной

графически (рис. 6).
Решение: Найдем аналитическое выражение для

)(tf :
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Для всех 0³t  получим
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hhhh

Пользуясь свойством линейности  и теоремой запазды-
вания , находим искомое изображение:
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Ответ:
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Задача 23
Найти изображение )( pF  периодической функции

)(tf , заданной графически (рис. 7).
)(tf

1

t1 2 3

                   Рис. 7
Решение: Из рисунка видно, что период функции 3=T .

Найдем аналитическое выражение для )(tf  на отрезке ],0[ T :

ï
î

ï
í

ì

<<
<<-
<<

=
32,0
21,2
10,

)(
t
tt
tt

tf

Для нахождения изображения периодической функции
воспользуемся формулой

ò -
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=
T

pT
pT dttfe

e
pF

0

.)(
1

1)(

Для данной функции получим

.0)2(
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2

1

0
3 ú

û

ù
ê
ë

é
×+-+

-
= ò òò ---

-
dtedtetdtte

e
pF ptptpt

p

Третий интеграл равен нулю, а первые два интегрируем
по частям и получаем
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Задача 24. (См. п. 1.12 и 1.15)
На материальную точку массы m действует сила сопро-

тивления R  =  kv,  пропорциональная скорости.  Какое расстоя-
ние пройдёт точка за неограниченное время, если ей сообщена
начальная скорость v0 ? k = m,  v0 = 7 м/с.

Решение:  Исходя из второго закона Ньютона:  am=-

kv, 0
..

=+ kxmx . Начальные условия: ( ) 70 0 == vx ,  x  (0)  =  0.

Подставим значения k: 0
..

=+ mxmx . Сократим все выражения

на m: 0
..

=+ xx
Перейдём к изображениям функций:
p 2 X (p) – px (0) – x (0) –pX(p) – x (0) = 0,
p (p+1)X (p) – 7 = 0, p (p+1)X (p) = 7

X (p) =
1

77
)1(

7
+

-=
+ pppp

По такому изображению легко найти оригинал:
x (t)=7 – 7 e -t .
Ответ: x (t)= 7 – 7 e -t .

 Задача 25  (см. п. 1.12, 2.1-2.5)
Найти решение задачи Коши
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t

eyyy
t
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Решение: Вначале решим вспомогательную задачу

0)0(';0)0(
;14'4"

11 ==
=++

yy
yyy

Если )(1 ty  соответствует изображение ),(1 PY  то пере-
ходят от оригиналов функций  к их изображениям, получим

2211
2

)2(
1

)44(
1)(;1)()44(

+
=

++
==´++

ppppp
pY

p
pYpp

Разложим дробь на простые дроби, получим

2
1

4
1

)2(
1

2
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4
1)( 21 +
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+

´-´=
ppp

pY

По таблице оригиналов .

Найдем tt eetty 22
1 4

1
2
1

4
1)( -- -´-=

Используя формулу Дюамеля, получим искомое реше-
ние
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4
1)

4
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4
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t
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Ответ:

))21ln(2(
4
1)( 2 ttety t +-= -

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

      Данные методические указания  помогут студентам  само-
стоятельно изучать  теоретические  вопросы вышеуказанных
тем  курса математики,  а  также предоставят студентам широ-
кие возможности для самостоятельного изучения и практиче-
ской части .
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