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[bookmark: _Toc455761445]Данное учебное пособие ориентировано на изучение математических основ формирования систем и сетей телекоммуникаций на основе аналитических и имитационных моделей, а также формирование компетенций в области методов построения и исследования моделей случайных величин и процессов, теоретико-множественных, графоаналитических и автоматных моделей, систем массового обслуживания и т.д.
В первой главе рассматриваются основные понятия теории моделирования. Представлена классификация видов моделирования и обобщены математические схемы  моделирования в зависимости от используемого математического аппарата.
Вторая глава посвящена основам статистических методов исследования систем. Представлены свойства случайной величины и основные (непрерывные и дискретные) законы их распределения. Рассмотрены методы статистического оценивания и проверки гипотез, а также методы статистического анализа и аппроксимации результатов статистического моделирования. В рамках этой главы проведен обзор современных технологий анализа данных на основе нейронечётких систем и генетических алгоритмов. 
Третья глава посвящена методам моделирования случайных процессов. Вначале дается понятие марковского случайного процесса. Далее приводятся основные сведения о стохастических дифференциальных и разностных уравнениях, используемых для описания нелинейных марковских. Затем  описаны модели случайных последовательностей в виде временных рядов: процессы авторегрессии и скользящего среднего. Особое внимание уделяется методам формирующего фильтра и скользящего суммирования, а также представлению дискретных моделей стационарных случайных процессов с типовыми корреляционными функциями.
В четвёртой главе кратко дана классификация систем передачи информации, описаны основные характеристики систем связи, а также сигналов и помех в различных системах. Описаны обобщенные модели непрерывных и дискретных каналов связи. Приведены сведения о моделях реальных каналов связи и их параметрах.
В пятой главе изложены основы теории случайных потоков. Рассмотрены уравнения Колмогорова, предельные вероятности состояний, процессы гибели и размножения. Представлены модели систем массового обслуживания с отказами и с ожиданием (очередью). Осуществлён обзор языка имитационного моделирования СМО GPSS/PC.
В шестой главе в качестве объекта моделирования рассмотрены дискретно-детерминированные структуры. Рассмотрены автоматные модели и сети Петри.
Седьмая глава посвящена приложениям теории моделирования  к системам связи с применением инструментальных средств имитационного моделирования.
Учебное пособие предназначено для студентов специальности 10.05.02  «Информационная безопасность телекоммуникационных систем», изучающих дисциплину «Моделирование систем и систем связи».
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Термин «модель» широко используется в различных сферах человеческой деятельности и имеет множество смысловых значений.
Модель – это объект или описание объекта, системы для замещения (при определенных условиях, предложениях, гипотезах) одной системы (т.е. оригинала) другой системой для лучшего изучения оригинала или воспроизведения каких-либо его свойств [8, 25].
Модель – это результат отображения одной структуры (изученной) на другую (малоизученную). Любая модель строится и исследуется при определенных допущениях, гипотезах. Модель должна строиться так, чтобы она наиболее полно воспроизводила те качества объекта, которые необходимо изучить в соответствии с поставленной целью [38].
Мы под «моделью» будем понимать некий материальный или мысленно представляемый объект, который в процессе исследования замещает объект-оригинал так, что его непосредственное изучение дает новые знания об объекте-оригинале.
Во всех отношениях модель должна быть проще объекта и удобнее его для изучения. Таким образом, для одного и того же объекта могут существовать различные модели, классы моделей, соответствующие различным целям его изучения. Необходимым условием моделирования является подобие объекта и его модели. В этом случае мы должны говорить об адекватности модели объекту-оригиналу.
Если результаты моделирования подтверждаются и могут служить основой для прогнозирования процессов, протекающих в исследуемых объектах, то говорят, что модель адекватна объекту. При этом адекватность модели зависит от цели моделирования и принятых критериев.
Под адекватной моделью понимается модель, которая с определенной степенью приближения на уровне понимания моделируемой системы разработчиком модели отражает процесс ее функционирования во внешней среде. 
Под адекватностью (от лат. adaequatus – приравненный) будем понимать степень соответствия результатов, полученных по разработанной модели, данным эксперимента или тестовой задачи. Если система, для которой разрабатывается модель, существует, то сравнивают выходные данные модели и этой системы. В том случае, когда два набора данных оказываются подобными, модель существующей системы считается адекватной. Чем больше общего между существующей системой  и ее моделью, тем больше уверенность в правильности модели системы.
Проверка адекватности модели необходима для того, чтобы убедиться в справедливости совокупности гипотез, сформулированных на первом этапе разработки модели, и точности полученных результатов, требуемых техническим заданием.
Для моделей, предназначенных для приблизительных расчетов, удовлетворительной считается точность 10–15 %, а для моделей, предназначенных для использования в управляющих и контролирующих системах, – 1–2 % [4].
Любая модель обладает следующими свойствами:
· конечностью:  модель  отображает  оригинал  лишь  в  конечном числе его отношений;
· упрощенностью: модель отображает только существенные стороны объекта;
· приблизительностью: действительность отображается моделью грубо или приблизительно;
· адекватностью: модель успешно описывает моделируемую систему;
· информативностью: модель должна содержать достаточную информацию о системе в рамках гипотез, принятых при построении модели [30].
Процесс построения, изучения и применения моделей будем называть моделированием, т.е. можно сказать, что моделирование – это метод исследования объекта путем построения и исследования его модели, осуществляемый с определенной целью, и состоящий в замене оригинала на модель.
Моделирование базируется на математической теории подобия, согласно которой абсолютное подобие может иметь место лишь при замене одного объекта другим, точно таким же. При моделировании большинства систем (за исключением, возможно, моделирования одних математических  структур  другими)  абсолютное  подобие  невозможно, и основная цель моделирования – получить модель, достаточно хорошо отображающую функционирование моделируемой системы [14, 27].
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В основе моделирования лежит теория подобия, которая утверждает, что абсолютное подобие может иметь место лишь при замене одного объекта другим точно таким же. В соответствии с этим признаком, выделяют полные, неполные и приближенные модели[64].
В зависимости от характера изучаемых процессов в системе все виды моделирования могут быть разделены на детерминированные и стохастические, статические и динамические, дискретные, непрерывные и дискретно-непрерывные (рис. 1.1). 
Детерминированное моделирование отображает детерминированные процессы, т.е. процессы, в которых предполагается отсутствие всяких случайных воздействий.

[image: ]
Рис. 1.1.  Классификация видов моделирования систем.

Стохастическое моделирование отображает вероятностные процессы и события. В этом случае анализируется ряд реализаций случайного процесса и оцениваются средние характеристики, т. е. набор однородных реализаций. 
Статическое моделирование служит для описания поведения объекта в какой-либо момент времени.
Динамическое моделирование отражает поведение объекта во времени.
Дискретное моделирование  служит для описания процессов, которые предполагаются дискретными. 
Непрерывное моделирование позволяет отразить непрерывные процессы в системах. 
Дискретно-непрерывное моделирование используется для случаев, когда требуется выделить наличие как дискретных, так ,и непрерывных процессов.
В зависимости от формы представления объекта (системы S) можно выделить мысленное и реальное моделирование.
Мысленное моделирование часто является единственным способом моделирования объектов, которые либо практически не реализуемы в заданном интервале времени, либо существуют вне условий, возможных для их физического создания. 
Мысленное моделирование может быть реализовано в виде наглядного, символического и математического.
При наглядном моделировании на базе представлений человека о реальных объектах создаются различные наглядные модели, отображающие явления и процессы, протекающие в объекте. 
В основу гипотетического моделирования исследователем закладывается некоторая гипотеза о закономерностях протекания процесса в реальном объекте, которая отражает уровень знаний исследователя об объекте и базируется на причинно-следственных связях между входом и выходом изучаемого объекта. Гипотетическое моделирование используется, когда знаний об объекте недостаточно для построения формальных моделей.
Аналоговое моделирование основывается на применении аналогий различных уровней. Наивысшим уровнем является полная аналогия, имеющая место только для достаточно простых объектов. С усложнением объекта используют аналогии последующих уровней, когда аналоговая модель отображает несколько либо только одну сторону функционирования объекта.
Существенное место при мысленном наглядном моделировании занимает макетирование. Мысленный макет может применяться в случаях, когда протекающие в реальном объекте процессы не поддаются физическому моделированию, либо может предшествовать проведению других видов моделирования. В основе построения мысленных макетов также лежат аналогии, однако обычно базирующиеся на причинно-следственных связях между явлениями и процессами в объекте. Если ввести условное обозначение отдельных понятий, т.е. знаки, а также определенные операции между этими знаками, то можно реализовать знаковое моделирование и с помощью знаков отображать набор понятий – составлять отдельные цепочки из слов и предложений. Используя операции объединения, пересечения и дополнения теории множеств, можно в отдельных символах дать описание какого-то реального объекта.
В основе языкового моделирования лежит некоторый тезаурус, который образуется из набора входящих понятий, причем этот набор должен быть фиксированным. Тезаурус — словарь, который очищен от неоднозначности, т.е. в нем каждому слову может соответствовать лишь единственное понятие.
Символическое моделирование представляет собой искусственный процесс создания логического объекта, который замещает реальный и выражает основные свойства его отношений с помощью определенной системы знаков или символов.
Для исследования характеристик процесса функционирования любой системы S математическими методами, должна быть проведена формализация этого процесса, т. е. построена математическая модель.
Под математическим моделированием будем понимать процесс установления соответствия данному реальному объекту некоторого математического объекта, называемого математической моделью, и исследование этой модели, позволяющее получать характеристики рассматриваемого реального объекта. Вид математической модели зависит как от природы реального объекта, так и от задач исследования объекта и требуемой достоверности и точности решения этой задачи. Любая математическая модель, как и всякая другая, описывает реальный объект лишь с некоторой степенью приближения к действительности. 
Математическое моделирование для исследования характеристик процесса функционирования систем можно разделить на аналитическое, имитационное и комбинированное.
Для аналитического моделирования характерно то, что процессы функционирования элементов системы записываются в виде некоторых функциональных соотношений (алгебраических, интегро-дифференциальных, конечно-разностных и т. п.) или логических условий. 
Аналитическая модель может быть исследована следующими методами: 
а) аналитическим, когда стремятся получить в общем виде явные зависимости для искомых характеристик;
б) численным, когда, не умея решать уравнений в общем виде, стремятся получить числовые результаты при конкретных начальных данных; 
в) качественным, когда, не имея решения в явном виде, можно найти некоторые свойства решения (например, оценить устойчивость решения).
Наиболее полное исследование процесса функционирования системы можно провести, если известны явные зависимости, связывающие искомые характеристики с начальными условиями, параметрами и переменными системы S. Однако такие зависимости удается получить только для сравнительно простых систем. При усложнении систем исследование их аналитическим методом наталкивается на значительные трудности, которые часто бывают непреодолимыми. Поэтому, желая  использовать аналитический метод, в этом случае идут на существенное упрощение первоначальной модели, чтобы иметь возможность изучить хотя бы общие свойства системы. Такое исследование на упрощенной модели аналитическим методом помогает получить ориентировочные результаты для определения более точных оценок другими методами. Численный метод позволяет исследовать по сравнению с аналитическим методом более широкий класс систем, но при этом полученные решения носят частный характер.
Для реализации математической модели на компьютере необходимо построить соответствующий моделирующий алгоритм.
При имитационном моделировании реализующий модель алгоритм воспроизводит процесс функционирования системы S во времени, причем имитируются элементарные явления, составляющие процесс, с сохранением их логической структуры и последовательности протекания во времени, что позволяет по исходным данным получить сведения о состояниях процесса в определенные моменты времени, дающие возможность оценить характеристики системы S.
Основным преимуществом имитационного моделирования по сравнению с аналитическим является возможность решения более сложных задач. Имитационные модели позволяют достаточно просто учитывать такие факторы, как наличие дискретных и непрерывных элементов, нелинейные характеристики элементов системы, многочисленные случайные воздействия и др., которые часто создают трудности при аналитических исследованиях. 
Когда результаты, полученные при воспроизведении на имитационной модели процесса функционирования системы S, являются реализациями случайных величин и функций, для нахождения характеристик процесса требуется его многократное воспроизведение с последующей статистической обработкой информации и целесообразно в качестве метода машинной реализации имитационной модели использовать метод статистического моделирования. Первоначально был разработан метод статистических испытаний (метод монте-Карло), представляющий собой численный метод, который применялся для моделирования случайных величин и функций, вероятностные характеристики которых совпадали с решениями аналитических задач. 
Метод имитационного моделирования позволяет решать задачи анализа больших систем S, включая задачи оценки: вариантов структуры системы, эффективности различных алгоритмов управления системой, влияния изменения различных параметров системы. Имитационное моделирование может быть положено также в основу структурного, алгоритмического и параметрического синтеза больших систем, когда требуется создать систему с заданными характеристиками при определенных ограничениях, которая является оптимальной по некоторым критериям оценки эффективности.
Комбинированное (аналитико-имитационное)  моделирование при анализе и синтезе систем позволяет объединить достоинства аналитического и имитационного моделирования. При построения комбинированных моделей проводится предварительная декомпозиция процесса функционирования объекта на составляющие подпроцессы, и для тех из них, где это возможно, используются аналитические модели, а для остальных подпроцессов строятся имитационные модели. Такой комбинированный подход позволяет охватить качественно новые классы систем, которые не могут быть исследованы с использованием только аналитического и имитационного моделирования в отдельности.
При реальном моделировании используется возможность исследования различных характеристик либо на реальном объекте целиком, либо на его части. Такие исследования могут проводиться как на объектах, работающих в нормальных режимах, так и при организации специальных режимов для оценки интересующих исследователя характеристик (при других значениях переменных и параметров, в другом масштабе времени и т. д.).
Выделяют следующие разновидности реального моделирования.
Натурное моделирование - проведение исследования на реальном объекте с последующей обработкой результатов эксперимента на основе теории подобия. При функционировании объекта в соответствии с поставленной целью удается выявить закономерности протекания реального процесса. Разновидности натурного эксперимента: производственный эксперимент, комплексные испытания, научный эксперимент.
Физическое моделирование - исследование проводится на установках, которые сохраняют природу явлений и обладают физическим подобием. В процессе физического моделирования задаются некоторые характеристики внешней среды и исследуется поведение либо реального объекта, либо его модели при заданных или создаваемых искусственно воздействиях внешней среды. Физическое моделирование может протекать в реальном и нереальном (псевдореальном) масштабах времени, а также может рассматриваться без учета времени. В последнем случае изучению подлежат так называемые «замороженные» процессы, которые фиксируются в некоторый момент времени. Наибольшие сложность и интерес с точки зрения верности получаемых результатов представляет физическое моделирование в реальном масштабе времени.
С точки зрения математического описания объекта и в зависимости от его характера модели можно разделить на модели аналоговые (непрерывные), цифровые (дискретные) и аналого-цифровые (комбинированные). Под аналоговой моделью понимается подобная модель, которая описывается уравнениями, связывающими непрерывные величины. Под цифровой понимают модель, которая описывается уравнениями, связывающими дискретные величины, представленные в цифровом виде. Под аналого-цифровой понимается модель, которая может быть описана уравнениями, связывающими непрерывные и дискретные величины.
Особое место в моделировании занимает кибернетическое моделирование, в котором отсутствует непосредственное подобие физических процессов, происходящих в моделях, реальным процессам. В этом случае стремятся отобразить лишь некоторую функцию и рассматривают реальный объект как «черный ящик», имеющий ряд входов и выходов, и моделируются некоторые связи между выходами и входами. Чаще всего при использовании кибернетических моделей проводят анализ поведенческой стороны объекта при различных воздействиях внешней среды [64]. 

[bookmark: _Toc455761449]1.3. Математические схемы моделирования систем

Математическая схема является переходным звеном между содержательным и формальным описанием процесса функционирования системы с учетом воздействия внешней среды. 
При построении математической модели системы необходимо решить две противоречивые задачи: о полноте модели и задачу упрощения модели, позволяющую выделить основные свойства системы, отбросив второстепенные. 
В общем случае, модель объекта моделирования, описывающая процесс функционирования реальной системы, включает следующие величины: 

входные воздействия на систему   ;

воздействия внешней среды   ;

внутренние параметры системы ;

выходные характеристики системы .
При моделировании системы входные воздействия, воздействия внешней среды и внутренние параметры системы являются независимыми (экзогенными) переменными, а выходные характеристики системы являются зависимыми (эндогенными) переменными.
Процесс функционирования системы (закон функционирования FS) имеет вид: 


Под алгоритмом функционирования АS понимается метод получения выходных характеристик с учетом входных воздействий, воздействий внешней среды и собственных параметров системы. Один и тот же закон функционирования системы может быть реализован с помощью множества различных алгоритмов функционирования.


Свойства системы  в конкретные моменты времени, называют состояниями . Процесс функционирования системы можно рассматривать как последовательную смену состояний. Совокупность всех возможных значений состояний называется пространством состояний объекта моделирования Z. 




Состояния системы в момент времени t0<t<Т полностью определяются начальными условиями , входными воздействиями , внутренними параметрами и воздействиями внешней среды , которые имели место за промежуток времени t-t0 с помощью следующих векторных уравнений:




Время в модели может рассматриваться на интервале моделирования (0,Т) как непрерывное, так и дискретное.


Таким образом, под моделью объекта понимают конечное множество переменных  вместе с математическими связями между ними и характеристиками .


Если математическое описание объекта моделирования не содержит элементов случайности или они не учитываются, (т.е. стохастические воздействия  и параметры  отсутствуют), модель является не детерминированной.


Приведенные математические соотношения представляют собой математические схемы общего вида и позволяют описать широкий класс систем. Однако в практике моделирования объектов на первоначальных этапах исследования системы рациональнее использовать типовые математические схемы: 
- непрерывно-детерминированные модели (D-схемы) - диф. уравнения;
- дискретно-детерминированные модели (F-схемы) - конечные автоматы;
- дискретно-стохастические модели (P-схемы) - вероятностные автоматы;
-непрерывно-стохастические модели (Q-схемы) - СМО;
- сетевые модели (N-схемы);
-обобщенные или универсальные (агрегативные) модели (А-схемы) - агрегативные системы [86].

[bookmark: _Toc455761450]1.4. Контрольные вопросы к первой главе
1. Раскройте содержание понятий «модель» и «моделирование».
2. Проведите классификацию видов моделирования в зависимости от характера изучаемых процессов и явлений.
3. На изучение каких процессов (объектов, явлений) ориентировано детерминированное и стохастическое моделирование?
4.  На изучение каких процессов (объектов, явлений) ориентировано статическое и динамическое моделирование?
5. На изучение каких процессов (объектов, явлений) ориентировано непрерывное, дискретное и гибридное моделирование?
6. Определение математического моделирования как процесса.
7. В чём особенность аналитического моделирования?
8. В чём особенность имитационного моделирования?
9. Особенности натурного и физического моделирования.
10. Назовите типовые математические схемы моделирования. 
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2.ОСНОВЫ СТАТИСТИЧЕСКИХ МЕТОДОВ ИССЛЕДОВАНИЯ СИСТЕМ

На этапе исследования и проектирования систем при построении и реализации машинных моделей широко используется метод статистических испытаний (Монте-Карло), который базируется на использовании случайных чисел. Сущность метода статистического моделирования сводится к построению для процесса функционирования исследуемой системы некоторого моделирующего алгоритма, имитирующего поведение и взаимодействие элементов системы с учетом случайных входных воздействий и воздействий внешней среды, и реализации этого алгоритма с использованием программно-технических средств.
В данной главе рассматриваются свойства случайных величин и основные законы их распределения; методы статистического оценивания и проверка гипотез; несмещенные и состоятельные оценки математического ожидания и дисперсии генеральной совокупности; интервальные оценки, доверительный интервал и доверительная вероятность; проверка статистических гипотез; статистический анализа и аппроксимация результатов статистического моделирования (на примере регрессионного анализа).
2.1. [bookmark: _Toc455761452]Случайные величины, их свойства и основные законы распределения
Эксперимент – это процесс, результат которого точно не известен. Совокупность всех возможных результатов эксперимента называется пространством выборки и обозначается S. Сами результаты называются элементами выборки в пространстве выборки [17-20].
Случайная величина – это функция (или правило), которая определяет вещественное число (любое число больше – и меньше ) каждому элементу в пространстве выборки S [17, 18]. Случайные величины обозначают прописными буквами X, Y, Z, а значения, которые принимают случайные величины, строчными буквами x, у, z.
Функция распределения вероятностей (иногда именуемая также интегральной функцией распределения вероятностей) F(x) случайной величины X определяется для каждого вещественного числа х следующим образом:
F(x) = Р(Х  х) для –< х <, 		(2.1)
где Р(Х  х) – вероятность, связанная с событием {Х  х}.
Следовательно, F(x) – это вероятность того, что после выполнения эксперимента случайная величина X получит значение, не превышающее число х. Функция распределения F(x) имеет такие свойства:
1) 0 F(x) 1 для всех значений х;
2) F(x) является неубывающей функцией; т.е., если  < , тогда F() F();
3)  и  (поскольку X принимает только конечные значения) [17, 18].
Случайная величина X считается дискретной, если она может принимать значения из счетного множества, например: , , ... (счетное множество – это множество возможных значений переменной, взаимно однозначно соответствующих множеству положительных целых чисел; примером несчетного множества являются вещественные числа между 0 и 1). Следовательно, случайная величина, принимающая только конечное число значений , , , является дискретной.
Вероятность, с которой дискретная случайная величина X принимает значение , задается как
 для i = 1, 2, ... 	(2.2)
и для нее должно выполняться равенство
.			 (2.3)
Все вероятностные характеристики величины X могут быть вычислены с помощью функции р(х), именуемой вероятностной мерой дискретной случайной величины X. Если I = [а, b], где а и b – вещественные числа, для которых а  b, то
 		 (2.4)
где символ  обозначает «содержится в», а суммирование означает сложение всех величин , для которых а  b. Функция распределения дискретной случайной величины X
 
для всех – < x < .
Рассмотрим случайные величины, которые могут принимать только несчетно-бесконечное число различных значений (например, все неотрицательные вещественные числа). Случайная величина X считается непрерывной, если существует такая неотрицательная функция f(x), при которой для любого множества вещественных чисел В (например, В может включать все вещественные числа между 1 и 2)
 и   	(2.6) 
Таким образом, общая площадь под функцией f(x) равна 1. Если X – неотрицательная случайная величина, что часто встречается при моделировании, вторая область интегрирования будет в пределах от 0 до .
Все вероятностные характеристики величины X могут (в принципе) вычисляться с помощью функции f(x), которая называется плотностью распределения вероятностей непрерывной случайной величины X.
Для дискретной случайной величины X функция p(x) – это действительная вероятность, связанная со значением х. Однако функция f(x) не является вероятностью того, что непрерывная случайная величина X равна х. Для любого вещественного числа х
	 (2.7)
Так как вероятность, связанная с каждым значением х, равна 0, можно дать следующую интерпретацию функции f(x). Если х это любое число, а ∆x > 0, тогда
		(2.8)
что равно площади под функцией f(x) между х и х+х. Отсюда следует, что с большей вероятностью непрерывная случайная величина X попадет в интервал, где функция f(х) имеет большое значение, чем в интервал, где функция f(x) имеет небольшое значение.
Функция распределения непрерывной случайной величины X
		(2.9)
для всех  < x <.
Таким образом, с некоторыми формальными нестрогими допущениями f(x) = F'(x), где F'(x) – производная от функции F(x). Кроме того, если I = [а, b], где а и b – любые вещественные числа, для которых а < b, то
		(2.10)
Последнее равенство представляет применение фундаментальной теоремы вычислений, поскольку F'(x) = f(x).
При моделировании обычно приходится иметь дело с n (n – положительное целое число) случайными величинами  одновременно. Примем п = 2, т.е. воспользуемся двумя случайными величинами X и Y.
Если X и Y являются дискретными случайными величинами, тогда р(х, у) = Р(Х = x, Y = у) для всех х, у, где р(х, у) называется совместной вероятностной мерой функции величин X и Y.  При этом величины X и Y будут независимыми, если  для всех х, у, где функции 
  		(2.11)
  		(2.12)
есть безусловные вероятностные меры величин X и У.
Случайные величины Х и Y называются совместно непрерывными, если для них существует неотрицательная функция f(x, у), именуемая совместной функцией плотности распределения вероятностей величин X и Y, определенная для всех множеств вещественных чисел А и В
.	(2.13)
В этом случае величины X и Y являются независимыми, если  для всех x,y, где функции
			(2.14)
 			(2.15)
представляют собой плотности безусловного распределения вероятностей соответственно величин X и Y.
Иными словами, случайные величины X и Y (как дискретные, так и непрерывные) являются независимыми, если известное значение, которое может принимать одна величина, не сказывается на распределении другой величины. Также, если величины X и Y не являются независимыми, их называют зависимыми.
Рассмотрим еще раз случай с п случайными величинами .
В частности, обратимся к некоторым характеристикам отдельной случайной величины  и некоторым показателям зависимости, которая может существовать между двумя случайными величинами  и .
Среднее значение, или математическое ожидание, случайной величины  (где i = 1, 2, ..., п) обозначается  или E() и определяется как 
(2.16)
Средние значения обладают такими важными свойствами (с и , обозначают константу – вещественное число):
1) ;
2) , даже если  зависимые.
Дисперсия случайной величины   обозначается  или .
Она определяется как
 	(2.17)
Дисперсия является показателем рассеяния случайной величины по отношению к ее среднему значению. Чем больше дисперсия, тем более вероятно, что случайная величина будет принимать значения, далекие от среднего.
Дисперсия имеет такие свойства:
1) Var (X) 0;
2) Var (cX) = Var (X) ;
3) Var 
если значения  являются независимыми (или некоррелированными).
Стандартное отклонение случайной величины  определяется как .

 Наиболее точное толкование стандартного отклонения может быть дано, когда  имеет нормальное распределение.
Показателем линейной зависимости между случайными величинами   и   (где i = 1, 2, …, n; j = 1, 2, …, п) является ковариация, которая обозначается  или Сov(,) и определяется как 
  (2.18)
Ковариации симметричны, т.е. , и если ij, то 
При  = 0 случайные величины  и считаются некоррелированными. Легко доказать, что если  и  являются независимыми случайными величинами, то  = 0. Однако обратное утверждение не является справедливым. Тем не менее, если  и  являются совместно нормально распределенными случайными величинами с   = 0, то они являются также и независимыми.
Приведем два определения, которые помогут уяснить значение ковариации. Если   > 0, то   и   считаются положительно коррелированными величинами. Тогда имеет место тенденция возникать совместно  и , а также   и  . Таким образом, если одна из положительно коррелированных случайных величин имеет большое значение, другая, скорее всего, тоже будет иметь большое значение.
Если   < 0, то  и считаются отрицательно коррелированными величинами. В этом случае тенденцию возникать совместно имеют  и  , а также  и  . Таким образом, если одна из отрицательно коррелированных случайных величин имеет большое значение, другая, скорее всего, будет иметь маленькое значение.
Если  представляют собой выходные данные моделирования, часто нужно знать не только среднее значение и дисперсию  при i = 1, 2, ..., п, но и показатель зависимости между и  при i j.
Однако сложность использования ковариации    в качестве показателя зависимости между и и  заключается в том, что она не является безразмерной величиной, что усложняет ее толкование. (Если  и  измеряются, например, в минутах, то ковариация    будет измеряться в минутах в квадрате.)
В связи с этим в качестве основного показателя линейной зависимости между    используется корреляция , определяемая по формуле
  j=,2,…   n(2.19)
Корреляцию между  и  можно обозначать и как Cor(, ), так как знаменатель в формуле имеет положительное значение, естественно, что корреляция  будет иметь тот же знак, что и ковариация  . Более того,  при всех i и j. Если  имеет значение, близкое к +1, то  и   – сильно положительно коррелированные величины. Если  близко к –1, то   и   – сильно отрицательно коррелированные величины [17, 25, 38, 64,].

[bookmark: _Toc455761453]2.2. Основные законы распределения случайных величин
[bookmark: _Toc455761454]2.2.1. Нормальное распределение
Непрерывная случайная величина X имеет нормальный закон распределения с параметрами а и , если её плотность вероятности f(x) имеет вид:
 			(2.20)

Кривая нормального распределения f (x) (нормальная кривая или кривая Гаусса) приведена на рис. 2.1.
Нормальный закон распределения случайной величины с параметрами а=0 и =1 называется стандартным или нормированным, а соответствующая нормальная кривая – стандартной или нормированной.
Математическое ожидание случайной величины X, распределённой по нормальному закону, равно параметру а этого закона, а её дисперсия - квадрату параметра , т.е. М(X) = a, D(X) = .
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Рис.2.1. Кривая нормального распределения

Наиболее важные свойства случайной величины, распределённой по нормальному закону:
1. Вероятность попадания случайной величины в интервал (, равна
              
где , .
       2.Вероятность того, что отклонение случайной величины X, распределённой по нормальному закону, от математического ожидания а не превысит по абсолютной величине величину >0, равна
 		 (2.22)
где 
3. «Правило трёх сигм». Если случайная величина X распределена нормально (с параметрами а и ), то практически достоверно, что абсолютная величина её отклонения от математического ожидания не превосходит утроенного среднего квадратического отклонения, т.е.
 		 (2.23)
4. Если случайная величина X имеет нормальный закон распределения с параметрами а и , то практически достоверно, что её значения заключены в интервале (a – 3, a + 3).
5. Коэффициент асимметрии и эксцесс нормально распределённой случайной величины равны нулю [38].
Нормальный закон распределения наиболее часто встречается на практике. Главная особенность, выделяющая его среди других законов, состоит в том, что он является предельным законом, к которому приближаются другие законы при весьма часто встречающихся типичных условиях.

[bookmark: _Toc455761455]2.2.2. Биноминальный закон распределения
Дискретная случайная величина X имеет биноминальный закон распределения, если она принимает значения 0, 1, 2, ..., m, ..., n с вероятностями
    		
где 
Биномиальный закон распределения представляет собой закон распределения числа X = m наступлений события A в n независимых испытаниях,
в каждом из которых событие А может осуществиться с одной и той же вероятностью Р(А) = р = const. Кроме события А может произойти также противоположное событие Ā, вероятность которого Р(Ā) = 1 – р = q.
Ряд распределения биноминального закона имеет вид:

[image: ]
Вероятности любого числа событий соответствуют членам разложения бинома Ньютона в степени, равной числу испытаний:


где  – вероятность того, что при n испытаниях событие А наступит n раз; – вероятность того, что при n испытаниях событие А не наступит ни разу; – вероятность того, что при n испытаниях событие А наступит m раз, а событие Ā наступит n – m раз; число сочетаний (комбинаций) появления события А и Ā.
Числовые характеристики биноминального распределения:
1)  – математическое ожидание частоты появления события А при n независимых испытаниях;
2)  – дисперсия частоты появления события А;
3) (m)= – среднее квадратическое отклонение частоты.
На рис.2.2 приведены многоугольники (полигоны) распределения случайной величины X, имеющей биноминальный закон распределения с параметрами n = 5 и p (для p = 0,2; 0,3; 0,5; 0,7; 0,8).
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Рис. 2.2. Кривые биноминального распределения


Биноминальный закон широко используется в теории и практике статистического контроля качества продукции, при описании функционирования систем массового обслуживания, в теории стрельбы и в других областях [17].
[bookmark: _Toc455761456]2.2.3. Закон распределения Пуассона
Дискретная случайная величина X имеет закон распределения Пуассона, если она принимает значения 0, 1, 2, ..., m, ... (бесконечное, но счётное множество значений) с вероятностями
,       			  (2.25)
где m = 0, 1, 2, ...
Ряд распределения закона Пуассона имеет вид:
[image: ]

На рис. 2.3 приведены многоугольники (полигоны) распределения случайной величины X, имеющей закон распределения Пуассона с параметром  (для  = 0,5; 1; 2; 3,5; 5).

[image: ]

Рис. 2.3. Кривые распределения Пуассона

Математическое ожидание и дисперсия случайной величины X, распределённой по закону Пуассона, совпадают и равны значению параметра этого закона, т.е. M(X) = , D(X) = .
При условии p 0, n  , np = const закон распределения Пуассона является предельным случаем биноминального закона. Так как при этом вероятность p события A в каждом испытании мала, то закон распределения Пуассона называют часто законом редких явлений.
Наряду с «предельным» случаем биномиального распределения закон Пуассона может возникнуть и в ряде других случаев. Так для простейшего потока событий число событий, попадающих на произвольный отрезок времени, есть случайная величина, имеющая пуассоновское распределение. Также по закону Пуассона распределены, например: число рождения четверней, число сбоев на автоматической линии, число отказов сложной системы в «нормальном режиме», число «требований на обслуживание», поступивших в единицу времени в системах массового обслуживания, и др.
Если случайная величина представляет собой сумму двух независимых случайных величин, распределённых по закону Пуассона, то она также распределена по закону Пуассона [19].

[bookmark: _Toc455761457]2.2.4. Равномерный закон распределения
Непрерывная случайная величина X имеет равномерный закон распределения на отрезке [a, b], если её плотность вероятности f(x) постоянна на этом отрезке и равна нулю вне его, т.е. (рис.2.4)
    		  (2.26)
Определим значение константы C, исходя из свойства плотности вероятности



 Отсюда 
Таким образом, непрерывная случайная величина X имеет равномерный закон распределения, на отрезке [a, b], если её плотность вероятности
    		(2.29)
Кривая распределения f(x) приведена на рис. 2.4.
Функция распределения случайной величины X, распределённой по равномерному закону, есть
    		 (2.30)
её математическое ожидание
    		(2.31)
её дисперсия
 		(2.32)
График функции распределения F(x) равномерно распределённой случайной величины X представлен на рис. 2.5.
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Рис. 2.4. Равномерный закон распределения
[image: ]
Рис. 2.5. График функции распределения F(x)
равномерно распределённой случайной величины X

Равномерный закон распределения используется при анализе ошибок округления при проведении числовых расчётов (например, ошибка округления числа до целого распределена равномерно на отрезке [–0,5; 0,5]), в ряде задач массового обслуживания, при статистическом моделировании наблюдений, подчинённых заданному распределению. Так, случайная величина X, распределённая равномерно на отрезке [0; 1], называемая «случайным числом от 0 до 1», служит исходным материалом для получения случайных величин с любым законом распределения [19].

[bookmark: _Toc455761458]2.2.5. Экспоненциальный закон распределения
Непрерывная случайная величина X имеет экспоненциальный (показательный) закон распределения с параметром , если её плотность вероятности f(x) имеет вид:

		(2.33)

Кривая распределения f(x) приведена на рис. 2.6.
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Рис. 2.6. Кривая экспоненциального распределения

Функция распределения случайной величины X, распределённой по экспоненциальному закону, есть

       	(2.34)
её математическое ожидание
, 			 (2.35)
а её дисперсия
 			 (2.36)
График функции распределения F(x) случайной величины X, имеющей экспоненциальное распределение представлен на рис. 1.8.
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Рис. 2.7. График функции распределения F(x) случайной 
величины X, имеющей экспоненциальное распределение


Экспоненциальный закон распределения играет большую роль в теории массового обслуживания и теории надёжности. Так, например, интервал времени Т между двумя соседними событиями в простейшем потоке событий имеет экспоненциальное распределение с параметром  – интенсивностью потока [17]. 
[bookmark: _Toc455761459]2.2.6. Геометрическое распределение
Дискретная случайная величина X имеет геометрическое распределение, если она принимает значения 1, 2, ..., m, ... (бесконечное, но счётное множество значений) с вероятностями 

  			
где 0 < p < 1, q = 1 – p, m = 1, 2, ...
Ряд геометрического распределения имеет вид:
[image: ]
Очевидно, что вероятности  образуют геометрическую прогрессию с первым членом p и знаменателем q (отсюда и название «геометрическое распределение»).
Случайная величина X = m, имеющая геометрическое распределение, представляет собой число m испытаний, проведённых по схеме Бернулли, с вероятностью p наступления события в каждом испытании до первого положительного исхода.
Математическое ожидание случайной величины X, имеющей геометрическое распределение с параметром p, равно  , а её дисперсия  , где q = 1 – p.
[bookmark: _Toc455761460]2.2.7. Треугольное распределение 
Cлучайная величина ξ имеет треугольное распределение (распределение Симпсона) на отрезке [a, b] (a < b), если ее плотность вероятности вычисляется по формуле

	(2.38)
Характеристическая функция треугольного распределения имеет вид:

   		 (2.39)
Дисперсия имеет вид:
     			(2.40)
Если ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины, равномерно распределенные на отрезке [a/2, b/2], то случайная величина ξ = ξ1 + ξ2 имеет треугольное распределение (рис.2.8).
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Рис. 2.8. Функция плотности распределения вероятностей
треугольного распределения

Треугольное распределение часто используется при моделировании случайных явлений при отсутствии достаточных данных, позволяющих сформулировать гипотезу об ином распределении. Однако использование треугольного распределения ограничивает исследователя невозможностью независимого варьирования такими параметрами как мода, медиана, математическое ожидание [23].

2.3. [bookmark: _Toc455761461]Методы статистического оценивания и проверка гипотез
Часто объектом статистического анализа являются результаты наблюдения случайной величины X, вид распределения которой известен. Например, если имеются данные о росте новобранцев в возрасте 20 лет, то опыт обработки такого рода данных дает основание утверждать, что наблюдаемая случайная величина X имеет нормальное распределение N(m, 2). Задача состоит в нахождении приближенных значений-оценок параметров распределения т и 2 по выборке [25].
Аналогично, ставится задача об оценке параметров других распределений.
В общем случае, пусть  — выборка наблюдений случайной величины Х известным законом распределения , где параметр  неизвестен. Оценка  параметра  по выборке объема п вычисляется как значение некоторой функции элементов выборки (такие функции называются статистиками)
.
Как правило, существуют несколько статистик, которые можно использовать для оценки одного и того же параметра. Например, в случае если распределение генеральной совокупности симметрично относительно математического ожидания т, для оценки параметра т можно взять выборочное среднее

или выборочную медиану h

Оценка параметра  при помощи любой статистики дает приближенное значение параметра. Более того, значения статистик для разных выборок объема п из одной генеральной совокупности будут различны. В качестве оценки следует взять такую статистику, значения которой для различных выборок из данной генеральной совокупности были бы «в среднем» близки к истинному значению параметра. Желательно также, чтобы с увеличением объема выборки точность оценки возрастала.
Для выбора статистики, которая определяет значение оценки  , имеющее наименьший разброс около истинного значения параметра , полученную выборку наблюдений  рассматривают, как одну из возможных реализаций выборочного вектора , а оценку — как функцию его элементов

Распределение случайной величины  называют выборочным распределением оценки (или просто распределением оценки).
Лучшая оценка параметра может быть получена путем сравнения выборочных распределений нескольких подходящих статистик. На рис. 2.9 приведены эскизы графиков плотностей распределений для трех статистик , и , используемых для оценки одного параметра . Очевидно, статистика , предпочтительнее статистик   и ,, так как плотность  - теснее сосредоточена около истинного значения , чем плотности    и  , и, следовательно, значения , в «среднем» будут ближе к , чем значения    и . Однако часто выборочное распределение той или иной статистики получить невозможно. В этом случае для выбора наилучшей оценки используют несколько свойств, которые характеризуют качество оценок параметров и которыми должна обладать «хорошая» оценка. Это следующие свойства.
1. Состоятельность. Оценка    называется состоятельной оценкой параметра , если, при n,  сходится по вероятности к .
Состоятельность оценки  во многих случаях может быть установлена с помощью следующей теоремы
Теорема 1 (достаточное условие состоятельности). Если    и  при n, то  состоятельная оценка параметра  
2. Несмещенность. Оценка  называется несмещенной оценкой параметра , если ее математическое ожидание равно оцениваемому параметру, т. е. М[] =.
Разность М[]-  называется смещением, или систематической ошибкой. На рис. 1.10    — плотность смещенной оценки ,  параметра , смещение равно М[]- . Для  несмещенных оценок систематическая ошибка оценивания равна нулю.
 	3. Пусть для оценки параметра можно использовать две несмещенные оценки , и . Если , то говорят, что оценка , более эффективна, чем оценка .
На рис. 2.9 показаны плотности двух несмещенных оценок , и : М[] = М[] =. Для этих оценок ,  и, следовательно, оценка  , более эффективна, чем .
В математической статистике разработаны различные методы нахождения оценок параметров распределений: метод моментов, метод максимального правдоподобия, метод наименьших квадратов и другие. 
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Рис. 2.9. Графики плотностей распределения статистик, 
используемых для оценки одного параметра .
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Пусть  выборка из генеральной совокупности с конечным математическим ожиданием т и дисперсией 2. В качестве оценки математического ожидания возьмем выборочное среднее

Чтобы проверить несмещенность и состоятельность выборочного среднего х как оценки т, рассмотрим статистику  как функцию выборочного вектора , т.е. 
По определению имеем: М[] =m и D[] =, 
i=1,2,...,n, причем  — независимые в совокупности случайные величины. Следовательно,


Отсюда, по определению, получаем, что  — несмещенная оценка т. Так как  при п , то, в силу теоремы 1,   является состоятельной оценкой математического ожидания т генеральной совокупности.
Рассмотрим оценку дисперсии.
Покажем, что статистика

будет несмещенной и состоятельной оценкой дисперсии генеральной совокупности.
Предварительно преобразуем сумму квадратов следующим образом: 





Для проверки несмещённости, представим статистику s2 как функцию выборочного вектора  и вычислим математическое ожидание S2, используя результат предыдущего преобразования





Здесь мы воспользовались тем, что . Оценка дисперсии, определяемая как выборочный центральный момент второго порядка

будет смещенной оценкой, со смещением- , это следует из того, что обе оценки   связаны   простым   соотношением ,   следовательно, .  Смещение оценки  равно

Можно показать [23], что дисперсия оценки S2 равна
,
т. е., если . В силу теоремы 1  будет состоятельной оценкой дисперсии генеральной совокупности. Если среднее генеральной совокупности п известно, то несмещенной оценкой дисперсии является статистика


Действительно,

Свойства несмещенности и состоятельности не связаны друг с другом, т. е. ни одно из этих свойств не определяет другое. Например, оценка является смещенной оценкой дисперсии, однако эта оценка, как и оценка S2, является состоятельной. Это следует из того, что обе оценки связаны простым соотношением

Часто для оценки данного параметра может быть найдено несколько состоятельных и даже несмещенных оценок. Например, в случае выборки из генеральной совокупности имеющей нормальное распределение, наряду с выборочным средним, выборочная медиана является несмещенной и состоятельной оценкой среднего генеральной совокупности. Дисперсии этих оценок равны соответственно   и  . Естественно, что при сравнении этих оценок следует отдать предпочтение выборочному среднему, как оценке, имеющей меньшую дисперсию. Такая оценка будет в среднем меньше отклоняться от истинного значения параметра, чем оценка с большей дисперсией, и будет более эффективной. Однако требования несмещенности и малой дисперсии могут быть несовместимы.
Чтобы найти разумный компромисс между величинами смещения и дисперсии, можно минимизировать средний квадрат ошибки, т. е. в качестве оценки параметра  выбрать  из условия минимума математического ожидания случайной величины ( -)2.
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При статистической обработке результатов наблюдений часто необходимо найти не только оценку  неизвестного параметра , но и охарактеризовать точность этой оценки. С этой целью вводится понятие доверительного интервала.
Доверительным интервалом для параметра  называется интервал (), накрывающий истинное значение  с заданной вероятностью р = 1 - , т. е.
.
Число 1 -  называется доверительной вероятностью,  значение ее — уровнем значимости. Статистики  и  определяемые по выборке x1, ..., хп из генеральной совокупности с неизвестным параметром , называются соответственно нижней и верхней границами доверительного интервала.
Доверительному интервалу можно дать следующую статистическую интерпретацию: в большой серии независимых экспериментов, в каждом из которых получена выборка объема п, в среднем (1-)*100% из общего числа построенных доверительных интервалов содержат истинное значение параметра .
Длина доверительного интервала, характеризующая точность интервального оценивания, зависит от объема выборки п и доверительной вероятности 1 - : при увеличении объема выборки длина доверительного интервала уменьшается, а с приближением доверительной вероятности к единице — увеличивается. Выбор доверительной вероятности определяется конкретными условиями. Обычно используются значения 1 - , равные 0,90; 0,95; 0,99.
При решении некоторых задач применяются односторонние интервалы, границы которых определяются из условий

  или   
Эти интервалы называются соответственно левосторонними и правосторонними доверительными интервалами.
Чтобы найти доверительный интервал для параметра , необходимо знать закон распределения статистики  =  , значение которой
является оценкой параметра 0. При этом для получения доверительного интервала наименьшей длины при данном объеме выборки п и заданной доверительной вероятности 1 -  в качестве оценки   параметра  следует брать наиболее эффективную оценку.
Один из методов построения доверительных интервалов состоит в следующем. Предположим, что существует статистика Y = Y такая, что:
а) закон распределения Y известен и не зависит от ;
б) функция  непрерывна и строго монотонна по .
Пусть, далее, 1 -  — заданная доверительная вероятность, а   и   — квантили распределения статистики Y порядков и  соответственно. Тогда с вероятностью 1 -  выполняется неравенство

Решая неравенство относительно , найдем границы , и  доверительного интервала для .
Рассмотрим доверительные интервалы для параметров нормально распределенной генеральной совокупности.
Доверительный интервал для среднего. Пусть , — выборка п наблюдений случайной величины X, которая имеет нормальное распределение N(m, 2). В качестве оценки т возьмем выборочное среднее х. Предположим, что дисперсия генеральной совокупности 2 известна. Рассмотрим статистику , имеющую стандартное нормальное распределение N(0, 1) независимо от т и других параметров. Кроме того, Y как функция т, непрерывна и монотонна. Найдем квантили    и   стандартного нормального распределения N(0, 1). Следовательно, вероятность события, состоящего в том, что  < Y <  будет равна заданной доверительной вероятности 1 - , т. е. 

Решая неравенство    относительно т, получим, что с вероятностью 1 -  выполняется следующее условие

Используя соотношение для квантилей стандартного нормального распределения:=-   найденный доверительный интервал для т можно записать так:

Если дисперсия генеральной совокупности 2 неизвестна, то по выборке наблюдений определяют оценку дисперсии

Доверительный интервал для среднего в этом случае находят, используя статистику

имеющую распределение Стьюдента с п -1 степенью свободы. По заданной   доверительной   вероятности   1 -    находим   квантили      и   распределения Стьюдента с (п - 1) степенью свободы. 
Решая неравенство

относительно т и используя соотношение для квантилей распределения Стьюдента: 

получим, что доверительный интервал для среднего при неизвестной дисперсии равен

Доверительный интервал для дисперсии. В зависимости от того, известно или неизвестно среднее генеральной совокупности, для нахождения доверительного интервала применяют различные формулы. Рассмотрим случай, когда среднее генеральной совокупности неизвестно. В этом случае в качестве оценки дисперсии используют выборочную дисперсию S2:

Статистика  имеет  распределение  .   Определим квантили  и  удовлетворяющие условию

Решая неравенство

относительно 2, получим доверительный интервал для дисперсии
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Во многих случаях результаты наблюдений используются для проверки предположений (гипотез) относительно тех или иных свойств распределения генеральной совокупности. В частности, такого рода задачи возникают при сравнении различных технологических процессов или методов обработки по определенным измеряемым признакам, например по точности, производительности и т. д.
Пусть X — наблюдаемая дискретная или непрерывная случайная величина. Статистической гипотезой Н называется предположение относительно параметров или вида распределения случайной величины X. Статистическая гипотеза Н называется простой, если она однозначно определяет распределение случайной величины X; в противном случае, гипотеза Н называется сложной. Например, простой гипотезой является предположение о том, что случайная величина X распределена по нормальному закону N(0, 1); если же высказывается предположение, что случайная величина имеет нормальное распределение N(m, 1), где атb, то это сложная гипотеза. Другим примером сложной гипотезы является предположение о том, что непрерывная случайная величина Х с вероятностью 1/3 принимает значение из интервала (1, 5); в этом случае распределение случайной величины X может быть любым из класса непрерывных распределений.
Часто распределение случайной величины X известно и по выборке наблюдений необходимо проверить предположения о значении параметров этого распределения. Такие гипотезы называются параметрическими. В этой главе рассматривается проверка параметрических гипотез.
Проверяемая гипотеза называется нулевой гипотезой и обозначается  H0. Наряду с гипотезой H0 рассматривают одну из альтернативных (конкурирующих) гипотез H1. Например, если проверяется гипотеза H0 о параметре  H0:  = , где  — известное значение, в качестве альтернативной гипотезы можно рассмотреть одну из следующих гипотез

где   — известное значение. Выбор альтернативной гипотезы определяется конкретной формулировкой задачи.
Правило, по которому принимается решение принять или отклонить гипотезу H0, называется критерием. Так как решение принимается на основе выборки наблюдений случайной величины X, необходимо выбрать подходящую статистику Z, называемую в этом случае статистикой критерия. При проверке простой параметрической гипотезы H0:  =  в качестве статистики критерия обычно выбирают ту же статистику, что и для оценки параметра .
Проверка статистической гипотезы основывается на принципе, в соответствии с которым маловероятные события считаются невозможными, а события, имеющие большую вероятность, — достоверными. Этот принцип можно реализовать следующим образом. Перед анализом выборки назначается некоторая малая вероятность , называемая уровнем значимости. Пусть V — множество значений статистики Z, a Vk — такое подмножество, что, при условии истинности гипотезы H0, вероятность попадания статистики критерия в Vk равна :

Пусть  — выборочное значение статистики Z, вычисленное по выборке наблюдений. Критерий формулируется следующим образом: отклонить гипотезу H0, если  принять гипотезу H0, если . Критерий, основанный на использовании заранее заданного уровня значимости ее, называют критерием значимости. Множество Vk всех значений статистики критерия Z, при которых принимается решение отклонить гипотезу H0, называется критической областью; область V \Vk называется областью принятия гипотезы H0.
Уровень значимости се определяет «размер» критической области Vk. Положение критической области на множестве значений статистики Z зависит от формулировки альтернативной гипотезы H1. Например, если проверяется гипотеза H0:  = , а альтернативная гипотеза H1, формулируется как , то критическая область размещается на правом (левом) «хвосте» плотности распределения статистики Z, т. е. имеет вид неравенства:, где   и — квантили распределения статистики соответственно порядка 1- и  вычисленные при условии, что верна гипотеза H0. В этом случае критерий называется односторонним, соответственно право- и левосторонним. Если альтернативная гипотеза формулируется как , критическая область размещается на обоих «хвостах» плотности распределения Z(pиc. 2.10), т. е. определяется совокупностью неравенств:
  и 
В этом случае критерий называется двусторонним.
Таким образом, проверка статистической гипотезы при помощи критерия значимости может быть разбита на следующие этапы:
1.  Сформулировать проверяемую  и альтернативную , гипотезы.
2.  Назначить уровень значимости ее.
3. Выбрать статистику Z критерия для проверки гипотезы .
4. Определить выборочное распределение статистики Z критерия при условии, что верна гипотеза .
5. Определить критическую область Vk в зависимости от формулировки альтернативной гипотезы одним из неравенств: , , или совокупностью неравенств  и 
6. Получить выборку наблюдений и вычислить выборочное значение статистики ,  критерия.
7. Принять статистическое решение:
•   если ,  , отклонить гипотезу  как не согласующуюся с результатами наблюдений;
•   если,  принять гипотезу , т. е. считать, что гипотеза  не противоречит результатам наблюдений.
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Рис. 2.10. Размещение критической области 
при различных альтернативных гипотезах
Замечания.
1. Обычно на этапах 4—7 используют статистику, квантили которой табулированы: статистику с нормальным распределением N(0, 1), статистику Стьюдента,  или Фишера. Однако интерпретацию решения и вычисление вероятностей ошибок, допускаемых при проверке гипотез, удобно проводить для статистики, являющейся непосредственно оценкой параметра , т. е. статистики .
2. В табл. 2.1 и 2.2 приводятся критерии значимости для проверки гипотез о дисперсиях и средних нормально распределенных генеральных совокупностей.

Таблица 2.1. 
Критерии значимости для проверки гипотез о дисперсиях нормально распределенных генеральных совокупностей
	Проверяемая гипотеза 
	Предположение 
относительно m
	Статистика Z-критерия
	Распределение

	Область принятия 
гипотезы  для 
двустороннего критерия
	Альтернативная гипотеза 
и область 
принятия 
гипотезы  для правостороннего критерия

	
	m известно
	
	
	
	


	
	m неизвестно,

	
	
	
	



	
	 известны
	
	
	
	



	
	 неизвестны,
,

	

	
	

	








Критерий Бартлетта для сравнения дисперсий нескольких совокупностей
	
	Предположение 
относительно 
	Статистика
Z-критерия
	Распределение Z

	Область принятия гипотезы 

	

	 
неизвестны, i=1,2,…,l
	,
 
	
	


Таблица 2.2.
Критерии значимости для проверки гипотез о средних 
нормально распределенных генеральных совокупностей
	Проверяемая гипотеза 
	Предположение 
относительно m
	Статистика 
Z-критерия
	Распределение


	
	 известна
	
	

	
	 неизвестна,

	
	

	
	
известны
	
	

	
	 неизвестны, причём гипотеза 
 принимается,


	


	

	
	 неизвестны, причём гипотеза 
 отклоняется, 
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3. В статистических пакетах обычно не используется значения задаваемого уровня значимости . Как правило в выходных данных содержатся выборочные значения zB статистики критерия Z и вероятность того, что случайная величина Z (при условии, что верна гипотеза ) превышает выборочное значение zB, т. е. значение

Эта вероятность называется р-значением (иногда она обозначается как p-level).

2.3.4. [bookmark: _Toc455761469]Проверка гипотез о виде распределения
[bookmark: _Toc455761470]по критерию 
Пусть — выборка наблюдений случайной величины X. Проверяется гипотеза , утверждающая, что X имеет функцию распределения F(x).
Проверка гипотезы Н0 при помощи критерия  осуществляется по следующей схеме. По выборке наблюдений находят оценки неизвестных параметров предполагаемого закона распределения случайной величины X. Далее, область возможных значений случайной величины X разбивается на r множеств  например, r -интервалов в случае, когда X — непрерывная случайная величина, или r групп, состоящих из отдельных значений, для дискретной случайной величины X.
Пусть пк — число элементов выборки, принадлежащих множеству к,к=1, 2, ...,r Очевидно, что . Используя предполагаемый закон распределения случайной величины X, находят вероятности рк того, что значение X принадлежит множеству к, т. е. 
Очевидно, что . Полученные результаты можно представить в виде табл. 2.3:

Таблица  2.3.
[bookmark: _Toc455761471]Исходная таблица для проверка гипотез о виде распределения по критерию 
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Выборочное значение статистики критерия вычисляется по формуле


Гипотеза Н0 согласуется с результатами наблюдений на уровне значимости , если
,
где  — квантиль порядка 1 -  распределения  с  степенями свободы, а  — число неизвестных параметров распределения, оцениваемых по выборке; если же , то гипотеза Н0 отклоняется.

Пример 1.1. Проверить гипотезу о нормальном распределении по выборке 55 наблюдений:
18,3    15,4    17,2    19,2    23,3    18,1    21,9
15,3    16,8    13,2    20,4    16,5    19,7    20,5
14,3    20,1    16,8    14,7    20,8    19,5    15,3
19,3    17,8    16,2    15,7    22,8    21,9    12,5
10,1    21,1    18,3    14,7    14,5    18,1    18,4
13,9    19,1    18,5    20,2    23,8    16,7    20,4
19,5    17,2    19,6    17,8    21,3    17,5    19,4
17,8    13,5    17,8    11,8    18,6    19,1
Принять  = 0,1.
Решение. Объем выборки п = 55. Для проверки гипотезы о нормальном распределении нужно найти оценки математического ожидания и дисперсии. Имеем



Воспользуемся результатами группировки выборки, расширив первый и последний интервалы. Результаты группировки приведены во втором и третьем столбцах табл. 2.4.

Таблица 2.4
Промежуточные результаты для проверки гипотезы о нормальном распределении по данным примера 1.1
	Номер интервала, k
	Границы интервала,

	Наблюдаемая частота, 
	Вероятность попадания в интервал, 
	Ожидаемая частота,

	
	


	



	1
	--12
	2
	0,0228
	1,254
	5,274
	0,725
	0,010

	2
	12-14
	4
	0,0731
	4,020
	
	
	

	3
	14-16
	8
	0,1686
	9,273
	9,273
	-1,273
	0,175

	4
	16-18
	12
	0,2576
	14,168
	14,168
	-2,168
	0,332

	5
	18-20
	16
	0,2484
	13,662
	13,662
	-2,338
	0,400

	6
	20-22
	10
	0,1519
	8,354
	12,633
	00,336
	0,011

	7
	22-+
	3
	0,0778
	4,279
	
	
	

	
	Сумма
	55
	1,0001
	55
	55
	-
	0,928



В  четвертом столбце табл. 2.4 приведены вероятности рк, вычисляемые по формуле
,k=1,2,…,7,
где ак и bк — соответственно нижняя и верхняя границы интервала к, а значения функции Ф(х) берутся таблицы (см. Приложение 1). В пятом столбце приводятся ожидаемые частоты прк, а в шестом — значение прк после объединения первых двух и последних двух интервалов.
Так как после объединения осталось r=5 интервалов, а по выборке определены оценки двух параметров – математического ожидания и дисперсии, т.е. l=2, то число степеней свободы равно 5-2-1=2. По таблице квантилей распределения хи-квадрат находим  Выборочное значение статистики критерия равно следовательно, гипотеза о нормальном распределении принимается.

2.4. [bookmark: _Toc455761472]Методы статистического анализа и аппроксимация результатов статистического моделирования
[bookmark: _Toc455761473](на примере регрессионного анализа)

Во многих случаях исследуются объекты, характеризующиеся несколькими признаками. Например, системы связи характеризуются следующими показателями:
— информационными (помехоустойчивость, скорость, пропускная способность и задержка передачи информации);
— технико-экономическими (стоимость, габаритные размеры, масса);
— технико-эксплуатационными показатели (среднее время безотказной работы, температурный диапазон работы и т.д.).
 на 	Совокупность данных такого типа представляет выборку из многомерной генеральной совокупности. Для таких данных интерес представляет не только определение характеристик распределения каждого признака, но и то, насколько тесно эти признаки связаны между собой, можно ли по значению одного признака сделать какие-либо выводы о предполагаемом значении другого признака и т. д.
Регрессионный анализ — это один из наиболее известных статистических методов, применяемых для решения задач такого рода. Основная цель регрессионного анализа состоит в определении связи между некоторой характеристикой Y наблюдаемого явления или объекта и величинами , которые обусловливают, объясняют изменения Y. Переменная F называется зависимой переменной (откликом), объясняющие переменные  называются предикторами, регрессорами или факторами.
Например, в качестве показателей эффективности системы связи используются:
- коэффициент использования канала по мощности ();
- коэффициент использования канала по полосе частот ();
- коэффициент использования канала по пропускной способности ().
Нас может интересовать, как зависят эти показатели от показателей функциональной и технической эффективности (например, диапазона частот помехового сигнала, МГц (), полосы пропускания приемного устройства (), погрешность измерения уровня сигнала () и т.д.); конструктивных показателей, показателей состава и структуры, показателей надёжности и т.д.
Для ответа на этот вопрос необходимо собрать данные по системам связи со сходными параметрами.
В данном случае нужно выяснить, как эти факторы связаны с одним из коэффициентов использования канала, какой фактор является наиболее важным при прогнозе эффективности передачи сообщения, имеется ли в исходных данных системы связи, обладающие какими-либо специфическими свойствами (выбросы).
Если в рассматриваемом примере в качестве объясняющих факторов использовать только три определенных выше фактора , , , то регрессионная модель может быть записана в виде
,
где f (, , ) — детерминированная составляющая отклика Y, зависящая от , , ,  — случайная составляющая.
Случайная составляющая  обусловлена влиянием на эффективности передачи сообщения множества неучтенных факторов, а также ошибок наблюдений или измерений зависимой переменной.
Существуют различные регрессионные модели, определяемые выбором функции :
1)  простая линейная регрессия
;
2)  множественная регрессия

3)  полиномиальная регрессия

4)  регрессионная модель общего вида:

где , i= 1, 2, ..., k-1, — заданные функции факторов.
Коэффициенты ,,…,называются параметрами регрессии.
В приведенных  регрессионных моделях параметры,,…,, входят линейно. Такие модели называют линейными (по параметрам) моделями, а математические методы анализа этих моделей — линейным регрессионным анализом.
Модель  нелинейна по параметрам. В некоторых случаях нелинейные модели с помощью специальных линеаризирующих преобразований могут быть преобразованы в линейные. Рассмотрим несколько примеров.
1.  Функция  при x>0 c помощью логарифмирования и замены переменных преобразуется так: . Произведя замену переменных , получим линейную по параметрам функцию 
2.  Функция преобразуется так:
  или 
После замены переменных  получим 
3. Логистическая функция  при помощи преобразования  принимает вид:

После выбора вида регрессионной модели, используя результаты наблюдений зависимой переменной и факторов, нужно вычислить оценки (приближенные значения) параметров регрессии, а затем проверить значимость и адекватность модели результатам наблюдений.

[bookmark: _Toc455761474]2.4.1. Простая линейная регрессия
Так называется простейшая регрессионная модель описывающая зависимость переменной Y от одного фактора х.
Пусть  i= 1, 2, 3, ..., п — выборка наблюдений из двумерной генеральной совокупности. Предварительное представление о зависимости между случайными величинами Х и Y можно получить, отображая элементы выборки как точки на плоскости. Такое представление выборки называется диаграммой рассеяния.
При построении диаграммы рассеяния рекомендуется масштабы по осям х и у выбирать так, чтобы значения обоих признаков укладывались на отрезках приблизительно равной длины.
Возможны различные варианты расположения «облака» точек, по которым можно судить о виде и степени взаимосвязи между признаками X и Y (рис. 2.11, а—г).
Количественной характеристикой степени линейной зависимости между случайными величинами X и Y является коэффициент корреляции  .
Оценка коэффициента корреляции , по выборке наблюдений  i= 1, 2, 3, ..., п вычисляется по формуле


[image: ]

Рис. 2.11. Варианты расположения «облака» точек
где




; ;

Для коэффициента корреляции справедливы следующие утверждения:
1);
2) если |  | = 1, то между Х и Y имеет место функциональная линейная зависимость, все точки   будут лежать на прямой (рис. 2.12);

[image: ]
Рис. 2.12. Функциональная линейная зависимость между Х и Y при 

3) если  = 0, то говорят, что Х и Y некоррелированны, т. е. между ними нет линейной зависимости (рис. 2.11, в— г);
4) если Х и Y имеют двумерное нормальное распределение, то из равенства  = 0 следует, что они статистически независимы.
В случае, когда между случайными величинами Х и Y существует достаточно тесная линейная статистическая зависимость |r|>0, ее можно аппроксимировать уравнением линейной регрессии Y на х:
,
где ( и , — параметры линейной регрессии;  — независимая переменная (фактор, предиктор); у — зависимая переменная (отклик).
При этом предполагается, что независимая переменная  измеряется точно, a Y является случайной величиной. Таким образом, исследуют, как в «среднем» изменяются значения зависимой переменной Y при изменении независимой переменной х.
В тех случаях, когда признаки X и Y равнозначны (например, рост и вес), аналогично регрессии Y  на x рассматривают линейную регрессию Х на у:  .
Если случайный вектор (X, Y) имеет двумерное нормальное распределение, то линейная регрессия Y на х равна условному математическому ожиданию и имеет вид

а регрессия X на у равна

где тх, ту и х, у — соответственно математические ожидания и средние квадратические отклонения Х и Y,  — коэффициент корреляции.
Для оценки параметров линейной регрессии Y на х по результатам наблюдений   i= 1, 2, 3, ..., n, используется метод наименьших квадратов: в качестве оценок параметров берут значения  и , минимизирующие  сумму квадратов отклонений значений зависимой переменной yi от значений  вычисляемых по уравнению регрессии:    i= 1, 2, ..., п,

 Из необходимых условий минимума функции :
;
получаем формулы для вычисления оценок параметров  и  регрессии Y на х:
                 

Аналогично, для регрессии X на у оценки параметров  и  вычисляются по формулам


Уравнения

и 
где ,- оценки средних квадратических отклонений х и у:
, ,
r — оценка коэффициента корреляции р, называются выборочными уравнениями линейной регрессии.
Прямые регрессии пересекаются в точке с координатами  и  и образуют «ножницы». При | r | = 1 обе прямые совпадают, при | r | = 0 — они перпендикулярны друг другу.
Между коэффициентом корреляции и параметрами регрессии имеются следующие соотношения:
;;.

2.4.2. [bookmark: _Toc455761475]Предположения, при которых проводится
[bookmark: _Toc455761476]регрессионный анализ. 
[bookmark: _Toc455761477]Статистический анализ простой линейной 
[bookmark: _Toc455761478]регрессии
Для выборки наблюдений   i= 1, 2, 3, ..., n простая линейная регрессия определяет п уравнений:

где  — значения фактора х, а  соответствующие им значения, зависимой переменной Y, полученные как результаты независимых экспериментов или наблюдений; , — ошибки наблюдений зависимой переменной, имеющие случайный характер.
В регрессионном анализе предполагается, что случайные величины , и , ij, i,j=1,2,..., п некоррелированны, имеют нулевое математическое ожидание: М[] = 0 и равные дисперсии: D [] = 2, i= 1, 2, ..., n.
При статистическом анализе регрессионной модели предполагается также, что случайные ошибки наблюдений имеют нормальное распределение:  ~ N(0, 2), i= 1, 2, ..., п. В этом случае , будут независимыми случайными величинами.
Задача линейного регрессионного анализа состоит в том, чтобы по результатам наблюдений  i= 1, 2, 3, ..., п:
а) получить наилучшие точечные и интервальные оценки неизвестных параметров  ,  и 2;
б) проверить статистические гипотезы о параметрах модели;
в) проверить, достаточно ли хорошо модель согласуется с результатами наблюдений (адекватность модели результатам наблюдений).
Оценки параметров линейной регрессии, получаемые по методу наименьших квадратов, (МНК-оценки), при любом законе распределения ошибок наблюдений   i= 1, 2, ..., п имеют следующие свойства:
1) МНК-оценки являются линейными функциями результатов наблюдений ,i= 1, 2, ..., п и несмещенными оценками параметров, т.е. ,j=0,1
2)  МНК-оценки имеют минимальные дисперсии в классе несмещенных оценок, являющихся линейными функциями результатов наблюдений (теорема Гаусса—Маркова).
Если ошибки наблюдений , некоррелированны и имеют нормальное распределение, т. е.  ~ N(0, 2), то в дополнение к свойствам 1 и 2 выполняется свойство
3)  МНК-оценки совпадают с оценками, вычисляемыми по методу максимального правдоподобия.
Функция
x
определяет выборочную (эмпирическую) регрессию Y на х. Эмпирическая регрессия является оценкой предполагаемой (теоретической) линейной регрессии по результатам наблюдений. Разности между наблюдаемыми значениями переменной Y при  и расчетными значениями   называются остатками и обозначаются :
, i=1,2,3,…n.
Сумма квадратов остатков , , называется остаточной суммой квадратов.
Качество аппроксимации результатов наблюдений  i= 1, 2, 3, ..., п, выборочной регрессией определяется величиной остаточной дисперсии S2, вычисляемой по формуле

Остаточная дисперсия S2 используется для оценки обычно неизвестной дисперсии ошибок наблюдений 2.
Если модель согласуется с результатами наблюдений (адекватна результатам наблюдений), то остаточная дисперсия является несмещенной оценкой дисперсии ошибок наблюдений 2, т. е. M[S2] = 2.
Всюду в дальнейшем будем предполагать, что ошибки наблюдений   имеют нормальное распределение: ~ N(0, 2) и независимы.
Это предположение эквивалентно тому, что результаты наблюдений  i = 1, 2, ..., п являются реализациями независимых нормально распределенных случайных величин .
~N,i=1,2,…,n.
Оценки  и  параметров линейной регрессии, как линейные функции  также будут случайными величинами, имеющими нормальное распределение:


где оценки дисперсии  и , соответственно равны:
 .
Если линейная регрессия адекватна результатам наблюдений, то можно показать [25, 64] , что статистика имеет распределение  с (п - 2) степенями свободы, т. е.

Распределение статистики  не зависит от распределений оценок  и . Несмещенная оценка дисперсии ошибок наблюдений S2 связана с распределением - 2) следующим соотношением

Используя приведенные выше результаты можно вычислить доверительные интервалы для параметров линейной регрессии. Рассмотрим нормированную статистику
                       

Преобразуем статистику (2.44), используя соотношение (2.45):

Таким образом, статистика (2.45) может быть представлена, как отношение двух независимых случайных величин: в числителе — случайная величина, имеющая стандартное нормальное распределение N(0, 1), а в знаменателе   и, следовательно, имеет распределение Стьюдента с   степенями свободы. Используя этот результат, получаем, что интервалы для параметров линейной регрессии вычисляются по формулам:
 или 
 или 
где  — квантиль распределения Стьюдента с (п-2) степенями свободы порядка  , S — оценка среднего квадратического ошибок наблюдений: ,— дисперсия оценки параметра  ,i=0,1.
Доверительный интервал для дисперсии ошибок наблюдений 2 имеет вид

где  — квантили распределения  с (n - 2) степенями свободы порядка р, a S2 — оценка дисперсии ошибок наблюдений.
В практических вычислениях остаточную сумму квадратов Qe получают из тождества

которое записывается в виде

где ;

Величина QR называется суммой квадратов, обусловленной регрессией.
Линейная регрессионная модель называется незначимой, если параметр  = 0. В этом случае, так как между зависимой переменной у и фактором x: линейной зависимости нет, либо она выражена очень слабо, рассматривать линейную регрессию нет смысла. Для проверки гипотезы H0: =0 используют либо доверительный интервал для параметра р, либо статистику Фишера F:

Если гипотеза H0: =0 верна, то статистика F имеет распределение Фишера с 1 и (п - 2) степенями свободы.
Гипотеза H0: =0  принимается на уровне значимости , если выборочное значение статистики Фишера FB будет меньше квантили распределения Фишера , т.е. . В противном случае, гипотеза H0 отклоняется.
В случае, когда гипотеза H0: =0 отклоняется, говорят, что регрессионная модель статистически значима. Из этого не следует, конечно, что модель хорошо согласуется с результатами наблюдений, т. е. адекватна им.
Полезной характеристикой линейной регрессии является коэффициент детерминации R2, вычисляемый по формуле

Коэффициент детерминации R2 равен той доле разброса результатов наблюдений  i= 1, 2, 3, ..., п относительно горизонтальной прямой ,  которая объясняется регрессионной моделью. Величина R = + является оценкой коэффициента корреляции между результатами наблюдений  и вычисляемыми значениями  предсказываемыми регрессией.

2.4.3. [bookmark: _Toc455761479]Проверка выполнения предположений регрессионного анализа по остаткам. Доверительные интервалы для прогноза
Линейная регрессионная модель называется адекватной, если предсказанные по ней значения переменной Y согласуются с результатами наблюдений. Грубая оценка адекватности модели может быть проведена непосредственно по графику остатков, т. е. разностей между наблюдаемыми значениями ,- и вычисленными по уравнению регрессии Y на х значениями . Если модель адекватна, то остатки , являются реализациями случайных ошибок наблюдений  i= 1, 2, ..., n, которые, в силу предположений, должны быть независимыми нормально распределенными случайными величинами с нулевыми средними и равными дисперсиями 2. Всякое отклонение от предложений относительно ошибок наблюдений е, должно отразиться на поведении остатков  i=1, 2, ..., п. Различные графики остатков дают возможность определить те или иные отклонения [4, 18].
График стандартизированных остатков , где S — оценка стандартного отклонения ошибок наблюдений в функции предсказанного значения зависимой переменной, позволяет обнаружить следующие дефекты регрессионной модели и исходных данных.
1)  Наличие выбросов, т. е. таких остатков, которые по абсолютному значению значительно превосходят все остальные остатки  . Например такие остатки  для которых .
2) Нарушение условия постоянства дисперсии ошибок для всех наблюдений. Если все остатки укладываются в симметричную относительно нулевой линии полосу, то дисперсии ошибок наблюдений можно считать постоянными.
3) Криволинейный характер графика остатков показывает, что в регрессионной модели не учтены факторы, оказывающие существенное влияние на зависимую переменную Y.
График стандартизированных остатков , в функции номера наблюдения i, i= 1, 2, ..., п, (что совпадает в некоторых задачах с графиком по времени) может показывать наличие корреляции между последовательными значениями  или указывать на непостоянство дисперсии ошибок наблюдений (если остатки не укладываются в симметричную относительно нулевой линии полосу).
В случае если остатки на этом графике лежит в пределах полосы постоянной ширины, но имеют линейный или криволинейный тренд, то в регрессионную модель необходимо включить фактор зависящий от номера наблюдения (или времени).
Если ошибки наблюдений  i=1, 2, ..., п имеют нормальное распределение N(0, 2), то и остатки е, также должны иметь нормальное распределение. Гипотезу о нормальном распределении остатков при достаточно большом объеме выборки п можно проверить с помощью критерия  или критерия Колмогорова—Смирнова. В статистических пакетах проверка выполнения этого условия обычно выполняется на специальном графике — вероятностной бумаге [14, 19]. Нормально распределенные остатки укладываются на прямую. Точки значительно удаленные от прямой можно рассматривать как выбросы. Если появление выбросов объясняется грубыми ошибками в исходных данных, то они должны быть исключены из дальнейшего анализа. В противном случае выбросы могут указывать на неадекватность модели.
Нарушение предположения о некоррелированности ошибок наблюдений  i=1, 2, ..., п приводит к тому, что в последовательности остатков е, обнаруживается сериальная корреляция, т. е. корреляция между остатками  i=1, 2, ..., п, отстоящими друг от друга на к шагов. Наличие сериальной корреляции в последовательности остатков проверяется с помощью критерия Дарбина—Уотсона.
Статистика критерия d вычисляется по формуле

Критерий Дарбина—Уотсона позволяет проверить гипотезу Н0: все сериальные корреляции равны 0, рк = 0, к = 1, 2, ... при альтернативной гипотезе .
Процедура проверки состоит в следующем. В зависимости от числа наблюдений п, числа оцениваемых параметров к модели и уровня значимости  по таблице (см. Приложение 2) находят два числа d1 и d2. В зависимости от формулировки альтернативной гипотезы , решение принимается по одному из следующих правил:
1):>0:
 принимается, если d > d2,
  отклоняется, если d < d1,
при d1  d  d2 решение не принимается;
2):<0:
 принимается, если 4 - d > d2,
 отклоняется, если 4 - d < d{,
при  решение не принимается;
3) :0:
 принимается на уровне значимости 2, если d > d2 или 4 - d > d2,
 отклоняется на уровне значимости 2, если d < d1 или 4 - d < .
Если гипотеза  отклоняется, то либо ошибки наблюдений в исходных данных коррелированны (в этом случае для оценки параметров нужно применять другие методы, например взвешенный метод наименьших квадратов [25]), либо в модели не учтен один или несколько существенных факторов, влияющих на зависимую переменную, либо неправильно выбрана форма связи между переменными.
Более тщательная проверка адекватности регрессионной модели может быть проведена, если для зависимой переменной Y проведены повторные наблюдения. В этом случае для проверки адекватности модели используется следующая процедура дисперсионного анализа.
Пусть при i-м значении фактора х,  проведено , повторных наблюдений зависимой переменной Y,i= 1, 2, ..., т. Объем всей выборки .Обозначим ,  j= 1, 2, ..., „ результаты повторных наблюдений Y при i-м значении фактора х,  Если модель адекватна данным, то средние  должны быть близки к значениям предсказанным регрессионной моделью

Мерой   неадекватности   модели   будет   сумма   квадратов отклонений :
.
Чем меньше Qn, тем лучше результаты наблюдений согласуются с моделью. Возведя обе части тождества 

в квадрат и просуммировав их по i и по j, получим, что остаточная сумма квадратов Qe может быть разбита на две суммы  и :

или

Второе слагаемое Qp называется суммой квадратов чистой ошибки.
Если модель адекватна результатам наблюдений, то статистики  и  независимы и имеют распределение  соответственно с (т - к) и (п- т) степенями свободы, где к — число оцениваемых параметров. Для простой линейной регрессии число оцениваемых параметров, к = 2.
В этом случае статистика

имеет распределение Фишера с (т - 2) и (n - т) степенями свободы.
Выборочное значение статистики F, FB сравнивается с квантилью распределения Фишера . Если , то гипотеза об адекватности модели принимается на уровне значимости . В противном случае модель не адекватна результатам наблюдений.
Если регрессионная модель значима и адекватна результатам наблюдений, то она может быть использована для определения прогноза  при заданном значении независимой переменной х = х0.
Доверительный интервал для среднего значения Y при х=х0 определяется по формуле

а доверительный интервал для индивидуального значения Y при  вычисляется по формуле:

где .
Задачу регрессионного анализа удобно записывать в матричном виде. Введем следующие обозначения:
регрессионная матрица (n х 2)   
, вектор ,
вектор параметров модели  ,
вектор ошибок наблюдений  .
Тогда простая линейная регрессия определяется матричным уравнением

Метод наименьших квадратов дает оценку , вычисляемую по формуле
			(2.43)
где  — матрица, транспонированная к матрице А;  = В — информационная матрица;  — матрица, обратная к матрице В = (АТА). 
Сумма квадратов, обусловленная регрессией, определяется по формуле

Остаточная сумма квадратов: Qe =Qy -QR.
Ковариационная матрица AT для оценок параметров регрессии вычисляется по формуле

Дисперсии оценок параметров — диагональные элементы матрицы К:


где =1,2 — диагональные элементы матрицы .

[bookmark: _Toc455761480]2.4.4. Пример простой линейной регрессии Y на х
[bookmark: _Toc455761481]и его реализация в системе STATISTICA
Исходные данные: результаты наблюдений зависимой переменной (у) и фактора (х) следующие:
	У
	X

	4,0
	5,5

	5,6
	8,1

	5,7
	8,5

	3,6
	5,9

	4,0
	7,8


Решение.
 1.По данным примера вычислим суммы квадратов Qy, Qx и сумму произведений Qxy; n=5. Предварительно найдем средние значения:

;












Оценки параметров линейной регрессии  равны:




Таким образом, уравнение линейной регрессии Y на х имеет вид
у =0,451 + 0,577*x.
Аналогично, оценки параметров линейной регрессии X на у.


 
Уравнение линейной регрессии X на у имеет вид
х = 2,163 + l,091y
2. Диаграмма рассеяния исходных данных и прямая регрессии Y на х показана на рис. 2.13.




Рис. 2.13. Диаграмма рассеяния и прямая регрессии  Y на х

3.	Для линейной регрессии Y на х вычислим остатки:






…………………………………………


       Остаточная сумма квадратов Qe:

Qe = (0,377)2 + (0,478)2 + (0,35)2 + (-0,25)2 + (-0,949)2  1,457. 
      Оценка дисперсии ошибок наблюдений




где  — число оцениваемых параметров; для простой линейной регрессии 

Коэффициент детерминации R2:


Оценка коэффициента корреляции r:


4.	Вычислим оценки параметров линейной регрессии Y на х в матричном виде:




где ; А — регрессионная матрица:  


Последовательно вычисляем:




       Определитель матрицы В:

 = det(ATA)=37,6.
Обратная матрица к матрице В:



где  — присоединенная матрица к матрице В, составленная из алгебраических дополнений к элементам матрицы В. 
Далее вычисляем произведения матриц



Окончательно





Сравнивая полученные значения с результатами в п. 2 видно, что расхождение имеется только в третьем десятичном знаке.
5. Выполнение задания в пакете STATISTICA.
      5.1.Откройте новый файл данных. В таблице удалите ненужные столбцы (Var-Delete) и строки наблюдений (Cases-Delete). Дайте имена переменным: Y— зависимая переменная (Dependent), X— фактор (независимая переменная — Independent). В ячейки таблицы введите данные.
      5.2. Построим график исходных данных. Для этого можно воспользоваться меню Graphs — графики и выбрать необходимый тип графика. 
	В нашем примере мы воспользуемся двумерными диаграммами рассеяния (Stats 2D Graphs -» Scatterplots).

В диалоговом окне при помощи кнопки Variables — Переменные выберите необходимые переменные, которые вы хотите отобразить графически и необходимый тип графика. Диаграмма рассеяния с прямой регрессии Y на х показана на рис. 2.13.
	5.3.	В Переключателе модулей (STATISTICA Module Switcher) выберите модуль Множественная регрессия (Multiple Regression). 	После запуска модуля на экране откроется стартовая панель модуля (рис. 2.14). Далее выберите переменные для анализа (воспользуйтесь кнопкой Variables). В качестве зависимой переменной (Dependent) выберите У, в качестве независимой (Independent) — X. После определения зависимых и независимых переменных на стартовой панели нажмите ОК.
 Появится окно с результатами вычислений (рис. 2.15).
[image: ]
Рис. 2.14. Стартовая панель модуля Multiply Regression

В диалоговом окне Результаты Множественной регрессии — Multiple Regression Results просмотрите результаты оценивания. Результаты можно просмотреть в численном и графическом виде. Окно результатов анализа имеет следующую структуру: верх окна — информационный. Он состоит из двух частей: в первой части содержится основная информация о результатах оценивания, во второй высвечиваются значимый стандартизованный регрессионный коэффициент X-beta=,793; стандартизованный коэффициент регрессии вычисляется по формуле


где sx и sy — оценки среднеквадратических отклонений для переменных х и у.
[image: ]
Рис. 2.15. Окно результатов множественной регрессии
Внизу окна Результаты множественной регрессии находятся функциональные кнопки, позволяющие всесторонне рассмотреть результаты анализа.
Рассмотрим вначале информационную часть окна. В ней содержатся краткие сведения о результатах анализа. А именно:
·  Dep.Var. — имя зависимой переменной (Y);
· No. of Cases — число наблюдений (объем выборки п), по которым построена регрессия (n = 5);
· Multiple R — коэффициент множественной корреляции (описывает степень линейной зависимости между Y и факторами); в случае простой линейной регрессии равен модулю коэффициента корреляции;
· R — square — RI — квадрат коэффициента множественной корреляции (коэффициент детерминации). Если регрессионная модель значима, то коэффициент детерминации равен той доле дисперсии ошибок наблюдений, которая объясняется регрессионной моделью.
Коэффициент детерминации, вычисляется по формуле


		— Adjusted R-square: adjusted RI— скорректированный коэффициент детерминации




где п — число наблюдений, а k — число оцениваемых параметров регрессионной модели; для простой линейной регрессии k = 2, так как определяются оценки двух параметров  и ;
—	Std. Error of estimate — среднее квадратическое отклонение ошибок
наблюдений


· 
Intercept — оценка свободного члена регрессии ;
· 
Std. Error — стандартная ошибка оценки свободного члена ;
· t(n-k) and p-value — выборочное значение /-статистики и вычисленного уровня значимости р.


t-статистика используется для проверки гипотезы :  = 0:




Уровень значимости , где Т(п - к) — случайная величина, имеющая распределение Стьюдента с (я - к) степенями свободы,  — выборочное значение t-статистики.



Если , где  — заданный уровень значимости, то гипотеза H0:  принимается.

В данном случае р = 0,823749, следовательно гипотеза H0:  принимается.
—	F—выборочное значение F-статистики, FB.

F-статистика используется для проверки гипотезы H0:.

Если гипотеза H0: верна, то статистика F имеет распределение Фишера с (к- 1) и (n - к) степенями свободы.




Гипотеза H0 принимается на уровне значимости , если выборочное значение статистики F, FB, меньше - квантили распределения Фишера порядка 1 - . Если гипотеза H0: принимается, то регрессионная модель незначима.
· df— число степеней свободы F -статистики: (к- 1; n-к).
· р — вычисленный уровень значимости.
Вычисленный уровень значимости р: р = P[F(k - 1; п - k) > FB], где FB — выборочное значение F -статистики.



Если р < а, то гипотеза H0: отклоняется; если р>, то гипотеза H0: принимается.


В данном примере р = 0,109278, следовательно гипотеза H0: принимается на уровне значимости  = 0,05. Регрессионная модель незначима.
Функциональные кнопки. При нажатии кнопки Regression Summary — Результаты регрессии на экране появится следующая таблица с результатами анализа (рис. 2.16.):

Во втором столбце таблицы (BETA) выводится стандартизованный коэффициент регрессии 



где sx и sy — оценки среднеквадратических отклонений для переменных х и у.
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Рис. 2.16. Результаты регрессии
Стандартизированные коэффициенты регрессии — безразмерные величины.
В случае множественной регрессии стандартизованные коэффициенты регрессии используются для сравнения влияния на зависимую переменную факторов, имеющих различную размерность.


В четвертом столбце (В) приведены МНК-оценки коэффициентов регрессии:  и .
В   пятом   столбце   (St.Err.   of  В)   —   их   стандартные   отклонения

В шестом столбце — t-статистики для проверки гипотезы H0::


В седьмом столбце — соответствующие уровни значимости




В данном случае гипотеза H0:принимается на уровне значимости = 0,05.



Вычисленный уровень значимости р>. Это означает, что регрессионная модель незначима. Гипотеза H0: также принимается при = 0,05.
Чтобы просмотреть и проанализировать остатки, войдите в меню Residual Analysis (анализ остатков), нажав соответствующую кнопку в нижней правой части панели результатов вычислений (рис. 2.15). Это меню представлено на рис. 2.17.
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Рис. 2.17. Меню анализа остатков



Чтобы просмотреть остатки и их график, нажмите в левой нижней части этого меню кнопку Plots of residuals(A) (графики остатков (А)). Выбрав опцию Raw residuals (значения остатков), получим график остатков, наблюдаемые значения (observed value) зависимой переменной Y, предсказанные значения Y (predicted), остатки (residuals) и стандартизированные остатки (Standard Residual) вычисляемые по формуле  где S — оценка среднеквадратического отклонения ошибок наблюдений, S0,7 (рис. 2.18).
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Рис.2.18. График остатков (слева) и их значения
 (столбец Residual) справа

Остаточная сумма квадратов Qe (Residual) сумма квадратов, обусловленная регрессией QR (Regress) и сумма квадратов отклонений зависимой переменной Y ОТ среднего Qy (Total) вычисляются при нажатии кнопки Analysis of Variance (дисперсионный анализ) на панели результатов вычислений. Результаты дисперсионного анализа приведены на рис. 2.19.
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Рис.2.19. Дисперсионный анализ


В этой же таблице приведены соответствующие значения числа степеней свободы (df), средние квадраты, F-статистика для проверки гипотезы о незначимости регрессионной модели и вычисленный уровень значимости р.


В данном примере гипотеза о незначимости регрессионной модели по F-критерию также принимается, т. к. , что больше обычно задаваемого уровня значимости 


2.5. [bookmark: _Toc455761482]Обзор современных технологий анализа данных
2.5.1. [bookmark: _Toc455761483]Нейронечёткие системы
Нейронечеткие или гибридные системы, включающие в себя нечеткую логику, нейронные сети, генетические алгоритмы и экспертные системы, являются эффективным средством при решении большого круга задач реального мира [4].
Каждый интеллектуальный метод обладает своими индивидуальными особенностями (например, возможностью к обучению, способностью объяснения решений), которые делают его пригодным только для решения конкретных специфических задач.
Например, нейронные сети успешно применяются в распознавании моделей, но они неэффективны в объяснении способов достижения своих решений.
Системы нечеткой логики, которые связаны с неточной информацией, успешно применяются при объяснении своих решений, но не могут автоматически пополнять систему правил, которые необходимы для принятия этих решений.
Эти ограничения послужили толчком для создания интеллектуальных гибридных систем, где два или более методов объединяются для того, чтобы преодолеть ограничения каждого метода в отдельности.
Гибридные системы играют важную роль при решении задач в различных прикладных областях. Во многих сложных областях существуют проблемы, связанные с отдельными компонентами, каждый из которых может требовать своих методов обработки.
Пусть в сложной прикладной области имеется две отдельные подзадачи например задача обработки сигнала и задача вывода решения, тогда нейронная сеть и экспертная система будут использованы соответственно для решения этих отдельных задач.
Интеллектуальные гибридные системы успешно применяются во многих областях, таких как управление, техническое проектирование, торговля, оценка кредита, медицинская диагностика и когнитивное моделирование. Кроме того, диапазон приложения данных систем непрерывно растет.
В то время, как нечеткая логика обеспечивает механизм логического вывода из когнитивной неопределенности, вычислительные нейронные сети обладают такими заметными преимуществами, как обучение, адаптация, отказоустойчивость, параллелизм и обобщение.
Для того чтобы система могла обрабатывать когнитивные неопределенности так, как это делают люди, нужно применить концепцию нечеткой логики в нейронных сетях. Такие гибридные системы называются нечеткими нейронными или нечетко-нейронными сетями.
Нейронные сети используются для настройки функций принадлежности в нечетких системах, которые применяются в качестве систем принятия решений.
Нечеткая логика может описывать научные знания напрямую, используя правила лингвистических меток, однако много времени обычно занимает процесс проектирования и настройки функций принадлежности, которые определяют эти метки.
Обучающие методы нейронных сетей автоматизируют этот процесс, существенно сокращая время разработки и затраты на получение данных функций.
Теоретически нейронные сети и системы нечеткой логики равноценны, поскольку они взаимно трансформируемы, тем не менее на практике каждая из них имеет свои преимущества и недостатки.
В нейронных сетях знания автоматически приобретаются за счет применения алгоритма вывода с обратным ходом, но процесс обучения выполняется относительно медленно, а анализ обученной сети сложен ("черный ящик").
Невозможно извлечь структурированные знания (правила) из обученной нейронной сети, а также собрать особую информацию о проблеме для того, чтобы упростить процедуру обучения.
Нечеткие системы находят большое применение, поскольку их поведение может быть описано с помощью правил нечеткой логики, таким образом, ими можно управлять, регулируя эти правила. Следует отметить, что приобретение знаний — процесс достаточно сложный, при этом область изменения каждого входного параметра необходимо разбивать на несколько интервалов; применение систем нечеткой логики ограничено областями, в которых допустимы знания эксперта и набор входных параметров достаточно мал.
Для решения проблемы приобретения знаний нейронные сети дополняются свойством автоматического получения правил нечеткой логики из числовых данных.
Вычислительный процесс представляет собой использование следующих нечетких нейронных сетей. Процесс начинается с разработки "нечеткого нейрона", который основан на распознавании биологических нейронных морфологий согласно механизму обучения. При этом можно выделить следующие три этапа вычислительного процесса нечеткой нейронной сети:
· разработка нечетких нейронных моделей на основе биологических нейронов;
· модели синоптических соединений, которые вносят неопределенность в нейронные сети;
· разработка алгоритмов  обучения  (метод регулирования  синоптических весовых коэффициентов).
На рис. 2.20 и 2.21 представлены две возможные модели нечетких нейронных систем.
Полученное лингвистическое утверждение интерфейсный блок нечеткой логики преобразует во входной вектор многоуровневой нейронной сети. Нейронная сеть может быть обучена вырабатывать необходимые выходные команды или решения.
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Рис. 2.20. Первая модель нечеткой нейронной системы.

Многоуровневая нейронная сеть запускает интерфейсный механизм нечеткой логики.
Основные обрабатываемые элементы нейронной сети называют искусственными нейронами, или просто нейронами. Сигнал с нейронных входов  считается однонаправленным, направление обозначено стрелкой, то же касается нейронного выходного сигнала.
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Рис. 2.21. Вторая модель нечеткой нейронной системы

Простая нейронная сеть представлена на рис. 2.22. Все сигналы и веса задаются вещественными числами.
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Рис. 2.22. Простая нейронная сеть

Входные нейроны не изменяют входной сигнал, поэтому выходные и входные параметры совпадают.
При взаимодействии с весовым коэффициентом  для cигнала  получаем результат , i = 1, ..., n. Элементы входной информации  складываются и в результате дают входное значение для нейрона:

Нейрон применяет свою передаточную функцию f, которая может быть сигмоидальной функцией вида:

для вычисления выходного значения:

Эту простую нейронную сеть, которая производит умножение, сложение и вычисляет сигмоидальную функцию f, назовем стандартной нейронной сетью.
Гибридная нейронная сеть — это нейронная сеть с нечеткими сигналами и весами, и нечеткими передаточными функциями. Однако: (1) можно объединить  и , используя другие непрерывные операции; (2) сложить компоненты  с помощью других непрерывных функций; (3) передаточная функция может иметь вид любой другой непрерывной функции.
Обрабатывающий элемент гибридной нейронной сети называется нечетким нейроном.
Следует отметить на то, что все входные, выходные параметры и веса гибридной нейронной сети представляют собой вещественные числа из интервала [0, 1] (рис. 2.23).
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Рис. 2.23. Передаточная функция гибридной нейронной сети


Нечеткие нейроны
Определение 1 — нечеткий нейрон И. Сигналы и  объединяются оператором максимума и дают:

Элементы входной информации  объединяются с помощью оператора минимума и в результате дают выходную информацию нейрона:
.
Определение 2 — нечеткий нейрон ИЛИ. Сигнали вес объединяются оператором минимума (рис. 2.24):

Элементы входной информации  объединяются с помощью оператора максимума и в результате дают выходную информацию нейрона:

Определение 3 — нечеткий нейрон ИЛИ (максимум произведения). Сигнал  и вес  объединяются оператором умножения:


Элементы входной информации  объединяются с помощью оператора максимума и в результате дают выходную информацию нейрона:
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Рис. 2.24 Передаточная функция нечеткого нейрона ИЛИ

Нечеткие нейроны И и ИЛИ осуществляют стандартные логические операции над значениями множества. Роль соединений заключается в том, чтобы различить конкретные уровни воздействия, которое может быть оказано отдель-ными входными параметрами на результат их объединения.
Известно, что стандартные сети являются универсальными аппроксиматорами, т. е. они могут аппроксимировать любую непрерывную функцию на компактном множестве с любой точностью. Задача с таким результатом является неконструктивной и не дает информации о том, как построить данную сеть.
Гибридные нейронные сети применяются для реализации правил нечеткой логики IF-THEN конструктивным путем.
Хотя гибридные нейронные сети не способны использовать напрямую стандартный алгоритм вывода с обратным ходом, они могут быть обучены методами наискорейшего спуска распознавать параметры функций принадлежности, представляющих собой лингвистические термины в правилах.

Обучение методами спуска
Процедура обучения исправлению ошибок представляет собой всего лишь концепцию. Данная процедура состоит в следующем: в течение обучения входная информация поступает в сеть, где по возможным путям проходит преобразование, выдавая множество выходных значений.
Далее полученные экспериментально выходные значения сравниваются с теоретическими значениями и вычисляется несоответствие. Если экспериментальные и теоретические значения совпадают, то параметры сети не изменяются. Однако если эти значения расходятся, необходимо произвести изменения соединений в соответствии с полученным несоответствием.
Пусть функция f:R→R дифференцируемая, всегда возрастает в направлении своей производной и убывает в противоположном направлении.
В методе спуска для минимизации функции следующий шаг  должен удовлетворять условию:

То есть значение функции f в точке  должно быть меньше значения функции на предыдущем шаге .
В процедуре обучения исправлению ошибок на каждой итерации метода спуска рассчитывается направление спуска (противоположное направление производной) от точки , следовательно, при достаточно малых η > 0 должно выполняться неравенство:,где  есть вектор

Пусть функция f:R→R вещественная.
В методе спуска последующая итерация  должна удовлетворять условию:

То есть значение функции f в точке меньше, чем ее значение в предыдущем приближении .
На каждой итерации метода спуска рассчитывается направление спуска в точке  (направление, противоположное направлению производной), это означает, что при достаточно малых η > 0 должно выполняться неравенство:
,  где  есть вектор
.

Нечеткие схемы рассуждений
Пусть экспертная система на основе продукционных правил имеет вид:
ℜ1: if x is A1 and y is B1 then z is C1 
ℜ2: if x is A2 and y is B2 then z is C2
…………………………………………………………


consequence: z is С
где  и  — нечеткие множества, i=1, ..., п.
Процедура получения нечеткой выходной информации такой базы знаний включает следующие три этапа:
· найти границы применения каждого правила;
· найти выходные параметры каждого правила;
· объединить отдельные выходные параметры правил для получения полной выходной информации системы.
Суджено и Такаги используют следующие правила:


Границы применения правил  вычисляются по формулам:

затем выходная информация каждого отдельного правила выводится из отношения:

и действие четкого управления выражается как

где  и  — нормированные значения  и  по  отношению к сумме (+), т.е.:

ПРИМЕР 1.  Проиллюстрируем метод рассуждений  Sugeno на следующем примере:

if х is SMALL and у is BIG then o=x–y;
if x is BIG and y is SMALL then o=x+y;
if x is BIG and у is BIG then o=x-2y,
где функции принадлежности SMALL и BIG определяются так:




Предположим, что имеются  следующие входные параметры  и . Каковы будут при этом выходные параметры системы?
Граница применения первого правила:

характерный выходной параметр первого правила:

Граница применения второго правила:


характерный выходной параметр второго правила:
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Рис. 2.25. Выходная информация правила
Граница применения третьего правила:

характерный выходной параметр третьего правила:

выходной параметр системы, o, вычисляется из уравнения:

В качестве примера покажем способ построения гибридной нейронной сети (названной Jang-адаптивной  сетью), которая по функциональности является эквивалентом интерфейсного механизма Суджено.
Гибридная нейронная сеть, по вычислительным алгоритмам идентичная механизму Суджено, отражена на рис.2.26.
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Рис. 2.26. Гибридная нейронная сеть
Для простоты будем учитывать только два правила и два лингвистических значения для каждого входного параметра.
          Уровень 1. Выходной  параметр узла представляет собой степень соответствия данного входного параметра лингвистической   метке, связанной с этим узлом. Обычно выбираются  колоколообразные функции принадлежности:



определяющие лингвистические  термины, где  - множество параметров.
По мере изменения  значений  этих параметров соответственно  меняются колоколообразные функции,  принимая таким образом, различные формы функций принадлежности для лингвистических  меток Ai и Bi.
На самом деле, любые такие непрерывные функции  принадлежности,  как трапециевидные и треугольные, также являются квантифицируемыми вариантами узловых функций данного уровня. Параметры этого уровня относятся к исходным параметрам.
               Уровень 2. Для каждого узла вычисляется мощность действия соответствующего правила.
Выходная информация, помещаемая на вершину нейрона, составляет:

а выходная информация основания нейрона:


           Оба узла данного уровня имеют метку Т, потому что можно выбрать другие t-нормы для моделирования  логического оператора и. Узлы этого уровня называются узлами правил.
           Уровень 3. Каждый узел данного уровня имеет метку N, указывая на нормированность границ применения правил.
Выходная информация вершины нейрона нормализует (при этом осуществляется операция сложения и нормализации нормированности границ) границу применения первого правила:

Выходная информация основания нейрона нормирует. При этом осуществляется операция сложения и нормализации нормированности границу:

Уровень 4. Выходная  информация вершины  нейрона является результатом нормированной границы применения и отдельного выходного  параметра первого правила

Уровень 5. Для отдельного  узла данного  уровня  рассчитывается полная выходная информация как сумма всех входных сигналов, т. е.:

Если задана нечеткая обучающая последовательность:



то параметры  гибридной нейронной системы (которая определяет  форму функций принадлежности исходных условий) могут быть изучены с помощью метода спуска.
Функция ошибок для модели k может быть задана следующим образом:



где  желаемый  результат    экспериментальное значение, полученное при расчете гибридной нейронной сети.
Имеем упрощенную нечеткую схему рассуждений; если характерная  выходная информация правил задана crisp-числами,  то можно использовать их весовую сумму (где веса представляют  собой firing-мощность  соответствующих правил) для определения полной выходной информации системы:

…………………………………………..


consequence: o = 
где  нечёткие множества.
Получаем  значение  из начального  содержания базы данных   и из базы правил нечеткой  логики, используя упрощенную нечеткую схему рассуждений как среднее из выходной информации отдельно взятых правил

где граница применения i-го правила определяется следующим образом:


2.5.2. [bookmark: _Toc455761484]Особенности и эффективность генетических
[bookmark: _Toc455761485]алгоритмов

Методы оптимизации комбинаторных задач различной степени сложности
В общем случае оптимизация или поиск наилучшего значения (набора параметров) некоторой заданной целевой функции является достаточно сложной задачей. Сложность оптимизации обусловливается прежде всего видом целевой функции, которая может иметь как глобальный, так и локальный оптимумы.
В настоящее время не существует метода оптимизации, который позволил бы решить любую задачу (был универсальным) и при этом однозначно определен как лучший среди других методов по точности решения.
По степени приближения к точному решению, а также по характеру пространства поиска задачи могут быть разделены на следующие категории.
Комбинаторные задачи — характеризуются конечным и дискретным пространством поиска. Сущность любой комбинаторной задачи можно сформулировать следующим образом: найти на множестве X элемент x, удовлетворяющий совокупности условий K(x), в предположении, что пространство поиска X содержит некоторое конечное число различных точек.
Общие задачи без ограничений — имеют нелинейное и неограниченное пространство поиска. Методы оптимизации для таких задач обычно полагаются на правильность аналитической формулировки целевой функции. Оптимизация функции без ограничений заключается в максимизации или минимизации некоторой функции .
Общие  задачи  с  ограничениями —  могут  быть  сформулированы  как  задачи   минимизации   функции   .   при   следующих ограничениях: 
для  для  Обычно задачи с ограничениями могут быть сведены к задачам без ограничений с помощью метода штрафов.
Если пространство поиска содержит конечное число точек, то наиболее точное решение может быть уверенно получено методом полного перебора. Этот метод имеет один очевидный недостаток — сложность вычислений, а следовательно, время, затрачиваемое на нахождение оптимального решения, существенно зависит от размерности пространства поиска. Метод перебора может быть  достаточно  эффективным  только  в  небольшом  пространстве  поиска. А если предположить, что за одну секунду может быть выполнен миллиард операций (109) и при этом процесс случайного поиска начался 15 млрд лет назад, то к настоящему времени можно было бы протестировать около 1027 точек из пространства поиска. Одна точка такого пространства будет представлять собой бинарную строку длиной L .
Градиентные методы, являющиеся основой линейного и нелинейного, динамического программирования, а также численного анализа, более универсальны, но менее точны. При этом усложнение ландшафта пространства по- иска приводит к снижению эффективности таких методов. Методы градиента не гарантируют получение единственного оптимального решения, за исключением случая, когда пространство отображения является выпуклым и не до- пускает появления второстепенных вершин, плато и т. д.
С другой стороны, эвристические методы, к которым относятся генетические алгоритмы (ГА), являются наиболее универсальными, поэтому не гарантируют нахождения глобального оптимума, являющегося единственным решением задачи.
Характеристикой задачи и, соответственно, основой для классификации методов оптимизации является также сложность задачи. По степени сложности однозначно выделяются следующие задачи.
Линейные задачи — сложность которых определяется как O(n), где n — размерность входных данных задачи.
Полиномиальные задачи (P) — для них известен алгоритм, сложность которого составляет полином заданной, постоянной и не зависящей от размерности входной величины n степени.
Экспоненциальные задачи — сложность которых не менее порядка f n, где f — константа или полином от n.
Однако существует большое число задач, которые не попадают ни в один из перечисленных классов. Сложность решения таких задач не может быть определена априорно. К ним относятся: оптимизация пути коммивояжера, оптимальная загрузка емкости, оптимизация маршрутов, инвестиций и т.д.
В общем случае задача оптимизации в настоящее время не может быть отнесена к какому-либо классу.
ГА являются стохастическим эвристическим методом, в котором вероятность выбора состояния S(t + 1) зависит от состояния S(t) и косвенно от предыдущих состояний. Стохастические методы позволяют решать широкий класс таких задач, поскольку не требуют жесткой формализации. Следует отметить, что стохастические методы оптимизации используются для решения NP-сложных комбинаторных задач, т. е. таких задач, к которым сводима любая задача из класса NP. При NP-сложные задачи не обязательно относятся к классу NP.
Каждый из стохастических и эвристических методов имеет свои достоинства и недостатки, обусловленные формулировкой и размерностью решаемой задачи. При этом математически доказано, что для комбинаторных задач опти- мизации средняя эффективность всех алгоритмов для всех возможных задач одинакова. На рис. 2.27 приведена классификация эвристических и стохастических алгоритмов, результаты оценки эффективности которых приведены на рис. 2.28 и 2.29.
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Рис. 2.27. Классификация эвристических и стохастических алгоритмов

Результаты решения задачи оптимизации (при одном запуске) на примере минимизации числа передающих станций при максимальной зоне радиоохвата с помощью методов случайного поиска (Random Walk), "жадного" поиска (модификация случайного поиска, Greedy Search), имитации накаливания (Simulating Annealing), а также поиска с учетом запретов (Tabu Search) и ГА представлены на графике зависимости качества решения от количества вычислений функции или числа шагов выполнения алгоритма (рис. 2.28).
Полученные результаты, усредненные по 10 запускам, доказывают справедливость утверждения о сравнимости эффективности всех перечисленных алгоритмов поиска глобального оптимума. Вместе с тем результаты, полученные при одном запуске, говорят о наибольшей эффективности двух методов поиска — ГА и поиска с учетом запретов.
Анализ результатов использования ГА позволяет выделить следующие условия, при выполнении которых задача решается эффективно:  большое  пространство  поиска,  ландшафт  которого  является  негладким (содержит несколько экстремумов);  сложность  формализации  оценки  качества  решения  функцией  степени пригодности;   многокритериальность поиска; поиск приемлемого решения по заданным критериям в отличие от поиска единственного оптимального.
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Рис.2.28. График зависимостей качества решений задачи 
от числа шагов выполнения алгоритмов
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Рис.2.29. Динамика получения результата
Сущность  и классификация эволюционных алгоритмов. Базовый генетический алгоритм
Эволюционные алгоритмы, моделирующие процессы естественной эволюции, были предложены уже в 60-х годах прошлого века. Их особенностью является то, что они опираются на естественную эволюцию в природе, используя основные ее механизмы (отбор или селекцию, скрещивание и мутацию). Известны утверждения: "алгоритм является хорошим оптимизационным методом, потому что его принцип используется в природе", и наоборот: "алгоритм не может быть хорошим оптимизационным методом, потому что вы не находите его в природе".
Моделирование процесса естественной эволюции для эффективной оптимизации является первостепенной задачей теоретических и практических исследований в области эволюционных алгоритмов.
В 70-х годах прошлого века независимо друг от друга появились два различных направления в области эволюционных алгоритмов: генетический алгоритм Холланда и эволюционные стратегии (ЭС) Реченберга и Швефела. Эволюционные стратегии используют операторы селекции и мутации, а если использовать биологические термины, то эволюционная стратегия моделирует естественную эволюцию с помощью непарной репродукции (рис. 2.30)
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Рис. 2.30. Разновидность эволюционных алгоритмов 
(эволюционные стратегии)


Алгоритмы поиска, которые моделируют парную репродукцию, называются генетическими алгоритмами. Парная репродукция характеризуется рекомбинацией двух родительских строк для создания потомков. Эта рекомбинация называется скрещиванием.
Предпочтение разных генетических операторов в ЭС и ГА определило отношение к используемому размеру популяции. Так, Холланд подчеркивал важность рекомбинации в больших популяциях, в то время как Реченберг и Швефел, главным образом, рассматривали мутацию в очень маленьких популяциях.
При работе с ГА решения задачи должны быть представлены в виде строки с бинарной, целочисленной или вещественной кодировкой. Способ кодирования предполагает работу со строками фиксированной или переменной длины, возможна также и контекстно-зависимая кодировка. Основным отличием генетических программ (ГП) от ГА является работа с деревьями решений. При этом в ГП отсутствует необходимость в генетическом представлении задачи. Такая схема представления вносит гибкость в описание структур данных, однако решения могут стать очень объемными без улучшения производительности. Это справедливо и для эволюционных программ (ЭП).
На рис. 2.31 приведен базовый или стандартный ГА (СГА), предложенный Холландом, который явился основой для различных модификаций.
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Рис.2.31. Стандартный генетический алгоритм

В ходе исследований в области генетических алгоритмов и эволюционных алгоритмов в целом появилось большое количество направлений, и их число непрерывно растет.
Классификация ЭА и основные модификации стандартного ГА, приведенного на рис. 2.30, отражены на рис. 2.32.
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Рис. 2.32. Классификация эволюционных алгоритмов

  Классификация адаптивных  ГА
Адаптивные ГА можно классифицировать по трем направлениям (рис. 2.33):  основа управления адаптацией (внешнее управление или самоадаптация); область адаптации (применяется ли адаптация ко всей популяции, только к отдельным членам популяции и т. д.);  основа адаптации (операторы, параметры и т. д.).
Основа адаптации
Большинство  адаптивных  алгоритмов  основывается  на  СГА  и  SSGA,  при этом чаще всего исследования проводятся на генетических операторах скрещивания и мутации. Направленный поиск в ГА в основном сосредоточен на исследовании новых областей пространства поиска и эксплуатации предварительно изученных эффективных областей (или гиперпланов) пространства поиска.
В алгоритме исследования высокая вероятность назначается неисследованным областям, в то время как в эксплуатационном алгоритме НФРВ представляет собой накопленную информацию об областях с большей степенью пригодности и гиперпланах пространства поиска. При этом НФРВ алгоритма исследования способна измениться быстрее, чем в эксплуатационном алгоритме.
Однако диапазон, в котором наследники отличаются от их родителей, управляется не только типом оператора, но и вероятностью их использования. Таким образом, для данной популяции и данного оператора можно настраивать форму НФРВ между предельными значениями исследования и эксплуатации, изменяя вероятность использования операторов.
Этот вывод привел в дальнейшем к сосредоточению на адаптации операторов рекомбинации и мутации, поскольку, изменяя степень разрушения, вызванного операторами, можно адаптировать популяцию, которая заменяется на каждом шаге при использовании простых и эффективных механизмов селекции.
Можно выявить ряд направлений в исследованиях того, как именно следует осуществлять адаптацию в ГА:
1. Самый простой класс – ГА, которые используют фиксированный набор операторов и адаптируют вероятности использования операторов. Известны работы, установливающие зависимости: вероятности мутации, вероятностей использования нескольких простых операторов (однородное скрещивания, мутация и т.д.) от их эффективности на последних поколениях [101,102];
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Рис.2.33. Классификация генетических алгоритмов

2. Дальнейшее развитие этого подхода заключается в алгоритмах, которые поддерживают несколько популяций или подпопуляций, использующих различные наборы операторов и параметров. Общий подход заключается в «мета-ГА» (или многоуровневом ГА, в котором одновременно может сушествовать несколько популяций, расположенных по некоторой иерархии) и определении параметров для каждой подпопуляции [100].
3. Адаптации в ГА могут подвергаться не только вероятности применения операторов, типы операторов, но и такие параметры как размер популяции и критерий останова. За счет внешнего управления при этом возможно обеспечение большей гибкости и учёт большего количества зависимостей, в том числе и неявных.
Адаптация в ГА может осуществляться на уровнях:  популяции, когда параметры ГА являются общими для всей популяции и, следовательно, изменения в НФРВ происходят со стороны всей текущей популяции;  индивидов, когда значения НФРВ формируются со стороны каждого члена популяции отдельно, но одним способом;  компонентов, где на НФРВ можно влиять со стороны каждого компонента каждого члена популяции различным способом.
Адаптация на уровне популяции
Адаптация на уровне популяции предполагает использование фиксированного набора генетических операторов, таких, что их параметры могут изменяться во времени. Наиболее важным параметром при этом является вероятность применения генетического оператора. К этому уровню адаптации относятся уже упомянутые "мета-ГА", а также конкурирующие подпопуляции ГАС, например [108].
В [102] внешне определенная форма используется, чтобы уменьшить уровень мутации с течением времени. Однако этот подход не является универсальным и не применяется к другим генетическим операторам. Хорошо известен и популярен подход [101,106], который заключается в том, чтобы хранить статистику по эффективности наследников, сгенерированных различными операторами, по отношению к их родителям. Эффективные операторы при этом "вознаграждаются" — увеличивается вероятность их использования. Этот подход требует дополнительного пространства памяти.
В [109] для управления различными параметрами, в том числе и размером популяции, используются нечеткие правила, основанные на относительной эффективности самых лучших, худших и средних значений текущей популяции.
Адаптация на уровне индивидов
Альтернативный подход к адаптации базируется на рассмотрении отдельных членов популяции. Глобальная адаптация может изменить вероятность мутации для целой популяции, в то время как алгоритм с адаптацией на уровне индивидов использует параметры ГА, такие как тип или вероятность применения генетических операторов, как переменные величины по отношению к индивидам, а не ко всей популяции.
К этому уровню адаптации относится механизм скрещивания, в котором добавочные биты используются для кодирования точек скрещивания [107]. Согласно этому механизму, в L-битовые индивиды добав- ляются L дополнительных бит. Эти добавочные биты используются для определения точек скрещивания ("1" обозначает, что в этом месте осуществляется скрещивание). Добавочные биты представляют собой маску для определения точек скрещивания двух родителей, которая эволюционирует вместе с решениями. Здесь результаты непосредственно зависят от числа точек скрещивания и длины строки индивидов. В [106] исследуется аналогичный механизм, но с дополнительным кодированием бит для изменения вероятности скрещивания.
Альтернативный метод управления скрещиванием (однобитовая адаптация) используется в [100]. Здесь один бит служит для управления выбором однородного или двухточечного скрещивания.
Более популярной является идея самоадаптивного уровня мутации, заимствованная из эволюционных стратегий. Она заключается в добавлении бит для кодирования уровня мутации [99].
В [108] предлагается вариант адаптации вероятностей операций мутации или скрещивания. При этом вероятности применения генетических операторов к индивиду зависят от максимальной относительной степени пригодности и средней степени пригодности популяции через коэффициенты:

Pc = K1 (fmax – f') / (fmax – fср), если f' ≤ f ср,
Pc = K3, если f' > f ср,
 Pm = K2 (fmax – f) / (fmax – fср), 
если f ≤ f ср, Pm = K4, если f' > f ср,
где K1, K2, K3, K4 ≤ 1, а f' — большая степень пригодности из двух родителей.
В [104] предлагается вариант адаптации вероятности скрещивания и мутации на основе нечетких баз знаний, при этом нечеткие базы знаний представляют собой популяцию верхнего уровня (мета-ГА).

Адаптация на уровне компонентов
Принципиальное преимущество этого направления — обеспечение лучшей и более точной настройки НФРВ, связанной с каждым индивидом.
Этот подход был испытан в самоадаптивном механизме мутации [99] в сравнении с уровнем адаптации на уровне индивидов. В некоторых обстоятельствах результаты были лучше, но на других ландшафтах дополнительные расходы на обучение, связанные со всеми параметрами мутации, замедлили поиск. Такой механизм мог бы быть очень эффективен при правильно определенных компонентах, т. е. верно выбранном уровне детализации.
При адаптации на уровне компонентов за основу может быть взят подход [107] в части добавления битов дополнительного пространства к представлению индивидов, для того, чтобы определить, могут ли два смежных гена быть разбиты скрещиванием. Отличие заключаются в том, что при формировании нового индивида блоки генов могут быть выбраны из всей популяции (а не только из двух родителей). Этот процесс эволюции может быть рассмотрен как адаптация стратегии рекомбинации на уровне компо- нентов, т. к. индивиды здесь рассматриваются только с позиции общего генофонда, из которого собираются новые индивиды. Это используется в алгоритме [105], который предполагает самоадаптацию уровня мутации, применяя некоторый уровень мутации для каждого блока или компонента.
Двунаправленная интеграция ГА и нечетких алгоритмов продукционного типа
Двунаправленная интеграция ГА и нечетких алгоритмов продукционного типа может быть создана таким образом, что принесет пользу обоим методам. Хорошо известно, что использование нечеткой логики позволяет принимать решения в условиях неопределенности. Нечеткая логика обеспечивает базис для представления различных форм знаний в неопределенных средах, позволяет моделировать взаимодействие переменных информационной системы. ГА дают возможность обучения, глобального и локального поиска.
Использование нечеткой логики для улучшения работы ГА позволяет адаптировать различные параметры ГА к текущим условиям пространства поиска (рис. 2.34).
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Рис. 2.34. Схема организации ГА с функцией адаптации (обратной связи)
Использование ГА для оптимизации задач, моделируемых с помощью нечеткой логики, предполагает настройку нечетких баз знаний, включая нечеткие лингвистические термы и правила (рис. 2.35).
Первая попытка спроектировать нечеткую систему с помощью ГА была сделана в работе [100], который использовал ГА для настройки последовательности нечетких правил при решении задачи стабилизации инверсного маятника. Естественно, что такое решение не в полной мере использовало возможности ГА по настройке самих функций принадлежностей лингвистических термов. Следующая система, созданная [109], дала большую степень свободы ГА для проектирования нечетких баз правил. Вопросы формирования нечетких баз знаний и являются основой двунаправленной интеграции ГА и НЛ.
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Рис. 2.35. Использование ГА для оптимизации задач

Для разработки любой системы, основанной на НЛ, в том числе и адаптивного ГА, необходимо определить следующее.
1.  Входы  и  выходы  системы —  входными  переменными  (входами)  могут быть различные показатели эффективности популяции и различные отношения этих показателей: меры разброса значений в популяции, максимальная,  средняя  и  минимальная  степени  пригодности  и т. д.  В  работе [104] в качестве входных переменных используются два параметра: 
- генотипический разброс, который определяется как

где среднее, минимальное и максимальные значения отклонений эффективности индивидов Ci от лучшего значения в популяции Р размером N:



Диапазон  значений  ED —  [0, 1].  Если  значение  ED  небольшое,  то большинство индивидов в популяции располагается вокруг лучшего значения, таким образом, достигается сходимость популяции.
- фенотипический разброс, который измеряет отношение между самой лучшей и средней степенью пригодности — PDM1 = fbest / fср.
Текущие параметры управления могут также рассматриваться как входы. Например, нечеткая схема управления может включать следующие отношения для управления размером популяции:
ЕСЛИ (средняя пригодность) / (самая лучшая пригодность) БОЛЬШАЯ, ТО размер популяции должен увеличиться;
ЕСЛИ (самая плохая пригодность) / (средняя пригодность) МАЛЕНЬКАЯ, ТО размер популяции должен уменьшиться;
ЕСЛИ мутация МАЛЕНЬКАЯ, И популяция МАЛЕНЬКАЯ, ТО размер популяции должен увеличиться.
	В [109] входными параметрами являются текущее число поколений и размер популяции.
· Выходы  указывают  значения  параметров  управления  или  изменений  в этих параметрах, так в [109] выходными параметрами являются вероятности скрещивания и мутации. При этом обычно количество нечетких баз знаний соответствует числу выходных переменных. Например, в [104] две базы знаний используются для управления степенями изменений    и   , вероятности скрещивания pe и интенсивности селекции 
3. Лингвистические термы — каждый вход и выход должен иметь связанный набор лингвистических термов. Значение этих меток определено через функции принадлежности нечетких множеств. В [104] лингвистические термы и функции принадлежности заданы так, как показано на рис. 2.36.
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· Рис.2.36. Лингвистические термы

Имеется несколько различных методов задания формы функций принадлежности. В простейшем случае смежные функции принадлежности накладываются друг на друга таким образом, что центр предыдущей функции принадлежности совпадает с крайней отметкой следующих. Используя такую кодировку, только  центров функции принадлежности должны быть определены (рис. 2.37). Может быть использовано и более гибкое задание функций принадлежностей – через все определяющие точки функций принадлежностей [104].
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Рис. 2.37. Центры функции принадлежности.

4. Нечёткие правила – после выбора входов и выходов и определения лингвистических термов и функций принадлежности должны быть определены нечёткие правила, описывающие отношения между ними, например, так как показано в табл. 2.5. или 2.6.
Таблица 2.5.
	
	PDM1

	ED
	Low
	Medium
	High

	Low
	Small
	Small
	Medium

	Medium
	Big
	Big
	Medium

	High
	Big
	Big
	Medium

	
	PDM1

	ED
	Small
	Medium
	Large

	Low
	Small
	Medium
	Big

	Medium
	Small
	Big
	Big

	High
	Small
	Small
	Big


Задать нечёткую базу знаний, включающую задание базы правил, а также лингвистических термов и их функции принадлежности, можно следующими способами: с использованием автоматической методики обучения для тех случаев, где знание или экспертиза недоступны.

Таблица 2.6.
	Вероятность скрещивания
	Размер популяции

	Поколение
	Small
	Medium
	Big

	Short
	Medium
	Small
	Small

	Medium
	Large
	Large
	Small

	Long
	Very Large
	Very Large
	Large

	Вероятность
мутации
	Размер популяции

	Поколение
	Small
	Medium
	Big

	Short
	Large
	Medium
	Small

	Medium
	Medium
	Small
	Very Small

	Long
	Small
	Very Small
	Very Small


Используя автоматическую методику, отношения и функции принадлежности могут быть автоматически определены из сложного взаимодействия между параметрами управления ГА и эффективностью ГА. В этом случае ГА ис- пользуется для настройки нечеткой базы знаний. Настройка может быть произведена в следующих режимах:  в режиме offline [109], когда каждая строка индивида представ- ляет собой закодированное задание функций принадлежностей и набора правил (базы правил);   в режиме online, когда настройка базы знаний осуществляется в процессе решения задачи [104].
Этим определяется существенное преимущество адаптации ГА на уровне индивидов в отличие от адаптации на уровне популяции — адаптация на уровне индивидов позволяет производить online-настройку нечетких баз знаний, которые, в свою очередь, используются для адаптации параметров ГА. Это обусловлено возможностью на каждом шаге работы ГА получить оценку эффективности набора из N/2 нечетких баз знаний, где N — размер популяции.
Выполнив анализ имеющейся информации, можно сформулировать те узловые направления развития адаптивных ГА на основе нечеткой логики, которые еще недостаточно изучены и требуют рассмотрения:  определение нечеткой базы данных, описывающей принципиальные особенности ГА для управления процессом сходимости популяции; определение нечеткой базы данных, позволяющей достигнуть равновесия исследования и эксплуатации; определение нечетких баз знаний, учитывающих действие каждого генетического оператора в соответствии c поведением остальных; повышение эффективности нечетких критериев останова; определение нечетких генетических операторов: селекции, скрещивания, мутации.
Комплексно решить эти проблемы до последнего времени не удавалось. Однако, в конечном счете, все перечисленные направления сводятся к уровню нечеткого управления генетическими операторами [4].
Использование в ГА нечеткого адаптивного оператора скрещивания позволит предотвращать преждевременную сходимость популяции, поддерживая необходимый и зависящий от текущих условий уровень разнообразия популяции, учитывать влияние других генетических операторов.
[bookmark: _Toc455761486]2.9. Контрольные вопросы ко второй главе

1. Что такое эксперимент?
2. Какие законы распределения случайных величин вам известны?
3. Перечислите основные параметры равномерного распределения.
4. Самостоятельно исследуйте треугольное распределение случайных величин. В чем разница равномерного и треугольного распределения?
5. В чем состоит отличие дискретной и непрерывной случайной величины Х?
6. Что такое дисперсия случайной величины Х?
7. Что такое количественные и качественные факторы эксперимента?
8. Какой закон распределения чаще всего используют при описании работы систем массового обслуживания?
9. Что за график приведен ниже? Объясните его параметры.
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10. Что описывает нижеприведенная формула? Поясните основ ные ее параметры.

11. Общая характеристика принципов статистического оценивания. Классификация оценок. Свойства оценок (состоятельность, несмещенность).
12. Доверительный интервал и доверительная вероятность. Доверительный интервал для среднего.
13. Классификация   методов   проверки   гипотез.   Структура   процедуры   проверки
гипотез. 
14. Проверка   гипотезы   о   нормальном   распределении выборочной совокупности.
15. Гипотеза  о  линейной  регрессионной  модели.  Метод  наименьших  квадратов.
16. Проверка качества регрессии. Прогнозирование с применением уравнения регрессии.
17. Дайте нейронечёткой системы.
18. Нечёткие нейроны, передаточные функции. Пример функции принадлежности.
19. Продукционные правила в экспертных системах на основе нечётких схем рассуждения
20. Этапы получения нечёткой входной информации с использованием правил продукции.
21. Методы рассуждения Сугено. Пример.
22. Методы рассуждения Такаги. Пример.
23. Классификация оптимизационных задач по степени приближения к точному решению и по характеру пространства поиска.
24. Базовый генетический алгоритм
25. Классификация эволюционных и адаптивных генетических алгоритмов.
[bookmark: _Toc455761487]




3. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ
[bookmark: _Toc455339959][bookmark: _Toc455761488]3.1. Моделирование марковских случайных процессов
Случайная величина позволяет представить поведение изменяющегося случайным образом сигнала в определенный момент времени. Однако при проектировании целого ряда систем связи важно учитывать изменение случайных сигналов не только по уровню, но и во времени. В качестве моделей случайных сигналов и помех, позволяющих отразить их динамические характеристики, используются случайные процессы (СП), представляющие собой случайные функции времени. При этом конкретный вид, который принимает СП в отдельном эксперименте, называется реализацией СП [12, 19].
Во многих радиотехнических приложениях СВ   связаны со значениями непрерывного процесса    в моменты времени , т.е. . В этом случае упорядоченная система непрерывных СВ   (рис. 3.1) называется случайной последовательностью, которую можно также интерпретировать как реализацию СП в данном опыте [16].
Простейшее вероятностное описание СП соответствует независимым СВ , тогда совместная ПРВ  . Однако последовательность независимых СB представляет собой ММ довольно узкого класса реальных процессов. Действительно, с помощью СП с независимыми значениями невозможно дать описание «гладких», коррелированных помех или медленно изменяющихся параметров полезных сигналов, например, координат радиолокационных целей. Поэтому во многих задачах необходимо использовать модели СП с зависимыми значениями. В общем случае совместная ПРВ таких СП определяется по формуле
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Рис. 3.1.Случайная последовательность
Математические трудности применения этой формулы для вероятностных расчетов быстро нарастают с увеличением n. В связи с этим необходимо из всех возможных СП с зависимыми значениями выделить класс СП, имеющих относительно простое математическое описание. Очевидно, наиболее простые соотношения для ПРВ получатся, если положить

Это равенство означает, что условная ПРВ и, следовательно, любые другие вероятностные характеристики СП для момента времени   являются функциями только значения , принятого СП в предшествующий момент времени. Случайные последовательности, удовлетворяющие (3.1), называются марковскими по имени  русского математика А.А. Маркова, разработавшего основы теории таких CП.
 Марковcкая последовательность называется однород-ной, если условные ПРВ , называемые ПРВ перехода, не зависят от  i. Марковская последовательность называется стационарной, если она однородна и все состояния  имеют одну и ту же безусловную ПРВ  . При моделировании марковских СП для формирования на вычислительной технике случайных чисел с заданным законом распределения могут быть использованы методы, рассмотренные выше.
В более общем случае рассматриваются N-связные марковские процессы, т. е. N взаимосвязанных между собой процессов , в совокупности обладающих марковскими свойствами [3, 12, 31]. Эти процессы характеризуются условной ПРВ перехода, которая имеет вид:


Моделирование N-связных марковских процессов по заданной условной ПРВ перехода в принципе не отличается от моделирования рассмотренных выше одномерных (простейших) марковских процессов, однако получение N -связных  дискретных реализаций с ростом N усложняется.
Другим обобщением одномерных марковских процессов являются одномерные марковские процессы N -го порядка, отличающиеся от простейших марковских процессов тем, что ПРВ перехода в очередное состояние зависит не от одного, а от N предшествующих состояний.  Стохастическое уравнение   при соответствующих начальных условиях порождает марковский процесс N -го порядка, который можно рассматривать как компоненту N -связного марковского процесса, поэтому моделирование марковских процессов N -го порядка может быть сведено к моделированию N -связных марковских процессов.
Выше шла речь о моделировании марковских процессов общего вида: на характеристики процессов не накладывалось других ограничений, кроме указанных выше. Распространенными являются марковские процессы, которые удовлетворяют дополнительным условиям, чаще всего, условию нормальности распределения, стационарности (однородности), а также условию нормальности и стационарности одновременно. В этих случаях моделирование марковских процессов упрощается.
Действительно, у стационарных марковских СП ПРВ перехода вида
 
 
 
 
зависит лишь от разности  . Это упрощает процесс моделирования (в особенности для одномерных марковских процессов), так как уменьшается число аргументов функции , которую требуется хранить в памяти ЭВМ при моделировании.
Как уже отмечалось, наиболее полное описание стационарных СП дает многомерная ПРВ. Однако этот подход требует большого количества информации. Для описания негауссовских СП используются различные преобразования гауссовских процессов и марковские процессы. Реальные СП можно с требуемой точностью аппроксимировать многомерными марковскими процессами [90]. Действительно [3, 91], любой СП, спектральная плотность которого является дробно-рациональной функцией частоты, является компонентой многомерногомарковского процесса.
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Одним из достоинств марковских процессов является возможность их описания с помощью стохастических ДУ. Для этого вводится понятие формирующей динамической системы. При этом СП характеризуется параметрами линейных или нелинейных фильтров, на вход которых подается белый гауссовский шум или другое известное возмущение [80]. Так как любая динамическая система может быть описана ДУ, то и СП на ее выходе так же может быть описан стохастическим ДУ соответствующего порядка.
Модели СП в виде стохастических ДУ обладают рядом положительных свойств. Прежде всего, в отличие от других методов описания СП (например, с помощью ПРВ или моментных функций), они непосредственно определяют способ генерации его реализаций, для осуществления которого можно вполне успешно использовать аналоговые вычислительные устройства или соответствующие программы для ЭВМ. Использование стохастических ДУ в форме уравнений состояния позволяют синтезировать алгоритмы оптимальной обработки и генерации для широкого класса сигналов и помех [44].
Для большинства реальных СП используется модель в виде ДУ, линейных относительно входных воздействий типа белого шума

где  - векторная и  - матричная функции векторного аргумента [16, 44];  - белый гауссовский шум с нулевым математическим  ожиданием и заданной   корреляционной функцией (КФ). 
Задавая различные функции и  в уравнении (3.2), можно получить СП с различными статистическими характеристиками. Так, если  – линейная функция, а  не зависит от  то уравнение (3.2) будет определять гауссовский СП. В работах [91] приведены связи между функциями ,  и  соответствующими статистическими характеристиками (ПРВ, КФ).
Следует отметить, что задача синтеза марковской модели СП, т. е. определение функций ,  и  по заданным статистическим характеристикам, не всегда имеет одно решение. Здесь возникает вопрос о единственности решения. Если заданы статистические характеристики моделируемого процесса в форме функций распределения, то можно указать несколько уравнений различных типов, порождающих процессы с такими характеристиками. В случае нелинейных моделей это является неизбежным следствием ограниченности исходных сведений о процессе. Если единственное решение задачи синтеза отсутствует, то при выборе уравнения, которое будет заложено в основу функционирования какого-либо устройства, можно учитывать соображения сложности, экономичности и  так далее. На практике число эквивалентных, с точки зрения статистических характеристик, уравнений обычно не велико (не более трех, четырех), и из них всегда можно выбрать единственное [80].
В последнее время, в связи с широким использованием цифровых устройств в радиотехнических системах для статистического описания сигналов и помех используют  случайные  последовательности,  которые  могут быть заданы разностными  стохастическими  уравнениями

- состояние системы в момент времени  ;  - векторная функция;  - матричная функция; –последовательность СВ [80, 82]. Если в качестве возбуждающей последовательности  использовать дискретный белый шум, то уравнение (3.3) будет определять марковскую последовательность.
При использовании стохастических уравнений (3.1), (3.3) в качестве моделей случайных сигналов и помех возникают задачи анализа и синтеза [80]. Первая из них заключается в определении статистических характеристик (в первую очередь ПРВ и КФ) СП или случайной последовательности по заданным функциям f,v и . Более сложной задачей синтеза является определение неизвестных функций f,v и  по заданным статистическим характеристикам.
Для непрерывных СП обе эти задачи решены для достаточно большого числа частных случаев [21, 44, 55]. При этом анализ выполняется на основе решения уравнения Фоккера-Планка-Колмогорова [90].
Для случайных последовательностей эти задачи до конца решены лишь для случая линейной функции  и независящей от  функции v  [16]. Кроме того, в работах [16, 80] рассмотрено решение задачи синтеза и для нелинейной функции. Однако при этом накладываются ограничения на вид ПРВ. Отсутствие конструктивных решений задачи синтеза, применительно к разностному уравнению (3.3), не позволяет получить ММ случайных последовательностей с заданными статистическими свойствами.
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В данном разделе рассматривается задача построения стохастических моделей негауссовских СП с заданной ПРВ. Возможность достаточно простого определения нелинейных функций   и   для стохастических уравнений (3.2) обусловлена существованием обыкновенного ДУ, связывающего эти функции с ПРВ   при t. При этом задача нахождения нелинейных функций  и  наиболее проста если ПРВ    входит в класс распределения Пирсона [90]. Вместе с тем, для стохастических разностных уравнений (3.3) лишь для линейных систем может быть точно определено безусловное распределение.
В работах [44, 91] подробно исследованы стохастические ДУ, определяющие различные негауссовские процессы. Запишем векторное стохастическое ДУ, описывающее непрерывную динамическую систему

где  - диагональная матрица с неотрицательными элементами,  -стандартный винеровский процесс с
; ;   - единичная диагональная матрица. При этом стационарная ПРВ будет:
1. Рэлеевской 

если: 

2. Накагами   

когда
             3. Логарифмически-нормальной

при  
 	Стохастические ДУ (3.4)-(3.7) исследованы наиболее полно, дают адекватное описание СП во многих радиотехнических системах и позволяют получить замкнутые выражения для алгоритмов оценивания сигналов. Однако системы, базирующиеся непосредственно на таких уравнениях, как правило, не могут быть реализованы и исследованы из-за отсутствия необходимых стабильных нелинейных элементов аналоговой техники. В связи с этим на практике осуществляется переход от непрерывных к дискретным во времени системам на основе различных разностных схем [80,82]. Для обеспечения соответствия разностной схемы и уравнений вида (3.3), (3.4)  от вычислительной техники требуется высокое быстродействие и большая точность представления чисел.
Стохастические разностные уравнения (3.3) свободны от этого недостатка, так как представляют последовательность чисел, для формирования которой можно воспользоваться методами цифровой техники. Поэтому в задачах с нелинейными моделями наблюдений, но при гауссовских компонентах, системы с дискретным временем имеют очевидные преимущества при технической реализации. Вместе с тем, при отличии ПРВ случайных последовательностей (3.3) от гауссовских возникает задача определения нелинейных функций  и   по заданным распределениям.
В ряде задач желательно построить (синтезировать) нелинейное уравнение (3.3) на основе априорных данных о виде безусловного одномерного распределения. К сожалению, такого же простого пути, какой существует для построения моделей (3.5)-(3.7), здесь нет. В работе [15] синтез марковской модели приводится не на основе априорных статистических характеристик СП, а на экспериментальных данных. При этом решение получено лишь для ограниченного класса линейных функций , . Полученные модели марковских СП используются для решения задач прогноза.
Рассмотрим асимптотический подход для решения поставленной задачи, основанный на предположении о существовании предельного стохастического ДУ Ито [44, 91]

для заданного разностного стохастического уравнения (3.3), записанного в виде

где  ;
            Будем связывать значения  и  c моментами времени  и . При условии существования предельных соотношений для детерминированных функций
 перепишем (3.9) в форме, позволяющей найти характеристики приращений :

где  

где,  – независимые СВ, распределенные по нормальному закону с нулевым математическим ожиданием и единичной дисперсией.
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Пусть последовательность СВ удовлетворяет стохастическому уравнению

с начальным условием , где   – некоторые функции;   – заданная последовательность независимых СВ, называемая порождающей или возмущающей последовательностью. Уравнение (3.10) представляет собой простейшую авторегрессионную модель СП  [49].
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Рис. 3.2. Процессы авторегрессии первого порядка
 В качестве возмущающей последовательности чаще всего используется последовательность стандартных независимых гауссовских СВ. В случае линейности функции  процесс   также будет гауссовским, а при соответствующем выборе нелинейных функций и негауссовских возмущений можно получить широкий класс негауссовских процессов [12, 74].
Примером марковской СП может быть процесс авторегрессии 1-го порядка, полученный с помощью  линейного        преобразования      последовательности
  независимых гауссовских СВ  по следующему правилу:


Каждое очередное значение  содержит часть предыдущего  и добавку в виде независимой СВ   [10, 16].
На рис. 3.2 представлены типичные графики реализаций такого процесса при различных значениях параметра , входящего в модель (3.11). Во всех случаях параметр , влияющий только на масштаб по оси ординат, выбран равным единице. Из этих рисунков видно, что при , близких к единице, процесс становится более гладким; при малых  , напротив, значения процесса слабо зависимы между собой; при отрицательных  корреляция между соседними значениями процесса отрицательна, поэтому он часто меняет знак.
При выборе начального значения , обеспечивающего стационарность и постоянство дисперсии        параметр         равен     коэффициенту корреляции между любыми двумя соседними значениями СП. Действительно, умножая левую и правую часть (3.11) на  и находя математическое ожидание, получим   или  .
Повторяя аналогичные операции после подстановки в уравнение (3.11)  можно записать следующую формулу для КФ:

где

Таким образом, СП (3.1) имеет экспоненциальную КФ. В то же время СП (3.11) является марковской, поскольку любые вероятностные характеристики значения  полностью определяются только предшествующим значением СП . При заданном   формула (3.17) позволяет найти все характеристики  без учета предыстории, т. е. значений   СП. Так, условная ПРВ
   (3.12)
может быть получена из ПРВ 
с учетом связи  и правил нахождения ПРВ функций СВ. Легко записать выражение и для совместного распределения произвольного числа n членов рассмотренной марковской СП:


Поскольку вид всех ПРВ перехода (3.12) не зависит от номера члена СП, то уравнение (3.11) представляет однородную марковскую СП. Для стационарности необходимо выбрать СВ   таким образом, чтобы все безусловные ПРВ   были одинаковыми. Проведенный анализ (3.11) показывает, что в стационарном случае все члены   последовательности имеют нулевое среднее и дисперсию 
Кроме того, CП    гауссовская, так как получена в результате линейного преобразования гауссовских СВ  . Таким образом, ПРВ всех значений стационарной последовательности (3.11) будут иметь следующий вид:

 При этом начальное значение  формируется как нормальная СВ с нулевым средним и дисперсией , а последующие члены последовательности образуются в соответствии с рекуррентным соотношением (3.11).
Уравнения  вида (3.11), которые часто называются уравнениями авторегрессии или стохастическими разностными уравнениями, представляют весьма узкий класс гауссовских марковских СП с экспоненциальной КФ. Вместе с тем имеются различные возможности для существенного расширения этого класса [10, 49]. Одной из них является писание СП с помощью авторегрессионных (АР) уравнений более высокого порядка:

где m-порядок авторегрессии. С помощью подбора коэффициентов  можно получить гауссовские СП  , с разнообразными корреляционными свойствами [10]. Действительно, умножая (3.13) на   и находя математические ожидания, получим после деления на  , следующее соотношение для значений КФ:


Общее решение этого разностного уравнения в стационарном случае представляется суммой экспонент [82]:

где ;  - корни характеристического уравнения   . Требование стационарности СП (3.14) выполняется, если  , т.е. когда все корни   характеристического уравнения лежат внутри единичного круга на комплексной плоскости.
Подставляя в (3.15) значения получим известную систему уравнений Юла-Уокера [10,16]:


………………………………………………………

Решение этой системы позволяет найти коэффициенты   уравнения авторегрессии (3.14) по заданным или оцененным на основе эксперимента значениям  КФ СП.
В качестве примера рассмотрим процесс авторегрессии второго порядка: . Для стационарности процесса необходимо, чтобы корни характеристического уравнения   лежали внутри единичного круга, т. е. чтобы параметры  и  находились в треугольной области, показанной на рис. 3.3[10,16].
[image: http://www.sernam.ru/archive/arch.php?path=../htm/book_mm/files.book&file=mm_341.files/image062.gif]
Рис. 3.3. Область значений коэффициентов  и 
стационарного СП
Значения КФ стационарной СП связаны между собой рекуррентным соотношением  , с начальными условиями  и . Из этого соотношения следует, что

где  корни  характеристического уравнения; 
; . Дисперсия СП находится по формуле:.  . Система двух уравнений Юла-Уокера   позволяет определить коэффициенты  и  уравнения авторегрессии по заданным или измеренным значениям   и  КФ.
Вид КФ определяется областью треугольника допустимых значений коэффициентов   и   , (рис. 3.3). 
Если  , корни характеристического уравнения действительны и КФ представляет сумму двух затухающих экспонент. При ,    (область I на рис. 3.3) корни имеют разные знаки: . Отрицательному корню соответствует осциллирующее слагаемое

 Однако в области I коэффициент    и КФ  не изменяет знака. Во второй области, показанной на рис. 3.3, оба корня положительны и КФ монотонно убывает. На одной границе области II   авторегрессия имеет первый порядок и  . На другой границе, где   характеристическое уравнение имеет кратный корень  . В этом случае выражение для КФ запишется в таком виде:
где

 	В третьей области рис. 3.3 корни характеристического уравнения комплексные и КФ определяется по следующей формуле: 

где 


При этом графики КФ имеют вид синусоиды с экспоненциальным уменьшением амплитуды.
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Рис. 3.4. Корреляционные функции при  
 [image: http://www.sernam.ru/archive/arch.php?path=../htm/book_mm/files.book&file=mm_341.files/image098.gif]
Рис. 3.5. Корреляционные функции при  
Для иллюстрации рассмотренных ситуаций на рис. 3.4 и рис. 3.5 представлены зависимости КФ   при различных значениях параметров   и   АР уравнения. При построении зависимостей КФ на рис. 3.4 коэффициенты ()  подбирались из различных областей треугольнике допустимых значений (рис. 3.3), но с учетом дополнительного условия  . Для всех КФ, представленных на рис. 3.5, таким дополнительным условием является один и тот же интервал корреляции   на уровне  , т.е.  [16].
[bookmark: _Toc455339965][bookmark: _Toc455761494]3.4.2. Модели авторегрессии-скользящего среднего
Стохастический линейный процесс можно представить как выходной сигнал линейного фильтра, на вход которого поступает белый шум  (рис. 3.6)

где   - линейный оператор, называемый передаточной функцией фильтра [10].
Последовательность , образованная весами, теоретически может быть конечной или бесконечной. Если эта последовательность (конечная или бесконечная) сходящаяся, фильтр называется устойчивым, а процесс   будет стационарным.
[image: http://www.sernam.ru/archive/arch.php?path=../htm/book_mm/files.book&file=mm_342.files/image006.gif]
Рис. 3.6. Представление временного ряда с помощью
 линейного фильтра
 Модель авторегрессии (3.14) выражает отсчет  процесса  в виде конечной взвешенной суммы  n  предыдущих отсчетов процесса 
плюс случайный отсчет . Другой тип моделей, имеющий большое значение в описании СП, – это так называемый процесс скользящего среднего. Пусть   линейно зависит от конечного числа m предыдущих отсчетов  :

Такой процесс называется процессом скользящего среднего  порядка  m.  Заметим,  что веса 
на которые умножаются , не обязаны давать в сумме единицу или хотя бы быть положительными [10].
Если определить оператор скользящего среднего порядка  m как , то модель скользящего среднего можно сжато записать, как   Она содержит m+2 неизвестных параметра: , , которые должны на практике оцениваться по наблюдениям.
Для достижения большей гибкости в подгонке моделей к наблюдаемым временным рядам иногда целесообразно объединить в одной модели и авторегрессию, и  скользящее среднее. Это приводит к комбинированной модели авторегрессии - скользящего среднего [10].

или  , в которой имеется  неизвестных параметра: , оцениваемых по наблюдениям.
На практике часто оказывается, что адекватное описание наблюдаемых временных рядов достигается при помощи моделей авторегрессии, скользящего среднего или комбинированной модели, в которых p  и q не больше, а часто и меньше 2 [12].
[bookmark: _Toc455339966][bookmark: _Toc455761495]3.5.Методы моделирования случайных процессов
Большой класс СП, имеющих место в информационно-измерительных системах, системах автоматического управления, а также в каналах связи, подверженных воздействию случайных возмущений описывается с помощью ДУ вида

где    - вектор состояния системы,  - векторный стационарный СП.
При исследовании на вычислительной технике системы (3.19) необходимо получать реализации СП.  Ниже приводятся некоторые распространенные на практике методы моделирования гауссовских стационарных СП.
При имитации системы (3.19) на вычислительной технике осуществляется переход от непрерывной системы к ее дискретной модели. Как правило, используются численные методы, входящие в математическое обеспечение вычислительной техники (например, метод Рунге-Кутта и его модификации) [89]. При этом возникают методические ошибки, в том числе и при получении реализаций СП. Величина ошибок определяется выбранным шагом интегрирования h .
Для линейных стационарных систем, находящихся под воздействием гауссовских стационарных случайных возмущений, могут быть получены алгоритмы моделирования, лишенные методических ошибок. Они основаны на методе дискретизации линейных стохастических уравнений. Метод дискретизации дает сравнительно простые и легко реализуемые алгоритмы моделирования гауссовских векторных и скалярных СП с дробно-рациональным спектром высокого порядка. Помимо задач цифрового моделирования алгоритмы дискретизации оказываются полезными при расчетах корреляционных характеристик линейных систем и применении методов оптимальной фильтрации к обработке СП.
В настоящее время разработан ряд методов моделирования гауссовских стационарных СП x(t) с заданными характеристиками: математическим ожиданием  , КФ  или спектральной плотностью . При решении задач моделирования в целях удобства зачастую считают математическое ожидание нулевым, а дисперсию  - единичной 
Использование преобразования

позволяет получить процессы с требуемыми значениями этих характеристик. Здесь
.
 	Как известно, любая из функций    или  описывает полностью рассматриваемый класс процессов.
 Обе характеристики связаны взаимно однозначно преобразованиями Фурье [88]:


Обычно задача формулируется следующим образом. По известным характеристикам процесса (математическому ожиданию, дисперсии и КФ или спектральной плотности) требуется построить вычислительный алгоритм, позволяющий получать на вычислительной технике реализации СП x(t)  или последовательностей  . В гауссовском случае модель процесса, заданная математическим ожиданием и КФ, является полностью определенной. Шаг дискретизации t может быть не равен шагу интегрирования h системы (3.19).
Известные методы можно разбить на две большие группы: точные (метод рекуррентных алгоритмов дискретизации) и приближенные (методы формирующего фильтра, скользящего суммирования). В точных методах отсутствует методическая ошибка по КФ, т. е. КФ  последовательности  равна дискретным значениям   КФ   моделируемого процесса с непрерывным временем [96].
Для приближенных методов равенство заданных и воспроизводимых на вычислительной технике характеристик выдерживается не точно, с некоторой погрешностью [96]. В настоящее время практически отсутствуют работы по анализу погрешностей приближенных методов моделирования, поэтому основным и наиболее надежным способом контроля приближенных алгоритмов является статистическая обработка моделируемых реализаций [20, 67, 85, 93].
[bookmark: _Toc455339967][bookmark: _Toc455761496]3.5.1.Метод формирующего фильтра
Формирующим фильтром называют динамическую систему, преобразующую СП  вида белого шума в СП  с заданными статистическими характеристиками [3, 96]. Белый шум представляет собой стационарный СП с постоянной спектральной плотностью  . Его КФ имеет вид

где  - дельта-функция Дирака, определяемая соотношениями

    Полагаем процесс  - гауссовским, нормированным условием ,   . Чтобы найти передаточную функцию формирующего фильтра Ф(p) , спектральную плотность процесса x(t)  представляют в виде произведения двух комплексно сопряженных сомножителей:

Формирующий    фильтр   с   передаточной   функцией
  должен быть устойчивым. Отметим, что моделируемый процесс является стационарным с заданной спектральной плотностью лишь при t . Для дробно-рациональной спектральной плотности  функция  имеет вид

где  - полиномы степени m, n, m<n. Ей соответствует ДУ, записанное в операторной форме:

От этого уравнения с помощью известных преобразований легко перейти к системе ДУ первого порядка [96]. Стационарный СП  x(t)   может быть представлен первой компонентой n- мерного марковского процесса 
удовлетворяющего уравнению

 Если  

,  ,
то матрица A и вектор B равны
, ,     
где    

                                    
Процесс  - гауссовский с нулевым средним. После окончания переходного процесса в уравнении (3.25)корреляционная матрица  , установившегося стационарного процесса находится из уравнения:

Белый шум с бесконечно большой дисперсией является абстрактным физически нереализуемым процессом. Для моделирования формирующего фильтра на вычислительной технике разработаны различные способы, требующие предварительных вычислений [96].
Приведем приближенный и достаточно простой метод интегрирования на цифровой вычислительной технике уравнений формирующего фильтра [20]. На вычислительной технике моделируется дискретный белый шум   - некоррелированы. Рассмотрим ступенчатый процесс    с шагом h, порождаемый дискретным белым шумом

Спектральная плотность процесса   равна

При h и фиксированном диапазоне частот [0,]  функция  стремится к постоянной спектральной плотности, причем максимальное по  отклонение достигается на конце промежутка при =. Относительная погрешность в имитации процессом   свойств белого шума характеризуется величиной
 
где  - заданное значение погрешности. Из неравенства (3.29) получаем неравенство  , позволяющее выбрать величину h. Величина  определяет тот частотный диапазон, в пределах которого необходимо воспроизводить спектральную плотность  моделируемого процесса. Значение  находится из условия
,
где  - заданная малая величина. При этом диапазон частот  должен перекрывать полосу пропускания системы, на вход которой подается процесс x(t).
Уравнение формирующего фильтра при моделировании на вычислительной технике, получается из формулы (3.24) при   и имеет вид
 
где h - шаг интегрирования ДУ формирующего фильтра. При моделировании на вычислительной технике от этого уравнения следует перейти к системе ДУ первого порядка.
Векторному уравнению (3.25) соответствует уравнение

Начальные условия задаются такими, чтобы можно было исключить переходный процесс: ~N(0,Г), Г  -корреляционная матрица, определяемая из уравнения (3.30). При нулевых начальных условиях следует отбросить начальный отрезок реализации длиной  . Для процессов с типовыми нормированными КФ   приведены расчеты, показывающие, что величина  приближенно равна  , где  - интервал корреляции процесса. Величина  определяется условием  =0,05, где в случае неоднозначности в качестве  берется наибольший из корней уравнения [96].

[bookmark: _Toc455339968][bookmark: _Toc455761497]3.5.2.Дискретные модели линейных стационарных систем и стационарных случайных процессов
Рассмотрим линейную стационарную динамическую систему при действии возмущений, заданных в виде стационарных СП. Полагаем, что СП выражаются с помощью формирующих фильтров (3.31) через белый шум. Последовательное соединение исходной системы и формирующего фильтра образует эквивалентную систему [96].
Такая система может быть описана векторным ДУ

где  - n-мерный вектор состояния,    - матрицы постоянных коэффициентов размеров nn и nm;   - m -мерный гауссовский белый шум с нулевым средним и матричной КФ единичная матрица. Начальные условия представляют собой гауссовский  вектор  ~,  - корреляционная матрица,  и
  - независимые случайные векторы.
Дискретизация системы. Для моделирования системы (3.32) на цифровой вычислительной технике перейдем к дискретной модели. Выразим  через  матричную экспоненту


Используя свойство  , представим процесс  и момент  в следующем виде:


где   - шаг дискретизации.
Соотношению (3.35) соответствует рекуррентное уравнение

где
;

Векторы   являются независимыми гауссовскими ~ и не зависят от . Корреляционная матрица   имеет  вид

Представим  в  виде
 
где   - матрица  порядка nr ,  r - ранг  матрицы .
Тогда   может быть выражен через ~ равенством . Отсюда и из формулы (3.36) следует уравнение

Уравнение (3.40) может использоваться для моделирования динамической системы  на вычислительной технике, а также для получения реализации стационарных СП, заданных уравнением формирующего фильтра. Моделирующий алгоритм, основанный на уравнении (3.40), не имеет методических ошибок. Алгоритм позволяет воспроизводить случайные последовательности с заданными КФ [96].

Корреляционные моменты. Определение начальных условий для компенсации переходных процессов. Корреляционная матрица , как следует из уравнения (3.40), определяется рекуррентным соотношением

Примем далее, что матрица  в системе (3.32) – матрица Гурвица, т. е. ее собственные числа удовлетворяют условию

  В силу (3.32) матричная КФ 
 при  равна

Отсюда, учитывая некоррелированность процесса  и его независимость от , после взятия математического ожидания получаем формулу

Здесь выражение в скобках равно корреляционной матрице  процесса . При   справедливо равенство   .
После замены переменной интегрирования t-s=u и функция   примет вид

Для матриц Гурвица имеем последовательно равенства:

  	Эти равенства означают, что в системе (3.32) асимптотически устанавливаются стационарные СП с нулевым средним и корреляционной матрицей  .
Матрица    находится предельным переходом в уравнении (3.41) при k . Переходя в формуле (3.32) к пределу, получаем линейное алгебраическое уравнение

Матрицу  можно также найти из соотношения (3.28). Если положить в (3.41) , то из формулы (3.42 ) получаем равенства 
Это означает, что корреляционные свойства процесса  не изменяются с течением времени. В системе (3.32) отсутствуют переходные процессы, а стационарный процесс устанавливается, начиная с момента t, поэтому для устранения переходных процессов в уравнении (3.40) необходимо положить ~.
Матрица   находится из матричной системы ДУ 

интегрированием выражения (3.43) на промежутке   при начальном условии  . После интегрирования получаем .
Для приближенных вычислений можно пользоваться формулой (3.33), ограничиваясь конечным числом членов:

Рассмотрим, какой вид имеет уравнение (3.40) при малом шаге  . В (3.44) отбросим члены второго и высшего порядка малости. Тогда получим     После подстановки этих выражений в формулу (3.40) следует приближенное равенство

При стремлении  к нулю получаем

Это выражение соответствует формуле (3.31), выведенной ранее другим способом.
Моделирующий алгоритм. Алгоритм цифрового моделирования включает следующие операции [96]:
1.  Модель динамической системы или формирующего фильтра приводится к виду (3.26).
2.  Вычисляется n -мерная матрица  . Для этого n раз интегрируется система

где  - j-й столбец единичной матрицы , - n-мерный вектор. Решение системы (3.45) в момент  дает j-й столбец матрицы .
3. Вычисляется матрица  . В соответствии с формулой (3.38) ее элементы равны

где  - компоненты матрицы  .
Для определения  m раз интегрируются системы ДУ:

Здесь   - l-й столбец матрицы B, .
 В результате суммирования величин  по l находятся элементы симметрической матрицы  .
4. По рекуррентному алгоритму (3.41) вычисляется корреляционная матрица  . В качестве   можно принять любую неотрицательно определенную симметрическую матрицу, например нулевую. Выбор    оказывает влияние только на время переходного процесса. Итеративный процесс (3.41) заканчивается, когда матрица    примет с заданной точностью установившееся значение.
5.  ВВВычисляется матрица   размера nr, определяемая соотношением (3.39).
6.   Разыгрывается вектор   начальных условий;  или при моделировании стационарных процессов и установившихся режимов движения (3.32). Разыгрыванием начального условия заканчивается подготовительный этап вычислений.
7.  Выполняется цифровое моделирование динамической системы или стационарного СП по формуле (3.40).



[bookmark: _Toc455761498]3.6. Контрольные вопросы к третьей главе.

1.  Почему для описания сигналов и помех в системах связи используют случайные процессы?
2.	Что такое сечение случайного процесса?
3.	Каков	смысл	и	размерность	одномерной	функции распределения СП?
4.	Каков	смысл	и	размерность	одномерной	плотности вероятности СП?
5.	Как	связаны	функция	распределения	и	плотность вероятности СП между собой?
6.	Каков смысл n-мерной функции распределения СП?
7.	Каков смысл n-мерной плотности вероятности СП?
8.	Дайте определение математического ожидания СП
9.	Укажите	размерность	и	сущность	математического ожидания как математического объекта.
10.	Дайте определение дисперсии СП.
11.	Укажите	размерность	и	сущность	дисперсии	как математического объекта.
12.	Дайте определение центрированного СП?
 13.	Дайте	определение	корреляционной	функции
(автокорреляционной функции) СП.
14.	Какие СП называют стационарными в узком смысле?
15.	Какие СП называют стационарными в широком смысле?
16.	Какие стационарные СП называют эргодическими?
17.	Дайте    определение    постоянной    составляющей    СП, укажите ее размерность и сущность как математического объекта.
18.	Дайте определение мощности СП, укажите ее размерность и сущность как математического объекта.
19.	Какие СП называют нормальными (гуссовскими)?
20.	Что понимают под временем корреляции СП?
21.	Укажите  основные  свойства  корреляционной  функции стационарных СП?
22.	Дайте определение спектральной плотности энергии СП и укажите ее размерность.
23.	Дайте  определение  спектральной  плотности  мощности (энергетическому спектру) СП и укажите ее размерность.
24.	Как  связаны  корреляционная  функция  и  спектральная плотность мощности стационарных СП?
25.	Укажите   основные   свойства   энергетического   спектра стационарных СП.
26.	Какой   СП   называют   белым   шумом?   Укажите   его основные свойства.
27.	Какой СП называют квазибелым шумом?
28.	Укажите его основные свойства КБШ.





4. [bookmark: _Toc455761499]Математическое моделирование каналов связи. 
[bookmark: _Toc455761500]Способы описания сигналов и помех.
[bookmark: _Toc455339969][bookmark: _Toc455761501]4.1. Основные понятия и определения
Совокупность сведений, подлежащих передаче, называется информацией. Сведения могут быть представлены в различной форме, зависящей от используемых знаков (символов), являющихся условными обозначениями некоторых элементарных знаний. Совокупность символов, содержащих некоторую информацию, называют сообщением, т. е. сообщение является формой, в которой информация передается от одного объекта (источника) к другому объекту (получателю). Вид сообщения зависит от используемого набора знаков, который может произвольно меняться и не имеет существенного значения для передачи информации. Важно только, чтобы источник и получатель одинаково понимали значения знаков, используемых для представления сообщений. Действительно, одно и то же сообщение может быть выражено, например, набором букв русского или английского алфавитов, а также с помощью иероглифов или других наборов условных обозначений.
Передача сообщений, а, следовательно, и информации осуществляется при помощи сигналов. Сигналом называют физический процесс, параметры которого зависят от передаваемых сообщений.
Под системой связи понимают совокупность технических средств, предназначенных для передачи информации, включая источник сообщений и получателя сообщений. Если для передачи сообщений используется радиотехнические сигналы (радиоволны), то система передачи информации называется радиотехнической. Специфика радиотехнических систем передачи информации (РТСПИ) связана с особенностями распространения радиоволн, которые учитываются при выборе модели канала связи. В остальном же процессы, протекающие в РТСПИ, не отличаются от процессов в других системах, например, системах проводной связи, акустических и гидроакустических системах. Поэтому рассматриваемые закономерности одинаково присущи всем системам передачи информации.
Передающее устройство предназначено для преобразования сообщения x(t  в сигнал s(t) , который может распространяться по линии связи. В общем случае оно выполняет операции кодирования и модуляции. При передаче непрерывных сообщений цифровыми методами передающее устройство осуществляет также операции дискретизации по времени и квантования по уровню.
Современные РТСПИ характеризуются большим разнообразием видов передаваемых сообщений, способов модуляции, принципов построения, режимов работы и т. п. Соответственно они могут быть классифицированы по многим признакам. По числу каналов различают одноканальные и многоканальные системы. По наличию обратного канала различают системы без обратной связи и с обратной связью. По режиму использования канала различают системы односторонней связи (симплексные), системы двусторонней связи (дуплексные) и полудуплексные системы. В первых передача осуществляется в одном направлении, во вторых осуществляется одновременная передача в обоих направлениях. В последних возможна двусторонняя связь, но передача и прием ведутся поочередно.
По виду передаваемых сообщений различают системы передачи дискретных и непрерывных сообщений.
По назначению передаваемых сообщений различают следующие типы систем: телефонные, предназначенные для передачи речи; телеграфные, предназначенные для передачи текста; фототелеграфные, предназначенные для передачи неподвижных изображений; телевизионные, предназначенные для передачи изображений;телеметрические, предназначенные для передачи измерительной информации; системы телеуправления, предназначенные для передачи команд управления; системы передачи данных, предназначенные для обслуживания автоматизированных систем управления.
В зависимости от механизма распространения радиоволн, используемых для передачи сообщений, различают ионосферные, тропосферные, метеорные и космические системы.
Классификация систем по другим признакам, таким, как вид модуляции, способ уплотнения-разделения каналов, способ обеспечения свободного доступа, будет приведена далее.
Любая система характеризуется рядом показателей, которые можно разделить на информационно-технические(достоверность, помехоустойчивость, скорость передачи информации, задержка, диапазон частот) иконструктивно-эксплуатационные (объем и масса аппаратуры, энергетический КПД, мобильность, гибкость, эксплуатационная надежность, стоимость). Далее будут рассмотрены лишь характеристики, наиболее существенные с точки зрения передачи информации.
Достоверность передачи информации характеризует степень соответствия принятых сообщений переданным. Она зависит от параметров самой системы, степени ее технического совершенства и условий работы. Последние определяются типом и состоянием линии связи, видом и интенсивностью помех, а также организационными мероприятиями по соблюдению правил радиообмена и эксплуатации аппаратуры.
Под помехоустойчивостью РТСПИ понимается способность системы противостоять вредному действию помех на передачу сообщений. Она зависит от способов кодирования, модуляции, метода приема и т. п. Количественно помехоустойчивость систем передачи дискретных сообщений можно характеризовать вероятностью ошибки   при заданном отношении средних мощностей сигнала и помехи в полосе частот, занимаемой сигналом, или требуемым отношением средних мощностей сигнала и помехи на входе приемника системы, при котором обеспечивается заданная вероятность ошибки .
Одной из важных характеристик системы передачи информации является задержка, под которой понимается промежуток времени между подачей сообщения от источника на вход передающего устройства и выдачей восстановленного сообщения получателю приемным устройством. Она зависит от протяженности линии связи и времени обработки сигнала в передающем и приемном устройствах.
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Рис. 4.1. Обобщенная схема системы передачи информации
 Другие важные характеристики системы, такие как скорость передачи информации и эффективность, рассмотрены в работах [24, 88].
Рассмотрим обобщенную схему РТСПИ с одним источником и одним получателем (рис. 4.1).
Источник сообщений – это устройство, осуществляющее выбор сообщений из ансамбля сообщений. Им может быть датчик, компьютер и т. п. Учитывая, что первичные сигналы часто отождествляют с передаваемыми сообщениями, в дальнейшем под источником сообщений будем понимать источник первичных сообщений разной природы и преобразователь неэлектрической величины в электрическую.
Для систем передачи информации представляют интерес источники, которые изменяют свое состояние с течением времени. Поэтому источники сообщений можно рассматривать как генераторы СП с реализациями X(t) . По типу генерируемых процессов источники делятся на дискретные и непрерывные.
Дискретные источники имеют конечное число внутренних состояний, которым соответствует конечное число символов. Совокупность символов называется алфавитом источника (сообщения). Число разных символов есть объем алфавита L. Сообщение образуется путём последовательного выбора символов из алфавита источника и является реализацией дискретного СП. Примером дискретного сообщения может служить текст или последовательность единиц и нулей на выходе цифрового устройства. В первом случае символами источника являются буквы, во втором – цифры 0 и 1. Каждый символ Xi  характеризуется вероятностью появления p(Xi) . Совокупность символов и вероятностей их появления называется ансамблем источника.
Непрерывные источники имеют бесконечное число внутренних состояний и порождают СП, реализации которых описываются или непрерывными функциями времени, или функциями дискретного времени. Примерами непрерывных сообщений являются речь, музыка, значения напряжений (токов), снимаемые с телеметрических датчиков и т. д.
С любой заранее заданной точностью непрерывное сообщение может быть заменено дискретным путем квантования по времени и уровню. Дискретизация по времени основана на теореме Котельникова(теореме отсчетов) [12,24]. 
В соответствии с ней сообщение, описываемое функцией времени со спектром, ограниченным верхней частотой FВ, полностью определяется значениями своих отсчетов, взятых через интервал времени t=FВ/2 (рис. 4.2).
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Рис. 4.2. Квантование непрерывного сообщения
 
Диапазон изменения непрерывных сообщений   можно разбить на дискретные уровни с материалом   и непрерывные отсчеты заменить их ближайшими дискретными значениями. Такую замену называютквантованием непрерывных отсчетов, а величину  – шагом квантования. Дискретные значения отсчетов можно обозначить символами по аналогии с обозначением внутренних состояний дискретного источника. Совокупность таких символов образует алфавит квантованного сообщения.
Очевидно, объем алфавита совпадает с числом уровней квантования:


Максимальная ошибка при такой замене непрерывных значений отсчетов дискретными равна
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Выбором шага квантования   можно всегда обеспечить допустимое значение ошибки.
Таким образом, квантование непрерывных сообщений по времени и по уровню позволяет приближенно заменить их дискретными и рассматривать как последовательности символов. Очевидно, за время T количество символов в последовательности , а число сообщений  .
Кодер (кодирующее устройство) служит для преобразования сообщения X(t)  в первичный электрический сигнал S(t), который подается на модулятор. Кодирование заключается в сопоставлении последовательности символов источника определенным образом сформированной последовательности символов кодера [24, 88].
В узком смысле кодирование представляет собой преобразование дискретного сообщения в последовательность кодовых символов, осуществляемое по определенному правилу (в широком смысле под кодированием понимают любое преобразование сообщения в сигнал путем установления взаимного соответствия). Множество всех кодовых последовательностей (кодовых комбинаций), возможных при данном правиле кодирования, образует код. Совокупность символов, из которых составляются кодовые последовательности, называют кодовым алфавитом, а их число (объем кодового алфавита) – основанием кода. Число символов в кодовой комбинации может быть одинаковым или разным. Соответственно различают равномерные и неравномерные коды. Число символов в кодовой комбинации равномерного кода называется длиной кода. Из-за простоты реализации наибольшее распространение получил код с основанием 2 (двоичный код), имеющий в алфавите два символа: 0 и 1. Последовательности кодовых символов на выходе кодера называются кодовыми комбинациями или кодовыми словами [88].
При установлении взаимно-однозначного соответствия между сообщениями и кодовыми комбинациями (при выборе правила кодирования) могут решаться разные задачи. Это сопоставление может быть выполнено таким образом, чтобы на передачу сообщения затрачивать в среднем минимальное число сигналов, т. е. экономно. В этом случае говорят о статистическом или эффективном кодировании. Наилучшим с этой точки зрения является код, при котором, во-первых, имеется возможность восстановления первоначального сообщения по кодовой комбинации, и, вовторых, для представления одного сообщения в среднем требуется минимальное число символов. Первому требованию удовлетворяют обратимые коды, у которых все кодовые комбинации различимы и однозначно связаны с соответствующими сообщениями. Код, удовлетворяющий второму требованию, называется экономным.
С другой стороны кодирование может повысить достоверность передачи информации. Для этого используются так называемые помехоустойчивые коды, в которых используется лишь некоторая часть из общего числа возможных кодовых комбинаций. Благодаря этому появляется возможность обнаруживать и исправлять ошибки в принятых комбинациях, что и способствует повышению достоверности передачи информации [24, 88].
Введение дополнительных символов при помехоустойчивом кодировании и устранение избыточности при статистическом кодировании являются противоположно направленными операциями. Необходимость их проведения объясняется тем, что естественную избыточность источника трудно учесть при технической реализации, декодеров, она не согласована c характером искажений и помех, действующих на сигнал в процессе его передачи. Искусственная избыточность вводится с учетом как характера искажений и помех, так и возможности построения устройств, способных обнаруживать и исправлять возникающие при передаче ошибки.
Таким образом, при кодировании дискретных сообщений кодер преобразует сообщение из одного алфавита в другой, производит статистическое (экономное) и помехоустойчивое кодирование. Выходным сигналом кодера является случайная последовательность, составленная из дискретных сигналов, чаще всего двоичных. При передаче непрерывных сообщений кодер может отсутствовать, если преобразование непрерывных сообщений в дискретные сигналы не производится. Если же для передачи непрерывных сообщений используются дискретные сигналы, то в кодере перечисленным выше операциям предшествует преобразование аналоговых (непрерывных) сообщений в последовательности дискретных сигналов.
Модулятор преобразует первичный сигнал S(t)  в радиосигнал  . Преобразование заключается в изменении одного или нескольких параметров  сигнала несущей частоты в соответствии c изменением модулирующего сигнала.
Совокупность операций превращения сообщения X(t)  в радиосигнал  составляет способ передачи информации. Основным при описании способа передачи является указание типа используемых кодов и вида модуляции при передаче дискретных сообщений, а также описание аналого-цифрового преобразования при передаче непрерывных сообщений дискретными сигналами.
В общем случае под каналом передачи информации понимают всю совокупность технических средств, обеспечивающих передачу электрических сигналов от источника сообщений к потребителю. При рассмотрении каналов линию связи чаще всего полагают заданной (считается, что все необходимые характеристики линии связи известны) и все задачи анализа и синтеза каналов передачи информации сводятся к анализу и синтезу операторов преобразования сигналов в передатчике, приемнике и других устройствах [11, 55].
Каналы передачи информации классифицируют по различным признакам: по назначению, по характеру линий связи, по диапазону частот, по характеру сигналов на входе и выходе каналов и т. п. В теории передачи сигналов каналы классифицируют по характеру сигналов на входе и выходе. Различают непрерывные, дискретные и дискретно-непрерывные каналы. В непрерывных каналах сигналы на входе и выходе непрерывны по уровням; в дискретных каналах – они соответственно дискретны; а в дискретно-непрерывных – сигналы на входе дискретны, а на выходе непрерывны, и наоборот.
Возможна также классификация каналов по назначению РТСПИ (телеграфные, телефонные, телевизионные, телеметрические и др.), по виду физической среды распространения (проводные, кабельные, волноводные и др.) и по диапазону используемых ими частот. К радиодиапазону относят частоты в пределах 30. . .30·1012 Гц, что соответствует длинам волн от 108 м до 0,1 мм. Кроме радиодиапазона, в настоящее время широкое распространение нашел и оптический диапазон волн. В силу дискретного характера электромагнитного излучения в оптическом диапазоне волн такие каналы принято называть квантовыми.
По способу распространения радиоволн различают каналы с открытым и с закрытым распространением. В каналах с закрытым распространением электромагнитная энергия распространяется по направляющим линиям (кабельные, проводные, волноводные СВЧ тракты и др.): для них характерны малый уровень помех и постоянство параметров сигнала, что позволяет передавать информацию с высокой скоростью и достоверностью.
Рассмотрим кратко особенности использования радиоволн различных диапазонов в каналах с открытым распространением. В диапазонах инфранизких (ИНЧ), очень низких (ОНЧ) и низких (НЧ) частот на небольших расстояниях поле в месте приема создается за счет дифракционного огибания волнами выпуклой поверхности Земли. На больших расстояниях радиоволны распространяются в своеобразном сферическом волноводе, внутренняя стенка которого образуется поверхностью Земли, а внешняя – ионосферой. Такой механизм распространения позволяет принимать сигналы в любой точке Земли, причем параметры принятых сигналов отличаются достаточно высокой стабильностью. Особенностью этих диапазонов является также способность волн проникать в толщу Земли и воды на глубину в десятки метров. Принципиальным недостатком таких каналов являются: ограниченная полоса частот (единицы герц) и очень большие линейные размеры антенных устройств, соизмеримых с длиной волны, составляющей километры. Сверхдлинные волны применяются для навигации и передачи информации на подводные объекты.
В распространении волн диапазона высоких частот (ВЧ) принимает участие ионосфера: если волны длиннее 1 км отражаются от нижнего ее слоя практически зеркально, то декаметровые волны достаточно глубоко проникают в ионосферу, что приводит к эффекту многолучевости, когда в точку приема приходят одновременно несколько сигналов с различным временем запаздывания. Декаметровые волны широко применяются для глобальной связи и радиовещания. С их помощью можно передавать информацию сравнительно большого объема в пределах всего земного шара при ограниченной мощности передатчика и небольших по размеру антеннах. Полоса частот передаваемых сигналов в декаметровом канале не превышает десяти килогерц. До появления спутниковых систем связи этот диапазон был единственным пригодным для организации связи между двумя любыми пунктами на Земле без промежуточной ретрансляции.
Гектометровые волны днем распространяются как земные, а ночью – как ионосферные. Дальность распространения земной волны над сушей не превышает 500 км, а над морем – 1000 км. Диапазон средних частот широко используется в радиовещании, связи и радионавигации.
Волны диапазона частот от 30 МГц и выше слабо дифрагируют и поэтому распространяются в пределах прямой видимости. Некоторого увеличения дальности можно достичь, применив поднятые антенны, а для организации связи на расстояния, превышающие прямую видимость, ретрансляцию сигналов. Системы с ретрансляцией сигналов называются радиорелейными линиями. Одним из основных достоинств высокочастотных диапазонов является большой частотный ресурс, что позволяет создавать радиосистемы передачи информации с высокой скоростью передачи и радиосети с большим числом одновременно работающих радиостанций.
Стремление увеличить ширину полосы частот канала, а также повысить пространственную селекцию сигналов за счет использования остронаправленных антенн при их ограниченных размерах привело к освоению диапазона миллиметровых волн. Главной его особенностью является сильное поглощение радиоволн в дожде и тумане, что ограничивает их применение в наземных системах большой дальности. Однако в космических и спутниковых системах они весьма перспективны.
Новый этап в освоении высокочастотной области радиодиапазона для средств связи открыл запуск искусственных спутников Земли (ИСЗ). Обычно ИСЗ находятся на высоте от 500 до 40 000 км от поверхности Земли и поэтому обеспечивают радиосвязь между земными станциями, удаленными на расстояния до 10. . .17 тыс. км. Линия спутниковой связи состоит из двух оконечных земных станций и одного или нескольких спутников-ретрансляторов, обращающихся вокруг Земли по заданным орбитам [24].
Выбор рабочих частот для линии радиосвязи через ИСЗ определяется условиями распространения и поглощения радиоволн, уровнем внешних помех, принимаемых антенной, возможными техническими средствами, взаимными помехами между системами связи через ИСЗ и другими службами, работающими в смежных или совмещенных диапазонах частот. Ограничение диапазона частот снизу определяется экранирующим действием ионосферы, а сверху – поглощением в тропосфере. Эти два фактора предопределили диапазон рабочих частот 40 МГц. . .40 ГГц. В настоящее время наибольшее использование находит диапазон 1. . .12 ГГц.
В зависимости от того, распространяются ли сигналы в свободном пространстве или по направляющим линиям, различают каналы радиосвязи и каналы проводной связи: воздушные, кабельные, волноводные, световодные и др. По воздушным проводным линиям связи передают сигналы в диапазоне 0. . .160 кГц. На более высоких частотах возрастает влияние помех, резко увеличивается затухание сигналов, сказывается влияние радиовещательных станций длинноволнового диапазона. Существенный недостаток воздушных проводных линий связи - большая зависимость их характеристик от атмосферных условий. Значительно лучшими характеристиками и большей устойчивостью в работе обладают кабельные линии связи. Они являются основой сетей дальней магистральной связи, по ним передают сигналы в диапазоне частот от 600 кГц до 60 МГц. С дальнейшим увеличением частоты затухание сигналов резко возрастает.
Наряду с проводными линиями связи широко используют радиолинии различных диапазонов. Эти линии во многих случаях более экономичны, позволяют быстро организовать сверхдальнюю (глобальную) связь без промежуточных станций. Кроме того, эти линии являются единственным средством связи с подвижными объектами (воздушными судами, космическими кораблями, морскими судами, автомобилями).
Наибольшее распространение для передачи многоканальных сообщений получили наземные радиорелейные линии, работающие в метровом, дециметровом и сантиметровом диапазонах волн на частотах от 60 МГц до 15 ГГц. На этих частотах обеспечивается широкая полоса тракта передачи, необходимая для многоканальной телефонной и телевизионной связи, мал уровень атмосферных и промышленных помех. Все это обеспечивает высокую помехоустойчивость передачи информации.
Разновидностью радиорелейных линий являются тропосферные линии, в которых принимаются сигналы, отраженные от неоднородностей тропосферы. Использование дальнего тропосферного распространения радиоволн позволяет создать линии дальней радиосвязи с расстояниями между ретрансляционными станциями в несколько сотен километров. Эти линии работают чаще всего в диапазоне частот от 0,5 до 6 ГГц.
Широко применяются и очень перспективны спутниковые линии связи [24]. По принципу работы они представляют разновидность радиорелейных линий, ретрансляторы которых находятся на искусственных спутниках Земли. Существенным преимуществом спутниковых линий является большая дальность связи, которая при одном спутнике (ретрансляторе) составляет около 10000 км. При использовании системы спутников можно организовать глобальную связь – между любыми пунктами Земли. Спутниковые линии связи работают в диапазоне частот 4. . .6 ГГц. В настоящее время отведено шесть новых частотных диапазонов от 11 до 250 ГГц, освоение которых позволит существенно повысить качественные показатели спутниковой связи [24, 27]. Спутниковые системы связи, особенно с цифровыми методами передачи сигналов, перспективны и в гражданской авиации, особенно с выходом на воздушные трассы сверхзвуковых пассажирских судов.
В настоящее время для оптической связи используется диапазон длин волн 0,5. . .10,6 мкм, включающий видимый (0,5. . .0,76 мкм) и инфракрасный (0,76. . .10,6 мкм) участки спектра электромагнитных колебаний. Имеющаяся широкая полоса частот оптических каналов связи позволяет создавать каналы и сети связи с огромной пропускной способностью. В космических и атмосферных лазерных линиях связи громадный коэффициент усиления передающих оптических антенн и соответствующая малая расходимость лазерного луча также позволяют получить большое отношение сигнал/шум в приемнике в широкой полосе частот при маломощных передатчиках.
По условиям распространения оптические линии и каналы связи можно разделить на три категории:
·   волоконно-оптические линии связи;
·   лазерные космические линии связи;
·   наземные атмосферные оптические линии связи.
Оптическая (лазерная) линия связи – это не просто линия связи с очень высокой (световой) несущей. По сравнению с системами радиодиапазона сигналы и шумы в лазерных линиях связи имеют принципиально иной характер. При детектировании оптического сигнала, при котором происходит его преобразование и электрический, необходимо учитывать корпускулярную (квантовую) природу оптического сигнала. В видимом диапазоне длин волн тепловые шумы отсутствуют. Поэтому оптические элементы приемника, такие как антенна, оптические фильтры и другие, не создают шумов, несмотря на активные потери в этих элементах. Ширина диаграммы направленности приемной оптической антенны определяется не только апертурой антенны, но и размером фотодетектора, который можно рассматривать как совокупность большого числа облучателей многолучевой антенны. Эти облучатели запараллелены и в сумме создают относительно широкую диаграмму направленности приемной антенны [27].
Совокупность технических средств, включенных между модулятором и демодулятором (рис. 4.1), т. е. выходные каскады передатчика, передающая антенна, среда распространения, приемная антенна и линейная часть приемника, образуют непрерывный канал, так как входные и выходные радиосигналы  и  непрерывны по своей природе. Рассматривая часть системы между выходом кодера и входом декодера, получим дискретный канал. Наконец, часть системы между выходом кодера и входом демодулятора образует дискретно-непрерывный канал. Таким образом, дискретный канал содержит дискретно-непрерывный, который в свою очередь включает в себя непрерывный канал.
Рассмотрим особенности передачи сигналов по непрерывному каналу. Радиосигнал   претерпевает изменения при распространении по каналу. Эти изменения обусловлены поглощением и рассеянием энергии, отражением от неоднородностей среды распространения, замираниями сигнала, искажениями сигнала за счет несовершенства аппаратуры передатчика и приемника. Вследствие этих изменений принятый полезный сигнал   отличается от переданного  . Вектор параметров  принятого сигнала кроме параметров  получает дополнительные составляющие, например, время запаздывания, доплеровский сдвиг частоты, изменение амплитуды и др. Некоторые из дополнительных параметров на приемной стороне могут считаться известными и их можно учесть при приеме сигнала. Например, ослабление сигнала легко компенсируется соответствующим усилением в приемнике. 
Для передачи сообщений наиболее опасны искажения полезного сигнала, связанные с изменением его информационных параметров. Так как физические процессы, происходящие с излученным сигналом в канале, сложны и не поддаются простому математическому описанию, то предложены многочисленные модели каналов, с разной степенью подробностей отражающие реальные процессы. Простейшие модели каналов рассматриваются в следующих подразделах.
Кроме излученного сигнала на антенну приемника поступают сигналы от посторонних источников и создают помехи приему полезного сигнала. Природа помех многообразна. Внешними мешающими помехами могут быть естественные электромагнитные процессы, происходящие в атмосфере, ионосфере, космосе, а также сигналы других радиотехнических систем. К внутренним помехам относятся флуктуационные шумы приемника, нестабильности питающих напряжений и параметров элементов приемника. На рис. 4.1 наличие помех в канале отображено в виде источника помех, вырабатывающего случайный процесс n(t) . В большинстве случаев помехи складываются на входе приемника с полезным сигналом и поэтому называются аддитивными. Наиболее распространено предположение о СП n(t) как о нормальном белом шуме с нулевым средним значением и спектральной плотностью  .
Таким образом, выходной сигнал канала часто можно представить в виде аддитивной модели

где – принятый с искажениями полезный сигнал с параметрами . Данная модель не описывает многие практические случаи, когда прием полезного сигнала может происходить в условиях узкополосных и импульсных помех, а также замираний сигнала (мультипликативных помех).
Демодулятор и декодер выполняют операции по превращению принимаемого сигнала  в сообщение. Демодулятор выделяет сигнал Y(t), который модулирует несущую принятого колебания. Декодер по этому сигналу вырабатывает сообщение   Превращение сообщения в сигнал, выполненное на передающей стороне, и преобразование сигнала в сообщение на приемной стороне являются взаимозависимыми операциями. Поэтому кодер и декодер, модулятор и демодулятор принято объединять и рассматривать как единые устройства. Устройство, выполняющее функции модулятора и демодулятора, называется модемом, а устройство, осуществляющее кодирование сообщений и декодирование сигналов – кодеком.
Из-за искажений принятого сигнала и помех сообщение , направляемое получателю, может отличаться от сообщения X(t) , выработанного источником. Степень соответствия  и X(t)  зависит от операций, составляющих способ передачи, от уровня сигнала и помех, от свойств канала связи и от вида преобразования сигнала в сообщение на приемной стороне.  Основной операцией при приеме непрерывных сообщений являетсядемодуляция, т. е. выделение сообщения , модулирующего несущую принятого сигнала  .
Совокупность операций по превращению сигнала   в сообщение  называется способом приема. При передаче дискретных сообщений различают прием в целом и поэлементный (посимвольный) прием [88].
Сущность приема в целом состоит в том, что на приемной стороне определяется расстояние между принятым сигналом и всеми образцами ожидаемых сигналов. За переданный сигнал принимают образец, наименее удаленный от принятого сигнала. Этот выбор осуществляет специальная решающая схема. Число образцов должно быть равно числу возможных сообщений источника. Прием в целом является оптимальным, однако его реализация требует значительного объема оборудования.
При посимвольном приеме преобразование сигнала в сообщение происходит в два этапа с помощью двух решающих схем. На первом этапе непрерывное колебание  преобразуется демодулятором в последовательность дискретных сигналов (символов кодового алфавита) Y(t). Во второй решающей схеме производится коррекция ошибок в последовательности сигналов с выхода первой решающей схемы. На выходе второй решающей схемы формируются символы сообщения.
Техническая реализация посимвольного приема обычно значительно проще, чем приема в целом. Поэтому, несмотря на проигрыш в помехоустойчивости, посимвольный прием нашел наибольшее распространение в системах передачи дискретных сообщений.
[bookmark: _Toc455339970][bookmark: _Toc455761502]4.2.Модели непрерывных каналов
Непрерывными называются каналы, входные и выходные сигналы которых принимают произвольные значения из некоторого интервала. Непрерывные каналы можно классифицировать по виду помех и характеру преобразования входного сигнала  в полезный принятый . Если ограничиться предположением, что в канале действует аддитивный нормальный белый шум , то непрерывные каналы подразделяются по виду преобразования  в , т.е. по виду искажений сигнала. В большинстве радиотехнических систем излученные сигналы являются узкополосными:

где  – функции, отображающие законы амплитудной и угловой модуляции; – несущая частота сигнала.
Искажения излученного сигнала  принято рассматривать отдельно для однолучевых и многолучевых каналов. В однолучевых каналах электромагнитные колебания распространяются по одному пути. Однолучевыми каналами являются линии связи на расстояниях прямой видимости: линии ближней радиосвязи на коротких и ультракоротких волнах, линии связи Земля-воздух, воздух-Земля, воздух-воздух и т. п.
Принятый полезный сигнал по отношению к излученному характеризуется дополнительными параметрами: случайным ослаблением (t), средним временем запаздывания 3, доплеровским смещением частоты  и случайной начальной фазой  и может быть записан в виде

Таким образом, совокупность параметров принятого сигнала . В зависимости от знания на приемной стороне значений дополнительных параметров  можно выделить несколько моделей непрерывных каналов [44, 88].
Гауссовским каналом называется канал, в котором действует аддитивный нормальный белый шум, а искажения полезного сигнала несущественны и могут быть скомпенсированы. Компенсация искажений возможна, если на приемной стороне дополнительные параметры полностью известны или могут быть измерены достаточно точно. Поэтому можно считать, что . Выходной сигнал гауссовского канала
.
Представление выходного сигнала в виде суммы полезного сигнала и нормального белого шума  позволяет указать правило принятия решения о переданном сигнале.
Гауссовский канал с неизвестной фазой сигнала определяется параметрами , которые постоянны и известны. Фаза  считается равномерно распределенной величиной в интервале [0, 2]. Такая модель хорошо описывает процессы в линиях радиосвязи на расстояниях прямой видимости.
Канал с амплитудными замираниями является дальнейшим усложнением канала с неизвестной фазой в предположении, что  – случайная функция времени. Выходной полезный сигнал канала с замираниями
.
Случайная функция  перемножается с сигналом и поэтому называется мультипликативной помехой, которую можно рассматривать как функцию, модулирующую по амплитуде излученный сигнал. Модуляция приводит к расширению спектра принятого сигнала относительно спектра излученного сигнала. Поэтому такой канал называют каналом с рассеянием энергии по частоте.
По времени корреляции мультипликативные помехи разделяются на медленные и быстрые [24,46]. О медленных замираниях говорят в случае, если время корреляции  значительно превышает интервал наблюдения сигнала. Причинами медленных замираний является изменения свойств среды распространения радиоволн в зависимости от метеорологических условий, времени суток, года, от солнечной активности и т. п. Быстрая мультипликативная помеха имеет время корреляции меньше, чем интервал наблюдения сигнала. Основной причиной быстрых замираний является наличие многих путей, по которым распространяются электромагнитные волны [24, 46]. Многолучевое распространение возникает при передаче информации на дальние расстояния при отражении радиоволн от протяженных поверхностей суши и моря, при отражении от ионосферы и тропосферы. Из-за разных путей распространения времена запаздывания отдельных принимаемых сигналов различны. Поэтому многолучевые каналы называют также каналами с рассеянием энергии во времени.
Результирующий сигнал на выходе многолучевого канала
где
.
При большом числе путей можно считать, что   является реализацией нормального СП. Обычно среднее значение процесса равно нулю, тогда модели многолучевых каналов различаются по виду КФ [27].
Таким образом, непрерывный канал считается заданным, если указаны мощность сигналов, полоса частот, дано описание моделей помех и искажений сигналов.
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Дискретными называются каналы, входные и выходные сигналы которых принимают конечное число мгновенных значений. Понятие дискретного канала естественно возникает при передаче дискретных сообщений и определяется как совокупность технических средств, включенных между кодером и декодером (рис. 4.1).
Переход от дискретных сигналов к непрерывным осуществляется на передающей стороне при манипуляции параметрами непрерывной несущей. На приемной стороне дискретные сигналы появляются на выходе первой решающей схемы (демодулятора).
Свойства дискретного канала определяются непрерывным каналом и структурой модема. Дискретный канал задается множеством входных  , и выходных  символов (сигналов), длительностью символов  и условными вероятностями   преобразования входных символов в выходные. Обычно длительности всех входных  и выходных  символов одинаковы. Объемы алфавитов входных  и выходных  сигналов в общем случае могут быть разными, причем . Однако в большинстве случаев . Для дискретных каналов широко используется представление принятой последовательности символов  в виде суммы переданной последовательности  и комбинации помехи (вектора ошибки) 

где  понимается как поразрядное сложение S и E по модулю . В случае двоичных последовательностей () нулевой символ вектора ошибки  означает, что i-й символ принят правильно , a  ошибку в приеме .
Классификацию дискретных каналов удобно вести по вектору ошибки е. Разные модели каналов отличаются распределением вероятностей вектора е. Наиболее распространены следующие модели [88].
Канал без памяти – это канал, в котором символы  являются независимыми СВ. Прием каждого сигнального символа в таком канале не зависит от результата приема предыдущих символов. При наличии такой зависимости имеет место  канал с памятью. Дискретный канал называется стационарным, если вероятность ошибочного приема символов не изменяется с течением времени.
В силу простоты технической реализации наибольшее применение находят каналы, сигналы в которых представляются двоичным кодом. Такие каналы называются двоичными (бинарными) и задаются с помощью графа (рис. 6.3). Вероятности  к к  характеризуют правильный прием символов 0 и 1 соответственно, a  и   - вероятности ошибок при приеме символов 0 и 1.
Симметричным двоичным называется канал, в котором вероятности ошибок при приеме 0 и 1 одинаковы, , а следовательно, равны и вероятности правильного приема символов  . Для симметричного стационарного канала без памяти вероятность искажения i-го символа , а вероятность правильного приема .

[image: ]
Рис.4.3. Граф двоичного канала
 
Двоичный канал без памяти со стиранием отличается от рассмотренного тем, что выходной алфавит помимо 0 и 1 содержит третий символ «?» – символ стирания. Он появляется в тех случаях, когда демодулятор не может надежно опознать переданный символ. Такой канал часто используется в системах передачи информации с обратной связью, когда при приеме символа «?» производится повторение передачи. Это позволяет значительно снизить вероятность ошибочного приема за счет уменьшения скорости передачи.
Марковский канал является простейшей моделью дискретного канала с памятью. Он характеризуется вектором ошибки, символы которого образуют простую цепь Маркова [90]. Вероятность искажения символа в этом канале зависит от результата приема только предыдущего символа.
Из других моделей симметричных двоичных каналов следует отметить канал с пакетами ошибок, который характеризуется тем, что искажающие символы (единицы) вектора ошибки группируются в пакеты. Такое группирование происходит, если в непрерывном канале, входящем в дискретный, действуют сильные замирания сигналов на время длительности нескольких символов или присутствуют импульсные помехи большой длительности. Подобные каналы задаются вероятностями искажений серий из q символов подряд.
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В системах связи на передающей стороне используют сигналы вида

,                                    
где  – средняя частота;  и  – соответственно амплитуда (огибающая) и фаза, изменяющиеся по сравнению с колебанием частоты , как правило, настолько медленно, что сигнал  можно считать узкополосным [24, 88]. Таковы, в частности, сигналы обычной амплитудной, частотной или фазовой модуляции и их разновидностей. В этом случае при многолучевом распространении сигналов, характерном, как уже отмечалось, для многих реальных каналов (в частности, радиоканалов) каждая из скалярных компонент выходного сигнала  , как это описано в [27, 44], даже  при  заданном  на  входе  скалярном  сигнале (m=1) имеет вид




,       
где  характеризует координаты точки наблюдаемой области пространства;  – среднее время задержки -го луча, которое в большинстве реальных каналов меняется значительно медленнее, чем сами сигналы, допускает простое измерение и потому может считаться известным в месте приема [44, 88];    – квадратурные компоненты передаточной функции канала по i-й скалярной компоненте выходного сигнала в   -м луче (медленно меняющиеся по сравнению с колебанием частоты );  – модуль той же передаточной функции (относительно которого делается аналогичное допущение);  – суммарный фазовый сдвиг в i -й компоненте  -ro луча; N – число лучей в канале, обусловленное его физическими свойствами.
При использовании представления (4.2) следует учитывать, что сигнал на передаче  имеет конечную длительность T , соответствующую длительности передаваемого им сообщения или его элемента (например, отдельного символа), поэтому A(t)=0  при t<0,t>T. Как правило, каждый из лучей сигнала в (4.2), в свою очередь, является результатом наложения многих компонент (подлучей), разность задержек которых в канале  , где  – полоса частот передаваемых сигналов. В условиях флуктуации это условие порождает так называемые неизбирательные (неселективные) по частоте замирания сигнала. Разность же задержек лучей в (4.2) может оказаться соизмеримой с  , что при флуктуациях среды распространения порождает так называемые избирательные (селективные) по частоте замирания сигналов. Для подавляющего числа каналов проводной и некоторых каналов радиосвязи в (4.2) можно ограничиться одним слагаемым (однолучевая модель канала). Для большинства же каналов декаметрового и метрового диапазонов чаще всего можно принять значения N=2,…,4 . Тем не менее, существует немало каналов радиосвязи, в которых приходится учитывать десятки и даже сотни весомых компонент лучей. Более того, для некоторых каналов с памятью, в том числе  проводной связи, приходится считаться с непрерывной многолучевостью  (N), и в этом случае отображение вход – выход в канале удобнее характеризовать введенными выше непрерывными системными характеристиками. Для стохастических каналов радиосвязи число существенных компонент N в (4.2) является случайным.
В некоторых каналах как проводной, так и радиосвязи с медленными изменениями параметров квадратурные компоненты можно считать детерминированными в области анализа поля   (где  – пространственная область анализа), имея в виду, что их оценивание производится при больших энергетических отношениях сигнал/шум или на больших интервалах усреднения.
Чаще всего, однако (прежде всего в каналах радиосвязи), канал приходится считать стохастическим с той или иной вероятностной моделью для полей,  (т. е. для системной характеристики канала). Учитывая, что эти компоненты во многих каналах образуются суммированием большого числа слагаемых (подлучей) в условиях, когда выполняются требования центральной предельной теоремы теории вероятностей [18], их, при заданном , можно считать независимыми, в общем случае неоднородными гауссовскими полями с математическими ожиданиями и КФ для каждой i-й скалярной компоненты поля

.
Независимость (некоррелированность) обеспечивается соответствующим поворотом системы координат. Это так называемая общая гауссовская модель канала  [14, 44, 90].
Исходя из физических соображений и экспериментальных данных, чаще всего можно считать, что коэффициенты корреляции у квадратурных компонент одинаковы:

причем для однородных полей они удовлетворительно аппроксимируются экспоненциальной функцией по переменным   и  .
Таким образом, общая гауссовская модель по каждой из скалярных компонент -ro луча описывается параметрами   (дисперсии квадратурных компонент) и   (коэффициент корреляции по времени и пространству). Взаимная корреляция скалярных компонент сигнала (с различными индексами i) и сигналов разных лучей (с различными ) должна оговариваться особо. Для многих реальных каналов связи ее можно не учитывать. Далее индексы i и , указывающие на принадлежность компонент передаточной функции определенной скалярной компоненте выходного сигнала и определенному лучу, для упрощения записи опущены и обозначено:  .
В рамках описания одномерными распределениями вероятностей рассмотренная модель характеризуется совместно гауссовской четырехпараметрической ПРВ
           Четырехпараметрическое распределение модуля каждого из элементов передаточной  матрицы  (и  амплитуд  сигналов)   фаз    определяется при этом более сложными формулами:





= 
                                                                                              (4.4)
,

где  ; ; 2;
                       ;

Экспериментальные данные по замираниям в радиоканалах различных диапазонов подтверждают возможность удовлетворительной аппроксимации распределений амплитуд и фаз как общим четырехпараметрическим законом, так и его частными случаями. Основные из них следующие:
1) трехпараметрические замирания ();
2) райсовские (обобщенно-рэлеевские) замирания 

3) подрэлеевские замирания   наиболее глубокие замирания в рамках этой и более общих моделей соответствуют случаю одностороннего нормального распределения ();
 4) рэлеевские замирания ();
5) канал без замираний ().
Следует подчеркнуть, что в рамках четырехпараметрической (общей гауссовской) модели замирания амплитуд и фаз сигнала оказываются коррелированными, что подтверждается экспериментальными данными для различных радиотрасс [44].  Исключением является чисто рэлеевский канал, для которого .
 Что же касается параметров   указанной модели, то в большинстве реальных каналов связи их можно считать не зависящими от t и r.
Скорость замираний квадратурных компонент x(t,r) и y(t,r) по времени и пространственным координатам в общей гауссовской модели определяется характером коэффициентов корреляции   Большую часть каналов связи, удовлетворительно описываемых этой моделью, можно отнести к категории каналов с медленными (неселективными) замираниями во времени и неселективными замираниями в пространстве, когда коэффициент корреляции  в области анализа    близок к единице. Противоположная ситуация, когда компоненты сигнала x(t,r) и y(t,r)  дельта-коррелированы во времени и пространстве, для систем связи не характерна. Это означает, что модель (4.2) в области анализа характеризуется 2N  случайными гауссовскими величинами 
В работе [44] для замирающих амплитуд отдельных лучей и сигнала в целом принято и обосновано так называемое m-распределение (распределение Накагами)


где  и   – параметры распределения;  – гамма-функция. Параметр  выражает среднеквадратическое значение амплитуды , а   – отношение квадрата средней мощности замирающего сигнала к дисперсии его мгновенной мощности, т. е. характеризует глубину замираний. Такой вид  был получен теоретически для распределения неотрицательной функции многих случайных аргументов и экспериментально подтвержден при испытаниях на различных радиотрассах [44, 88]. Распределение Накагами удовлетворительно аппроксимирует некоторые области четырехпараметрического распределения, но, разумеется, не может передать все тонкости последнего. Эти распределения тождественны лишь в трех частных случаях:
1) односторонне нормальные замирания амплитуд 
2) рэлеевские замирания(,  
3) канал без замираний 
В многолучевой модели (4.2) фазы   даже в тех случаях, когда учитываются не только свойства канала, но и случайные флуктуации фаз опорных генераторов в тракте передачи, с хорошим приближением к практике нередко можно считать независимыми от амплитуд и равномерно распределенными:

Распределение квадратурных компонент
 ,  (а, следовательно, и сигнала   в целом) определяется при этом распределением амплитуд, аппроксимируя которое четырехпараметрическим законом или распределением Накагами, получают широкий набор негауссовских моделей (гауссовская модель получается только при рэлеевском распределении амплитуд) для поля    .
Так, если  имеет плотность вероятности (4.6), а фаза распределена равномерно, то совместная ПРВ


а каждая из квадратурных компонент имеет распределение

где  – функция Уиттекера [44].
В каналах радиосвязи наблюдаются медленные замирания, имеющие неинтерференционную природу, и, следовательно, их статистика не может быть объяснена центральной предельной теоремой теории вероятностей (таковы, например, абсорбционные замирания радиосигнала). Многочисленные эксперименты подтверждают, что при медленных мультипликативных флуктуациях возможны более глубокие замирания амплитуд относительно долговременных среднеквадратических (медианных) значений, чем те, которые следуют из четырехпараметрической модели при интерференционных замираниях [15]. Другими словами, наблюдаются замирания более глубокие, чем при одностороннем нормальном распределении амплитуд.
По многочисленным экспериментальным данным распределение амплитуд при медленных (часовых и более продолжительных) замираниях удовлетворительно описывается логарифмически-нормальным распределением

где  ,  – соответственно математическое ожидание и дисперсия величины  (параметры распределения).
Для моделирования каналов связи помимо закона распределения замираний важно знать возможные значения их интервала корреляции . Замирания в радиоканалах декаметрового диапазона, описываемые четырехпараметрическим или m-распределениями (при m=0,5 – самые глубокие), имеют  в пределах 1…10 с. В каналах с тропосферным рассеянием наблюдаются примерно такие же замирания с  около нескольких секунд, но возможно и =0.1 с. Для медленных (абсорбционных) замираний, описываемых логнормальным распределением (4.10) характерны значения =10 мин.
Разновидности аддитивных помех, чаще всего встречающиеся в реальных каналах связи, обычно подразделяют на три группы:
1) помехи, распределенные по частоте, времени и пространству (гладкие шумы), обусловленные внутренними шумами аппаратуры и множеством помех внешнего происхождения;
2) помехи, сосредоточенные на отдельных участках спектра временных или пространственных частот и в радиоканалах, обусловленные чаще всего работой посторонних передатчиков;
3) помехи, сосредоточенные во времени или пространстве (импульсные помехи).
Для помех первой группы, которые чаще всего называют флуктуационными, обычно приемлема модель в виде «белого» или «окрашенного» (т. е. с неравномерным спектром) гауссовского шума. Лишь в редких случаях возникает необходимость рассматривать более общие законы распределения, например [15,44]:

где  – параметр, выбираемый в пределах 0,5…2. При  =2 это распределение переходит в гауссовское.
Для сосредоточенных по спектру помех в большинстве каналов из-за их физической природы характерны замирания, которые могут описываться четырехпараметрическим и другими рассмотренными выше распределениями. Если амплитуда замирающей помехи распределена по закону Накагами, а фаза – равномерно, то ПРВ мгновенных значений помехи подчиняется бимодальному закону, который часто аппроксимируют выражением

с параметрами  и , связанными с параметром m-распределения Накагами соотношениями

m3
Для узкополосных негауссовских помех на выходе высокочастотного тракта приемника иногда используется модель Холла [15, 44]: 

где . 
Сосредоточенные во времени помехи представляют собой быстро затухающие колебания или импульсы той или иной формы, длительность существования которых меньше интервала анализа, а моменты появления и амплитуды обычно случайны. Появление такой помехи в любой момент заданного интервала времени, как правило, равновероятно, а число появляющихся в нем помех подчиняется закону Пуассона. Распределения амплитуд могут быть весьма разнообразными. Для описания импульсных помех часто используют распределение вида (4.11), логнормальное распределение (4.10), гиперболический закон

где , 15 , и гамма-распределение

Где  , , а также взвешенные суммы четырехпараметрических, экспоненциальных и других распределений. Для помех в форме радиоимпульсов начальная фаза обычно принимается равномерно распределенной.

[bookmark: _Toc455761505]4.5. Контрольные вопросы к четвёртой главе
1.  Почему для описания сигналов и помех в системах связи используют случайные процессы?
2.	Что такое сечение случайного процесса?
3.	Каков	смысл	и	размерность	одномерной	функции распределения СП?
4.	Каков	смысл	и	размерность	одномерной	плотности вероятности СП?
5.	Как	связаны	функция	распределения	и	плотность вероятности СП между собой?
6.	Каков смысл n-мерной функции распределения СП?
7.	Каков смысл n-мерной плотности вероятности СП?
8.	Дайте определение математического ожидания СП
9.	Укажите	размерность	и	сущность	математического ожидания как математического объекта.
10.	Дайте определение дисперсии СП.
11.	Укажите	размерность	и	сущность	дисперсии	как математического объекта.
12.	Дайте определение центрированного СП?
13.	Дайте	определение	корреляционной	функции
(автокорреляционной функции) СП.
14.	Какие СП называют стационарными в узком смысле?
15.	Какие СП называют стационарными в широком смысле?
16.	Какие стационарные СП называют эргодическими?
17.	Дайте    определение    постоянной    составляющей    СП, укажите ее размерность и сущность как математического объекта.
18.	Дайте определение мощности СП, укажите ее размерность и сущность как математического объекта.
19.	Какие СП называют нормальными (гуссовскими)?
20.	Что понимают под временем корреляции СП?
21.	Укажите  основные  свойства  корреляционной  функции стационарных СП?
22.	Дайте определение спектральной плотности энергии СП и укажите ее размерность.
23.	Дайте  определение  спектральной  плотности  мощности (энергетическому спектру) СП и укажите ее размерность.
24.	Как  связаны  корреляционная  функция  и  спектральная плотность мощности стационарных СП?
25.	Укажите   основные   свойства   энергетического   спектра стационарных СП.
26.	Какой   СП   называют   белым   шумом?   Укажите   его основные свойства.
27.	Какой СП называют квазибелым шумом?
28.	Укажите его основные свойства КБШ.
29.	Какой СП называют синхронным телеграфным сигналом?
30.	Какова корреляционная функция СТС?
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           При исследовании операций часто приходится сталкиваться с системами, предназначенными для многоразового использования при решении однотипных задач. Возникающие при этом процессы получили название процессов обслуживания, а системы — систем массового обслуживания (СМО). Примерами таких систем являются телефонные системы, ремонтные мастерские, вычислительные комплексы, билетные кассы, магазины, парикмахерские и т.п.
Каждая СМО состоит из определенного числа обслуживающих единиц (приборов, устройств, пунктов, станций), которые будем называть каналами обслуживания. Каналами могут быть линии связи, рабочие точки, вычислительные машины, продавцы и др. По числу каналов СМО подразделяют на одноканальные и многоканальные [17].
Заявки поступают в СМО обычно не регулярно, а случайно, образуя так называемый случайный поток заявок (требований). Обслуживание заявок, вообще говоря, также продолжается какое-то случайное время. Случайный характер потока заявок и времени обслуживания приводит к тому, что СМО оказывается загруженной неравномерно: в какие-то периоды времени скапливается очень большое количество заявок (они либо становятся в очередь, либо покидают СМО необслуженными), в другие же периоды СМО работает с недогрузкой или простаивает.
Предметом теории массового обслуживания является построение математических моделей, связывающих заданные условия работы СМО (число каналов, их производительность, характер потока заявок и т.п.) с показателями эффективности СМО, описывающими ее способность справляться с потоком заявок.
В качестве  показателей эффективности СМО используются: среднее число заявок, обслуживаемых в единицу времени; среднее число заявок в очереди; среднее время ожидания обслуживания; вероятность отказа в обслуживании без ожидания; вероятность того, что число заявок в очереди превысит определенное значение и т.п.
СМО делят на два основных типа (класса): СМО с отказами и СМО с ожиданием (очередью). В СМО с отказами заявка, поступившая в момент, когда все каналы заняты, получает отказ, покидает СМО и в дальнейшем процессе обслуживания не участвует (например, заявка на телефонный разговор в момент, когда все каналы заняты, получает отказ и покидает СМО необслуженной). В СМО с ожиданием заявка, пришедшая в момент, когда все каналы заняты, не уходит, а становится в очередь на обслуживание.
СМО с ожиданием подразделяются на разные виды в зависимости от того, как организована очередь: с ограниченной или неограниченной длиной очереди, с ограниченным временем ожидания и т.п.
Для классификации СМО важное значение имеет дисциплина обслуживания, определяющая порядок выбора заявок из числа поступивших и порядок распределения их между свободными каналами. По этому признаку обслуживание заявки может быть организовано по принципу "первая пришла — первая обслужена", "последняя пришла — первая обслужена" (такой порядок может применяться, например, при извлечении для обслуживания изделий со склада, ибо последние из них оказываются часто более доступными) или обслуживание с приоритетом (когда в первую очередь обслуживаются наиболее важные заявки). Приоритет может быть как абсолютным, когда более важная заявка"вытесняет" из-под обслуживания обычную заявку (например, в случае аварийной ситуации плановые работы ремонтных бригад прерываются до ликвидации аварии), так и относительным, когда более важная заявка получает лишь "лучшее" место в очереди.
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            Процесс работы СМО представляет собой случайный процесс [90].
Под случайным (вероятностным или стохастическим) процессом понимается процесс изменения во времени состояния какой-либо системы в соответствии с вероятностными закономерностями.
Процесс называется процессом с дискретными состояниями, если его возможные состояния  можно заранее перечислить, а переход системы из состояния в состояние происходит мгновенно (скачком). Процесс называется процессом с непрерывным временем, если моменты возможных переходов системы из состояния в состояние не фиксированы заранее, а случайны.
Процесс работы СМО представляет собой случайный процесс с дискретными состояниями и непрерывным временем. Это означает, что состояние СМО меняется скачком в случайные моменты появления каких-то событий (например, прихода новой заявки, окончания обслуживания и т.п.).
Математический анализ работы СМО существенно упрощается, если процесс этой работы — марковский. Случайный процесс называется марковским или случайным процессом без последствия, если для любого момента времени вероятностные характеристики процесса в будущем зависят только от его состояния в данный момент  и не зависят от того, когда и как система пришла в это состояние.
Пример марковского процесса: система  — счетчик в такси. Состояние системы в момент t  характеризуется числом километров (десятых долей километров), пройденных автомобилем до данного момента. Пусть в момент  счетчик показывает . Вероятность того, что в момент  счетчик покажет то или иное число километров (точнее, соответствующее число рублей) , зависит от , но не зависит от того, в какие моменты времени изменялись показания счетчика до момента .
Многие процессы можно приближенно считать марковскими. Например, процесс игры в шахматы; система  — группа шахматных фигур. Состояние системы характеризуется числом фигур противника, сохранившихся на доске в момент . Вероятность того, что в момент  материальный перевес будет на стороне одного из противников, зависит в первую очередь от того, в каком состоянии находится система в данный момент , а не от того, когда и в какой последовательности исчезли фигуры с доски до момента 
В ряде случаев предысторией рассматриваемых процессов можно просто пренебречь и применять для их изучения марковские модели.
При анализе случайных процессов с дискретными состояниями удобно пользоваться геометрической схемой — так называемым графом состояний. Обычно состояния системы изображаются прямоугольниками (кружками), а возможные переходы из состояния в состояние — стрелками (ориентированными дугами), соединяющими состояния.
Пример 5.1. Построить граф состояний следующего случайного процесса: устройство  состоит из двух узлов, каждый из которых в случайный момент времени может выйти из строя, после чего мгновенно начинаете» ремонт узла, продолжающийся заранее неизвестное случайное время.
Решение. Возможные состояния системы:   оба узла исправны;  первый узел ремонтируется, второй исправен; -  оба узла ремонтируются.  Граф системы приведен на рис. 5.1.
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Рис. 5.1 – Граф системы состояний случайного процесса

Стрелка, направленная, например, из  в , означает переход системы в момент отказа первого узла, из  в   — переход в момент окончания ремонта этого узла.
На графе отсутствуют стрелки из  в  и из  в   Это объясняется тем, что выходы узлов из строя предполагаются независимыми друг от друга и, например, вероятностью одновременного выхода из строя двух узлов (переход из  в ) или одновременного окончания ремонтов двух узлов (переход из  в ) можно пренебречь.
Для математического описания марковского случайного процесса с дискретными состояниями и непрерывным временем, протекающего в СМО, познакомимся с одним из важных понятий теории вероятностей — понятием потока событий.

[bookmark: _Toc455339976][bookmark: _Toc455761511]5.3. Потоки событий 
Под потоком событий понимается последовательность однородных событий, следующих одно за другим в какие-то случайные моменты времени (например, поток вызовов на телефонной станции, поток отказов ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ТЕХНИКЕ, поток покупателей и т.п.).
События, образующие поток, в общем случае могут быть и неоднородными, например если в потоке автомашин, прибывающих на заправку, различать легковые и грузовые.
Заметим, что термин «событие» в понятии поток событий совершенно отличен по смыслу от широко применяемого в теории вероятностей понятия случайное событие, под которым разумеется «всякий факт, который в опыте со случайным исходом может произойти или не произойти». О событиях, образующих поток, так говорить нельзя. В частности, не имеет смысла говорить о вероятностях событий, образующих поток (например, о вероятности вызова на телефонной станции; ясно, что рано или поздно вызов придет, и не один).
С потоком событий можно связывать различные случайные события, например: А={в течение времени от  до   придет хотя бы один вызов на телефонную станцию} или В=(в течение того же времени   придет   ровно  два   вызова   на  телефонную станцию} и т.д.
Вероятности таких событий можно вычислять.
«Поток событий» представляет собой в общем случае просто последовательность случайных точек  на оси времени 0t (рис. 5.2) с разделяющими их случайными интервалами    так что
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Рис. 5.2. Поток событий
Потоки событий различаются между собой по их внутренней структуре: по законам распределения интервалов  между событиями, их взаимной зависимости или независимости и т. д.
С потоком однородных событий можно связать случайный процесс их накопления. Обозначим X(t) число событий потока, появившихся до момента времени t. Каждая реализация  с. п. X(t) представляет собой ступенчатую ломаную линию, подскакивающую на единицу в момент появления очередного события и сохраняющую свое значение до появления следующего события в потоке (рис. 5.3); здесь моменты появления событий уже не случайны и обозначены  Для определенности будем считать, что в точках разрыва процесс X(t) и его реализация  сохраняют значение, которое было у них слева от точки разрыва (про такую функцию говорят, что она непрерывна слева). На рис. 5.3 значения, принимаемые функцией   в точках разрыва, отмечены точками. 
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Рис. 5.3. Реализация  с моментами появления событий 
С первого взгляда наиболее простым представляется поток событий, в котором интервалы  между событиями строго одинаковы и равны определенной неслучайной величине . (рис. 5.4). Такой поток событий называется регулярным. Примеры регулярных (вернее, практически регулярных) потоков представляют собой поток изменений минутной цифры на вокзальных электронных часах, поток изменений состояний вычислительной техники, определяемый тактом ее работы, и т. п.
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Рис. 5.4. Регулярный поток событий
Регулярный поток событий довольно редко встречается на практике; он представляет определенный интерес как предельный случай для других потоков.  Однако, несмотря на свою видимую простоту, регулярный поток не имеет преимуществ при математическом анализе, так как намного уступает по простоте проведения расчетов другим типам потоков  (в чем  мы убедимся в дальнейшем).
В связи с законом Пуассона сформулируем некоторые  свойства потоков событий. Напомним их.
1. Ординарность. Поток событий называется ординарным, если события в нем появляются поодиночке, а не «пачками» по 2, 3 и т. д. Дадим этому свойству математическую формулировку. Рассмотрим элементарный участок t, примыкающий к точке t (рис. 5.5).
Ординарность потока означает, что вероятность попадания на участок t двух или более событий пренебрежимо мала по сравнению с вероятностью попадания на него ровно одного события, т. е. при t 0 эта вероятность представляет собой бесконечно малую высшего порядка. Обозначим  вероятность попадания на участок  ровно одного события,  —вероятность непопадания на него ни одного события,  — вероятность попадания на него двух или более событий. Очевидно, для любого  (большого или малого)
       (5.1)
как сумма вероятностей полной группы несовместных событий. Из этих вероятностей, очевидно, при малом  вероятность самая большая. Для ординарного потока событий вероятность пренебрежимо мала по сравнению с другими слагаемыми:
 		(5.2)
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Рис. 5.5. Иллюстрация к ординарности потока событий
В математике символом о(х) обозначается бесконечно малая высшего порядка по сравнению с той, которая стоит в скобках, т. е. формула (5.2) означает, что .
Для ординарного потока можно пренебречь возможностью совмещения на элементарном участке  двух или более событий, в частности, возможностью одновременного появления двух или более событий. Примерами ординарных потоков событий могут служить поток деталей, поступающих на конвейер для сборки, поток отказов технического устройства, поток автомашин, прибывающих на станцию техобслуживания. Примером неординарного потока может служить поток пассажиров, прибывающих в лифте на данный этаж. Мы будем в дальнейшем рассматривать лишь ординарные потоки событий.
Введем новое важное понятие — интенсивность потока. Рассмотрим ординарный поток событий. Обозначим случайное число событий, попадающих на элементарный участок (рис. 5.5). Ряд распределения этой случайной величины имеет вид

где в столбце с проставленными многоточиями стоят сверху значения 2, 3, ..., а внизу — соответствующие им   вероятности (напомним, что   они   пренебрежимо малы по сравнению с . Найдем математическое ожидание св.  (будем считать, что м.о. существует). Можно написать;

где а — сколь угодно большая, но не стремящаяся к бесконечности при t величина. Найдем предел отношения к длине участка :

Так как при t0 вероятность    стремится
к нулю быстрее, чем , вторым слагаемым под знаком предела можно пренебречь, откуда
  		 (5.3)
Если этот предел существует (а в инженерных приложениях естественно предположить, что это именно так), то он называется интенсивностью (плотностью) ординарного потока событий в момент ,
		(5.4)
Физический смысл интенсивности  потока событий — это среднее число событий, приходящееся на единицу времени, для элементарного участка , примыкающего к t.
Интенсивность потока событий   может быть любой неотрицательной функцией времени: 0 и имеет размерность [] [13, 51].
Очевидно, среднее число событий ординарного потока, приходящееся на интервал времени , примыкающий к точке t (рис. 5.6), равно
		 (5.5)
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Рис. 5.6. Среднее число событий ординарного потока
(иллюстрация к формуле 5.5)
В частности, при постоянной интенсивности потока
 		(5.6)
2. Отсутствие последействия. Поток событий называется потоком без последействия, если для любых неперекрывающихся участков времени  (рис. 5.7) числа событий  попадающих на эти участки, представляют собой независимые случайные величины, т. е. вероятность попадания любого числа событий на один из участков не зависит от того, сколько их попало на другие.
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Рис 5.7. Иллюстрация потока без последействия.

            Отсутствие    последействия в потоке означает, что для любого момента времени   будущие  моменты наступления событий потока (при t > ) не зависят от того, в какие моменты наступали события в прошлом (при t < , см. рис. 5.8). Доказано, что если поток без последействия, ординарен и имеет постоянную интенсивность , то число событий X(t, ), попадающих на участок времени длины   (рис. 5.9), имеет распределение Пуассона с параметром :
 	(5.7)
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	Рис. 5.8. Момент наступления событий при при t < 
	Рис. 5.9. Ординарность потока без последействия



Можно доказать, что и при непостоянной интенсивности потока  число событий X(t,), попадающих на участок времени т, примыкающий к моменту t, также распределено по закону Пуассона (5.7), но в нем параметр а зависит не только от длины участка , но и от того где этот участок расположен:
 		(5.8)
так что распределение случайной величины X(t,) числа событий на участке (t,t+)—имеет вид
 (5.9)
Ординарный поток событий, в котором отсутствует последействие, называется пуассоновским потоком. Его связь с распределением Пуассона ясна из формул (5.7), (5.9). В дальнейшем, имея дело с пуассоновскими потоками, мы часто будем встречаться с пуассоновскими распределениями тех или других с. в.
3. Стационарность. Поток событий называется стационарным, если все его вероятностные характеристики не меняются со временем. В частности, для стационарного потока событий вероятность попадания того или иного числа событий иа участок длины  зависит только от длины этого участка и не зависит от того, где именно на оси времени 0t этот участок расположен. Это значит, что числа событий и, попадающих на два участка одинаковой длины х (рис. 5.10), будут иметь одинаковое распределение. Отсюда следует, в частности, что для стационарного потока событий его интенсивность   постоянна:
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Рис. 5.10. Иллюстрация стационарности потока.

Поток событий, обладающий всеми тремя свойствами, т. е. ординарный, стационарный и без последействия, называется простейшим (или стационарным пуассоновским) потоком. Для простейшего потока событий вероятность того, что на участке времени длины х наступит ровно k событий, определяется по формуле (5.7), где ,  — интенсивность потока.
Простейшим этот поток назван потому, что исследование систем, находящихся под воздействием простейших потоков, проводится самым простым образом.
Следующей ступенью сложности по сравнению с простейшим является поток с ограниченным последействием. Будем так называть поток, у которого случайные интервалы (рис. 5.2) между соседними по времени событиями представляют собой независимые случайные величины. Иногда поток с ограниченным последействием называют рекуррентным; это связано с тем, что при его моделировании применяется рекуррентная (последовательная) процедура: сначала разыгрывается величина , затем  и т.д.
Стационарный поток с ограниченным последействием называется потоком Пальма. Для такого потока интервалы,... между событиями представляют собой последовательность, независимых одинаково распределенных случайных величин.
Докажем, что простейший (стационарный пуассо-новский) поток является  потоком  Пальма.  Найдем закон распределения интервала времени Т между любыми двумя соседними событиями (рис. 5.11). Найдем сначала функцию распределения F(t) с.в. Т. По определению 

.                   (5.10)
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Рис. 5.11. Распределение интервала времени Т между любыми двумя соседними событиями

Для выполнения условия (5.10) надо, чтобы интервал Т принял значение меньшее, чем t (как показано на рис. 5.11); а для этого нужно, чтобы на участке времени длиной t появилось хотя бы одно событие потока. Введем в рассмотрение событие А={хотя бы одно событие наступило на участке t). Найдем вероятность противоположного события: A»{ни одного события не наступило на участке t). Но мы знаем, что число событий X(t), попадающих на интервал t (где бы он ни находился), распределен по закону Пуассона (5.7), т. е. , где , т. е.
 		(5.11)
Полагая в формуле  (2.1.11)   и учитывая, что 0!=1, получим , откуда . Итак, ф.р. интервала Т между соседними событиями в простейшем потоке равна
 (t>0)		(5.12)
Дифференцируя (5.12), найдем плотность распределения случайной величины.
 	(5.13)
Это распределение называется показательным распределением. График плотности (5.12) дан на рис. 5.12.
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Рис. 5.12.Плотность вероятности показательного распределения
 
Мы убедились, что интервалы времени ,...  между соседними событиями простейшего потока распределены одинаково с плотностью (5.13). Независимость величин ,...   следует из отсутствия последействия в простейшем потоке.
Таким образом, интервалы времени между соседними событиями простейшего потока распределены одинаково по показательному закону (5.13) и независимы между собой; значит, простейший поток представляет собой поток Пальма. Поток Пальма, отличный от простейшего, получится, если интервал между соседними событиями представляет собой неотрицательную случайную величину с отличным от показательного распределением (например, представленном на рис. 5.13).
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Рис. 5.13. Распределение отличное от показательного 
для получения потока отличного от простейшего 
(поток Пальма)

Последействие в таком потоке имеется, потому что условный закон распределения оставшейся части времени до появления ближайшего следующего события зависит от того, какое время т уже прошло; в этом мы убедимся в дальнейшем.

[bookmark: _Toc455339977][bookmark: _Toc455761512]5.4.Уравнения Колмогорова. Предельные вероятности состояний

Рассмотрим математическое описание марковского процесса с дискретными состояниями и непрерывным временем на примере случайного процесса из примера 1, граф которого изображен на рис. 5.1. Будем полагать, что все переходы системы из состояния  происходят под воздействием простейших потоков событий с интенсивностями ; так, переход системы из состояния  в  будет происходить под воздействием потока отказов первого узла, а обратный переход из состояния  в  — под воздействием потока "окончаний ремонтов" первого узла и т.п. [17, 86].
Граф состояний системы с проставленными у стрелок интенсивностями будем называть размеченным (см. рис. 5.14). Рассматриваемая система S  имеет четыре возможных состояния: .
[image: ]
Рис. 5.14. Граф системы состояний случайного процесса

Вероятностью i-го состояния называется вероятность  того, что в момент t  система будет находиться в состоянии . Очевидно, что для любого момента t  сумма вероятностей всех состояний равна единице:
  (5.14)
Рассмотрим систему в момент t  и, задав малый промежуток Δt, найдем вероятность  того, что система в момент   будет находиться в состоянии   Это достигается разными способами.
1. Система в момент t  с вероятностью  находилась в состоянии , а за время Δt  не вышла из него.
Вывести систему из этого состояния (см. граф на рис. 5.14) можно суммарным простейшим потоком с интенсивностью ,  с вероятностью, приближенно равной ,  а вероятность того, что система не выйдет из состояния , равна Вероятность того, что система будет находиться в состоянии  по первому способу (т.е. того, что находилась в состоянии  и не выйдет из него за время Δt), равна по теореме умножения вероятностей: .
2. Система в момент  t с вероятностями   (или  ) находилась в состоянии  или   и за время Δt  перешла в состояние . 
Потоком интенсивностью  (или ) система перейдет в состояние   с вероятностью, приближенно равной (или ). Вероятность того, что система будет находиться в состоянии  по этому способу, равна (или ).
Применяя теорему сложения вероятностей, получим

откуда
           Переходя к пределу при Δt→0 (приближенные равенства,   связанные   с   применением   формулы   (5.12)   или

перейдут в точные, получим в левой части уравнения производную  (обозначим ее для простоты 

 Получили дифференциальное уравнение первого порядка, т.е. уравнение, содержащее как саму неизвестную функцию, так и ее производную первого порядка.
Рассуждая аналогично для других состояний системы S, можно получить систему дифференциальных уравнений Колмогорова для вероятностей состояний:

	(5.15)

Сформулируем правило составления уравнений Колмогорова. В левой части каждого из них стоит производная вероятности i-го состояния. В правой части — сумма произведений вероятностей всех состояний (из которых идут стрелки в данное состояние) на интенсивности соответствующих потоков событий, минус суммарная интенсивность всех потоков, выводящих систему из данного состояния, умноженная на вероятность данного (i-го состояния).
В системе (5.15) независимых уравнений на единицу меньше общего числа уравнений. Поэтому для решения системы необходимо добавить уравнение (5.14).
Особенность решения дифференциальных уравнений вообще состоит в том, что требуется задать так называемые начальные условия, т.е. в данном случае вероятности состояний системы в начальный момент t=0. Так, например, систему уравнений (5.15) естественно решать при условии, что в начальный момент оба узла исправны и система находилась в состоянии  , т.е. при начальных условиях  
 Уравнения Колмогорова дают возможность найти все вероятности состояний как функции времени. Особый интерес представляют вероятности системы  в предельном стационарном режиме, т.е. при t→∞, которые называются предельными (или финальными) вероятностями состояний.
В теории случайных процессов доказывается, что если число состояний системы конечно и из каждого из них можно (за конечное число шагов) перейти в любое другое состояние, то предельные вероятности существуют.
Предельная вероятность состояния  имеет четкий смысл: она показывает среднее относительное время пребывания системы в этом состоянии. Например, если предельная вероятность состояния , т.е. , то это означает, что в среднем половину времени система находится в состоянии .
Так как предельные вероятности постоянны, то, заменяя в уравнениях Колмогорова их производные нулевыми значениями, получим систему линейных алгебраических уравнений, описывающих стационарный режим. Для системы S  с графом состояний, изображенном на рис. 5.14, такая система уравнений имеет вид:

		(5.16)

Систему (5.16) можно составить непосредственно по размеченному графу состояний, если руководствоваться правилом, согласно которому слева в уравнениях стоит предельная вероятность данного состояния , умноженная на суммарную интенсивность всех потоков, ведущих из данного состояния, а справа — сумма произведений интенсивностей всех потоков, входящих в i-е состояние, на вероятности тех состояний, из которых эти потоки исходят.
Пример 5.2. Найти предельные вероятности для системы S из примера 1, граф состояний которой приведен на рис. 5.1, при  ,      
Решение. Система алгебраических уравнений, описывающих стационарный режим для данной системы, имеет вид (5.16) или

		(5.17)

(Здесь мы вместо одного "лишнего" уравнения системы (5.16) записали нормировочное условие (5.14)).
Решив систему (5.17), получим 
,   , т.е. в предельном, стационарном режиме система S, в среднем 40% времени будет находиться в состоянии  (оба узла исправны), 20% — в состоянии  (первый узел ремонтируется, второй работает), 27% — в состоянии  (второй узел ремонтируется, первый работает) и 13% времени — в состоянии  (оба узла ремонтируются).
Пример 5.3. Найти средний чистый доход от эксплуатации в стационарном режиме системы S  в условиях примеров 1 и 2, если известно, что в единицу времени исправная работа первого и второго узлов приносит доход соответственно в 10 и 6 ден.ед., а их ремонт требует затрат соответственно в 4 и 2 ден.ед. Оценить экономическую эффективность имеющейся возможности уменьшения вдвое среднего времени ремонта каждого из двух узлов, если при этом придется вдвое увеличить затраты на ремонт каждого узла (в единицу времени).
Решение. Из примера 5.2 следует, что в среднем первый узел исправно работает долю времени, равную , а второй узел — 
В то же время первый узел находится в ремонте в среднем долю времени, равную , а второй узел — 
Поэтому средний чистый доход в единицу времени от эксплуатации системы, т.е. разность между доходами и затратами, равен

Уменьшение вдвое среднего времени ремонта каждого из узлов будет означать увеличение вдвое интенсивностей потока "окончаний ремонтов" каждого узла, т.е. теперь     и система линейных алгебраических уравнений (5.16), описывающая стационарный режим системы S, вместе с нормировочным условием (5.14) примет вид:


            Решив систему, получим ,   .
Учитывая, что  , , , а затраты на ремонт первого и второго узла составляют теперь соответственно 8 и 4 ден.ед., вычислим средний чистый доход  в единицу времени:

Так как   больше   (примерно на 20%), то экономическая целесообразность ускорения ремонтов узлов очевидна.
[bookmark: _Toc455761513]5.5. Процесс гибели и размножения
[bookmark: _Toc455345172][bookmark: _Toc455761514]В теории массового обслуживания широкое распространение имеет специальный класс случайных процессов — так называемый процесс гибели и размножения. Название этого процесса связано с рядом биологических задач, где он является математической моделью изменения численности биологических популяций[13, 20].
Граф состояний процесса гибели и размножения имеет вид, показанный на рис. 5.15.

[image: ]
Рис. 5.15. Граф состояний процесса гибели и размножения

Рассмотрим упорядоченное множество состояний системы  Переходы могут осуществляться из любого состояния только в состояния с соседними номерами, т.е. из состояния возможны переходы только либо в состояние , либо в состояние 
Предположим, что все потоки событий, переводящие систему по стрелкам графа, простейшие с соответствующими интенсивностями 
По графу, представленному на рис. 5.15, составим и решим алгебраические уравнения для предельных вероятностей состояний (их существование вытекает из возможности перехода из каждого состояния в каждое другое и конечности числа состояний).
В соответствии с правилом составления таких уравнений (см. 5.19) получим: для состояния 
, 		(5.18)
для состояния  имеем , которое с учетом (5.18) приводится к виду
		(5.19)
Аналогично, записывая уравнения для предельных вероятностей других состояний, можно получить следующую систему уравнений:

		(5.20)

к которой добавляется нормировочное условие

. 	(5.21)

При анализе численности популяций считают, что состояние   соответствует численности популяции, равной , и переход системы из состояния в состояние  происходит при рождении одного члена популяции, а переход в состояние  - при гибели одного члена популяции 
Решая систему (5.20), (5.21), можно получить

Легко заметить, что в формулах  для  коэффициенты при  есть слагаемые, стоящие после единицы в формуле (5.22). Числители этих коэффициентов представляют произведение всех интенсивностей, стоящих у стрелок, ведущих слева направо до данного состояния , а знаменатели — произведение всех интенсивностей, стоящих у стрелок, ведущих справа налево до состояния .
Пример 5.4. Процесс гибели и размножения представлен графом (рис. 5). Найти предельные вероятности состояний.
[image: ]
Рис. 5.16. Граф состояний примера 5.4.
Решение. По формуле (5.22) найдем




т.е. в установившемся, стационарном режиме в среднем 70,6% времени система будет находиться в состоянии , 17,6% — в состоянии  и 11,8% — в состоянии .

[bookmark: _Toc455339978][bookmark: _Toc455761515]5.6. СМО с отказами: определения и формулы
В качестве показателей эффективности СМО с отказами будем рассматривать [17, 51]:
1) A — абсолютную пропускную способность СМО, т.е. среднее число заявок, обслуживаемых в единицу времени;
2) Q — относительную пропускную способность, т.е. среднюю долю пришедших заявок, обслуживаемых системой;
3)  — вероятность отказа, т.е. того, что заявка покинет СМО необслуженной;
4)   — среднее число занятых каналов (для многоканальной системы).

[bookmark: _Toc455339979][bookmark: _Toc455345174][bookmark: _Toc455761516]Одноканальная система (СМО) с отказами
Рассмотрим задачу. Имеется один канал, на который поступает поток заявок с интенсивностью λ. Поток обслуживании имеет интенсивность μ. Найти предельные вероятности состояний системы и показатели ее эффективности.
Примечание. Здесь и в дальнейшем предполагается, что все потоки событий, переводящие СМО из состояния в состояние, будут простейшими. К ним относится и поток обслуживании — поток заявок, обслуживаемых одним непрерывно занятым каналом. Среднее время обслуживания  обратно по величине интенсивности μ, т.е. 

Система S  (СМО) имеет два состояния:  — канал свободен,  — канал занят. Размеченный граф состояний представлен на рис. 5.17.
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Рис. 5.17. Граф состояний простейшей одноканальной СМО

              В предельном, стационарном режиме система алгебраических уравнений для вероятностей состояний имеет вид (см. выше правило составления таких уравнений)
			(5.24)

т.е. система вырождается в одно уравнение. Учитывая нормировочное условие   найдем из (5.24) предельные вероятности состояний
        			(5.25)
которые выражают среднее относительное время пребывания системы в состоянии   (когда канал свободен) и  (когда канал занят), т.е. определяют соответственно относительную пропускную способность Q  системы и вероятность отказа 
			(5.26)
 			  (5.27)
           Абсолютную пропускную способность найдем, умножив относительную пропускную способность  Q  на интенсивность потока отказов
Пример 5.5 Известно, что заявки на телефонные переговоры в телевизионном ателье поступают с интенсивностью λ, равной 90 заявок в час, а средняя продолжительность разговора по телефону  мин. Определить показатели эффективности работы СМО (телефонной связи) при наличии одного телефонного номера.
Решение. Имеем λ=90  (1/ч),  мин.  Интенсивность потока обслуживании 
μ=1t¯ob.=12=0,5μ=1t¯ob.=12=0,5(1/мин) =30  (1/ч). 
По (5.26) относительная пропускная способность СМО  , т.е. в среднем только 25% поступающих заявок осуществят переговоры по телефону. Соответственно вероятность отказа в обслуживании составит  (5.27). Абсолютная пропускная способность СМО A=90⋅0.25==22,5, т.е. в среднем в час будут обслужены 22,5 заявки на переговоры. Очевидно, что при наличии только одного телефонного номера СМО будет плохо справляться с потоком заявок.

[bookmark: _Toc455339980][bookmark: _Toc455345175][bookmark: _Toc455761517]Многоканальная система (СМО) с отказами.
   Рассмотрим классическую задачу Эрланга [17,86]. Имеется n  каналов, на которые поступает поток заявок с интенсивностью λ. Поток обслуживании имеет интенсивность μ. Найти предельные вероятности состояний системы и показатели ее эффективности.
Система S  (СМО) имеет следующие состояния (нумеруем их по числу заявок, находящихся в системе): 
, где -  — состояние системы, когда в ней находится k  заявок, т.е. занято k каналов.
Граф состояний СМО соответствует процессу гибели и размножения и показан на рис. 5.18.
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Рис. 5.18. Граф состояний СМО соответствущий процессу
 гибели и размножения
Поток заявок последовательно переводит систему из любого левого состояния в соседнее правое с одной и той же интенсивностью λ. Интенсивность же потока обслуживании, переводящих систему из любого правого состояния в соседнее левое состояние, постоянно меняется в зависимости от состояния. Действительно, если СМО находится в состоянии  (два канала заняты), то она может перейти в состояние  (один канал занят), когда закончит обслуживание либо первый, либо второй канал, т.е. суммарная интенсивность их потоков обслуживании будет 2μ. Аналогично суммарный поток обслуживании, переводящий СМО из состояния  (три канала заняты) в , будет иметь интенсивность 3μ, т.е. может освободиться любой из трех каналов и т.д.
В формуле  для схемы гибели и размножения получим для предельной вероятности состояния

где члены разложения ,, , будут представлять собой коэффициенты при  в выражениях для предельных вероятностей . Величина
 				(5.29)
называется приведенной интенсивностью потока заявок или интенсивностью нагрузки канала. Она выражает среднее число заявок, приходящее за среднее время обслуживания одной заявки. 
Теперь
	(5.30)

	


Формулы (5.29) и (5.30) для предельных вероятностей получили названия формул Эрланга в честь основателя теории массового обслуживания.
Вероятность отказа СМО есть предельная вероятность того, что все я каналов системы будут заняты, т.е.
 			(5.32)	

Относительная пропускная способность — вероятность того, что заявка будет обслужена:
  		(5.33)
Абсолютная пропускная способность:
 		 (5.34)

            Среднее число занятых каналов  есть математическое ожидание числа занятых каналов:

где  предельные вероятности состояний, определяемых по формулам (5.30), (5.31).
Однако среднее число занятых каналов можно найти проще, если учесть, что абсолютная пропускная способность системы есть не что иное, как интенсивность потока обслуженных системой заявок (в единицу времени). Так как каждый занятый канал обслуживает в среднем μ  заявок (в единицу времени), то среднее число занятых каналов
				(5.35)
	


или, учитывая (5.34), (5.29):

Пример 5.6. В условиях примера 5.5 определить оптимальное число телефонных номеров в телевизионном ателье, если условием оптимальности считать удовлетворение в среднем из каждых 100 заявок не менее 90 заявок на переговоры.
    Решение. Интенсивность нагрузки канала по формуле (5.30)  , т.е. за время среднего (по продолжительности) телефонного разговора =2 мин поступает в среднем 3 заявки на переговоры.
Будем постепенно увеличивать число каналов (телефонных номеров) n=2,3,4,… и определим по формулам (5.30), (5.33), (5.34) для получаемой n-канальной СМО характеристики обслуживания. Например, при n=2  имеем

Значения характеристик СМО сведём в таблицу
Таблица 5.1.
	Характеристика
обслуживания
	Число каналов (телефонных номеров)

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Относительная пропускная способность Q
	0,25
	0,45
	0,65
	0,79
	0,90
	0,95

	Абсолютная пропускная способность A
	22,5
	42,4
	58,8
	71,5
	80,1
	85,3



По условию оптимальности Q⩾0,9, следовательно, в телевизионном ателье необходимо установить 5 телефонных номеров (в этом случае Q=0,9). При этом в час будут обслуживаться в среднем 80 заявок (A=80,1), а среднее число занятых телефонных номеров (каналов) по формуле (5.35)


[bookmark: _Toc455761518][bookmark: _Toc455339981]5.7. СМО с ожиданием (очередью):
[bookmark: _Toc455761519]определение и формулы

             В качестве показателей эффективности СМО с ожиданием, кроме уже известных показателей — абсолютной A и относительной Q  пропускной способности, вероятности отказа  среднего числа занятых каналов k (для многоканальной системы) будем рассматривать также следующие:
1)  — среднее число заявок в системе;
     2)   — среднее время пребывания заявки в системе;
     3)   — среднее число заявок в очереди (длина очереди);
     4)  — среднее время пребывания заявки в очереди;
     5)  — вероятность того, что канал занят (степень загрузки канала).
[bookmark: _Toc455339982][bookmark: _Toc455345178][bookmark: _Toc455761520]Одноканальная система с неограниченной очередью
На практике часто встречаются одноканальные СМО с неограниченной очередью (например, телефон-автомат с одной будкой) [17]. Рассмотрим задачу.
Имеется одноканальная СМО с очередью, на которую не наложены никакие ограничения (ни по длине очереди, ни по времени ожидания). Поток заявок, поступающих в СМО, имеет интенсивность λ, а поток обслуживании — интенсивность μ. Необходимо найти предельные вероятности состояний и показатели эффективности СМО.
Система может находиться в одном из состояний , по числу заявок, находящихся в СМО:  — канал свободен;  — канал занят (обслуживает заявку), очереди нет;  — канал занят, одна заявка стоит в очереди;  — канал занят, (k−1) заявок стоят в очереди и т.д.
Граф состояний СМО представлен на рис. 5.19.

[bookmark: _Toc455761521][image: ]
Рис. 5.19. Граф состояний СМО одноканальная система
[bookmark: _Toc455761522]с неограниченной очередью

Это процесс гибели и размножения, но с бесконечным числом состояний, в котором интенсивность потока заявок равна λ, а интенсивность потока обслуживании μ.
Прежде чем записать формулы предельных вероятностей, необходимо быть уверенным в их существовании, ведь в случае, когда время t→∞, очередь может неограниченно возрастать. Доказано, что если ρ<1, т.е. среднее число приходящих заявок меньше среднего числа обслуженных заявок (в единицу времени), то предельные вероятности существуют. Если ρ⩾1, очередь растет до бесконечности.
Для определения предельных вероятностей состояний воспользуемся формулами (5.22), (5.23) для процесса гибели и размножения (здесь мы допускаем известную нестрогость, так как ранее эти формулы были получены для случая конечного числа состояний системы). Получим:

(5.36)
Так как предельные вероятности существуют лишь при ρ<1, то геометрический ряд со знаменателем ρ<1, записанный в скобках в формуле (5.36), сходится к сумме, равной  . Поэтому
 			(5.37)

и с учетом соотношений (5.23)


найдем предельные вероятности других состояний

 (5.38)
Предельные вероятности  образуют убывающую геометрическую профессию со знаменателем ρ<1, следовательно, вероятность  — наибольшая. Это означает, что если СМО справляется с потоком заявок (при ρ<1), то наиболее вероятным будет отсутствие заявок в системе.
   Среднее число заявок в системе  определим по формуле математического ожидания, которая с учетом (5.38) примет вид
 	(5.39)

(суммирование от 1 до ∞, так как нулевой член )
Можно показать, что формула (5.39) преобразуется (при ρ<1) к виду
 			(5.40)
Найдем среднее число заявок в очереди 

Очевидно, что
   		(5.41)
где  — среднее число заявок, находящихся под обслуживанием.
             Среднее число заявок под обслуживанием определим по формуле математического ожидания числа заявок под обслуживанием, принимающего значения 0 (если канал свободен) либо 1 (если канал занят):
т.е. среднее число заявок под обслуживанием равно вероятности того, что канал занят:

(5.42)

В силу (5.42)
 		(5.43)
		
  Теперь по формуле (5.41) с учетом (5.40) и (5.43)
        Доказано, что при любом характере потока заявок, при любом распределении времени обслуживания, при любой дисциплине обслуживания среднее время пребывания заявки в системе (очереди) равна среднему числу заявок в системе (в очереди), деленному на интенсивность потока заявок, т.е.
 			формулы (5.45) и (5.46) называются формулами Литтла. Они вытекают из того, что в предельном, стационарном режиме среднее число заявок, прибывающих в систему, равно среднему числу заявок, покидающих ее: оба потока заявок имеют одну и ту же интенсивность λ.
    На основании формул (5.45) и (5.46) с учетом (5.40) и (5.44) среднее время пребывания заявки в системе определится по формуле:
	а среднее время пребывания заявки в очереди —
	          Пример 5.8. В порту имеется один причал для разгрузки судов. Интенсивность потока судов равна 0,4 (судов в сутки). Среднее время разгрузки одного судна составляет 2 суток. Предполагается, что очередь может быть неограниченной длины. Найти показатели эффективности работы причала, а также вероятность того, что ожидают разгрузки не более чем 2 судна.
Решение. Имеем =0,4*2=0,8.
Так как ρ=0,8<1, то очередь на разгрузку не может бесконечно возрастать и предельные вероятности существуют. Найдем их.
Вероятность того, что причал свободен, по (5.37) 
, а вероятность того, что он занят, 

По формуле (5.38) вероятности того, что у причала находятся 1, 2, 3 судна (т.е. ожидают разгрузки 0, 1, 2 судна), равны


            Вероятность того, что ожидают разгрузку не более чем 2 судна, равна
0,16+0,128+0,1024=0,3904.
По формуле (5.44) среднее число судов, ожидающих разгрузки,   среднее время ожидания разгрузки по формуле (5.48)  (сутки).
По формуле (5.40)  среднее число судов, находящихся у причала, 
 (сутки)
(или проще по (5.41)  3,2+0,8=4 (сутки), а среднее время пребывания судна у причала по формуле (5.47)
 Tsist.=40,8=5Tsist.=40,8=5(сутки).
Очевидно, что эффективность разгрузки судов невысокая. Для ее повышения необходимо уменьшение среднего времени разгрузки судна  либо увеличение числа n причалов.
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Рассмотрим задачу. Имеется n-канальная СМО с неограниченной очередью. Поток заявок, поступающих в СМО, имеет интенсивность λ, а поток обслуживании — интенсивность μ. Необходимо найти предельные вероятности состояний СМО и показатели ее эффективности [17, 52].
Система может находиться в одном из состояний 
 нумеруемых по числу заявок, находящихся в СМО: 
 — в системе нет заявок (все каналы свободны); 
 — занят один канал, остальные свободны; 
 — заняты два канала, остальные свободны; 
 — занято k  каналов, остальные свободны; 
 — заняты все n  каналов (очереди нет); 
 — заняты все n каналов, в очереди одна заявка;
 — заняты все n каналов, r  заявок стоит в очереди, и т.д.
Граф состояний системы показан на рис. 5.20. 

[image: ]
[bookmark: _Toc455761524]Рис. 5.20. Граф состояний многоканальной СМО 
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Обратим внимание на то, что в отличие от предыдущей СМО, интенсивность потока обслуживании (переводящего систему из одного состояния в другое справа налево) не остается постоянной, а по мере увеличения числа заявок в СМО от 0 до n  увеличивается от величины μ  до nμ, так как соответственно увеличивается число каналов обслуживания. При числе заявок в СМО большем, чем n, интенсивность потока обслуживании сохраняется равной nμ.
Можно показать, что при  предельные вероятности существуют. Если  , очередь растет до бесконечности. Используя формулы  и  для процесса гибели и размножения, можно получить следующие формулы для предельных вероятностей состояний n-канальной СМО с неограниченной очередью
	     (5.49)
	         (5.50)
 	     (5.51)
Вероятность того, что заявка окажется в очереди,
 		(5.52)
Для n-канальной СМО с неограниченной очередью, используя прежние приемы, можно найти
среднее число занятых каналов
 			(5.53)
среднее число заявок в очереди


среднее число заявок в системе
            Среднее время пребывания заявки в очереди и среднее время пребывания заявки в системе, как и ранее, находятся по формулам Литтла (5.47) и (5.48).
Замечание. Для СМО с неограниченной очередью при ρ<1 любая заявка, пришедшая в систему, будет обслужена, т.е. вероятность отказа , относительная пропускная способность Q=1, а абсолютная пропускная способность равна интенсивности входящего потока заявок, т.е. A=λ
Пример 5.9. В универсаме к узлу расчета поступает поток покупателей с интенсивностью λ=81 чел. в час. Средняя продолжительность обслуживания контролером-кассиром одного покупателя 2 мин. Определить:
а. Минимальное количество контролеров-кассиров , при котором очередь не будет расти до бесконечности, и соответствующие характеристики обслуживания при .
б. Оптимальное количество  контролеров-кассиров, при котором относительная величина затрат , связанная с издержками на содержание каналов обслуживания и с пребыванием в очереди покупателей, задаваемая, например, как , будет минимальна, и сравнить характеристики обслуживания при   и 
в. Вероятность того, что в очереди будет не более трех покупателей.
Решение. 
а. По условию λ=81  (1/ч) =81/60=1,35 (1/мин.). По формуле (5.29) ρ=λ/μ=λ=1,35⋅2=2,7. Очередь не будет возрастать до бесконечности при условии ρ/n<1, т.е. при n>ρ=2,7. Таким образом, минимальное количество контролеров-кассиров  
Найдем характеристики обслуживания СМО при n=3.
Вероятность того, что в узле расчета отсутствуют покупатели, по формуле (5.49)

т.е. в среднем 2,5% времени контролеры-кассиры будут простаивать.
            Вероятность того, что в узле расчета будет очередь, по (5.52)

      Среднее число покупателей, находящихся в очереди, по (5.44)

Среднее время ожидания в очереди по (5.45)
=7,35/1,35=5,44 (мин).
Среднее число покупателей в узле расчета по (5.40)
=7,35+2,7=10,05
Среднее время нахождения покупателей в узле расчета по (5.45)
7,44 (мин).
Среднее число контролеров-кассиров, занятых обслуживанием покупателей, по (5.53) 
Коэффициент (доля) занятых обслуживанием контролеров-кассиров 

Абсолютная пропускная способность узла расчета A=1,35 (1/мин), или 81 (1/ч), т.е. 81 покупатель в час.
Анализ характеристик обслуживания свидетельствует о значительной перегрузке узла расчета при наличии трех контролеров-кассиров.
б. Относительная величина затрат при n=3


Рассчитаем относительную величину затрат при других значениях n  (табл. 2).
Таблица 5.2.
	Характеристика
обслуживания
	Число контролёров-кассиров

	
	3
	4
	5
	6
	7

	Вероятность простоя кассиров 
	0,025
	0,057
	0,065
	0,067
	0,067

	Среднее число покупателей в очереди
	5,44
	0,60
	0,15
	0,03
	0,01

	Относительная величина затрат 
	18,54
	4,77
	4,14
	4,53
	5,22


Как видно из табл. 5.2, минимальные затраты получены при  контролерах-кассирах.
Определим характеристики обслуживания узла расчета при  . Получим ;  =0,146; =2,9;  2,7; 0,54.
Как видим, при   по сравнению с   существенно уменьшились вероятность возникновения очереди , длина очереди  и среднее время пребывания в очереди , и соответственно среднее число покупателей  и среднее время нахождения в узле расчета , а также доля занятых обслуживанием контролеров . Но среднее число занятых обслуживанием контролеров-кассиров  и абсолютная пропускная способность узла расчета A  естественно не изменились.
в. Вероятность того, что в очереди будет не более 3 покупателей, определится как
P{r⩽3}=
,
где каждое слагаемое найдем по формулам (5.49)–(5.52). Получим при n=5:

 

(Заметим, что в случае n=3 контролеров-кассиров та же вероятность существенно меньше: P{r⩽3}=0,464).
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СМО с ограниченной очередью отличаются от рассмотренных выше задач лишь тем, что число заявок в очереди ограничено (не может превосходить некоторого заданного m ). Если новая заявка поступает в момент, когда все места в очереди заняты, она покидает СМО необслуженной, т.е. получает отказ.
Очевидно: для вычисления предельных вероятностей состояний и показателей эффективности таких СМО может быть использован тот же подход, что и выше, с той разницей, что суммировать надо не бесконечную прогрессию (как, например, мы делали при выводе формулы (5.37), а конечную.
Среднее время пребывания заявки в очереди и в системе, как и ранее, определяем по формулам Литтла (5.47) и (5.48).
Пример 5.11. По условию примера 5.8 найти показатели эффективности работы причала. Известно, что приходящее судно покидает причал (без разгрузки), если в очереди на разгрузку стоит более 3 судов.
Решение. По условию m=3. 
Вероятность того, что причал свободен:

Вероятность того, что приходящее судно покинет причал без разгрузки:
Относительная пропускная способность причала:
Q=1−0,122=0,878
Абсолютная пропускная способность причала A=0,4⋅0,878=0,351, т.е. в среднем в сутки разгружается 0,35 судна.
Среднее число судов, ожидающих разгрузку

а среднее время ожидания разгрузки по (5.48)
0,86/10,8=1,076 (сутки).
Среднее число судов, находящихся у причала 
0,861+(1−0,297)=1,564, а среднее время пребывания судна у причала по (5.47):
1,955 (сутки).
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 На практике часто встречаются СМО с так называемыми "нетерпеливыми" заявками. Такие заявки могут уйти из очереди, если время ожидания превышает некоторую величину. В частности, такого рода заявки возникают в различных технологических системах, в которых задержка с началом обслуживания может привести к потере качества продукции, в системах оперативного управления, когда срочные сообщения теряют ценность (или даже смысл), если они не поступают на обслуживание в течение определенного времени.
В простейших математических моделях таких систем предполагается, что заявка может находиться в очереди случайное время, распределенное по показательному закону с некоторым параметром ν, т.е. можно условно считать, что каждая заявка, стоящая в очереди на обслуживание, может покинуть систему с интенсивностью ν.
Соответствующие показатели эффективности СМО с ограниченным временем получаются на базе результатов, полученных для процесса гибели и размножения.
В заключение отметим, что на практике часто встречаются замкнутые системы обслуживания, у которых входящий поток заявок существенным образом зависит от состояния самой СМО. В качестве примера можно привести ситуацию, когда на ремонтную базу поступают с мест эксплуатации некоторые машины: понятно, что чем больше машин находится в состоянии ремонта, тем меньше их продолжает эксплуатироваться и тем меньше интенсивность потока вновь поступающих на ремонт машин. Для замкнутых СМО характерным является ограниченное число источников заявок, причем каждый источник "блокируется" на время обслуживания его заявки (т.е. он не выдает новых заявок). В подобных системах при конечном числе состояний СМО предельные вероятности будут существовать при любых значениях интенсивностей потоков заявок и обслуживании. Они могут быть вычислены, если вновь обратиться к процессу гибели и размножения.
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Язык GPSS (General Purpose Simulation System), ориентированный на процессы, реализован в ряде программ имитационного моделирования. Модель (программа) на языке GPSS представляет собой последовательность операторов (их называют блоками), отображающих события, происходящие в СМО при перемещениях транзактов. Поскольку в интерпретаторах GPSS реализуется событийный метод, и в СМО может быть одновременно много транзактов, то интерпретатор будет попеременно исполнять разные фрагменты программы, имитируя продвижения транзактов в текущий момент времени до их задержки в некоторых устройствах или очередях [6, 52].
Операторы GPSS имеют следующий формат:
<метка>   <имя   оператора>   <поле   операндов>   [<комментарий>]
причем метка может занимать позиции, начиная со второй, имя оператора — с восьмой, поле операндов — с девятнадцатой, комментарий обязательно отделяется от поля операндов пробелом.
Поле операндов может быть пусто, иметь один или более операндов, обозначаемых ниже при описании блоков символами А, В, С,... Операндами могут быть идентификаторы устройств, накопителей, служебные слова и стандартные числовые атрибуты (СЧА). К СЧА относятся величины, часто встречающиеся в разных задачах. Это, например, АС1 —текущее время, FN — функция, Р — параметр транзакта (каждый транзакт может иметь не более L параметров, обычно L =12), К. — константа, RN1 — случайная величина, равномерно распределенная в диапазоне [0, 1] , S — объем занятой памяти в накопителе, F — состояние устройства, Q — текущая длина очереди и др. При этом ссылки на идентификаторы записываются в виде
<СЧА>$<идентификатор>
например, Q$ORD означает очередь ORD или FN$COS — ссылка на функцию COS.
Рассмотрим наиболее часто встречающиеся операторы, сопровождая знакомство с ними простыми примерами моделей. Источники заявок обычно описываются блоком
GENERATE  A,B,C,D,E
где А и В служат для задания интервалов между появлениями заявок, при этом можно использовать один из следующих вариантов: 1) интервал — равномерно распределенная в диапазоне [А-В, А+В] случайная величина; 2) интервал — значение функции, указанной в В, умноженной на А; С — задержка в выработке первого транзакта; D — число вырабатываемых источником заявок; Е — приоритет заявок. Если D пусто, то число вырабатываемых транзактов неограничено. Например:
GENERAТЕ   6,FN$EXP, ,15
Этот оператор описывает источник, который вырабатывает 15 транзактов с интервалами, равными произведению числа 6 и значения функции ЕХР;
GENERATE   36,12
Здесь число транзактов неограничено, интервалы между траизактами — случайные числа в диапазоне [24, 48].
Функции, на которые имеются ссылки в операторах должны быть описаны с помощью блока следующего типа
М  FUNCTION  А,В
за которым следует строка, начинающаяся с первой позиции
 ……,
Здесь метка М — идентификатор функции, А — аргумент функции, В — тип функции,  и  — координаты узловых точек функции, заданной таблично. Например:

EXP  FUNCTION RN1,C12 
0,0/0.2,0.22/0.4,0.51/0.5,0. 6/0. 6,0.92/. . .   и т.д.

Это описание непрерывной (С) функции ЕХР, заданной таблично 12-ю узловыми точками, аргументом является случайная величина (RN1), равномерно распределенная в диапазоне [0,1]; или
ВВВ   FUNCTION   *4,D6
1,2/2,5/3,11/4,20/5,18/6,12/7,9
Дискретная (D) функция ВВВ задана 6-ю узловыми точками, аргумент — четвертый параметр транзакта, возбудивший обращение к функции ВВВ.
Тразакты могут порождаться и оператором размножения
SPLIT  А,В,С
когда в него входит некоторый транзакт. При этом создается семейство транзактов, включающее основной (вошедший в блок) транзакт и А его копий. Основной транзакт переходиг в следующий по порядку блок, а его копии переходят в блок с меткой В. Для различения транзактов параметр С основного транзакта увеличивается на 1, а транзактов-копий — на 2, 3, 4,... и т.д.
Обратное действие — сборка транзактов выполняется операторами ASSEMBLE  A согласно которому первый из вошедших в блок транзактов выйдет из него только после того, как в этот блок придут еще А-1 транзактов того же семейства, или оператором GATHER  A отличающимся от предыдущего оператора тем, что из блока выходят все А транзактов. Оператор SEIZE   A описывает занятие устройства А транзактом, а оператор RELEASE  A освобождение устройства А от обслуживания. Задержка в движении транзакта по СМО описывается оператором ADVANCE   А,В где А и В имеют тот же смысл, что и в операторе GENERATE.
Пример 5.12. Обслуживание транзакта в устройстве WST продолжительностью а единиц времени, где а — равномерно распределенная в диапазоне [7,11 случайная величина, описывается следующим фрагментом программы
…
SEIZE WST
ADVANCE 9,2
RELEASE WST
…
Аналогично описывается занятие транзактом памяти в накопителе ENTER  А,В за исключением того, что здесь помимо имени накопителя (А) указывается объем занимаемой памяти (В). Освобождение В ячеек памяти в накопителе А выполняется оператором LEAVE  А, В Для накопителей в модели нужно задавать общий объем памяти, что делается в следующем описании накопителя М STORAGE  A, где М — имя накопителя, А — объем памяти [7].
Если транзакт приходит на вход занятого устройства или на вход накопителя с недостаточным объемом свободной памяти, то он задерживается в очереди к этому устройству или накопителю. Слежение за состоянием устройств и очередей выполняет интерпретатор. Но если в модели требуется ссылаться на длину очереди или собирать статистику по ее длине, то нужно явное указание этой очереди в модели. Делается это с помощью операторов входа в очередь QUEUE  A и выхода из очереди DEPART  A согласно которым очередь А увеличивается и уменьшается на единицу соответственно.
Движение транзактов выполняется в естественном порядке, изменение этого порядка производится операторами перехода. Оператор условного перехода TEST XX А,В,С
В соответствии с которым переход к оператору, помеченному меткой С, происходит, если не выполняется условие А XX В, где XX О {E,NE,L,LE,G,GE}, Е- равно, NE — неравно, L — меньше, LE — меньше или равно, G — больше, GE — больше или равно (XX размещается в позициях 13 и 14).
Пример 5.13. Приходящие пользователи ожидают обслуживания, если длина очереди не более 4, иначе от обслуживания отказываются. Соответствующий фрагмент программы
…
        TEST  LE   Q$STR,K4,LBL 
       QUEUE   STR 
       SEIZE   POINT
      DEPART   STR 
     ADVANCE   50,16
     RELEASE   POINT
     …
     LBL   TERMINATE   1
     …
В примере 2 использован оператор выхода транзактов из СМО TERMINATE   A согласно которому из итогового счетчика вычитается число А.
С помощью итогового счетчика задается длительность моделирования. В начале исполнения программы в счетчик заносится число, указанное в операнде А оператора START  А,,С
Моделирование прекращается, когда содержимое счетчика будет равно или меньше нуля. Операнд С — шаг вывода статистики на печать.
Пример 5.14. Общая структура программы на GPSS имеет вид
SIMULATE
<описания, в том числе функций и накопителей >
<операторы, моделирующие движение транзактов>
START А, ,С END.
Оператор безусловного перехода
TRANSFER   ,В
где В — метка оператора, к которому следует переход.
Используется ряд других разновидностей оператора TRANSFER. Например:
TRANSFER   Р,В,С
Переход происходит к оператору с меткой, равной сумме значения параметра В транзакта и числа С.
TRANSFER   FN,В,С
То же, но вместо параметра транзакта слагаемым является значение функции В.
TRANSFER   PICK,В,С
Это оператор равновероятного перехода к операторам, метки которых находятся в интервале [В,С]. Важное место в СМО занимает переход по вероятности
TRANSFER  А,В,С
где А — вероятность перехода к оператору с меткой С, переход к оператору с меткой В будет происходить с вероятностью 1-А.
Пример 5.15. Заказы, поступающие в СМО в случайные моменты времени в диапазоне [20,40], выполняет сначала бригада WGR1, затем параллельно работают бригады WGR2 и WGR3, каждая над своей частью заказа. Заданы экспоненциальные законы для времен выполнения работ бригадами WGR1, WGR2 и WGR3 с интeнсивностями 0,05, 0,1 и 0,125 соответственно. Моделирование нужно выполнить на временном отрезке, соответствующем выполнению 1000 заказов.
Программа:
SIMULATE
EXP  FUNCTION RN1,C12
0,0/' .2,.22//.4, .51/.5,.6/.6,. 92/. 7,1.2/.8,1. 61/.9,2.3/. 95,3/.99,4. 6/. 999,6.9/1,1000
GENERATE   30,10
SEIZE  WGR1
ADVANCE  20,FN$EXP
RELEASE   WGR1	
SPLIT  1,MET1	
SEIZE  WGR2
ADVANCE   10,FN$EXP	
RELEASE  WGR2
TRANSFER   ,   MET2
MET1   SEIZE  WGR3
ADVANCE  8,FN$EXP
RELEASE  WGR3	p
MET2 ASSEMBLE 2	P„c. 3.20. Функция
TERMINATE    1
START  1000,,1000
END
В этом примере использован экспоненциальный закон распределения с плотностью , где  — интенсивность. Функция распределения экспоненциального закона

Из рис. 5.21 ясно, что поскольку искомыми являются значения b случайной величины 7) то, задавая значение а, как равномерно распределенной в диапазоне [0,1] случайной величины, по формуле
 		(5.54)
	(3.47)
находим искомое значение. 
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Рис. 5.21.Функция экспоненциального закона распределения

Именно в соответствии с (5.54) в операторах ADVANCE множителями были значения. Приведем еще несколько операторов языка GPSS.
Оператор изменения параметров транзактов ASSIGN А, В
где А — номер параметра транзакта, В — присваиваемое ему значение. В операторе ASSIGN  A+,B параметр А увеличивается на значение В, а в операторе ASSIGN А-,В уменьшается. Расширение возможностей управления движением транзактов достигается благодаря таким операторам, как LOGIC_X A который при X = S устанавливает переключатель А в единичное состояние, а при Х= R сбрасывает его в нулевое состояние; GATE_XX  А,В который при XX = LR и А = 1 или при XX = LS и А = 0 передает транзакт оператору с меткой В (или задерживает его в блоке GATE, если поле В пусто), а при других сочетаниях XX и А — направляет к следующему оператору. Вычислительный оператор М   VARIABLE   A присваивает переменной с номером М значение арифметического выражения А, например в операторе 3   VARIABLE   K216-S$MEM2 переменной номер 3 присваивается разность числа 216 и объема занятой памяти в накопителе МЕМ2. Оператор синхронизации, имеющий, например, вид LBL   MATCH  NUMB задерживает приходящий в него транзакт до тех пор, пока в некоторой другой части модели в сопряженный оператор NUMB  MATCH  LBL не войдет транзакт того же семейства.
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1. Какие объекты называют СМО?
2. По каким признакам различают СМО?
3. Какова структура описания СМО?
4. Что понимается под характеристиками эффективности работы СМО? Назвать конкретные характеристики.
5. Что составляет предмет исследования СМО?
6. В чём состоят особенности моделирования многоканальных и многофазовых СМО?
7. Охарактеризовать метод, положенный в основу построения моделирующего алгоритма исследуемой СМО.
8. Объяснить, насколько удовлетворяют полученные характеристики исследованной СМО тем функциям, которые она должна была бы выполнять. Возможно ли улучшение характеристик СМО и какое?
9. Зачем нужно оценивать показатели СМО?
10. Какими показателями можно характеризовать СМО с отказами?
11. Какими показателями можно характеризовать СМО с неограниченной очередью?
12. Какими показателями можно характеризовать СМО с ограниченной очередью?
13. Что такое интенсивность входящего потока?
14. Как найти интенсивность потока по данным наблюдения?
15. Что такое интенсивность обслуживания?
16. Как найти интенсивность обслуживания по данным наблюдения?
17. Что показывает коэффициент загрузки канала?
18. Как найти коэффициент загрузки канала по данным наблюдения? Привести несколько способов.
19. Как определяется коэффициент простоя канала, как он связан с коэффициентом загрузки канала?

[bookmark: _Toc455761531]6. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИСКРЕТНО-ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ (СТОХАСТИЧЕСКИХ) СИСТЕМ И СЕТЕЙ ПЕТРИ

Особенности дискретно-детерминированного подхода на этапе формализации процесса функционирования систем рассмотрим на примере использования в качестве математического аппарата теории автоматов. Теория автоматов — это раздел теоретической кибернетики, в котором изучаются математические модели — автоматы. На основе этой теории система представляется в виде автомата, перерабатывающего дискретную информацию и меняющего свои внутренние состояния лишь в допустимые моменты времени. Понятие «автомат» варьируется в зависимости от характера конкретно изучаемых систем, от принятого уровня абстракции и целесообразной степени общности [26, 40].

[bookmark: _Toc455761532]6.1. Дискретно-детерминированные схемы.
[bookmark: _Toc455761533]Основные понятия и определения.
Простейший преобразователь информации (рис.6.1,а) отображает некоторое множество элементов информации Х, поступающее на вход, в некоторое множество на выходе Y. Если множества Х и Y являются конечными и дискретными, то есть преобразование осуществляется в дискретные моменты времени, то такие преобразователи информации называются конечными преобразователями. Элементы множеств Х и Y в этом случае предварительно кодируют двоичными кодами и строят преобразование одного множества в другое [23].
Результат преобразования зачастую зависит не только от того, какая информация в данный момент появилась на входе, но и от того, что происходило раньше, то есть от предыстории преобразования. Например, один и тот же вход извинение соседа после того, как он вам наступил на ногу в переполненном автобусе вызовет у вас одну реакцию в первый раз и совсем другую в пятый раз.
[image: ]
Рис. 6.1. Простейший преобразователь информации (а),
 автоматный преобразователь информации (б)
Таким образом, существуют более сложные преобразователи информации (ПИ), реакция которых зависит не только от входных сигналов в данный момент, но и от того, что было раньше, от входной истории. Такие ПИ называются автоматами (схемами с памятью). В этом случае говорят об автоматном преобразовании информации (рис.6.1,б). На один и тот же входной сигнал автомат может реагировать по-разному, в зависимости от состояния, в котором он находился. Автомат меняет свое состояние с каждым входным сигналом [26].
Пример 6.1. Автомат, описывающий поведение "умного" отца. Опишем поведение отца, сын которого учится в школе и приносит двойки и пятерки. Отец не хочет хвататься за ремень каждый раз, как только сын получит двойку, и выбирает более тонкую тактику воспитания. Зададим такой автомат графом, в котором вершины соответствуют состояниям, а дуга из состояния s в состояние q , помеченное x/y , проводится тогда, когда автомат из состояния s под воздействием входного сигнала х переходит в состояние q с выходной реакцией y . Граф автомата, моделирующего умное поведение родителя, представлен на рис.6.2. Этот автомат имеет четыре состояния , два входных сигнала – оценки  и выходные сигналы , которые будем интерпретировать как действия родителя следующим образом: брать ремень;  - ругать сына;  - успокаивать сына;  - надеяться;  - радоваться; - ликовать.
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Рис.6.2. Граф автомата, моделирующего умное 
поведение родителя

Сына, получившего одну и ту же оценку двойку, ожидает дома совершенно различная реакция отца в зависимости от предыстории его учебы. Например, после третьей двойки в истории   сына встретят ремнем, а в истории  будут успокаивать и т.д.
Абстрактный автомат (АА) является математической моделью дискретного устройства и описывается шестикомпонентным набором S=(A,Z,W,δ, λ,a1),где
1.	A = {a1,…,am,…,aM} - множество состояний или алфавит состояний АА.
2.	Z = {z1,…,zf,…,zF} - множество входных сигналов или входной алфавит А.
3.W = {w1,…,wg,…,wG} - множество выходных  
сигналов или выходной алфавит АА.
4.	δ  -  функция переходов  АА,  которая  некоторым парам  состояние – входной сигнал (am, zf) ставит в соответствие состояние АА as, т.е. 
5.	λ  -  функция  выходов  АА,  которая  некоторым  парам  состояние  – входной сигнал (am, zf) ставит в соответствие выходной сигнал АА wg, т.е. 
6. - начальное состояние АА.
Под	алфавитом	понимается непустое множество попарно различимых символов. Буквы - это элементы алфавита. Слово - конечная, упорядоченная последовательность букв.
Примечание: бывают и пятикомпонентные наборы. Начальное состояние введено для удобства.
АА имеет один вход и один выход, в противоположность комбинационным схемам (КС), которые могут иметь несколько входов и один или несколько выходов.
АА работает в дискретные моменты времени, причем промежутки между интервалами времени могут быть различными (t=0, 1, 2, 3, …). В момент времени t=0 автомат всегда находится в состоянии а1.
Основным отличием АА от КС является то, что выходные сигналы АА зависят от того, что поступало на его вход раньше. t

В каждый момент времени АА, будучи в состоянии  , способен воспринимать  одну  из  букв  входного  алфавита  .  В  соответствии c функцией переходов , АА перейдёт в состояние   c выдачей выходного сигнала, который вырабатывается в соответствии с функцией выходов . 
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Рис. 6.3. Такт работы абстрактного автомата
Под работой АА мы будем понимать не более, чем преобразование входных слов в выходные слова.
На уровне АА нас не интересует содержимое прямоугольника, который можно назвать «черным ящиком». Такой подход сродни системному подходу, когда рассматривается поведение системы. При структурном подходе рассматривается устройство на уровне структур.

[bookmark: _Toc455761534]6.2.	Автоматы Мили и Мура. Способы задания автоматов
Ниже  приведены  законы  функционирования для  автоматов  Мили  и Мура [26, 40].
Автомат Мили
Автомат Мура
a(t+1) = δ (a(t), z(t))           a(t+1) = δ (a(t),z(t))
w (t) = λ (a(t), z(t))	w(t) = λ (a(t))







Таким образом, в автоматах Мура выходной сигнал определяется только состоянием автомата в какой-то момент времени и не зависит от входного сигнала в этот же момент времени.
[bookmark: _Toc455761535]6.2.1. Табличный способ задания автомата Мили

Автомат Мили может быть задан таблицей переходов (табл. 6.1) и таблицей выходов (табл. 6.2).
В таблице переходов АА Мили на пересечении столбца am и строки zf записывается состояние as, которое есть функция δ от am и zf.
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В таблице выходов АА Мили на пересечении столбца am и строки zf записывается выходной сигнал, который есть функция λ от am и zf.
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Пример: Рассмотрим задание автомата Мили табличным способом (автомат имеет два входных сигнала, два выходных сигнала и три состояния).
	Таблица 6.1
Таблица переходов автомата Мили

	Таблица 6.2
Таблица выходов автомата Мили

		δ
	a1
	a2
	a3

	z1
	a1
	a3
	a1

	z2
	a2
	a1
	a2



		λ
	a1
	a2
	

	z1
	w2
	w2
	

	z2
	w1
	w1
	






[bookmark: _Toc455761536]6.2.2. Графический способ задания автомата Мили
Под графом понимается множество вершин, соединенных линиями, причем расстояние между вершинами нас не интересует. Если линии со стрелками, то граф называется направленным (ориентированным), если без стрелок - неориентированным [65].
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Рис.6.4. Графический способ задания автомата Мили
На рисунке приведен граф автомата Мили на 3 состояния, имеющий 2 входных сигнала и 2 выходных сигнала.
[bookmark: _Toc455761537]6.2.3. Табличный и графический способы задания автомата Мура

В автомате Мура выходной сигнал зависит только от состояния автомата и не зависит от входного сигнала. Поэтому достаточно для задания автомата Мура в таблице переходов добавить одну строку. Получается отмеченная таблица переходов автомата Мура (табл. 6.3).
Таблица 6.3.
Табличный способ задания автомата Мура
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	




На рисунке приведен граф автомата Мура на 5 состояний, имеющий 2 входных сигнала и 2 выходных сигнала.
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Рис.6.5. Графический способ задания автомата Мура
[bookmark: _Toc455761538]6.3.	Реакция автоматов на входное слово

Автомат Мили
Допустим, входное слово ξ поступает на вход автомата буква за буквой.
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Выходное слово ω называется реакцией автомата Мили на входное слово ξ в состоянии a1 (строится по таблице переходов и выходов).
Реакцию  автомата  на  входное  слово  ξ  можно  заменить  обходом графа.
Автомат Мура
[image: ]

Выходное слово ω называется реакцией автомата Мура на входное слово ξ в состоянии .
В рассматриваемом примере для автоматов Мили и Мура реакции автоматов на одинаковое входное слово совпадают, но они сдвинуты на один такт.
Автоматы Мили и Мура дающие одинаковые реакции на одинаковые входные слова называются эквивалентными.
Данное  замечание  приводит  к  задаче  построения  эквивалентных автоматов, дающих одинаковые реакции на одинаковые входные слова.
[bookmark: _Toc455761539]6.4. Дискретно-стохастические модели (P-схемы)
Вероятностный автомат [англ, probabilistic automat) (ВА) - это дискретный потактный преобразователь информации с памятью, функционирование которого в каждом такте зависит только от состояния памяти нем и может быть описано статистически [55, 81].
Схемы вероятностных автоматов (Р-схем) применяются: в  проектировании дискретных систем, проявляющих статистически закономерное случайное поведение; в определении алгоритмических возможностей систем; в обосновании границ целесообразности их использования;  в решении задач синтеза по выбранному критерию дискретных стохастических систем, удовлетворяющих заданным ограничениям.
Математическое понятие Р-автомата формируется на понятиях, введенных для F-автомата. 







Пусть множество G, элементами которого являются всевозможные пары где xi и zs — элементы входного подмножества X и подмножества состояний Z соответственно . Если существуют две такие функции  и , то с их помощью осуществляются отображения  и , то говорят, что  определяет  конечный автомат детерминированного типа.

Введем более общую математическую схему. Пусть Ф — множество всевозможных пар вида (zk, yj), где yj — элемент выходного подмножества Y, т.е. . Пусть в любой элемент множества G индуцирует на множестве Ф некоторый закон распределения следующего вида (Табл. 6.4):
Таблица 6.4.
	Элементы 
из Ф
	•••
	(z1, y1)
	•••
	(z1, y2)
	•••
	(zK, yJ-1)
	(zK, yJ)

	(zk, yj)
	•••
	b11
	
	b12
	
	bk(j-1)
	bkj



     При этом ,  где bkj — вероятности перехода автомат в состояние zk и выдаче на выходе сигнала yj, если автомат был в состоянии z.S, и на его вход в  момент времени поступил сигнал хi. Число таких распределений, представленных в виде таблиц, равно числу элементов множества G.

 Обозначим множество этих таблиц через В. Тогда четверка элементов  называется вероятностным автоматом (Р-автоматом).
[bookmark: _Toc455761540]6.4.1. Вероятностный автомат Мили
Пусть элементы множества G индуцируют некоторые законы распределения на подмножествах Y и Z, которые можно представить соответственно в виде (Табл. 6.5)[65]:

Таблица 6.5
	Элементы из Y
	•••
	y1
	y2
	•••
	YJ-1
	y J

	

	•••
	q1
	q2
	•••
	q J-1
	q J

	Элементы из Z
	•••
	z1
	z2
	•••
	zK-1
	zK

	

	•••
	1
	2
	•••
	 K-1
	 K





При этом  и — вероятности перехода Р-автомата в состояние zk и выдачи выходного сигнала yk при условии, что Р-автомат находился в состоянии zS и на его вход поступил входной сигнал xt.

Если для всех k и j имеет место соотношение , то такой автомат называется вероятностным автоматом Мили. Представленное требование означает выполнение условия независимости распределений для нового состояния Р-автомата и его выходного сигнала.
[bookmark: _Toc455761541]6.4.2. Вероятностный автомат Мура
Пусть  выходной сигнал Р-автомата зависит лишь от того состояния, в котором находится автомат в данном такте работы, каждый элемент выходного подмножества Y индуцирует распределение вероятностей выходов, имеющее следующий вид (Табл. 6.6.):
Таблица 6.6
	Элементы из Ф
	•••
	yl
	у2
	•••
	yk-1         
	yk         

	(zk, yj)
	•••
	s1       
	S2
	•••
	SI-1
	SI




Здесь ,(6) где Si, — вероятность появления сигнала на выходе yi при условии, что Р-автомат находился в состоянии zk.
Частным случаем Р-автомата являются автоматы, у которых либо переход в новое состояние, либо выходной сигнал определяются детерминированно. Такой автомат называется Y-детерминированным вероятностным автоматом. 
Если состояние Р-автомата определяется детерменированно, то такой автомат называется  Z-детерминированным вероятностным автоматом.
Аналогично, Z-детерминированным вероятностным автоматом называется Р-автомат, у которого выбор нового состояния является детерминированным.
Рассмотрим пример Y-детерминированного Р-автомата.
Пусть Y -детерминированный Р-автомат, задан таблицей переходов (Табл. 6.7.)



Таблица 6.7
	zk
	zk

	
	z1
	z2
	
	zK-1
	zk

	z1
	p11
	p12
	
	p1(K-1)
	p1K

	z2
	p21
	P22
	
	p2(K-1)
	p2K

	
	
	
	
	p3(K-1)
	p3K

	zk
	pK1
	pK1
	
	pK(K-1)
	pK



где pij – вероятность перехода автомата из состояния zi в состояние zj

Можем записать 
 Таблица выходов представлена следующим образом (Табл. 6.8):
Таблица 6.8

	Z . . . . z1
	z2 . . . . zk-
	zk

	Y .... уi1      
	уi2 . . . yik-1       
	yik



Первую из этих таблиц можно представить в виде квадратной матрицы размерности К X К, которая называется матрицей переходных вероятностей или просто матрицей переходов Р-автомата. В общем случае  матрица переходов имеет вид


Для полного описания Y -детерминированного Р-автомата необходимо задать начальное распределение вероятностей вида (Табл.6.9).

Таблица 6.9

	Z . . . . z1
	z2 . . . . zk-
	zk

	D . . . . d1
	d2 . . . . dK-1
	dK


где dK — вероятность того, что в начале работы автомат находится в состоянии zk

При этом . 

Будем предполагать, что до начала работы (до нулевого такта времени) Р-автомат всегда находится в состоянии z0, в нулевом такте времени меняет свое состояние в соответствии с распределением D. Дальнейшая смена состояний Р-автомата определяется матрицей переходов РР. Информацию о начальном состоянии Р-автомата удобно внести в матрицу, увеличив ее размерность до  (10). При этом первая строка такой матрицы, сопоставляемая состоянию z0, будет иметь вид (0, dt, d2, ... ..., dK), а первый столбец будет нулевым.

 - сопоставляется со состоянием z0 .
Описанный У-детерминированный Р-автомат можно задать в виде ориентированного графа, вершины которого сопоставляются состояниям автомата, а дуги — возможным переходам из одного состояния в другое. Дуги имеют веса, соответствующие вероятностям перехода рij, а около вершин графа пишутся значения выходных сигналов, индуцируемых этими состояниями.

Рассмотрим следующий пример. 
Y-детерминированный Р-автомат задан матрицей (Табл. 6.10).
Начальное состояние
Матрица переходов


                                    

Таблица 6.10
	Z
	z0
	z1
	z2
	z3
	z4

	Y
	0
	0
	1
	1
	0



Граф переходов имеет вид (Рис.6.6).
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Рис.6.6. Граф переходов

Требуется оценить суммарные финальные вероятности пребывания этого Р-автомата в состояниях z2 и z3.
При использовании аналитического подхода можно записать известные соотношения из теории марковских цепей и получить систему уравнений для определения финальных вероятностей. Начальное состояние za можно не учитывать, так как начальное распределение не оказывает влияния на значения финальных вероятностей. Тогда имеем

 - матрица финальных состояний 
, где ck - финальная вероятность пребывания Р-автомата в состоянии zk.
Получаем систему уравнений


Добавим к этим уравнениям условие нормировки с1+с2 + с3 + с4 = 1. Тогда, решая систему уравнений, получим с1 = 5/23, с2=8/23, c3 = 5/23, с4 = 5/23. Таким образом, с2+с3= 13/23 =0,5652. Другими словами, при бесконечной работе заданного в этом примере Y-детерминированного Р-автомата на его выходе формируется двоичная последовательность с вероятностью появления единицы, равной 0,5652.
            Подобные Р-автоматы могут использоваться как генераторы марковских последовательностей, которые необходимы при построении и реализации процессов функционирования систем S или воздействий внешней среды Е.
          Для оценки различных характеристик исследуемых систем, представляемых в виде Р-схем, кроме рассмотренного случая аналитических моделей можно применять и имитационные модели, реализуемые, например, методом статистического моделирования.
[bookmark: _Toc455761542]6.5. Сети Петри
Сети Петри — аппарат для моделирования динамических дискретных систем (преимущественно асинхронных параллельных процессов). Сеть Петри определяется как четверка <Р,Т,I,O>, где Р и Т — конечные множества позиций и переходов, I и О — множества входных и выходных функций. Другими словами, сеть Петри представляет собой двудольный ориентированный граф, в котором позициям соответствуют вершины, изображаемые кружками, а переходам — вершины, изображаемые утолщенными черточками; функциям I соответствуют дуги, направленные от позиций к переходам, а функциям О — от переходов к позициям [50].
Как и в системах массового обслуживания, в сетях Петри вводятся объекты двух типов: динамические — изображаются метками (маркерами) внутри позиций и статические — им соответствуют вершины сети Петри.
Распределение маркеров по позициям называют маркировкой. Маркеры могут перемещаться в сети. Каждое изменение маркировки называют событием, причем каждое событие связано с определенным переходом. Считается, что события происходят мгновенно и разновременно при выполнении некоторых условий.
Каждому условию в сети Петри соответствует определенная позиция. Совершению события соответствует срабатывание (возбуждение или запуск) перехода, при котором маркеры из входных позиций этого перехода перемещаются в выходные позиции. Последовательность событий образует моделируемый процесс.
Вэ
Правила срабатывания переходов, конкретизируют следующим образом: переход срабатывает, если для каждой из его входных позиций выполняется условие , где  — число маркеров в i-й входной позиции,  — число дуг, идущих от i-й позиции к переходу; при срабатывании перехода число маркеров в i-й входной позиции уменьшается на  , а в j-й выходной позиции увеличивается на  где М — число дуг,  связывающих переход с j-й позицией.
На рис. 6.7 показан пример распределения маркеров по позициям перед срабатыванием, эту маркировку записывают в виде (2,2,3,1). После срабатывания перехода маркировка становится иной: (1,0,1,4)[73].
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Рис. 6.7.Фрагмент сети Петри

Можно вводить ряд дополнительных правил и условий в алгоритмы моделирования, получая ту или иную разновидность сетей Петри. Так, прежде всего полезно ввести модельное время, чтобы моделировать не только последовательность событий, но и их привязку ко времени. Это осуществляется приданием переходам веса — продолжительности (задержки) срабатывания, которую можно определять, используя задаваемый при этом алгоритм. Полученную модель называют временной сетью Петри.
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Если задержки являются случайными величинами, то сеть называют стохастической. В стохастических сетях возможно введение вероятностей срабатывания возбужденных переходов. Так, на рис. 6.8 представлен фрагмент сети Петри, иллюстрирующий конфликтную ситуацию — маркер в позиции  может запустить либо переход , либо переход . В стохастической сети предусматривается вероятностный выбор срабатывающего перехода в таких ситуациях.
Если задержки определяются как функции некоторых аргументов, которыми могут быть количества маркеров в каких-либо позициях, состояния некоторых переходов и т.п., то сеть называют функциональной.
[image: ]
Рис. 6.8. Конфликтная ситуация

Во многих задачах динамические объекты могут быть нескольких типов, и для каждого типа нужно вводить свои алгоритмы поведения в сети. В этом случае каждый маркер должен иметь хотя бы один параметр, обозначающий тип маркера. Такой параметр обычно называют цветом; цвет можно использовать как аргумент в функциональных сетях. Сеть Петри при этом называют цветной.
Среди других разновидностей сетей Петри следует упомянуть ипгибиторные сети, характеризующиеся тем, что в них возможны запрещающие (ингибигорные) дуги. Наличие маркера во входной позиции, связанной с переходом ингибиторной дугой, означает запрещение срабатывания перехода.
Введенные понятия поясним на следующих примерах.
Пример 6.2. Требуется описать с помощью сети Петри работу группы пользователей на единственной рабочей станции WS при заданных характеристиках потока запросов на пользование WS и характеристиках поступающих задач. Сеть Петри представлена на рис. 6.9.
Здесь переходы связаны со следующими событиями: — поступление запроса на использование WS, t2 — занятие станции, — освобождение станции,  — выход обслуженной заявки; позиция р4  используется для отображения состояния WS: если в р4 имеется метка, то WS свободна и пришедшая заявка вызывает срабатывание перехода t2; пока эта заявка не будет обслужена, метки в р4 не будет, следовательно, пришедшие в позицию рх запросы вынуждены ожидать срабатывания перехода 
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Рис. 6.9. Сеть Петри для примера 1
	г	г      г
Анализ сетей Петра. Анализ сложных систем на базе сетей Петри можно выполнять посредством имитационного моделирования СМО, представленных моделями сетей Петри. При этом задают входные потоки заявок и определяют соответствующую реакцию системы. Выходные параметры СМО рассчитывают путем обработки накопленного при моделировании статистического материала. Возможен и другой подход к использованию сетей Петри для анализа объектов, исследуемых на системном уровне. Он не связан с имитацией процессов и основан на исследовании таких свойств сетей Петри, как ограниченность, безопасность, сохраняемость, достижимость, живость.
Ограниченность (или К-ограниченностъ) имеет место, если число меток в любой позиции сети не может превысить значения К. При проектировании автоматизированных систем определение К позволяет обоснованно выбирать емкости накопителей. Возможность неограниченного роста числа меток свидетельствует об опасности неограниченного роста длин очередей.
Безопасность — частный случай ограниченности, а именно это 1-ограниченность. Если для некоторой позиции установлено, что она безопасна, то ее можно представлять одним триггером. Сохраняемость характеризуется постоянством загрузки ресурсов, т.е.


где  — число маркеров в i-ой позиции, , — весовой коэффициент.
Достижимость  характеризуется возможностью достижения маркировки  из состояния сети, характеризуемого маркировкой .
Живость сети Петри определяется возможностью срабатывания любого перехода при функционировании моделируемого объекта. Отсутствие живости означает либо избыточность аппаратуры в проектируемой системе, либо свидетельствует о возможности возникновения зацикливаний, тупиков, блокировок. В основе исследования перечисленных свойств сетей Петри лежит анализ достижимости.
Один из методов анализа достижимости любой маркировки из состояния — построение графа достижимости. Начальная вершина графа отображает , а остальные вершины соответствуют маркировкам. Дуга из  в  означает событие  и соответствует срабатыванию перехода t. В сложных сетях граф может содержать чрезмерно большое число вершин и дуг. Однако при построении графа можно не отображать все вершины, так как многие из них являются дублями (действительно, от маркировки  всегда порождается один и тот же подграф вне зависимости от того, из какого состояния система пришла в ). Тупики обнаруживаются по отсутствию разрешенных переходов из какой-либо вершины, т.е. по наличию листьев — терминальных вершин. Неограниченный рост числа маркеров в какой-либо позиции свидетельствует о нарушениях ограниченности.
Приведем примеры анализа достижимости.
Сеть Петри и граф достижимых разметок представлены на рис. 6.10.
На рисунке вершины графа изображены в виде маркировок, дуги помечены срабатывающими переходами. Живость сети очевидна, так как срабатывают все переходы, тупики отсутствуют.
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Рис. 6.10. Сеть Петри и ее граф достижимости для примера 1

Сеть Петри и граф достижимых разметок представлены на рис. 6.11.
Сеть, моделирующая двухпроцессорную вычислительную систему с общей памятью, является живой, все разметки достижимы.
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Рис. 6.11. Сеть Петри и ее граф достижимости для примера 2

[bookmark: _Toc455761543]6.6. Контрольные вопросы к пятой главе
1. Понятие об абстрактном автомате и индуцируемом им отображении.
2. Автоматные отображения и события.
3. Представление событий в автоматах.
4. Регулярные языки и конечные автоматы.
5. Основной алгоритм синтеза конечных автоматов.
6. Получение не полностью определенных автоматов.
7. Модель Мили.
8. Модель Мура.
9. Связь между моделями Мили и Мура.
10. Поясните особенности вероятностных автоматов.
11. Как отмечаются дуги вероятностного автомата?
12. Как составляются матрицы переходных вероятностей?
13. Дайте определение конечного недетерминированного  распознающего автомата.  
14. Какая информация содержится в матрице переходных вероятностей?
15.  Приведите пример  вероятностного  автомата.
16. Основные характеристики сетей Петри.
17. Способы представления сетей Петри.
18. Расширенные сети Петри.
19. Маркировка сетей Петри.
20. Работа сети Петри.
21. Построение графов сетей Петри.
[bookmark: _Toc455761544]7. ИНСТРУМЕНТАЛЬНЫЕ СРЕДЫ ИМИТАЦИОННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ СИСТЕМ
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[bookmark: _Toc455761546]7.1. Создание упрощенной модели системы связи в Simulink

Для имитационного моделирования систем связи и процессов происходящих в них используется Communication System Toolbox - набор инструментов (библиотеку блоков наиболее часто используемых для моделирования систем), расширяющий возможности Matlab в данной предметно-ориентированной области [1, 29, 34]. 
Communications System Toolbox содержит алгоритмы и инструменты для разработки, моделирования и анализа систем связи. Эти возможности реализованы в виде системных объектов и функций MATLAB и блоков Simulink. Сюда входят алгоритмы канального кодирования и кодирования источника, перемежения, модуляции, стабилизации, синхронизации, а также модели каналов связи. Имеются инструменты, предназначенные для анализа битовых ошибок, визуализации характеристик канала, построения глазковых диаграмм и констелляционных созвездий для модулированного сигнала. Адаптивные алгоритмы, входящие в Communications System Toolbox, позволяют моделировать динамические системы связи, в которых применяются такие техники как OFDM (Orthogonal frequency-division multiplexing — мультиплексирование с ортогональным частот- ным разделением каналов), OFDMA и MIMO (multiple input/multiple output — несколько входов/несколько выходов). Поддерживается работа с арифметикой с фиксированной точкой и генерация C- и HDL-кода.
Ключевые особенности:
· содержит алгоритмы, применяемые для проектирования физического уровня систем связи, включая кодирование источника сигналов, канальное кодирование, перемежение, модуляцию, модели каналов связи, MIMO, эквалайзеры и схемы синхронизации;
· предоставляет интерактивные средства визуализации для построения глазковых диаграмм, констелляционных созвездий и характеристик рассеивания в канале;
· предоставляет графический интерфейс для сравнения результатов моделирования и аналитических значений для коэффициента битовых ошибок (BER);
· моделирование с учетом наложения эффектов среды распространения сигнала, включая аддитивный белый шум Гаусса (AWGN), многолучевое замирание Релея, замирание по распределению Райса, многолучевое замирание в системах MIMO;
· содержит модели основных радиочастотных искажений, таких как нелинейность, фазовый шум, тепловой шум и фазовые и частотные сдвиги;
· алгоритмы доступны как функции и системные объекты MATLAB и блоки Simulink;
· поддерживается возможность ускорения процесса моделирования за счет переноса алгоритмов, требующих больших вычислительных затрат, на графический процессор;
· поддержка арифметики с фиксированной точкой и генерации C- и HDL-кода.
Покажем как можно быстро и легко собрать идеальную упрощенную модель системы связи в Simulink.
Работу с системами связи начнем с Simulink, интефрейс которого состоит из двух окон: это Simulink Library Brouser, где расположены блоки для построения моделей и осно самой модели где можно проводить моделирование и осуществлять визуальный контроль (рис. 7.1). 
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Рис.7.1. Рабочие окна Simulink

Также мы коснёмся инструмента BerTool, который позволяет оценивать вероятность битовой ошибки вмодели. 
Теперь перейдем  в Simulink и построим с нуля идеальную модель системы связи. 
Откроем окно Simulink Library Brouser в левой части которого представлен список расширений, которые доступны для и использования, а в правой части представлены блоки которые можно использовать для моделирования
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Рис. 7.2. Окно Simulink Library Brouser
Для того, чтобы начать построение модели нажмём на кнопку [image: ] и откроется окно модели untitled1-Simulink
Для начала настроим среду для работы с дискретными сигналами. Для это нажмем кнопку [image: ] (шестеренка) и откроется окно Configuration Parameters
Пропишем в настройках параметра Stop Time – inf, для того, чтобы моделирование шло до бесконечности и выберем решатель (Solver) discrete (no continuous states).Нажмём Applay и OK, чтобы применить изменения. 
Далее для построения модели нам необходимо перетащить блоки из Simulink Library Brouser в окно модели. Начнем с источника данных (будем использовать генератор случайной последовательности) [image: ].
Далее нам потребуется модулятор. Здесь мы будем использовать стандартный QPSK модулятор [image: ].
Также нам понадобится демодулятор [image: ]. Следующий элемент, который нам понадобится – это формирующий фильтр (будем использовать фильтр приподнятого косинуса) [image: ]. Обратите внимание, то нам понадобится два таких фильтра для приемной и передающей стороны соответственно. Также, естественно нам понадобится канал связи, будем использовать Гауссовский канал [image: ]. Также нам нужно будет необходимо оценивать модели и для этого нам понадобится счётчик битовой ошибки Error Rate Calculation[image: ], ., также мы будем наблюдать за фазовым созвездием Constellation Diagram. Также ждя отображения результатов моделирования нам понадобится анализатор спектра Spectrum Analyse. Также нам понадобится блок поиска задержки между приёмной и передающей стороной Find Delay. также мы будем наблюдать за фазовым созвездием Constellation Diagram. [image: ]. Также для отображения результатов моделирования нам понадобится анализатор спектра Spectrum Analyse [image: ].
 Также нам понадобится блок поиска задержки между приёмной и передающей стороной Find Delay [image: ].
Теперь все блоки есть в наличии, и мы можем их соединять и настраивать нашу модель (рис. 7.3).
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Рис.7.3. Модель системы связи

Чтобы блок подсчёта вероятности битовой ошибки посчитал количество ошибочных бит необходимо на его вход подать сигнал с передающей стороны и результат демодуляции на приёмной стороне. Также у нас есть блок Find Delay, который подсчитывает задержку между приемной и передающей стороной и вывести эту ошибку на дисплей и такой же дисплей нам понадобится для счетчика вероятности битовой ошибки, однако для адекватного отображения этих данных в настройках блока  Error Rate Calculation надо настроить, чтобы эти данные выводились не в Workspase, а в порт. Также мы подключаем наши средства визуального контроля (Constellation Diagram и Spectrum Analyse) [56]. 
Теперь мы можем приступить к настройке параметров каждого блока. 
1. В источнике случайной последовательности (рис.7.4) нам необходимо установить значения Sample time – это обратная величина частоты дискретизации, это будет Sample time для символа, а не для чипа, которая будет в два раза быстрее, так как мы  используем QPSK – модуляцию, итак в поле Sample time заносим значение 1/200e/2. Так же нам необходимо задать размер фрейма (Samples per frame) – 100 символов. Далее нажмём Applay (применить).
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Рис. 7.4. Настройка блока источника случайной 
последовательности Bernouilli Binary Generator

2. Дальше перейдем к QPSK- модулятору. Здесь нужно настроить, чтобы на вход QPSK-модулятор принимал биты (рис.7.5).
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Рис. 7.5. Настройка блока QPSK- модулятора

3. Фильтр приподнятого косинуса для передающей стороны содержит коэффицент интерполяции (Output samples per symbol), длину фильтра (Filter span in symbols) и т.д. Здесь менять ничего не будем (рис. 7.6).
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Рис. 7.6. Настройка блока Фильтр приподнятого косинуса

4. Настроим теперь канал связи. Отношение сигнал шум  выберем достаточно большим – 15 дБ. Количество бит на символ (Number of bits per symbol) у нас 2 (так как QPSK-модуляция), относительный уровень сигнала (input signal power, referenced to 1 ohm (watts)) будет 1/8, такой же как коэффициент интерполяции использованный в фильтре и период символов у нас 1/200e3 (рис. 7.7).
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Рис. 7.7. Настройка канала связи
На приёмной стороне настройка блоков происходит аналогично описанному подходу выше.
Запустим нашу модель, нажав на кнопку RUN (рис.7.8).
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Рис. 7.8. Визуализация модели – работа блоков
 Spectrum Analyzer и Constellation Diagram

 У нас откроются средства просмотра. Здесь мы видим спектр сигнала, фазовые созвездия, однако нас больше интересует правая сторона модели где осуществляется подсчёт битовой ошибки (рис. блока 7.10)- верхнее окошко – отношение ошибочных бит к переданным, посередине – количество ошибочных бит и самое нижнее окно- это количество переданных бит.
Как видим вначале вероятность ошибки у нас 50%. Поскольку задержка между приёмной и передающей стороной 20 отсчётов, так как у нас каждый фильтр, который находтся в модели имеет количество коэффициентов 10 и мы не учли это в блоке подсчёта битовых ошибок. Давайте это сделаем в окне Error Rate Calculation укажем значение 20 (рис.7.9). и запустим модель снова (рис. 7.10). 
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Рис. 7.9. Изменение задержки между приёмной и передающей стороной в модуле Error Rate Calculation

[image: ]
Рис. 7.10.Изменения вероятности битовой ошибки

Теперь, обращая внимание на блок Error Rate Calculation мы видим что вероятность ошибки -0, так как ни одного ошибочного бита не было зафиксировано. 
Теперь изменим отношение  сигнал шум  для того чтобы проанализировать насколько корректно работает наша модель (поставим рис. 7.11) и снова кнопкой RUN запустим модель. 
 [image: ]
Рис. 7.11. Изменение соотношения сигнал шум

Давайте некоторое время промоделируем, чтобы у нас накопилось достаточное количество статистики. Остановим модель (рис.7.12).
[image: ]
Рис. 7.12. Накопление статистики, после внесения 
изменений в модель

 Как видно мы передали десять миллионов отсчётов, этого должно быть достаточно. 
Как теперь понять, что мы сделали все правильно. Давайте теперь перейдем в Matlab. Там во вкладке Apps имеется специальное приложение Bit Error Rate Analysys (рис.7.13). 
[image: C:\Users\Администратор\YandexDisk\Скриншоты\2016-07-02_21-54-23.png]
Рис. 7.13. Настройки инструмента Bit Error Rate Analysys

Здесь коснемся теоретической оценки (вкладка Theoretical) Здесь можно указать отношение сигнал/шум, канал связи (Channel type), вид модуляции (Modulation type), кодирование (Channel coding) и нажав Plot мы получим теоретическую зависимость битовой шибки от отношения сигнал шум (Рис. 7.14).
[image: C:\Users\Администратор\YandexDisk\Скриншоты\2016-07-02_21-56-34.png]
Рис. 7.14. Аппроксимация теоретической зависимости 
отношения сигнал шум и Вer
Увеличим график до значения по абсциссе  и мы видим, что это значение чуть больше 3,8*10-6  и если мы вернемся в нашу модель то первая цифра на Display 1 будет 3,4*10-6, т.е. если мы проведем достаточно длинное моделирование мы приблизимся к теоретическому значению битовой ошибки.
[bookmark: _Toc455761547]7.2. Разработка системы передачи данных на языке GPSS World
Рассмотрим задачу анализа СМО в следующей постановке [7]: Система передачи данных обеспечивает передачу пакетов данных из пункта А в пункт С через транзитный пункт В. В пункт А пакеты поступают в среднем через 10 ± 5 мс. (закон распределения экспоненциальный). Здесь они буферируются в накопителе емкостью 10 пакетов и передаются по любой из двух линий равновероятно АВ1— за время 18± 7 мс или АВ2 — за время 20 ± 5 мс. В пункте В они снова буферируются в накопителе емкостью 10 пакетов и далее передаются по линиям ВС1 (за 25 ± 3 мс) и ВС2 (за 15 ± 5 мс). Причем пакеты из АВ1 поступают в ВС1, а из АВ2— в ВС2. При поступлении пакетов, когда буфер заполнен полностью – пакеты считаются потерянными. 
Смоделировать прохождение через систему передачи данных 500 пакетов. В случае возможности переполнения буферов  в пунктах А и В определить необходимое для нормальной работы пороговое значение емкости накопителя.
Для того, чтобы составить модель системы нам нужно разобраться в том, как она работает и по какому принципу перемещаются пакеты в системе.
Пакеты поступают в систему и буферизуются в накопителе в пункте A, если там есть места. Если места нет, пакет теряется. Из пункта A с вероятностью 0,5 заявки идут по линии AB1 или по линии AB2 в пункт B, где пытаются встать в накопитель. Если места в накопителе нет, пакет теряется. Из пункта B пакет передается в пункт C, причём пакеты, переданные по линии AB1, передаются по BC1, а переданные по AB2 – по BC2 (эта особенность показана на схеме пунктирными линиями). Все это можно увидеть на рисунке 7.15.

[image: ]
Рисунок 7.15.Q-схема системы
В соответствии с Q-схемой можно составить блок схему, которая изображена на рис. 7.16.
[image: ]
Рисунок рис. 7.16. Блок схема системы.


Текст GPSS – программы
Generate 10,5; входной поток
QUEUE paket; очередь для определения времени жизни пакета
TEST L Q$NAK,10,err1_gbye; определение, не переполнен ли накопитель 1
QUEUE NAK; поставить в накопитель 1
transfer 0.5,ab1,ab2;равновероятная передача по любой из двух линий

ab1 seize line_ab1; занять линию ab1
depart nak; убрать из накопителя
advance 18,7; передать
release line_ab1; освободить линию
TEST L Q$buf,10,err2_gbye; определение, не переполнен ли накопитель 2
QUEUE buf; поставить в накопитель 2

seize line_bc1;занять линию bc1
depart buf; убрать из накопителя
advance 25,3; передать
release line_bc1; освободить линию bc1
transfer ,gbye; заявка дошла

; то же самое для линии ab2 и bc2
ab2 seize line_ab2
depart nak
advance 20,5
release line_ab2
TEST L Q$buf,10,err2_gbye
QUEUE buf

seize line_bc2
depart buf
advance 15,5
release line_bc2
transfer ,gbye
err1_gbye QUEUE err1; очередь подсчета потерянных из-за переполнения накопителя 1
transfer ,gbye
err2_gbye Queue err2; очередь подсчета потерянных из-за переполнения накопителя 2
gbye Depart Paket; пакет выходит из системы
terminate 1
start 500
 Проведение моделирования и анализ результатов

В результате моделирования получаем отчет, приведенный ниже.

Tuesday, May 17, 2016 22:09:30  

          START TIME           END TIME  BLOCKS  FACILITIES  STORAGES
          0.000           5136.803                  32                   4          0


              NAME                       VALUE  
          AB1                             6.000
          AB2                            17.000
          BUF                           10004.000
          ERR1                         10007.000
          ERR1_GBYE             28.000
          ERR2                          10008.000
          ERR2_GBYE             30.000
          GBYE                         31.000
          LINE_AB1                 10003.000
          LINE_AB2                 10002.000
          LINE_BC1                 10006.000
          LINE_BC2                 10005.000
          NAK                           10001.000
          PAKET                       10000.000

LABEL                     LOC  BLOCK TYPE     ENTRY COUNT CURRENT COUNT RETRY
                    1    GENERATE            514                                           0       0
                    2    QUEUE                   514                                           0       0
                    3    TEST                       514                                           0       0
                    4    QUEUE                   511                                           0       0
                    5    TRANSFER            511                                            2       0
AB1                             6    SEIZE                      257                                            0       0
                    7    DEPART                 257                                            0       0
                    8    ADVANCE             257                                            1       0
                    9    RELEASE               256                                            0       0
                   10    TEST                      256                                            0       0
                   11    QUEUE                  214                                            9       0
                   12    SEIZE                     205                                            1       0
                   13    DEPART                204                                            0       0
                   14    ADVANCE            204                                            0       0
                   15    RELEASE              204                                            0       0
                   16    TRANSFER           204                                            0       0
AB2                             17    SEIZE                   252                                             0       0
                   18    DEPART               252                                             0       0
                   19    ADVANCE            252            		       1       0
                   20    RELEASE              251            		       0       0
                   21    TEST                     251           		       0       0
                   22    QUEUE                 166          		       0       0
                   23    SEIZE                    166          		       0       0
                   24    DEPART               166          		       0       0
                   25    ADVANCE           166            		       0       0
                   26    RELEASE             166            	                       0       0
                   27    TRANSFER          166         		       0       0
ERR1_GBYE              28    QUEUE                    3         		       0       0
                   29    TRANSFER             3       			       0       0
ERR2_GBYE              30    QUEUE                 127          		       0       0
GBYE                         31    DEPART               500          		       0       0
                   32    TERMINATE        500         		       0       0

FACILITY         ENTRIES  UTIL.   AVE. TIME AVAIL. OWNER PEND INTER RETRY DELAY
 LINE_AB2           252        0.981      20.002          1            508        0         0           0           2
 LINE_AB1           257        0.868      17.354          1            512        0         0           0           0
 LINE_BC2           166        0.478      14.805          1              0          0         0           0           0
 LINE_BC1           205        0.990      24.809          1            487        0         0           0           9


QUEUE              MAX CONT. ENTRY ENTRY(0) AVE.CONT. AVE.TIME   AVE.(-0) RETRY
 PAKET                   24   14       514           3           17.407         173.964          174.985      0
 NAK                       10    2        511         47            6.206           62.389           68.709        0
 BUF                       10    10       380        148           7.883          106.559          174.537      0
 ERR1                       3    3          3            0              1.321         2262.663        2262.663     0
 ERR2                     127  127    127           0             49.265        1992.618         1992.618    0


CEC XN   PRI          M1      ASSEM  CURRENT  NEXT  PARAMETER    VALUE
       487     0        4849.312    487            12              13


FEC XN   PRI         BDT      ASSEM  CURRENT  NEXT  PARAMETER    VALUE
   515        0        5138.721      515               0             1
   512        0        5148.770      512               8             9
   508        0        5155.116      508              19           20
Из отчета видно, что при обработке 500 заявок на втором буфере возникла очень большая потеря данных, что говорит о том, что емкость буфера в 10 ячеек очень мала и ее необходимо значительно увеличить, но и в первом буфере есть потери, а значит и его необходимо увеличивать [52].
В задаче было необходимо улучшить работу программы с помощью увеличения буферов, не трогая остальные параметры. Это и было сделано в следующей программе. Размеры буферов увеличивались, пока количество потерянных кадров не стала равна нулю.

Generate 10,5; входной поток
QUEUE paket; очередь для определения времени жизни пакета
TEST L Q$NAK,29,err1_gbye; определение, не переполнен ли накопитель 1
QUEUE NAK; поставить в накопитель 1
transfer 0.5,ab1,ab2; равновероятная передача по любой из двух линий

ab1 seize line_ab1; занять линию ab1
depart nak; убрать из накопителя
advance 18,7; передать
release line_ab1; освободить линию
TEST L Q$buf,51,err2_gbye; определение, не переполнен ли накопитель 2
QUEUE buf; поставить в накопитель 2

seize line_bc1;занять линию bc1
depart buf; убрать из накопителя
advance 25,3; передать
release line_bc1; освободить линию bc1
transfer ,gbye; заявка дошла

; то же самое для линии ab2 и bc2
ab2 seize line_ab2
depart nak
advance 20,5
release line_ab2
TEST L Q$buf,51,err2_gbye
QUEUE buf

seize line_bc2
depart buf
advance 15,5
release line_bc2
transfer ,gbye
err1_gbye QUEUE err1; очередь подсчета потерянных из-за переполнения накопителя 1
transfer ,gbye
err2_gbye Queue err2; очередь подсчета потерянных из-за переполнения накопителя 2
gbye Depart Paket; пакет выходит из системы
terminate 1
start 500
В результате моделирования был получен следующий отчет. 
        
      GPSS World Simulation Report - Untitled Model 1.39.1


                   Tuesday, May 17, 2016 22:48:00  

           START TIME           END TIME  BLOCKS  FACILITIES  STORAGES
                0.000           5663.705    32        4          0


              NAME                       VALUE  
          AB1                             6.000
          AB2                            17.000
          BUF                         10004.000
          ERR1                        UNSPECIFIED
          ERR1_GBYE                28.000
          ERR2                        UNSPECIFIED
          ERR2_GBYE               30.000
          GBYE                           31.000
          LINE_AB1                   10003.000
          LINE_AB2                   10002.000
          LINE_BC1                   10006.000
          LINE_BC2                   10005.000
          NAK                             10001.000
          PAKET                        10000.000


 LABEL              LOC  BLOCK TYPE     ENTRY COUNT CURRENT                   COUNT RETRY
                  	 1    GENERATE           574                                                             0       0
                   	 2    QUEUE                   574     				0       0
                  	 3    TEST                       574    			                  0       0
                    	 4    QUEUE                   574  			                  0       0
                   	 5    TRANSFER            574            		                 21      0
 AB1              	 6    SEIZE                      278            		                   0      0
                   	 7    DEPART                 278           		                   0      0
                  	 8    ADVANCE             278           		                   1      0
                  	 9    RELEASE               277             		                   0      0
                  	10    TEST                      277            		                   0      0
                  	11    QUEUE                  277            		                 50      0
                  	12    SEIZE                     227             		                  0       0
                   	13    DEPART                227             		                  0       0
                  	14    ADVANCE            227            		                  1       0
                   	15    RELEASE              226             		                  0       0
                  	16    TRANSFER           226             		                  0       0
AB2            	17    SEIZE                    275            		                  0       0
                  	18    DEPART               275             		                  0       0
                   	19    ADVANCE           275             		                  1       0
                  	20    RELEASE             274             		                  0       0
                   	21    TEST                     274             		                  0       0
                  	22    QUEUE                 274             	 	                  0       0
                   	23    SEIZE                    274             		                  0       0
                  	24    DEPART               274             		                  0       0
                   	25    ADVANCE           274  			                    0       0
                   	26    RELEASE             274             			  0       0
                   	27    TRANSFER          274             			  0       0
ERR1_GBYE             28    QUEUE                    0             			  0       0
                  	29    TRANSFER             0             			  0       0
ERR2_GBYE             30    QUEUE                    0             			  0       0
GBYE                         31    DEPART               500             			  0       0
                                    32    TERMINATE       500             			  0       0


FACILITY         ENTRIES  UTIL.   AVE. TIME AVAIL. OWNER PEND INTER RETRY DELAY
 LINE_AB2           275       0.983      20.245            1              532         0            0         0            19
 LINE_AB1           278       0.894      18.206            1              570         0            0         0              2
 LINE_BC2           274       0.728      15.053            1                  0         0             0        0              0
 LINE_BC1           227       0.991      24.725            1               473        0             0        0            50


QUEUE              MAX CONT. ENTRY ENTRY(0) AVE.CONT. AVE.TIME   AVE.(-0) RETRY
 PAKET              77         74       574           0               41.379         408.292    408.292                 0
 NAK                  29         21       574          42              19.631         193.698    208.990                 0
 BUF                   51        50        551         243             18.153         186.590    333.803                 0


FEC XN   PRI         BDT      ASSEM  CURRENT  NEXT  PARAMETER    VALUE
   575         0        5667.077    575              0                  1
   532         0        5668.845    532             19                20
   570         0        5670.107    570             8                   9
   473         0        5678.986    473             14                15

Из отчета видно, что параметры ERR1 и ERR2 пропали, а значит, потерь пакетов нет, этого удалось добиться при минимальных размерах буферов: первый- 29 ячеек, а второй- 51 ячейку.

[bookmark: _Toc455761548]7.3. Модель функционирования направления связи
[bookmark: _Toc455761549](на примере AnyLogic)
[bookmark: _Toc455761550]7.3.1. Постановка задачи
[bookmark: bookmark39]Направление связи состоит из двух каналов (основного и резервного) и общего входного буфера емкостью на Еmk сообщений [6,8].
На направление поступают два потока сообщений с экспоненциально распределенными интервалами времени, средние значения которых Т1 = 3 мин и Т2 = 4 мин. При нормальной работе сообщения передаются по основному каналу. Время передачи одного сообщения распределено по экспоненциальному закону со средним значением Т3 = 2 мин.
В основном канале происходят сбои через интервалы времени, распределенные по экспоненциальному закону со средним значением Т4 = 15 мин. Если сбой происходит во время передачи, то сообщение теряется. За время Т5 = 5 с запускается резервный канал, который передает сообщения, начиная с очередного. Время передачи одного сообщения распределено по экспоненциальному закону со средним значением Т6 = 3 мин.
Основной канал восстанавливается. Время восстановления канала подчинено экспоненциальному закону со средним значением Т7 = 2 мин. После восстановления резервный канал выключается и основной канал продолжает работу с очередного сообщения.
Необходимо разработать имитационную модель и провести исследование функционирования направления связи в течение 2 ч.
[bookmark: bookmark40]Определить: рациональную емкость накопителя; загрузку основного и резервного каналов связи; вероятности передачи сообщений потока 1 и потока 2; вероятность передачи сообщений направлением связи в целом.
Направление связи представляет собой систему массового обслуживания разомкнутого типа с ожиданием и с отказами из-за ограниченной ёмкости входного буфера. А также с выходами из строя (временного не функционирования) основного канала.
В модели сообщения следует представлять заявками, основной и  резервный  канал  —  одноканальными  устройствами  (ОКУ), входной буфер (накопитель) — очередью. В очереди следует использовать дисциплину обслуживания FIFO.
Введём масштабирование: 1 единица модельного времени соответствует 1 с, то есть, например, время моделирования равно 2 часам, тогда 2*60*60 = 7200 единиц модельного времени. Аналогично Т1 = 120, Т2 =240 и т.д.
	Декомпозиция системы и состав сегментов модели определяются разработчиком.
[bookmark: bookmark41]	Введём в модели функционирования направления связи следующие сегменты: исходные данные; источники сообщений; буфер, основной и резервный каналы связи; имитатор отказов основного канала; результаты моделирования.

[bookmark: _Toc455761551]7.3.2. Модель направления связи в AnyLogic.
[bookmark: _Toc455761552]Исходные данные

[bookmark: bookmark42]Для ввода исходных данных используем элементы Параметр.
1. Выполните команду Файл/Создать/Модель на панели инструментов.
2. В поле Имя модели диалогового окна Новая модель введите Направление связи. Выберите каталог, в котором будут сохранены файлы модели. Щёлкните кнопку Готово.
3. Полагаем вначале, что все сегменты модели мы сможем разместить так, что они будут видны в ходе работы модели. В Палитре выделите Презентация.
4. Перетащите элемент Скругленный прямоугольник для размещения элементов исходных данных.
5. На странице Местоположение и размер панели Свойства: введите: X: 630, Y: 20, Ширина: 320, Высота: 280.
6. Перетащите элемент text и на странице Текст панели Свойства вместо text введите Исходные данные.
7. В Палитре выделите Основная. Перетащите элементы Параметр на элемент с именем Исходные данные. Разместите их и дайте имена так, как показано на рис. 7.17. Значения свойств установите согласно табл. 7.1.
Замечание. В данной модели (а это возможно и в любых других моделях) все идентификаторы на русском языке.
[image: ]
Рис.7.17. Размещение элементов для ввода исходных данных
Таблица 7.1

	Параметр

	Имя
	Тип
	Значение
по умолчанию

	интер сообщ потока1
интер сообщ потока2
	double
double
	180
240

	ёмкость_буфера
	int                                 5
	5

	время передачи осн кан время передачи_рез кан
	double
double
	120
180

	время_вкл_рез_кан
	double                             10
	10

	[bookmark: bookmark43]времянаработказоснкан время восстан оси кан
	double
double
	900
120


7.3.3. [bookmark: _Toc455761553]Вывод результатов моделирования

Для вывода результатов моделирования используем элемент Переменная.
1. В Палитре выделите Презентация. Перетащите элемент Скругленный прямоугольник для размещения элементов Переменная.
2. На странице Местоположение и размер панели Свойства: введите: X: 470, Y: 330, Ширина: 490, Высота: 320.
3. Перетащите элемент text и на странице Текст панели Свойства вместо text введите Результаты моделирования.
4. В Палитре выделите Основная. Перетащите элементы Переменная. Разместите их и дайте им имена так, как показано на рис. 3.2. Тип всех переменных double, кроме переменной — текущая ёмкость буфера. Её тип — int.

7.3.4. [bookmark: _Toc455761554]Построение событийной части модели

В событийную часть модели, к построению которой мы приступаем, включим указанные ранее три сегмента (кроме исходных данных и результатов моделирования).
1. В Палитре выделите Презентация. Перетащите три элемента Прямоугольник и разместите так, как на рис.7.18.
2. На странице Местоположение и размер панели Свойства: для размещения объектов имитации источников сообщений введите: X: 20, Y: 20, Ширина: 150, Высота: 190.
3.  Для размещения объектов имитации буфера, основного и резервного каналов введите: X: 190, Y: 20, Ширина: 370, Высота: 200.

[image: ]
Рис.7.18. Размещение элементов для вывода результатов моделирования
[image: ]
Рис. 7.19. Элементы для размещения сегментов событийной части


4.	Для размещения объектов имитации отказов основного канала введите: X: 20, Y: 350, Ширина: 380, Высота: 130.
[bookmark: bookmark45]5.	Перетащите также три элемента text и на странице Текст панели Свойства вместо text каждого элемента введите названия, показанные на рис. 7.19.
Сегмент Источники сообщений предназначен для имитации поступления сообщений, счета суммарного количества поступающих сообщений на направление связи и по потокам 1 и 2.
1. В Палитре выделите Библиотека моделирования процессов.
2. Перетащите два объекта source на диаграмму типа агента Main и разместите в прямоугольнике с именем Источники сообщений. Для записи и хранения параметров сообщений в дополнительные поля заявок нужно создать новый тип заявки. Создайте тип заявки Message.
3. В панели Проект щёлкните правой кнопкой мыши элемент модели верхнего уровня дерева и выберите Создать Java класс.
4. Появится диалоговое окно Новый Java класс. В поле Имя: введите имя нового класса Message.
5. В поле Базовый класс: выберите из выпадающего списка Entity в качестве базового класса. Щёлкните кнопку Далее.
6. Появится вторая страница Мастера создания Java класса. Добавьте следующее поле Java класса, которое потребуется в дальнейшем для разделения переданного направлением потока сообщений на поток 1 и поток 2: int  numPotok
8. Оставьте выбранными флажки Создать конструктор и Создать метод toString().
9. Щёлкните кнопку Готово. Появится редактор кода и автоматически созданный код вашего Java класса. Закройте код.
10. Теперь нужно преобразовать Java класс в тип агента. Для этого щёлкните правой кнопкой мыши в панели Проект только что созданный Java класс и в контекстном меню выберите Преобразовать Java класс в тип агента.

11. Появится окно c автоматически созданными параметрами нового типа заявок Detail.
12. Выделите последовательно первый и второй объекты sourсe. На странице Основные панели Свойства установите их свойства согласно табл. 7.2.
Сегмент Буфер, основной и резервный каналы предназначен для приёма поступающих сообщений, имитации передачи их, счета переданных и потерянных сообщений, расчета вероятности передачи сообщений.
1. В Палитре выделите Библиотеку моделирования процессов.
2. Перетащите на диаграмму Main и разместите в прямоугольнике с именем Буфер, основной и резервный каналы объекты, показанные на рис. 7.20. Соедините их между собой, а также с объектами сегмента Источники сообщений.
Таблица 7.2
Свойства объектов source

	Имя
	Свойства
	Значения

	Поток 1
	Отображать имя Тип заявки
Прибывают 
согласно
Время между прибытиями Новая заявка Действия 
При выходе:
	Установите флажок 
Message

Времени между прибытиями
exponential(1/интер_сообщ
потока1)
Message

entity.numPotok = 1; 
поступило_сообщ_потока1++; 
всего_сообщ_поступило++;

	Поток 2
	Отображать имя Тип заявки Прибывают 
согласно
Время между прибытиями Новая заявка Действия 
При выходе:
	Установите флажок 
Message

Времени между прибытиями
exponential(1/интер_сообщ_
потока2)
Message

entity.numPotok = 2;
поступило_сообщ_потока2++; всего_сообщ_поступило++;


3. Объект source вам известен. Объект hold из Библиотеки моделирования процессов нет. Он блокирует/разблокировывает поток заявок на определенном участке блок-схемы. Если объект находится в заблокированном состоянии, то заявки не будут поступать на его входной порт, и будут ждать, пока объект не будет разблокирован.
4. Состоянием объекта можно управлять программно с помощью метода setBlocked(). Метод блокирует входной порт, если в качестве значения аргумента передано true, и разблокиро-вывает его при передаче аргумента false.
5. Метод isBlocked() возвращает true, если входной порт заблокирован. Если порт не заблокирован — возвращает false. Мы в дальнейшем воспользуемся этими методами.
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Рис. 7.20. Объекты двух сегментов модели
6.   Последовательно   выделите   объекты   и   установите   им свойства согласно табл. 7.3.
Таблица 7.3
	Свойства
	Значение

	Имя
	Буфер

	Отображать имя
	Установить флажок

	Тип заявки
	Message

	Вместимость
	ёмкость буфера

	Действия При входе:
	текущая_ёмкость_буфера=буфер.size();

	Действия При выходе:
	текущая_ёмкость_буфера=буфер.size();

	Разрешить вытеснение
	Установить флажок

	Имя
	holdl

	Отображать имя
	Установить флажок

	Тип заявки
	Message

	Изначально заблокирован
	Установить флажок

	Имя
	hold

	Тип заявки
	Message

	Имя
	потер сообщ буфер

	Отображать имя
	Установить флажок

	Тип заявки
	Message

	Действия При входе:
	if (entity.numPotok == 1)

	
	потеряно сообщ потока1 ++;

	
	if (entity.numPotok == 2)

	
	потеряно сообщ потока2 ++;

	
	всего потеряно сообщ ++;

	Имя
	основной канал

	Отображать имя
	Установить флажок

	Тип заявки
	Message

	Тип
	Определённое время


Окончание табл.7.3

	Время задержки 
Вместимость 
Включить сбор 
статистики
	exponential(1/время_передачи_осн_кан) 1
Установить флажок

	Имя
Отображать имя
Тип заявки
Вместимость
Тип
Время задержки
Действия При входе:




Действия При выходе: 
Включить 
сбор статистики
	резерв_канал
Установить флажок
Message
1
Определённое время
exponential(1/время_передачи_рез_кан)
if (а==0)
в = время_передачи_рез_кан;
if (а==1)
{в = время_передачи_рез_кан +
время_вкл_рез_кан;а=0;}
if(hold.isBlocked()==true) hold1.setBlocked(false);
Установить флажок

	Имя
Отображать имя 
Тип заявки 
Действие при входе
	sink
Установить флажок Message
if (entity.numPotok == 1) 
{передано_сообщ_потока1 ++; 
вероятность_передачи_сообщ_потока1 = передано_сообщ_потока1
/поступило_сообщ_потока1;}
if (entity.numPotok == 2)
{передано_сообщ_потока2 ++;
ВероятНость_передачи_сообщ_потока2 
= передано_сообщ_потока2 
/поступило_сообщ_потока2;}
всего_передано_сообщ ++;
вероятность_передачи_сообщ = всего_передано_сообщ /всего_сообщ_поступило; 
вероятность_потери_сообщ = 1-вероятность_передачи_сообщ;



Сегмент Имитатор отказов основного канала связи предназначен для розыгрыша интервала времени до очередного отказа, блокирования основного канала, разблокирования резервного канала, имитации восстановления основного канала, его разблокирования и блокирования резервного канала.
Сегмент построен из объектов и элементов, показанных на рис. 7.21. Идея его работы заключается в следующем. Генератор вырабатывает одну заявку, и становится неактивным. Заявка поступает на объект задержки, разыгрывающий время до очередного отказа. После этого заявка поступает на второй объект задержки, имитирующий время восстановления основного канала.
C выхода второго объекта задержки заявка поступает опять на вход первого объекта задержки. Процесс имитации отказов повторяется в цикле.
Аналогичным образом построен сегмент имитации отказов основного канала и в GPSS-модели.
Если построить сегмент так, что время до очередного отказа будет разыгрывать генератор, то это не логично, так как при таком варианте отсчет времени до очередного отказа не будет начинаться от момента окончания восстановления канала. Возникнут ситуации, когда очередной отказ придется на время, когда идет процесс восстановления канала.
Постройте сегмент имитации отказов основного канала связи.
1. Перетащите из Библиотеки моделирования процессов source и два объекта delay, соедините их как на рис.7.21.
2. Последовательно выделите и установите свойства объектов согласно табл. 7.4.
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Рис. 7.21. Сегмент имитации отказов основного канала связи

Таблица 7.4

	             Свойства                                        Значение

	Имя
Отображать имя
Тип заявки
Прибывают согласно Интенсивность прибытия 
Ограниченное количество прибытий 
Количество заявок, прибывающих за один раз
	source
Установить флажок 
Agent
Интенсивности 
1

Установить флажок

1



	Имя
Отображать имя
Тип заявки
Тип
Время задержки


Вместимость 
Действия 
При выходе:






Включить сбор 
статистики
	розыгрыш_инт_до_отказа Установить флажок 
Agent
Определённое время 
exponential
(1/время_нараб_отказ_осн_кан)
 1
hold.setBlocked(true); 
if(основной_канал.size()!=0) 
{основной_канал.remove
((Message) 
основной_канал.get(0)); всего_потеряно_сообщ ++;} hold1.setBlocked(false); а=1; 

Установить флажок

	Имя
Тип заявки
Тип
Время задержки

Вместимость 
Действия При выходе:


Включить сбор 
статистики
	имитация_восст_осн_кан
Agent
Определённое время
exponential
(1/время_восстан_осн_кан)
1
hold.setBlocked(false);

hold1.setBlocked(true);


Установить флажок


Обратим внимание на переменные а и в, предназначенные для организации включения резервного канала таким образом, чтобы время на включение учитывалось только при поступлении первого сообщения на резервный канал. При последующих поступлениях это время не учитывается. И это каждый раз повторяется при выходе из строя основного канала, так как после восстановления основного канала резервный канал выключается. Резервный канал выключается, но передача сообщения по нему, если это было в момент включения в работу основного канала, продолжается. Таким образом, какое-то время каналы работают параллельно. Потерь сообщений при выключении резервного канала нет.
Также организовано и в GPSS-модели, но для этого использована сохраняемая ячейка Kont.
[bookmark: bookmark48]В модели AnyLogic после занятия сообщением резервного канала элемент hold1 блокируется. Может быть так, что в процессе передачи сообщения резервным каналом возобновит работу основной канал, то есть элемент hold будет разблокирован, и сообщения пойдут на основной канал. Чтобы такая ситуация учитывалась и в GPSS-модели, в нее добавлена команда UNLINK Nak,Prov3,l выводящая из буфера очередное сообщение на основной канал, не дожидаясь окончания передачи сообщения резервным каналом.
[bookmark: _Toc455761555]7.3.5. Отладка модели
Запустите только что созданную модель Направление_связи.
После запуска, если вы все рекомендации выполнили корректно, сразу появится сообщение об ошибке (рис. 7.22). Согласно ему к выходному порту корневого объекта буфер. out подключены два входных порта корневых объектов holdl. in и hold. in.
Разрешается соединять несколько выходных портов с одним входным и наоборот. 
Если несколько выходных портов соединены с одним входным портом, и сразу несколько объектов хотят передать заявку, выбор будет произведен «справедливым» образом, согласно циклическому (round-robin) алгоритму, реализованному во входном порте.
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Рис. 7.22. Сообщение об ошибке подключения портов 107

Если один выходной порт соединен с несколькими входными портами, и сразу несколько портов готовы принять заявку, то тот порт, куда она будет переслана, будет выбираться согласно определенному порядку. Этот выбор будет зависеть от того, как исполняющий модуль AnyLogic обрабатывает одновременные события. Таким образом, полной гарантии того, что этот выбор будет справедливым, нет. Рекомендуется не использовать такие соединения, а лучше пользоваться объектом SelectOutput или механизмом сложной маршрутизации, чтобы иметь полный контроль над распределением заявок.
Механизмом сложной маршрутизации мы воспользуемся в модели функционирования сети связи, а сейчас применим объект SelectOutput.
1. Удалите соединения выходного порта объекта буфер с входными портами объектов hold1  и hold.
2. Перетащите объект selectOutput и соедините его входной порт с выходным портом объекта буфер, а выходные порты — с входными портами объектов hold1  и hold (рис. 7.23).
3. Полагаем, что выходной порт true объекта selectOutput выбирается по условию, когда объект hold не заблокирован, то есть hold.isBlocked().
4. Замените Тип заявки: Agent на тип заявки Message.
5. Установите Выход true выбирается: При выполнении условия.
6. В поле Условие: введите hold.isBlocked().
7. Запустите модель.
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Рис. 7.23. Для соединения портов использован объект selectOutput

8. В результате моделирования получили вероят-ность_передачи_сообщ = 0,568, коэф_использ_кан = 0,690, в том числе коэф_использ_осн_кан = 0,614.
9. Корректен ли полученный результат? Нужно проверить. Как это сделать? Применим способ, суть которого заключается в следующем: два канала, один из которых резервный, должны иметь большую вероятность пропускной способности, чем один основной канал, также выходящий из строя, как и при резервировании. Если это не так, то модель построена некорректно.
10. Удалите объекты selectOutput, hold1, резерв_канал и соединения между ними.
11. Соедините выходной порт объекта буфер с входным портом объекта hold.
12. Запустите модель. Появится сообщение об ошибке. Щёлкните Отменить. Увидите две ошибки:
Невоможно разрешить hold1 
Невоможно разрешить hold1
13. Дважды щёлкните по первой ошибке. В открывшемся окне удалите код с hold1.
14. Дважды щёлкните по второй ошибке. В открывшемся окне также удалите код с hold1.
15. Запустите модель. Получите результат моделирования: вероятность_передачи_сообщ = 0,691, то есть больше, чем с резервированием. При этом коэф_использ_осн_кан = 0,805, то есть также больше. Делаем вывод, что модель работает неверно.
16. Продолжим корректировку модели. Возвратимся к исходному варианту построения модели (см. рис. 7.24). Для этого используем команду Правка. Последовательно щёлкая мышью, возвращаемся к построению модели с резервным каналом.
17. Попробуем обойтись без объектов hold. Удалите объекты hold и hold1 и их соединения с выходами объекта selectOutput.
18. Соедините выходы объекта selectOutput со входами объектов основ_канал и резерв_канал (рис. 7.24).
19. Из палитры Основная перетащите элемент Переменная. Дайте имя основной_канал_работает. Тип: boolean. Начальное значение: true.
20. Выделите selectOutput. Замените Тип заявки: Agent на тип заявки Message. Установите Выход true выбирается: При выполнении условия.
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Рис. 7.24. Вариант модели без объектов hold
21. В поле Условие: введите основой_канал_работает.
22. Выделите объект розыгрыш_инт_до_отказа. В поле Действия При выходе: замените имеющийся там код следующим:
основной_канал_работает = false;
if (основной_канал.size()!=0){
Message m = основной_канал.get(0);
основной_канал.stopDelayForAll();
всего_потеряно_сообщ ++;
всего_передано_сообщ--;

if (m.numPotok == 1){
    передано_сообщ_потока1--; 
} 
   if (m.numPotok == 2){
      передано_сообщ_потока2--; 
  } 
} а=1;
Код после первого if выполняется тогда, когда в объекте основной_канал находится сообщение. В коде функция stopDelayForAll()останавливает задержку для всех заявок, которые в этот момент задерживаются объектом основной_канал. В нашей модели это может быть только одно сообщение. Поэтому увеличивается количество потерянных сообщений на одно сообщение. Также уменьшается на одно количество переданных сообщений в целом направлением связи и по потокам.
	23.	Выделите объект имитация_восст_осн_кан. В поле Действия При выходе: замените код следующим кодом:
основной_канал_работает = true;
коэф_безотк_раб_осн_кан=
1-Имитация_восст_осн_
кан.statsUtilization.mean();
    24.	Выделите объект резерв_канал. В поле Действия При выходе: оставьте следующий код:
        коэф_использ_резерв_кан=
        резерв_канал.statsUtilization.mean()
    25.	Запустите модель. Результаты моделирования приведены на рис. 7.25. Видим, что вероятность передачи сообщений 0,773 > 0,568. При этом суммарный коэффициент использования обеих каналов равен 1,003, что свидетельствует о параллельной работе каналов в некоторые моменты времени. Теперь можно перейти к проведению экспериментов и интерпретации полученных результатов. 
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7.25. Результаты моделирования
7.3.6. Интерпретация результатов моделирования
[bookmark: bookmark49]Проведите моделирование и сравните полученные результаты. Результаты наших экспериментов приведены в табл. 7.5.
Всего выполнено 8 экспериментов. Здесь, напомним, как и в главе 2, первый эксперимент соответствует постановке задачи. В каждом следующем эксперименте параметры, установленные в предыдущем эксперименте, либо остаются неизменными, либо изменяются. Указываются только новые значения параметров в строке, предшествующей результатам следующего эксперимента. Например, во втором эксперименте увеличена ёмкость входного буфера с 5 до 10 сообщений, а остальные параметры остались неизменными (табл. 7.5).
Для получения результатов моделирования с точностью £ = 0,01 и доверительной вероятностью а = 0,95 в GPSS World необходимо выполнить 9604 прогонов модели. В каждом эксперименте выполнялось 10000 прогонов.
Время моделирования в AnyLogic было увеличено в 10 000 раз и составляло 72 000 000 единиц модельного времени. Следует заметить, что если в GPSS World выполнить с этим же модельным временем один прогон, то результаты получаются такими же, что и при 10 000 прогонов модели.
Согласно данным табл. 7.5 во втором, третьем и шестом экспериментах экспериментах вероятность передачи сообщений отличается на 0,002 ... 0,004. В остальных экспериментах вероятности передачи сообщений, полученные в GPSS World и AnyLogic7, отличаются на 0,017 ... 0,029, то есть на порядок больше.
По результатам экспериментов можно сделать вывод о чувствительности модели к изменению параметров направления связи. Например, при увеличении ёмкости входного буфера с 5 до 10 сообщений вероятность передачи возрастает с 0,773 (0,752) до 0,831 (0,829).Уменьшение интервалов (увеличение интенсивности) поступления сообщений потоков 1 и 2 в два раза (90 и 120) снижает вероятности передачи сообщений с 0,831 (0,829) до 0,456 (0,438). В тоже время повышение скорости передачи основного канала в два раза (60) и увеличение не менее чем в 5 раз времени наработки на отказ основного канала приводит к возрастанию вероятностей передачи сообщений с 0,456 (0,438) до 0,815 (0,844).
Машинное время выполнения модели в обеих системах составляет 5…7 сек (в AnyLogic7 в виртуальном режиме).
Таблица 7.5
Показатели функционирования направления связи

	Показатели
	GPSS World
	AnyLogic6
	AnyLogic7

	1) объем буфера = 5

	вероятность передачи сообщ 
вероятность передачи сообщ. потока1 
вероятность пер. сообщ потока2
	0,752 0,752 0,753
	0,773 0,772 0,773
	0,773 0,771 0,774

	1 вероятности передачи сообщ
	1 = 0,021

	вероятность потери сообщений
	0,248
	0,227
	0,227

	коэф_ использ_осн_кан
коэф использ_рез кан
	0,777 0,152
	0,757 0,222
	0,718 0,286

	сум_коэф_использ_кан





	0,929



	0,979
	1,003





	2) объем буфера = 10

	вероятностьпередачисообщ 
вероятность_передачи_сообщ_потока1 
вероятность пер. сообщ потока2
	0,829 0,829 0,829
	0,861 0,861 0,862
	0,831 0,832 0,831

	2 вероятности передачи сообщ
	2 =0,002

	вероятность потери сообщ
	0,171
	0,139
	0,169

	коэф_использ_осн_кан 
коэф использ_рез кан
	0,861 0,157
	0,841
0,250
	0,756 0,327

	сум коэф использ кан
	1,018
	1,091
	1,084

	3) интер_сообщ_потока1 = 90, интер_сообщ_потока2 = 120

	Вер_перед_сообщ
Вероятность_пер_сообщ_потока1 Вероятность пер_ сообщ_потока2
	0,438 0,438 0,438
	0,454 0,454 0,453
	0,456 0,456 0,456

	3 вероятности передачи сообщ
	3 = 0,002

	вероятность потери сообщ
	0,562
	0,546
	0,544

	коэф_использ_осн_кан
коэф_использ_рез кан
	0,882 0,209
	0,882 0,266
	0,808 0,393

	Сум_коэф_ использ_ кан
	1,091
	1,148
	1,201

	4) время_передачи_осн_кан = 60, 
5) время_нараб_отказ_осн_кан = 5000

	вероятность передачи сообщ вероятность передачи сообщ потока1 вероятность передачи сообщ потока2
	0,844 0,844 0,845
	0,848 0,848 0,848
	0,815 0,815 0,815

	4 вероятности передачи сообщ
	4 = 0,029

	вероятность потери сообщ
	0,156
	0,152
	0,185

	коэф_использ_осн_кан
коэф_использ_рез кан
	0,971 0,043
	0,970 0,058
	0,922 0,088

	сум_коэф_использ_кан
	1,014
	1,028
	1,010



Продолжение табл. 7.5
Показатели функционирования направления связи

	Показатели
	GPSS World
	AnyLogic6
	AnyLogic7

	5) время передачи_рез кан = 90, время восстан осн кан = 60

	вероятность передачи сообщ 
вероятность пер. сообщ потока 1 
вероятность пер. сообщ потока2
	0,851 0,851 0,851
	0,857
0,857
0,857
	0,834 0,833 0,835

	5 вероятности передачи сообщ
	5 = 0,017

	вероятность потери сообщ
	0,149
	0,143
	0,166

	коэфиспользоснкан 
коэф использ_рез кан
	0,982 0,017
	0,980
0,029
	0,945 0,043

	сум коэф использ кан
	0,999
	1,009
	0,988

	6) интер сообщ потока1 = 45, интер сообщ потока2 = 60

	вероятностьпередачисообщ 
вероятность_пер_сообщ_потока1 вероятность пер сообщ потока2
	0,430 0,431 0,429
	0,432
0,432
0,431
	0,434
0,434
0,434

	6 вероятности передачи сообщ
	6 = 0,004

	вероятность потери сообщ
	0,570
	0,568
	0,566

	коэфиспользоснкан 
коэф использ_рез кан
	0,988 0,024
	0,988
0,029
	0,980
0,048

	сум коэф использ кан


	1,012
	1,017
	1,028



	
7) время передачи осн кан = 30, время передачи_рез кан = 45

	вероятностьпередачисообщ
вероятность_пер_сообщ_потока1 вероятность пер_сообщ потока2
	0,850 0,851 0,850
	0,853 
0,853 
0,853
	0,832 
0,831 
0,832

	7 вероятности передачи сообщ
	7 = 0,018

	вероятность потери сообщ
	0,150
	0,147
	0,168

	коэфиспользоснкан 
коэф использ_рез кан
	0,982 0,015
	0,982
0,021
	0,952
0,028

	сум коэф использ кан
	0,997
	1,003
	0,980

	8) время вкл_рез кан = 1, время восстан осн кан = 30
	

	вероятность_передачи_сообщ 
вероятность_пер_сообщ_потока_1 вероятность_пер_сообщ_потока_2
	0,851 0,851 0,851
	0,855
0,855
0,855
	0,833 0,833 0,832

	8 вероятности передачи сообщ
	8 = 0,018

	вероятность потери сообщ
	0,149
	0,145
	0,167

	коэф_использ_осн_кан
коэф использ_рез кан
	0,988 0,008
	0,987
0,015
	0,957
0,021

	Сум_коэф_использ_кан
	0,996
	1,002
	0,978













[bookmark: _Toc455761556]7.4.Оценка времени отклика сети с помощью модели коммутируемой ЛВС в форме раскрашенной сети Петри (на примере CPNTools)
В последнее время Ethernet стала наиболее широко распространенной технологий, применяемой в ЛВС. Новый этап популярности начался с технологии гигабитной передачи; и технология продолжает развиваться дальше (10Gbps). Концентраторы являются пассивным оборудованием, предназначенным для соединения устройств с помощью проводов. Основным элементом локальной сети (LAN), работающей по технологии Ethernet (IEEE 802.x),	является    коммутатор    кадров.    Коммутатор    представляет    собой устройство с множеством портов. Сегмент LAN (например, образованный с помощью концентратора) или терминальное оборудование, такое как рабочая станция или сервер, может быть подключено к любому порту. Задача коммутатора  –   перенаправление  прибывшего  кадра  в   порт,  к   которому подключено устройство назначения. Использование коммутатора позволяет уменьшить количество коллизий, так как каждый кадр передается только в порт назначения, что приводит к повышению пропускной способности. Кроме того, повышается качество защиты информации с уменьшением возможности прослушивания трафика. Пример схемы коммутируемой сети представлен на рис. 7.26.
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Рис. 7.26. Пример схемы коммутируемой LAN
Как правило, Ethernet работает в полнодуплексном режиме, что позволяет одновременно передавать информацию в обоих направлениях. Для определения номера  порта  назначения  входящего  кадра  используется  статическая  или динамическая таблицы коммутации. Такая таблица содержит номер порта для каждого известного MAC адреса. Только статические таблицы коммутации будут использованы при построении модели; моделирование процессов построения динамических таблиц коммутации изучено в [15].

7.4.1. [bookmark: _Toc455761557]Модель ЛВС
          Модель локальной сети LAN, показанной на рис. 1, представлена на рис. 7.27. Опишем построенную модель. Отметим, что модель представлена в форме раскрашенной сети Петри и состоит из позиций, изображённых эллипсами, переходов, изображённых прямоугольниками, и дуг. Динамические элементы модели, представленные фишками, расположены в позициях и перемещаются по сети в результате срабатывания переходов [37].
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Рис. 7.27. Модель примера локальной сети LAN

Элементами   построенной   модели   являются   подмодели:   коммутатора (SWI), сервера (S), рабочей станции (WS) и измерительной рабочей станции (MWS).  Рабочие  станции  WS1–WS4  представлены  одной  и  той  же подмоделью, а именно WS, а рабочая станция WS5 представлена подмоделью MWS. Она осуществляет измерение времени отклика сети. Серверы S1 и S2 представлены подмоделью S. Концентраторы являются пассивным оборудованием и не имеют отдельного модельного представления. Функции концентраторов смоделированы общим использованием соответствующих позиций p*in и p*out всеми подключенными устройствами. Данная модель не рассматривает коллизии. Каждый сервер  и каждая рабочая	 станция имеет свой MAC адрес, указанный в  позициях aS*, aWS*. У коммутатора для каждого порта есть отдельные позиции для входящих (p*in) и исходящих (p*out) кадров. Таким образом,  моделируется  полнодуплексный  режим  работы.  Двунаправленные дуги используются для моделирования процедур обнаружения несущей. Одна дуга проверяет состояние канала, в то время как другая – выполняет передачу кадров [37].
Все описания множеств цветов (colset), переменных (var) и функций (fun) используемые в модели, представлены на рис. 7.27. MAC адреса Ethernet смоделированы целым числом (colset mac). Кадр  Ethernet представлен тройкой frm, которая состоит из поля адреса отправителя (src), поля адреса получателя (dst), и специального поля nfrm для нумерации кадров, необходимого для вычисления времени отклика сети. При построении модели мы абстрагируемся от других полей кадра, предусмотренных стандартами технологии Ethernet. Множество цветов seg представляет однонаправленный канал, который может быть либо занят передачей кадра (f.frm), либо свободен (avail), что указывается с помощью объединения множества цветов (union). Отметим, что модификатор timed использован для фишек, которые участвуют во временных операциях, например, в задержках или метках времени.
В CPN Tools маркировка позиций представлена мультимножеством. Каждый элемент принадлежит мультимножеству с определённой кратностью, то есть в нескольких копиях. Например, начальная маркировка позиции aWS2 –1`4.  Это  значит,  что  позиция  aWS2  содержит  1  фишку  со  значением  4.
Объединение фишек показано знаком двойного плюса (++). Фишки временного цвета имеют вид x @ t; это значит, что фишка x может быть использована только после момента времени t. Запись @+d предназначена для представления задержки с продолжительностью d.

7.4.2. [bookmark: _Toc455761558]Модель коммутатора
Построим модель для заданной статической таблицы коммутации. Рассмотрим отдельно входные и выходные буферы кадров для каждого порта и общий буфер для коммутируемых кадров. Модель коммутатора (SWI) представлена на рис. 7.28. Расположение хостов в соответствии с рис. 7.26 было использовано для построения начальной маркировки таблицы коммутации.
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Рис.7.28. Модель коммутатора
Цвет  swi  представляет  записи  таблицы  коммутации.  Он  отображает каждый известный MAC-адрес (mac) на соответствующий номер порта (nport). Цвет swf описывает коммутируемые кадры, ожидающие перенаправления в выходной буфер порта назначения. Поле portnum содержит номер соответствующего порта. Позиции Port*In и Port*Out представляют входные и выходные буферы портов соответственно. Позиция слияния SwitchTable моделирует таблицу коммутации; каждая фишка в этой позиции представляет строку таблицы коммутации. Например, фишка 1`(4,2) начальной маркировки означает, что хост с MAC адресом 4 присоединён к порту 2. Позиция слияния Buffer соответствует буферу коммутируемых кадров. Отметим, что позиция слияния (например, SwitchTable или Buffer) представляет множество позиций. SwitchTable представлена позициями SwTa1, SwTa2, SwTa3. Позиция слияния Buffer представлена позициями Bu1, Bu2, Bu3. Это обеспечивает удобство моделирования коммутаторов с произвольным количеством портов, избегая многочисленных пересечений дуг.
Переходы In* моделируют обработку входящих кадров. Кадр извлекается из входного буфера порта только в случае, если таблица коммутации содержит запись с адресом, равным адресу получателя пакета (dst=target); при обработке кадра номер порта назначения (port) сохраняется в буфере. Переходы Out* моделируют перенаправление коммутируемых кадров в выходные буферы портов. Атрибуты входящих дуг проверяют номер порта. Для операций коммутации устанавливается фиксированная временная задержка (@+5) и выполняется запись кадра в выходной буфер.
Необходимо более детально рассмотреть процедуры доступа CSMA в локальной сети LAN. Когда кадр извлекаются из входного буфера переходом In*, выполняется его замещение меткой avail. Метка avail указывает на то, что канал свободен и готов к передаче. Перед тем как переход Out* отправляет кадр в порт, он анализирует, является ли канал доступным, проверяя наличие метки avail.
Отметим, что позиции Port*In и Port*Out   являются контактными. Они отмечены  тегом  I/O.  Контактные  позиции  используются  для  построения иерархических сетей путём подстановки перехода. Например, переход модели SWI  на  странице  верхнего  уровня  (рис.  7.27)  замещается  целой  сетью  SWI,представленной на рис. 7.28. Позиции Port*In и Port*Out отображаются на позиции p*in и p*out соответственно.

[bookmark: _Toc455761559]7.4.3 Модели рабочей станции и сервера

Для исследования потоков кадров, передающихся через ЛВС и для оценки времени отклика сети, необходимо построить модели терминальных устройств сети. Относительно особенностей формирования трафика следует различать рабочие станции и серверы. Для принятой степени детализации рассмотрим периодически повторяемые запросы от рабочих станций к серверам со случайными равномерно распределенными задержками. В ответ на принятый запрос сервер отправляет несколько пакетов ответа по адресу (запрашивающей) рабочей станции. Количества отправленных пакетов и временные задержки являются равномерно распределенными случайными величинами [97].
Модель рабочей станции (WS) представлена на рис. 7.29. Позиции LANin и LANout моделируют соответственно входящие и исходящие каналы локальной сети. Рабочая станция прослушивает сеть посредством перехода Receive, который получает кадры с адресом назначения, равным собственному адресу рабочей станции (dst=target), сохраненному в позиции Own. Обработка полученных кадров представлена простым поглощением их рабочей станцией. Рабочая станция отправляет периодические запросы на серверы с помощью перехода   Send.   Адреса   серверов   содержатся  в   позиции   Remote.   После отправки запроса использование адреса сервера блокируется на случайный временной интервал, заданный функцией Delay(). Передача кадра выполняется только  в  случае,  если  сегмент  локальной  сети  LAN  свободен,  что обеспечивается путём проверки позиции LANout на наличие фишки avail. Таким образом, рабочая станция взаимодействует с несколькими серверами, сохраняя их адреса в позиции Remote.
Отметим, что третье поле пакета, называемое nfrm, не используется стандартной рабочей станцией WS. Рабочая станция только устанавливает для него величину равную единице. Это поле используется специальной измерительной рабочей станцией MWS.
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Рис. 7.29 – Модель рабочей станции

Копии описанной модели WS представляют рабочие станции WS1–WS4. Для однозначной идентификации каждой рабочей станции используется контактная позиция Own. Эта позиция показана на странице верхнего уровня (рис. 2) и содержит MAC-адрес хоста.
Модель сервера (S) представлена на рис. 7.30. Прослушивание сети аналогично модели рабочей станции, но отличается тем, что адрес отправителя кадра сохраняется в позиции Remote. Переход Exec моделирует выполнение сервером запроса рабочей станции. В результате выполнения запроса сервер формирует случайное число Nsend() кадров ответа, которые размещаются в позиции Reply. Затем эти кадры передаются по одному в сеть с помощью перехода Send. Отметим, что номера nf из кадра запроса также сохраняется в позиции Remote. Это позволяет идентифицировать ответ тем же номером, что и запрос.
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Рис .7.30 Модель сервера

[bookmark: _Toc455761560]7.4.4. Модель измерительной рабочей станции

Модель измерительной рабочей станции (MWS) представлена на рис. 7.31. В сущности, она представляет собой ранее рассмотренную модель рабочей станции WS, дополненную измерительными элементами.
Рассмотрим измерительные элементы более подробно. Каждый пакет запроса  рабочей  станции  обладает  уникальным  номером,  хранящимся  в позиции num. Время отправления запроса, сохраняется в позиции nSnd. Функция  cT()  определяет  текущее  значение  модельного  времени.  Позиция nSnd хранит два значения: номер кадра запроса nf и время отправления запроса cT().
Позиция return сохраняет временные метки всех вернувшихся   кадров. Как время отклика сети, будем вычислять интервал времени между отправкой запроса  и  получением  первого  кадра  ответа.  Эта  величина  сохраняется  в
позиции NRTs для каждого запрос, на который получен ответ. Переход IsFirst распознаёт первый кадр ответа. Атрибут дуги, соединяющей переход IsFirst с позицией NRTs, вычисляет время отклика (t2–t1).
Оставшаяся часть измерительных элементов вычисляет среднее время отклика. Позиции sum и quant накапливают сумму времен и количество полученных ответов соответственно. Позиция new распознаёт новый ответ и запускает  пересчет  среднего  времени  отклика  с  помощью  перехода  Culc. Результат размещается в позиции NRTime.
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Рис. 7.31 – Модель измерительной рабочей станции
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Построенная модель отлажена и протестирована в пошаговом режиме моделирования.  Для  этих  целей  трасса  пакета,  сформированного  рабочей станцией, отслеживалась в сети по направлениям к серверу и обратно. Также наблюдалось	поведение   модели   в   процессе   автоматической  имитации   с отображением динамики сети – режим так называемой «игры» фишек. Это позволяет	оценить   модель   визуально   на   странице   верхнего   уровня   и подстраницах в процессе моделирования.
Для точной оценки времени отклика сети требуется рассматривать достаточно большие интервалы модельного времени. Для этого удобно использовать режим имитации без отображения промежуточных маркировок предназначенный для накопления статистики.
Образ экрана измерительной рабочей станции представлен на рис.7.32. Прямоугольные метки (подсвеченные ярко зеленым цветом) описывают текущую маркировку системы моделирования; круглые метки содержат число фишек. Позиция LANin содержит кадр (1,5,1). Позиция LANout показывает свободное состояние канала avail. Номер последующего запроса, согласно маркировке позиции num, равен 7. Позиция return показывает, что получено 83 кадра ответов. Позиция NRTs содержит время отклика для каждого из 6 запросов, на которые получен ответ. Например, время отклика для запроса 5 равняется 235. Можно легко проверить, что среднее время отклика сети 389, указанное в позиции NRTime, равняется 2337/6 в соответствии с маркировками позиций sum и quant.
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Рис. 7.32. Оценка времени отклика сети
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Правильный выбор единицы измерения модельного времени является ключевым вопросом для построения адекватной модели, также как вычисление временных задержек элементов модели. Это требует точного изучения характеристик реальных сетевых аппаратных и программных средств.
Схема, показанная на рис. 7.26, представляет собой фрагмент ЛВС диспетчерского центра железной дороги, оснащённый специальным программным   обеспечением   ГИД   Урал [37].   Ядро   системы   составляет   пару зеркальных серверов S1 и S2. Рабочие станции WS1–WS5 расположены на рабочих местах диспетчеров.
Необходимо  рассмотреть  производительность конкретного  коммутатора ЛВС и сетевых адаптеров для вычисления временных задержек переходов In*, Out*, Send, Receive. Кроме того, специфика взаимодействия программного обеспечения клиент-сервер ГИД Урал должна быть использована для оценки таких параметров как задержка между запросами Delta и время выполнения запроса dex. Так как единицей информации,  передаваемой по сети, является кадр, следует выразить длины сообщений в количестве кадров. Для этих целей выбрана максимальная длина кадра Ethernet равная 1.5 кбайт.
Типы используемого оборудования сети представлены в таблице 7.6.
Таблица 7.6 
 Типы используемого оборудования
	Устройство
	Тип

	Адаптер LAN
	Intel EtherExpress 10/100

	Коммутатор LAN
	Intel SS101TX8EU

	Сервер
	HP Brio BA600

	Рабочая станция
	HP Brio BA200


В таблице 7.7 представлены параметры описанной модели. Операции коммутатора  и  сетевого  адаптера  смоделированы  фиксированными задержками, так как они являются достаточно малыми по сравнению со временем взаимодействия клиент-сервер. Кроме того, в надёжной Ethernet передаются, в основном, кадры максимальной длины, поэтому время обработки кадра – фиксированная величина. Случайные величины представлены равномерным  распределением. Минимальной временной величиной является время операции чтения/записи коммутатора ЛВС (500 нс). Но в целях будущего представления более производительного оборудования, следует выбрать меньшую единицу модельного времени (MTU), например, равную 100 нс.
Таблица 7.7 
Параметры модели

	
Параметры
	Переменная/
Элемент
	Реальная величина
	Модельное время

	Временная задержка чтения кадра коммутатором ЛВС
	
In*
	
500 нс
	
5

	Временная задержка записи кадра коммутатором ЛВС
	
Out*
	
500 нс
	
5

	Временная задержка чтения кадра сетевым адаптером
	
Receive
	
1 мс
	
10

	Временная задержка чтения кадра
сетевым адаптером
	
Send
	
1 мс
	
10

	Время обработки запроса сервером
	Dex
	10–20 мс
	100-200

	Временной интервал между запросами клиента
	
Delta
	
100–200 мс
	
1000-2000

	Длина запроса
	
	1.2 кбит
	1

	Длина ответа
	Nse
	15–30 кбит
	10-20



Таким образом, получено среднее время отклика сети равно 389 MTU или около 39 мс. Эта задержка удовлетворяет требованиям управления движением поездов.
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В учебном пособии изложены основы математического моделирования и его применения при описании процессов (сигналов и помех) в телекоммуникационных системах.
Наибольшее внимание уделено тем моделям, которые адекватно описывают процессы в системах связи и широко используются при имитации дестабилизирующих воздействий. Рассмотрены общие подходы и конкретные алгоритмы моделирования случайных процессов, адекватно описывающих процессы в реальных системах: случайные потоки в СМО, различные виды помех в системах радиосвязи, замирания в системах мобильной связи. Представлены характеристики сигналов и систем, обобщенные модели дискретных и непрерывных каналов связи. Приведены методы построения моделей на основе экспериментальных данных и соответствующие методы проверки их адекватности. 
Особое внимание уделено использованию инструментальных сред моделирования применительно к системам связи с приведением конкретных примеров. В качестве таковых рассмотрены пакет визуального моделирования Simulink интегрированной среды MATLAB, IDE GPSS/PС – интегрированная среда имитационного моделирования СМО,  инструмент дискретно-событийного, агентного и системного моделирования – Anylogic и программного обеспечения имитационного моделирования асинхронных параллельных дискретных процессов на основе сетей Петри CPNTools.
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Значения функции распределения Ф(х) стандартного нормального закона N(0,1):
;    Ф(t)1-Ф(-x)

	X
	Ф(х)
	X
	Ф(х)
	X
	Ф(х)

	0,00
	0,500000
	1,00
	0,841345 
	2,00
	0,977250

	0,05
	0,519939
	1,05
	0,853141
	2,05
	0,979818

	0,10
	0,539828
	1,10
	0,864334
	2,10
	0,982136

	0,15
	0,559618
	1,15
	0,874928
	2,15
	0,984222

	0,20
	0,579260
	1,20
	0,884893
	2,20
	0,986097

	0,25
	0,589706
	1,25
	0,894350
	2,25
	0,987776

	0,30
	0,617911
	1,30
	0,903200
	2,30
	0,989276

	0,35
	0,636831
	1,35
	0,911492
	2,35
	0,990613

	0,40
	0,655422
	1,40
	0,919243
	2,40
	0,991802

	0,45
	0,673645
	1,45
	0,926471
	2,45
	0,992857

	0,50
	0,691463
	1,50
	0,933193
	2,50
	0,993790

	0,55
	0,708840
	1,55
	0,939429
	2,55
	0,994614

	0,60
	0,725747
	1,60
	0,945201
	2,60
	0,995339

	0,65
	0,742154
	1,65
	0,950528
	2,65
	0,995975

	0,70
	0,758036
	1,70
	0,955434
	2,70
	0,996533

	0,75
	0,773373
	1,75
	0,959941
	2,75
	0,997020

	0,80
	0,788145
	1,80
	0,964070
	2,80
	0,997445

	0,85
	0,802338
	1,85
	0,967843
	2,85
	0,997814

	0,90
	0,815940
	1,90
	0,971283
	2,90
	0,998134

	0,95
	0,828944
	1,95
	0,974412
	2,95
	0,998411

	
	
	
	
	3,00
	0,998650


Квантили ир стандартного нормального распределения N(0, 1)

	р
	0,90
	0,95
	0,975
	0,99
	0,995
	0,999
	0,9995

	ир
	1,282
	1,645
	1,960
	2,326
	2,576
	3,090
	3,291
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Таблица критических точек критерия Дарбина—Уотсона
Критические точки d1 и d2 для уровня 5 % ( = 0,05), k — число оцениваемых параметров регрессии, п — объем выборки.

	п
	k=1
	k=2
	k=3
	k=4
	k=5

	

	d1
	d2
	d1
	d2
	d1
	d2
	d1
	d2
	d1
	d2

	15
	1,08
	1,36
	0,95
	1,54
	0,82
	1,75
	0,69
	1,97
	0,56
	2,21

	16
	1,10
	1,37
	0,98
	1,54
	0,86
	1,73
	0,74
	1,93
	0,62
	2,15

	17
	1,13
	1,38
	1,02
	1,54
	0,90
	1,71
	0,78
	1,90
	0,67
	2,10

	18
	1,16
	1,39
	1,05
	1,53
	0,93
	1,69
	0,82
	1,87
	0,71
	2,06

	19
	1,18
	1,40
	1,08
	1,53
	0,97
	1,68
	0,86
	1,85
	0,75
	2,02

	20
	1,20
	1,41
	1,10
	1,54
	1,00
	1,68
	0,90
	1,83
	0,79
	1,99

	21
	1,22
	1,42
	1,13
	1,54
	1,03
	1,67
	0,93
	1,81
	0,83
	1,96

	22
	1,24
	1,43
	1,15
	1,54
	0,05
	1,66
	0,96
	1,80
	0,86
	1,94

	23
	1,26
	1,44
	1,17
	1,54
	1,08
	1,66
	0,99
	1,79
	0,90
	1,92

	24
	1,27
	1,45
	1,19
	1,55
	1,10
	1,66
	1,01
	1,78
	0,93
	1,90

	25
	1,29
	1,45
	1,21
	1,55
	1,12
	1,66
	1,04
	1,77
	0,95
	1,89

	26
	1,30
	1,46
	1,22
	1,55
	1,14
	1,65
	1,06
	1,76
	0,98
	1,88

	27
	1,32
	1,47
	1,24
	1,56
	1,16
	1,65
	1,08
	1,76
	0,01
	1,86

	28
	1,33
	1,48
	1,26
	1,56
	1,18
	1,65
	1,10
	1,75
	1,03
	1,85

	29
	1,34
	1,48
	1,27
	1,56
	1,20
	1,65
	1,12
	1,74
	1,05
	1,84

	30
	1,35
	1,49
	1,28
	1,57
	1,21
	1,65
	1,14
	1,74
	1,07
	1,83

	31
	1,36
	1,50
	1,30
	1,57
	1,23
	1,65
	1,16
	1,74
	1,09
	1,83

	32
	1,37
	1,50
	1,31
	1,57
	1,24
	1,65
	1,18
	1,73
	1,11
	1,82

	33
	1,38
	1,51
	1,32
	1,58
	1,26
	1,65
	1,19
	1,73
	1,13
	1,81

	34
	1,39
	1,51
	1,33
	1,58
	1,27
	1,65
	1,21
	1,73
	1,15
	1,81

	35
	1,40
	1,52
	1,35
	1,59
	1,29
	1,65
	1,24
	1,73
	1,18
	1,80

	36
	1,41
	1,52
	1,35
	1,59
	1,29
	1,65
	1,24
	1,73
	1,18
	1,80

	37
	1,42
	1,53
	1,36
	1,59
	1,31
	1,66
	1,25
	1,72
	1,19
	1,80

	38
	1,43
	1,54
	1,37
	1,59
	1,32
	1,66
	1,26
	1,72
	1,21
	1,79

	39
	1,43
	1,54
	1,38
	1,60
	1,33
	1,66
	1,27
	1,72
	1,22
	1,79

	40
	1,44
	1,54
	1,39
	1,60
	1,34
	1,66
	1,29
	1,72
	1,23
	1,79

	45
	1,48
	1,57
	1,43
	1,62
	1,38
	1,67
	1,34
	1,72
	1,29
	1,78

	50
	1,50
	1,59
	1,46
	1,63
	1,42
	1,67
	1,38
	1,72
	1,34
	1,77

	55
	1,53
	1,60
	1,49
	1,64
	1,45
	1,68
	1,41
	1,72
	1,38
	1,77

	60
	1,55
	1,62
	1,51
	1,65
	1,48
	1,69
	1,44
	1,73
	1,41
	1,77

	65
	1,57
	1,62
	1,54
	1,66
	1,50
	1,70
	1,47
	1,73
	1,44
	1,77

	70
	1,58
	1,64
	1,55
	1,67
	1,52
	1,70
	1,49
	1,74
	1,46
	1,77

	75
	1,60
	1,65
	1,57
	1,68
	1,54
	1,71
	1,51
	1,74
	1,49
	1,77

	80
	1,61
	1,66
	1,59
	1,69
	1,56
	1,72
	1,53
	1,74
	1,51
	1,77

	85
	1,62
	1,68
	1,61
	1,70
	1,59
	1,73
	1,57
	1,75
	1,54
	1,78

	90
	1,63
	1,68
	1,61
	1,70
	1,59
	1,73
	1,57
	1,75
	1,54
	1,78

	95
	1,64
	1,69
	1,62
	1,71
	1,60
	1,73
	1,58
	1,75
	1,56
	1,78

	100
	1,65
	1,69
	1,63
	1,72
	1,61
	1,74
	1,59
	1,76
	1,75
	1,78
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