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ВВЕДЕНИЕ
     Настоящие методические указания  содержат теоретиче-
ский материал, разбор и подробное решение некоторых задач
типового  расчета по теме: “Аналитическая геометрия”. Со-
держание методических указаний соответствует программе
курса математики для студентов инженерно-технических спе-
циальностей вузов рассчитанной на 600 часов и утвержденной
Министерством образования Российской Федерации в соот-
ветствии с новыми образовательными стандартами.

1. ВЕКТОРЫ И ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ

     Вектор – это направленный отрезок, т.е. имеющий длину
и направление. Длина вектора называется модулем и обо-
значается a  или AB .

Векторы a , b - коллинеарны  ( a // b ) ,  если параллельны
одной и той же прямой или лежат на одной прямой.
     Векторы a , b , с – компланарны, если они параллельны
одной и той же плоскости или лежат в одной и той же плос-
кости.
     Направление вектора определяется углами α, β, γ, обра-
зованными вектором с положительным направлением коор-
динатных осей OX , OY , OZ  соответственно.
     Направляющие косинусы вектора вычисляются по фор-
мулам:

a
a x=acos ,

a

a y=bcos ,
a
a z=gcos ,

где 222 )()()( zyx aaaa ++=  , если известны его коорди-

наты ),,( zyx aaaa =  .
     Заметим, что направляющие косинусы являются коорди-
натами любого единичного вектора, т.е.
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)cos,cos,(cos0 gba=a , если
a
aa =0

     Основные действия над векторами.
     Пусть даны ),,( zyx aaaa =  и ),,( zyx bbbb =  .
 Тогда:
    1. a ± b = ),,( zzyyxx bababa ±±±

    2. ),,( zyx aaaa llll =  , где l -действительное число.

    3. Скалярное произведение ba × двух векторов a и b есть
число, по определению равное jcos××=× baba  ,где j -

угол   между двумя  векторами a и b вычисляется по фор-
муле:

zzyyxx babababa ×+×+×=× .

     4. Векторное произведение ba ´  двух векторов a и b -
есть векторc , удовлетворяющий трем условиям:

1) вектор c  направлен так, что векторы a ,b и c   обра-
зуют правую тройку;

     2) вектор c  ортогонален вектора aи b, т.е. aс ^ , bс ^ .
     3) модуль jsin××= baс ,  де j - угол   между двумя

векторами a и b. Геометрически модуль векторного произ-
ведения равен площади параллелограмма, построенного на
этих векторах, т.е. jsin××=´= babaS ммапараллегра .

Тогда baс ´= .
     5.  Смешанное произведение трех векторов a ,b и c    есть
число равное по определению: cbaсba ×´=×× )( .
       Геометрически модуль смешанного произведения  ра-
вен объему  параллепипеда,  построенного на этих векторах,
т.е. cbaV едапараллепип ××= .
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     Заметим, что объем тетраэдра, построенного на трех век-
торах a ,b и c   равен hSV оснтетраэдра .)3/1(= , где Sосн. –
площадь основания тетраэдра, h –высота тетраэдра, т.к. ос-
нование тетраэдра  есть треугольник, построенный на век-
торах a и b, то Sосн=(1/2) Sпараллелограмма, следовательно,

едапараллепипраммапараллелогтетраэдра VhSV )6/1()6/1( == .

     Если заданы векторы  в координатах ),,( zyx aaaa = ,

),,( zyx bbbb = и ),,( zyx сссс = , то

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

сba =××      смешанное произведение.

1) Условие перпендикулярности векторов  ( ba ^ ): 0=× ba
или 0=×+×+× zzyyxx bababa .

2) Условие  коллинеарности  векторов  ( a // b ):

0=´ ba  или
xb

ax =
yb

a y =
z

z

b
a .

3)Условие  компланарности  векторов a ,b и c   : 0=×× сba
или

0=

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

Задание 1.
          Коллинеарны ли векторы 1с и 2с   построенные по
векторам a и b ?
Дано: a =(-1,2,-1), b =(2,-7,1), bac 261 -= ,
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abс 32 -= .
Решение: а) Найдем координаты векторов 1с и 2с :

=-×---×=-= )1,7,2(2)1,2,1(6261 bac
)8,26,10()2,14,4()6,12,6( --=----= .

=-= abc 32 )4,13,5()1,2,1(3)1,7,2( -=--×--=
б) Условие коллинеарности двух векторов – равенство нулю
их векторного произведения: 021 =´ сс  или пропорцио-
нальность их координат. Т.к.

1c )8,26,10( --= , =2c )4,13,5( - ,то видим  выполнение

равенств
5
10- =

13
26 =

4
8- , 1с // 2с .

Ответ: Векторы 1с и 2с    коллинеарны.
Примечание. Если найти векторное произведение

=´ 21 сс =

-

--

4135

82610

kji

-
-

-

413

826
i +

--

45

810
j

0000
135

810
=×+×+×=

--
+ kjik , то получим 021 =´ сс ,

т.е. 1с // 2с .

          Задание 2.
         Найти косинус угла между векторами AB  и AC .
     Дано: А(7;0;2); В(7;1;3); С(8;-1;2).
     Требуется найти: cosj ,   где j -угол между вектора-
ми AB и AC .
Решение. Найдем координаты векторов AB и AC :

)1,1,0()23,01,77( =---=AB ,
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)0,1,1()22,01,78( -=----=AC

   По формуле
ba
ba

×

×
=jcos .

2
1

22
1

0)1(1110

011)1(10cos
222222

-=
×

-
=

+-+×++

×+×-+×
=j

 где  угол 0120=j  (рис.1).

                         Рис. 1

Ответ:
2
1cos -=j .

        Задание 3.
        Вычислить площадь параллелограмма, построенного на
векторах a и b .
     Дано: qpa += 3 , qpb 3-= ,если 7=p , 2=q , 045=j ,

где j -угол между векторами p , q .
Решение. Из определения векторного произведения следу-
ет, что baS ммапараллегра ´= . Находим векторное произведение

=´ ba ( qp +3 )´ ( qp 3- )=3 )( pp ´× -9 )( qp ´× +
)( pq ´+ -3 )( qq ´× =-10 )( qp ´× ,т.к. )( pp ´ = )( qq ´ =0,
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)( qp´ =- )( pq ´  (см. свойства векторного произведения).

Модуль векторного произведения равен: ммапараллеграSba =´ .

Значит,  площадь параллелограмма, построенного на векто-
рах a и b, численно равна модулю векторного произведе-
ния этих векторов, т.е. 270=ммапараллеграS .

     Ответ: 70 2   (кв. ед.)

        Задание 4.
        Компланарны ли векторы a ,b и c  ?
      Дано: a (-7;10;-5),b(0;-2;-1), с (-2;4;-1).
Решение. Условие компланарности трех векторов  - равен-
ство нулю смешанного произведения: 0=×× сba  .
     Если известны координаты этих векторов, то их смешан-
ное произведение равно определителю третьего порядка,
строками которого являются координаты данных векторов.
Следовательно, вычислим

=×× сba 20282020014

142

120

5107

-=+-+++-=

--

--

--

Т.к. =×× сba -2 ¹ 0, то данные векторы не компланарны.

          Задание 5.
          Вычислить объем тетраэдра с вершинами в точках А1,
А2, А3, А4 и его высоту, опущенную из вершины А4 на грань
А1 А2 А3(рис.2).
     Дано: А1(-1;2;-3), А2(4;-1;0), А3(2;1;-2); А4(3;4;5).
     Требуется найти  объем тетраэдра.
Решение. а) Объем тетраэдра равен 1/6 части объема
параллелепипеда, построенного на векторах

21 AA , 31 AA , 41 AA . Объем соответствующего параллелепи-
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педа вычисляется  через смешанное произведение векторов,
совпадающих с ребрами тетраэдра, сходящимися в вершине
А1(рис.2):

                       Рис. 2

×= 21)6/1( AAVтетраэдра ×31 AA 41 AA
    Найдем координаты векторов  и их смешанное произве-
дение: )3,3,5(21 -=AA , )1,1,3(31 -=AA , )8,2,4(41 =AA

×21 AA ×31 AA 41 AA = 30

824

113

335

=-

-

     Откуда 530)6/1( =×=тетраэдраV  (куб. ед.)
б) Искомую высоту h найдем из формулы:

основаниятетраэдра SV )3/1(= h , где Sоснования равна площади  тре-
угольника А1 А2 А3.
     Площадь треугольника А1 А2 А3 равна половине площади
параллелограмма, построенного на векторах 21 AA , 31 AA
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    Поэтому находим векторное произведение

21 AA ´ 31 AA = kji

kji

440

113

335 ++×=

-

-

Следовательно, Sоснования= DS = )2/1( ×21 AA 31 AA =

= 222 440)2/1( ++ =2 2  (кв.ед.)
Таким образом
h=3Vтетраэдра/Sоснования=3.5/(2 2 )=15 2 /4
Ответ:Vтетраэдра=5 (куб. ед.), h=15 2 /4(ед. длины)

2. ПЛОСКОСТЬ И ПРЯМАЯ В ПРОСТРАНСТВЕ

Плоскость в пространстве.
       1) Уравнение плоскости – это уравнение первой степени
вида:

Ax+By+Cz+D = 0,

если А2+В2+С2 ¹ 0, которое называется общим уравнением.
     Коэффициенты А, В ,С можно рассматривать, как коор-
динаты вектора нормали N =(A,B,C), перпендикулярного
плоскости.
    2) Уравнение плоскости, проходящей через точку
M0(x0, y0 , z0) перпендикулярно вектору N :
A(x-x0)+B(y-y0)+C(z-z0)=0, (условие N ^ 0MM , где

0MM =(x-x0 , y-y0 , z-z0) лежит в плоскости).
      3) Уравнение плоскости, проходящей через три задан-
ные точки M1(x1,y1,z1), M2(x2,y2 ,z2), M3(x3,y3,z3) имеет  вид:
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0

131313

121212

111

=

---

---

---

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

-условие  компланарности  векторов
031211 =×× MMMMMM , где ),,( 1111 zzyyxxMM ---= ,

),,( 12121221 zzyyxxMM ---= ,
),,( 13131331 zzyyxxMM ---= , где

M(x,y,z)- текущая точка  данной плоскости.
       4) Уравнение плоскости в отрезках имеет вид:

1=++
c
z

b
y

a
x ,

где а,b,с – отрезки, отсекаемые плоскостью, на координат-
ных осях соответственно, - абсцисса, ордината и аппликата
точек пересечения плоскости с осями OX, OY, и OZ.
         5) Нормальное уравнение плоскости:

0coscoscos =-++ pzyx gba ,
где )cos,cos,(cos0 gba=n  - вектор- нормаль к плоскости
единичной длины, проведены из начала координат,
p – расстояние от начала координат до плоскости (p>0).
           Приведем  общее уравнение плоскости к нормально-
му уравнению плоскости.  Для этого умножим обе части
общего уравнения  плоскости  на  нормирующей  множи-
тель:

222

1

CBA ++
±=m - полученное уравнение и будет нор-

мальным  уравнением плоскости.  (Знак m берется противо-
положным  знаку D)
     Расстояние от данной точки M0 (x0,y0,z0) до плоскости
находится по формуле
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222

000

CBA

DCzByxA
d

++

+++
=

где A,B,C-коэффициенты в общем уравнении плоскости,
Угол между двумя плоскостями вычисляется по формуле:

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
CBACBA

CCBBAA
++++

++
=j ,

где под углом между двумя плоскостями понимается угол
между их нормалями ),,( 1111 CBAN и ),,( 2222 CBAN .
     Условие перпендикулярности двух плоскостей:

A1 A2+B1 B2+C1C2=0                (если 1N ^ 2N ).

Условие  параллельности  двух плоскостей:

2

1

2

1

2

1
C
C

B
B

A
A

==                           (если 1N // 2N ).

    Прямая в пространстве
     Канонические уравнения прямой имеют вид

p
zz

n
yy

m
xx 000 -

=
-

=
-

,

где S =(m,n,p) – направляющий вектор прямой, точка
M(x0,0y.z0 ) лежит на прямой, т.е. прямая проходит через
точку M0 параллельно вектору S .
 Уравнение прямой в параметрической форме:
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ï
î

ï
í

ì

+=
+=
+=

0

0

0

zptz
ynty
xmtx

Прямая может быть задана как линия пересечения двух
плоскостей

î
í
ì

=+++
=+++

0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

   Уравнение прямой, проходящей через две точки
M1(x1,y1,z1) и M2(x2,y2,z2 ) имеет вид:

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

-
-

=
-
-

=
-
- .

     Угол между двумя прямыми вычисляются по формуле

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
pnmpnm

ppnnmm
++++

++
=j  ,

где угол j   между двумя прямыми- угол между их
направляющими векторами данных прямых.
Условие перпендикулярности двух прямых:

m1 m2+n1 n2+p1p2=0                (если 1S ^ 2S ).

Условие  параллельности  двух прямых:

2

1

2

1

2

1

p
p

n
n

m
m

==                           (если 1S // 2S ).

Взаимное расположение прямой и плоскости
     Пусть заданы прямая a  и плоскость b :

b : Ax+By+Cz+D = 0,
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a :
p
zz

n
yy

m
xx 000 -

=
-

=
-

Угол между прямой и плоскостью определяются по
формуле

222222
cos

pnmCBA
CpBnAm

++++

++
=j ,

где j -угол между   направляющим вектором прямой и
нормалью к плоскости.
Условие перпендикулярности прямой и плоскости:

p
C

n
B

m
A

==                           (если S // N ).

Условие  параллельности  двух прямых:
A m+Bn+Cp=0                (если S ^ N ).
     Напомним, что S =(m,n,p ) – направляющий вектор пря-
мой , N =(A,B,C) – нормаль к плоскости.

     Задание 6.
     Найти расстояние d от точки M0 до плоскости, проходя-
щей через три точки M1,M2,M3.
     Дано: M1(1;0;2);M2(1;2;-1);M3 (2;-2;1);M0 (-5;-9;1).
     Требуется найти: d  (см. рис.3)

Рис.3
Решение. Находим уравнение плоскости, проходящей через
три заданные точки M1, M2, M3, по формуле
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0

210212

210211

201

=

----

----

--- zyx

Разложив определитель по первой строке и, приводя подоб-
ные  члены, имеем уравнение плоскости: 8x+3y+2z-12=0

Расстояние d от данной точки M0 (x0,y0,z0) до плоскости,
определяемой уравнением Ax+By+Cz+D=0, находится по
формуле

222

000

CBA

DCzByxA
d

++

+++
= = =

++

-++
222

000 21238

CBA

zyx

77
2)3()8(

2112)9(3)5(8
222

=
+-+-

-×+-+-
=  (ед. длины).

    Ответ: 77  ед. длины.

       Задание 7.
       Написать уравнение плоскости, проходящей через точ-
ку А перпендикулярно вектору BC .
     Дано: А(-1;2;-2), B(13;14;1), C(14;15;2).

                 Рис. 4
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Решение. Искомое уравнение плоскости, проходящей через
точку M0(x0,y0,z0) перпендикулярно вектору нормали –
N =(A,B,C), имеет вид:

A(x-x0)+B(y-y0)+C(z-z0)=0
     Найдем координаты вектора BC :

BC =(14-13;15-14;2-1)=(1;1;1).
Т.к. BC искомой плоскости(рис.4), то его можно взять в каче-
стве вектора – нормали N , точка А принадлежит плоскости по
условию, то можно ее взять в качестве M0. Поэтому уравнение
искомой плоскости будет иметь вид:

1(x-(-1))+1(y-2)+(z-(-2))=0, или
x+y+z+1=0

     Ответ: x+y+z+1=0

Задание 8.
        Найти угол между плоскостями .
     Дано: x-3y-2z-8=0; x+y-z+3=0.
Решение. Угол между плоскостями j находится по формуле:

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
CBACBA

CCBBAA
++++

++
=j ,

где ),,( 1111 CBAN и ),,( 2222 CBAN -вектора нормали.
    Из условия задачи имеем: 1N (1;-3;-2), 2N  (1;1;-1).
Тогда

0
314

0
)1(11)2()3(1

)1(21311cos
222222

==
-++-+-+

-×-×-×
=j

     Значит, 2/pj = .

     Задание 9.
     Найти координаты точки A, равноудаленной от точек B и C.
     Дано: A(x;0;0),B(4;0;5,C(5;4;2).
Решение. По условию задачи BА = CА .
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Найдем AB и AC : AB =(4-x,0,5), AC =(5-x,4,2) и
BА = 41850)4( 2222 +-=++- xxx ;

CА = 451024)5( 2222 +-=++- xxx .
 Приравняем модули этих векторов

4510418 22 +-=+- xxxx   или x=2.
Значит, координаты токи A(2;0;0).
    Ответ:  A(2;0;0).

           Задание 10.
      Написать канонические уравнения прямой.
     Дано: x+5y+2z+11=0, x-y-z-1=0.
Решение. Каноническое уравнение прямой (содержащую  точ-
ку M0 (x0,y0,z0)) имеют вид:

p
zz

n
yy

m
xx 000 -

=
-

=
-

,

где S =(m,n,p)  – направляющий вектор прямой.
     Прямая l  (рис.5), задана как линия перемещения двух плос-
костей.

                        Рис. 5
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     Способ 1. Найдем вектор S =mi+nj+pk, параллельный по
определению искомой прямой l (рис.5), т.к. S ^ 1N  и S ^ 2N ,
где 1N =(1;5;2) и N 2=(1;-1;-1) –  векторы нормали к данным
пересекающимся плоскостям соответственно, то

S = 1N ´ 2N =

111

251

--

kji

=-3i+3j-6k.

     Значит. m=-3, n=3, p=-6.
     В качестве точки M0 (x0,y0,z0) можно взять  точку пересече-
ния прямой с любой из координатных плоскостей. Например, с
плоскостью XOY. Так как при этом z0=0, то координаты x0 и y0
можно найти из  уравнений  плоскостей ( положив в них z=0):

î
í
ì

=--
=++
01

0115
yx
yx

     Решая систему, получим x0=-1, y0=-2.
     Итак нашли точку M0 (-1,-2,0).
     Таким образом, каноническое уравнение искомой прямой
имеет вид:

63
2

3
1

-
=

+
=

-
+ zyx или

21
2

1
1 zyx

=
-
+

=
+

     Способ 2. Исключим сначала x,затем y из данной системы
уравнений плоскостей:

î
í
ì

=--
=++
01

0115
yx
yx

Вычтем из первого уравнения второе, то

получим: 6y+3z+12=0.

î
í
ì

=--
=++
01

0115
yx
yx

 Сложив первое  уравнения  и  второе,

получим: 6x-3z+6=0.
        Находим z из этих уравнений
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    z=-2y-4 и z=2x+2.
Приравниваем эти равенства:
   z=-2y-4 =2x+2 или, разделив на 2, окончательно получаем:

21
2

1
1 zyx

=
-
+

=
+

     Ответ:
21

2
1

1 zyx
=

-
+

=
+

Задание 11.
           Требуется найти точку пересечения M (x,y,z),  принадле-
жащую прямой l  и плоскости p  (рис. 6), если такая есть.
Решение. Сначала проверим,  пересекаются ли данные прямая
l  и плоскость p .    По условию S =(1;0;-1), N =(3;-2;-4).
( Если l //p ,  то векторы S ^ N и, значит, скалярное произве-
дение S N =0).  Вычислим S N =3+4=7. Следовательно,
векторы S и N не перпендикулярны. Значит,  прямая l  и
плоскость p  пересекается в точке M.

                        Рис. 6
     Найдем теперь координаты этой точки M.  Для этого запи-
шем данное уравнение прямой l  в параметрическом виде,
приравняв равенства параметру t:
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tzyx
=

-
-

=
+

=
-

1
1

0
1

1
1 .      Откуда получаем

tx
=

-
1

1 , ty
=

+
0

1  , tz
=

-
-
1
1 или

ï
î

ï
í

ì

+-=
-=
+=

1
1

1

tz
y

tx
- параметрические уравнения прямой l .

     Подставим эти выражения для x,y,z в данное уравнение
плоскости и найдем значение t:
3(t+1)-2(-1)-4(-t+1)-8=0, или 7t-7=0, откуда t=1.
     Найденное значение параметра t=1 подставим в уравнение
прямой, записанное в параметрическом виде:
x=1+1=2; y=-1; z=-1+1=0; получим координаты точки
M(1;-1;0) пересечения прямой с плоскостью.
Ответ: M(1;-1;0)

      Задание 12.
      Найти точку М/., симметричную точке М относительно
прямой или плоскости.
     Задача 1.
Дано: М(1;0;-1).  Требуется найти точку M/(x1

1,y1
1,z1

1), симмет-
ричную точке М относительно прямой l  (рис.7).

                                          Рис. 7
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 Решение. Запишем уравнение любой плоскости, проходящей
через точку М(1;0;-1) перпендикулярно заданной
прямой l :
A(x-1)+B(y-0)+C(z+1)=0,
где N =(A,B,C) – нормали к плоскости.
Так как N // S , где S =(2;2;0) –направляющий вектор данной

прямой l  и, следовательно,
022
CBA

== , то заменим коорди-

наты A,B,C вектора N  на соответствующие координаты век-
тора S , тогда уравнение этой плоскости запишем в виде:

2(x-1)+2(y-0)-0(z+1)=0, или 2x+2y-2=0.

     Найдем точку K, являющуюся проекцией точки M на дан-
ную прямую l ,  решив совместно уравнения:

ïî

ï
í
ì

=
-

=
-

=-+

02
5,1

2
5,0

0222
zyx

yx

     Для этого запишем уравнение прямой в параметрическом
виде:

tzyx
==

-
=

-
02

5,1
2

5,0 или

ï
î

ï
í

ì

=
+=
+=

0
5,12
5,02

z
ty
tx

И подставим эти выражения для x, y, z  в уравнение плоскости
2(2t+0,5)+2(2t+1,5)-2=0, или 8t+2=0. Откуда t=0,25.

     Тогда получим координаты точки K:
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ï
î

ï
í

ì

=
=+-=
=+-=

0
15,1)25,0(2
05,0)25,0(2

k

k

k

z
y
x

     Таким образом, K(0;1;0)  –  точка пересечения прямой l  и
плоскости, и она является серединой отрезка M1M ( рис.7), т.е.
M1K=MK (ибо точка M1  симметрична точке M по условию).
     Координаты точки M1 найдем из формул  «деление отрезка
пополам»:

2
/ MM

k

xx
x

+
= ,

2
/ MM

k

yy
y

+
= ,

2
/ MM

k

zz
z

+
=  и

2/)1(0 /M
x+= , 2/)0(1 /M

y+= , 2/)1(0 /M
z+-= .

Откуда 1/ -=
M

x , 2/ =
M

y , 1/ =
M

z .

Следовательно, M1(-1;2;1).
Ответ: M1(-1;2;1).

     Задача 2.
     Найти точку М1,симметричную точке М  относительно
плоскости p (рис.8).
Дано: M(1;1;1), x+y-2z-6=0.

                      Рис. 8
Решение: Запишем уравнение любой прямой l  ,
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проходящей через точку М(1;1;1):

p
z

n
y

m
x 111 -

=
-

=
-   ,  где S =(m,n,p) -направляющий вектор

прямой l .
Т.к. N // S ,   где N =(1,1,-2)  -нормаль к данной плоскости,  то
заменим координаты m,n,p  вектора S  на соответствующие
координаты вектора N .  Тогда уравнение этой прямой l

 запишется в виде:
2
1

1
1

1
1

-
-

=
-

=
- zyx .

Найдем точку К,  являющейся проекцией  точки М на данную
плоскость p , решив совместно

уравнения
ïî

ï
í
ì

-
-

=
-

=
-

=--+

20
1

1
1

1
1

062
zyx

zyx
.

Уравнения прямой представим в параметрической форме

ï
î

ï
í

ì

+-=
+=
+=

12
1
1

tz
ty
tx

, где t-параметр и, подставляя эти выражения для

x,y,z в уравнение плоскости), (t+1)+(t+1)-2(-2t+1)-6=0,найдем
t=1. Откуда координаты точки К будут: 211 =+=kx ,

211 =+=ky , 112 =+-=kz .
Итак, точка К(2;2;-1) является серединой отрезка М1М (рис.7),
т.к. точка М1 симметрична точке М относительно плоскости по
условию  задачи. Используя формулы  деления отрезка попо-

лам, имеем:
2

/ MM
k

xx
x

+
= ,

2
/ MM

k

yy
y

+
= ,

2
/ MM

k

zz
z

+
=

2

1
2

/M
x+

= ,
2

1
2

/M
y+

= ,
2

1
1

/M
z+

=- .
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Найдем координаты точки М1 ,т.е. 3/ =
M

x , 3/ =
M

y , 3/ -=
M

z .

Ответ: М1(3;3;-3).

3. КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА
НА ПЛОСКОСТИ

1.Окружность – это множество точек плоскости, равно-
удаленных от данной точки (центра). Если R – радиус окруж-
ности, точки M0 (x0,y0) - ее центр, то каноническое уравнение
окружности имеет вид

(x-x0)2+(y-y0)2=R2  .
2. Эллипс – это множество точек плоскости, сумма рас-

стояний которых до двух данных точек, называемых фокуса-
ми, есть величина постоянная, равная 2а, причем эта постоян-
ная больше расстояния между фокусами (рис.9).

Пусть ( , )M x y  – любая точка эллипса,
( ) ( )1 2;0 и ;0F c F c-  –

фокусы.  Тогда по
определению имеем

1 2 2MF MF a+ = ,
где 1 1 2 2иMF r MF r= =

называются фокальными радиу-
сами, и, следовательно,

1 2 2r r a+ = .

                                                                   Рис.  9

Форма эллипса (мера его сжатия) характеризуется  его эксцен-

триситетом c
a

e = , (так как с < а, то e < 1 для эллипса).

Каноническое уравнение  эллипса имеет вид

-a

y

a

-b

x

b

F1F2

M(x,y)
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2 2

2 2 1x y
a b

+ = , причем 2 2 2a b c= + . Здесь a – большая, b – ма-

лая полуоси эллипса.
В частности, если а =b (с = 0, e = 0, фокусы сливаются в од-

ной точке – центре), то эллипс превращается в окружность
2 2 2x y a+ = .

Фокальные радиусы эллипса выражаются через абсциссу точ-
ки эллипса по формулам:

1r a xe= -  (правый фокальный радиус)  и

2r a xe= +  (левый фокальный радиус).
3.Гипербола – это множество точек плоскости, абсо-

лютная величина разности расстояний которых до двух дан-
ных точек, называемых фокусами, есть величина постоянная,
равная 2а, причем эта постоянная меньше расстояния между
фокусами .
         Пусть ( , )M x y  – любая точка гиперболы, ( ) ( )1 2; 0 и ; 0F c F c-  –

фокусы. Тогда по определению имеем 1 2 2 , 0,F M F M a a- = >

где 1 1 2 2иr F M r F M= =

                    Рис.  10
называются фокальными радиусами, причем для правой ветви ги-
перболы, 1r x ae= -  – правый фокальный радиус; 2r x ae= +  – левый

фокальный радиус, где число 1c
a

e = >  называется эксцентриситетом

гиперболы. Каноническое уравнение гиперболы имеет вид

y

M(x,y)

x
a-a

b

F1F2

-b

0
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2 2

2 2 1x y
a b

- = ,
где а2+ в2= с2. Здесь а  – действительная полуось, b – мнимая полуось
гиперболы;  из уравнения   видно, что гипербола не пересекает ось
OY, т.е. 0x ¹ .

Для построения гиперболы строят прямоугольник со сторона-
ми 2а и 2b, с центром в начале координат. Проводят диагонали в
прямоугольнике, которые являются асимптотами by x

a
= ± . Верши-

ны гиперболы находятся в точках ( ) ( ); 0 и ; 0a a- .
Замечание. Если каноническое уравнение гиперболы имеет вид :

2 2

2 2 1y x
b a

- = ,

то вершины гиперболы находятся на оси OY в точках ( ) ( ); 0 и ; 0b b- .
Гиперболы называются сопряженными (у них действи-

тельная ось одной гиперболы служит мнимой осью другой, и
наоборот; они имеют общие асимптоты).

Если а= b, то уравнение (3) принимает вид х2– у2= а2..
Такая гипербола называется равнобочной. Ее асимптоты

перпендикулярны друг к другу. Поэтому, если за координатные оси
принять асимптоты равнобочной гиперболы, то ее уравнение примет
вид

21,
2

x y m m aæ ö× = = ±ç ÷
è ø

 (рис. 11 (а) и рис. 11 (б)), или my
x

= .

а) m > 0                                       б) m < 0

x

y

0
x

y

0

Рис. 11
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4. Парабола – это множество точек плоскости, равно-
удаленных от данной точки, называемой фокусом, и от данной
прямой, называемой директрисой. Пусть прямая l: x=-p/2
является директрисой параболы, точка F(p/2,0) – фокус. Тогда
каноническое уравнение параболы имеет вид: 2 2y px= ,
где p – фокальный параметр.

                 Рис. 12
Эта парабола расположена симметрично относительно оси ОХ
( 0p > ), FM r=  – фокальный радиус параболы, который

определяется по формуле
2
pr x= + , так как FM KM= .

Уравнение 2 2x py=  является уравнением параболы, симмет-
ричной относительно оси ординат ОУ.

При р > 0 ветви параболы направлены в положительную
сторону соответствующей координатной оси,  а при р <  0  –  в
отрицательную сторону.

4. ПРИВЕДЕНИЕ ОБЩЕГО УРАВНЕНИЯ
КРИВОЙ ВТОРОГО  ПОРЯДКА К

КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ

 Если общее уравнение кривой второго порядка вида:

MK

l

0 F

y

x
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a11x2+a22y2 +2a1x+ 2a2y+a0=0 , т.е. не содержит члены с произ-
ведением xy ( коэффициент a12=0 ), то следует выделить пол-
ные квадраты по x и по y :

a11(x2+2a1x/a11)+a22(y2+2a2y/a22)+a0=0,
a11(x2+2a1x/a11)+a22(y2+2a2y/a22)+a0=0,

a11(x2+2a1x/a11+(a1/a11)
2)+a22(y2+2a2y/a22+(a2/a22)2)-

-(a1/a11)
2-(a2/a22)2+a0=0

или
a11(x+a1/a11)2+a22(y+a2/a22)2=(a2/a22)2)+

+(a1/a11)
2-(a2/a22)2-a0,

и сделать замену переменных (параллельный перенос)

11

1/

a
axx += ,

22

2/

a
ayy +=

В результате получим
kyaxa =+ 2/

22
2/

11 )()( ,
 где k=(a2/a22)2)+(a1/a11)

2-(a2/a22)2-a0

 или 1
/

)(
/

)(

22

2/

11

2/

=+
ak

y
ak

x  – канонический вид кривой второго

порядка.

5. ИССЛЕДОВАНИЕ ОБЩЕГО
УРАВНЕНИЯ КРИВОЙ

Пусть общее уравнение кривой второго порядка
a11x2+a22y2+2a1x+2a2y+a0=0

приведем к каноническому виду

1
/

)(
/

)(

2

2/

1

2/

=+
ll k

y
k
x  ,

где 1l , 2l - собственные значения матрицы S  .
Вычисляем 21 ll ×

1. если 21 ll × >0,  то кривая эллиптического типа;
2. если 21 ll × <0 , то кривая гиперболического типа;
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3. если 21 ll ×  =0, то кривая параболического типа.

Задание 13. Исследовать кривую второго порядка и по-
строить ее.

Пример 1.
Дано: K(x,y)= 2x2+2y2-2xy-2x-2y+1=0.
Решение. Имеем a11=2, a22=2, a12=a21=-1; a1=-1,

a2=-1, a0=1 .

Тогда матрица старших членов
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

-

-
=

21

12
S .

Составляем характеристическое уравнение

0
21

12
=

--

--

l

l
, или 0342 =+- ll

Корни 11 =l   и 32 =l   – собственные значения мат-
рицы S.

Так как 11 =l ,  и 32 =l  то данная кривая эллиптиче-
ского типа.

Находим соответствующие им собственные векторы

)211 ,( xx=h   и )212 ,( hh=h .

Для 11 =l :
÷
÷

ø

ö
ç
ç

è

æ
=

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
×

÷
÷

ø

ö
ç
ç

è

æ

-

-

0

0

11

11

2

1

x

x
,

или
î
í
ì

=+-
=-

0
0

21

21

xx
xz

 , 121 с== xx , constс "-1 .

Пусть c1=1. Тогда )1,1(1 =h . Нормируем 1h ,

11
0
1 / hhh = , где 211 22

1 =+=h ;

получаем )2/1,2/1(0
1 =h .
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Для 12 =l  :
÷
÷

ø

ö
ç
ç

è

æ
=

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
×

÷
÷

ø

ö
ç
ç

è

æ

--

--

0

0

11

11

2

1

h

h
 или

î
í
ì

=--
=--

0
0

21

21

hh
hh

 ,

221 с=-= hh , constс "-2 .,
 Пусть с2 =1. Тогда )1,1(2 -=h . Нормируем 2h ,

22
0
2 / hhh = , где 2)1(1 22

2 =-+=h ;

получаем )2/1,2/1(0
2 -=h , причем 0

1h ^ 0
2h .

Орты собственных векторов 0
1h  и 0

2h  образуют базис
в новой системе координат x/,y/.

Имеем матрицу Т линейного преобразования координат

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

-
=

2/12/1

2/12/1
T

Отсюда получаем формулы преобразования координат
// )2/1()2/1( yxx +=
// )2/1()2/1( yxy -=  , или

)(2/1 // yxx +=

)(2/1 // yxy -=  .
Подставляем в уравнения кривой найденные выражения

для x и y:  После раскрытия скобок и приведения подобных
получаем

(x/)2+3(y/)2-2 2 x/+1=0,  или
(x/)2-2 2 x/+3(y/)2+1=0.
Выделив, полный квадрат имеем:

(x/- 2 )2+3y/+1=0.
Пусть x//=x/- 2 ,  y//=y/- параллельный перенос коорди-

натных осей. Тогда (x//)2+3(  y//)2=1,  или (x//)2+(  y//)2/3=1-
каноническое уравнение эллипса в координатах x//,  y// ,  где a
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=1  –  большая,   b= 3/1 =  0,577  –  малая полуоси эллипса
(рис.13) .

               Рис. 13
Пример 2. Привести к каноническому виду уравнение
(Методом поворота и параллельного переноса осей коор-

динат)

.05148845 22 =+++++ yxyxyx

Решение. Преобразуем это уравнение,  воспользовавшись
формулами поворота осей координат:

.cossin,sin-cos aaaa yxyyxx ¢+¢=¢¢=
Получаем

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) .05cossin14sin-cos8
cossin8

cossinsin-cos4sin-cos5
2

2

=+¢+¢+¢¢+
+¢+¢+

+¢+¢¢¢+¢¢

aaaa
aa

aaaaaa

yxyx
yx

yxyxyx

Раскрывая скобки и приравнивая нулю коэффициент при
yx ¢¢, , получаем условие для определения a

( ) 0cossin6sincos4 22 =+- aaaa  или
0.2-tg3tg2 2 =- aa
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Отсюда .5.0 tg;2tg 21 -== aa  Следует отметить, то зна-
чения atg  соответствуют двум взаимно перпендикулярным

направлениям. Пусть 2tg =a , тогда .
5

1cos,
5

2sin ±=±= aa

Возьмем положительные значения синуса и косинуса,  тогда
уравнение кривой принимает вид

.5
52

1)(4
5

4)(9 22 -=÷÷
ø

ö
çç
è

æ ¢-¢+÷÷
ø

ö
çç
è

æ ¢+¢ yyxx

Выражение в скобках дополним до полных квадратов:

.
4
9

54
14

5
29

22

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-¢+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+¢ yx

Приняв за новое начало координат ,
54

1;
5

2
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-¢O  по-

лучаем окончательно 1
16/9
)(

4/1
)( 22

=
¢¢

+
¢¢ yx  (уравнение эллипса).

                               Рис. 14

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

      Данные методические указания   помогут студентам   вы-
полнить  типовой расчет по вышеуказанной теме   курса мате-



31

матики,  и предоставляют студентам широкие возможности
для активного самостоятельного изучения практической и тео-
ретической части курса математики.
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