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ВВЕДЕНИЕ 
 

Существуют два типа физиков – экспери-

ментаторы и теоретики. Эти две профессии почти 

никогда не совмещаются в одном лице. Физики-

экспериментаторы исследуют соотношения между 

физическими величинами, или, говоря более тор-

жественно, открывают законы природы, пользуясь 

экспериментальными установками, то есть изме-

ряя физические величины с помощью приборов. 

Физики-теоретики изучают природу, пользу-

ясь только бумагой и карандашом, иначе говоря, 

выводят математически новые соотношения меж-

ду наблюдаемыми величинами, опираясь на 

найденные ранее экспериментально и теоретиче-

ски законы природы. 

Причина разделения этих двух концепций не 

только в том, что каждая из них требует своих 

специальных знаний – знаний методов измерения  

в одном случае и владения математическим аппа-

ратом – в другом. Главная причина разделения              

в том, что эти профессии требуют разных типов 

мышления и разных форм интуиции. Между тем 

интуиция, то есть способность подсознательно 

находить правильный путь, играет важнейшую 

роль, особенно на первых стадиях работы.          

Поскольку теоретическая физика имеет дело с бо-

лее отвлеченными понятиями, чем физика экспе-

риментальная, физику-теоретику требуется более 
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абстрактная форма интуиции, близкая иногда               

к интуиции математика. 

В прошлом веке, когда физика не была еще 

так специализирована, многие физики совмещали 

обе профессии. Так, Дж. Максвелл, который полу-

чил теоретически удивительные уравнения, объ-

единившие электричество, магнетизм и оптику, 

занимался и экспериментальными работами. 

Г. Герц, обнаруживший экспериментально элек-

тромагнитные волны, был одновременно и хоро-

шим теоретиком. И все-таки в каждом случае 

можно указать, какая из профессий главная: для 

Максвелла это теоретическая физика, а для Гер-

ца – физика экспериментальная. 

Великим физиком-теоретиком был А. Эйн-

штейн. Пользуясь только бумагой и карандашом, 

он создал теорию относительности, согласно кото-

рой время течет по-разному в неподвижной систе-

ме и в системе, равномерно движущейся относи-

тельно наблюдателя. Как показали эксперименты 

последних десятилетий, быстро движущиеся не-

стабильные частицы (например, пи-мезоны или 

мюоны) распадаются медленнее, чем неподвиж-

ные, в точном соответствии с формулой, получен-

ной Эйнштейном. При скорости, приближающейся 

к скорости света, время жизни частицы неограни-

ченно возрастает. 

Итальянский физик Э. Ферми наряду со мно-

гими другими теоретическими работами создал 
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теорию радиоактивного распада и вместе с физи-

ками своей группы открыл экспериментально, что 

почти все химические элементы делаются радио-

активными при бомбардировке нейтронами. Но и      

в этом случае можно указать главную профес-

сию – это теоретическая физика. 

Теоретиком, тесно связанным с эксперимен-

том, был советский академик Г. И. Будкер, у кото-

рого теоретическая физика совмещалась с инже-

нерными идеями. Он теоретически разработал 

ускоритель на встречных пучках заряженных             

частиц и руководил его созданием в Новосибир-

ском Академгородке. 

Стиль и способ подхода к решению задач 

различны у разных физиков-теоретиков. Есть тео-

ретики, для которых несущественно, каким спосо-

бом получен результат, лишь бы цель была до-

стигнута. Но есть и такие, которые любят методи-

ку теоретической работы и добиваются того, что-

бы результат был получен не искусственным пу-

тем, а методом, наиболее соответствующим зада-

че. Этим достигается более глубокое понимание, а 

следовательно, и большая достоверность результа-

тов. Существуют абстрактные физики-теоретики, 

решающие задачи, не связанные непосредственно 

с опытом; и физики-теоретики, работающие в тес-

ном контакте с экспериментаторами. Для таких 

теоретиков заметную часть работы составляет тео-

ретический анализ эксперимента, уже сделанного 
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или предполагаемого. Наряду с теоретиками, 

предпочитающими строгий математический под-

ход, к сожалению, редко возможный при анализе 

реальных явлений, существуют физики, для кото-

рых важнее подход качественный, когда результа-

ты получаются сначала на упрощенных моделях           

и по возможности наглядно. 

Среди физиков нашей страны наиболее яр-

ким примером теоретика, сочетавшего глубокое 

качественное понимание явлений с виртуозным 

математическим аппаратом, был Л. Д. Ландау. 

В. А. Фок добивался максимально строгой поста-

новки вопроса. Он получил важнейшие результаты 

в квантовой теории, решая задачи, допускающие 

строгую математическую формулировку. 

И. Е. Тамм сочетал различные стили: иногда это 

были работы по изучению приближенных моделей 

явления, а иногда, как и у Л. Д. Ландау, исследо-

вания сложной физической задачи приближенны-

ми методами. Н. Н. Боголюбов представляет собой 

редкий пример сочетания двух профессий –            

математика и теоретического физика. Для него     

характерно строгое исследование сознательно 

упрощенных моделей явления. И. Я. Померанчук 

ставил своей целью находить такие вопросы                   

и строить теорию таких явлений, которые вскры-

вают самые глубинные свойства физического ми-

ра. Поэтому его работы всегда оказывались на пе-

реднем крае науки. Большое влияние на развитие 
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многих областей теоретической физики оказал       

физик Я. И. Френкель. Ему принадлежит множе-

ство физических идей, которые он выдвигал, не 

стремясь довести работу до конца, ограничиваясь            

качественным рассмотрением задач. 

Теоретическая физика как отдельная наука 

началась с И. Ньютона, который превратил идею 

всемирного тяготения в физическую теорию, под-

твержденную опытом. Надо было объяснить, по-

чему планеты движутся по эллипсам с фокусом               

в месте нахождения Солнца и почему кубы радиу-

сов орбит пропорциональны квадратам периодов 

обращения. Ньютон доказал, что это следует из 

предположения: между двумя массами действует 

сила, пропорциональная произведению масс и об-

ратно пропорциональная квадрату расстояния 

между телами. Ньютон вычислил возмущения 

движения Луны под влиянием Солнца и построил 

теорию приливов, которые он объяснил лунным 

притяжением. 

Наконец, перечислим главные направления 

развития теоретической физики. 

Это, прежде всего, получение количествен-

ных соотношений между наблюдаемыми величи-

нами. Так, например, пользуясь законами движе-

ния электронов в металле, теоретики рассчитали 

кривую зависимости электрического сопротивле-

ния от температуры и объяснили природу сверх-

проводимости. 
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Другое направление – создание адекватных 

методов математического описания свойств сим-

метрии законов природы. Для многих задач теоре-

тической физики наиболее подходящий способ – 

решение их с помощью электронных вычисли-

тельных машин. 

И, наконец, самое главное направление – это 

отыскание тех общих принципов, которые лежат в 

основе законов природы, таких, как причинность, 

свойства симметрии, законы сохранения и др. 

Итак, теоретическая физика намечает пути             

к пониманию единства, симметрии и динамики     

явлений природы, то есть пути к пониманию кра-

соты Вселенной. 

Однако любые теоретические построения 

делаются научной истиной, только если они              

подтверждаются экспериментом и дальнейшим 

развитием теории. Подтверждение или опровер-

жение теоретических предсказаний на опыте вхо-

дит в задачу экспериментальной физики. 

 

Статистический метод. 

Пространство состояний 
 

Несмотря на то, что законы классической 

механики известны и движения частиц подчиня-

ются этим законам, чисто механические методы 

исследования внутреннего движения в макроско-

пических системах оказываются совершенно бес-
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полезными. Типичные свойства макросистем про-

являются, когда число частиц в системе составляет 

несколько десятков. Нужно в принципе отказаться 

от попыток проследить движение каждой микро-

частицы. Действительно, макроскопические 

наблюдения выявляют только общие закономер-

ности в поведении коллектива частиц. 

Адекватным исследованием оказалось при-

менение вероятностных статистических методов. 

Здесь наиболее важным моментом будет установ-

ление закона распределения вероятности для со-

стояний движения отдельных частиц или всей си-

стемы в целом. 

Конкретные исследования обычно начина-

ются с разработки модели внутреннего устройства 

изученной макросистемы. Следует указать состав 

системы, тип и существенные характеристики со-

ставляющих частиц. Это не всегда просто. Следует 

оговорить физические условия, в которых нахо-

дится система: изоляция; постоянные параметры 

(при их наличии); внешнее поле. Определить 

ограничения, накладываемые на движение частиц 

(атомы в твердых телах). Необходимо выяснить 

законы взаимодействия частиц, установить – какая 

механика применяется для описания поведения 

частиц. Обычно пренебрегают краевыми поверх-

ностными эффектами, считая, что при                        

                 
 

 
      . 
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Микросостояния классической системы 

 
Мы вводили понятие макроскопического         

состояния системы, задаваемого термодинамиче-

скими параметрами в отношении частиц. Новый 

подход (в рамках классической физики) заключа-

ется в определении их положения в пространстве     

и импульсов (скоростей) всех частиц. В этом слу-

чае говорят о микросостояниях, обозначая все 

возможные механические состояния изучаемой               

системы частиц. Речь идет о создании механиче-

ской теории тепла, в которой тепловая форма дви-

жения получалась бы из механической. 

Для задания микросостояния классического 

одноатомного газа, содержащего N частиц, нужно 

указать 6N величин: координаты всех частиц (x, y, 

z) и проекции их импульсов (Px, Py, Pz), где i = 1, 2, 

3… N. Часто вместо декартовых координат и про-

екций импульса используют 6N других парамет-

ров. В сложных макроскопических системах это 

позволяет учесть связи и ограничения, налагаемые 

на движение частиц. 

Минимальное число переменных, с помо-

щью которых можно в данный момент времени 

задать положение частиц системы в пространстве,  

есть число степеней свободы  . В случае идеаль-

ного одноатомного газа     , двухатомного – 5N. 
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Уравнения Гамильтона 
 

С течением времени микросостояния изме-

няются. Движение в классической статистической 

механике принято описывать уравнениями               

Гамильтона 

   
  

   
           

  

   
                 

 

   (   )  ∑
  
 

  
  (   ⃗   ⃗   ⃗ )

 
   , 

где  – внешние параметры потенциальной энер-

гии. 

Во многих практически важных случаях             

потенциальная энергия представляется в виде 
 

  ∑  (   ⃗ )
 
    

 

 
∑ ∑  ( ⃗   ⃗ 

 
   ) 

   , 
 

где первое слагаемое описывает действия внешних 

полей, второе определяет потенциальную энергию 

полярного взаимодействия частиц друг с другом. 

Для идеального газа второе слагаемое пренебре-

жимо мало. В отсутствии внешних полей у газа 

нет первого слагаемого. 
 
 

Фазовое пространство 

 (пространство состояний) 
 

Координаты и импульсы частиц числом    

задают возможные микросостояния системы. 
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Множество таких состояний образует простран-

ство состояний. 

Фазовым пространством называется услов-

ное пространство, координатами в котором служат 

обобщенные координаты и импульсы (    – фазо-

вая плоскость). Допустим, что решения системы 

уравнений Гамильтона нам известны: 

{
     ( ) 

     ( ) 
 

Такой полный набор задает в фазовом про-

странстве в каждый момент времени изображаю-

щую точку, которая соответствует фактическому 

микросостоянию системы в этот момент. С тече-

нием времени изображающая точка движется по 

фазовой траектории, перемещаясь в фазовом про-

странстве. Точки этой кривой отражают внутрен-

нее движение в макроскопической системе, после-

довательную смену ее микросостояний. 

Будем обозначать буквой Г объем некоторой 

области фазового пространства: 
 

Г  ∫ Г, 
 

где   Г  ∏ (     ) 
   . 

Возникает проблема определения объема 

фазового пространства, охватывающего все воз-

можные микросостояния системы. Если частицы 

движутся в пределах объема V физического про-

странства, энергия системы ограничена, то соот-

ветствующий фазовый объем Г конечен. 
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Фазовый объем микросостояний  

в интервале энергий   
 

Пусть в сосуде объема V свободно движется 

одна молекула с энергией от 0 до  . Необходимо 
найти фазовый объем Г( ), соответствующий всем 
ее возможным микросостояниям. 

В данном случае фазовое пространство             

шестимерно. Используя декартовы координаты, 

получим 

Г( )  ∫                    

 ∫         ∫               
 

 
, 

где ∫            
 

 – пространственный объем. 

Условие       в силу   
  

 
 принимает 

вид       
   

   
      . 

Последнее определяет в фазовом простран-

стве состояний сферу в подпространстве импуль-

сов радиуса   √   , центр которой расположен 

в начале координат. 

∫               
 
 

 
 (   )  ⁄ . 

 
Получаем в итоге  

Г( )  
 

 
  (   )  ⁄ . 

Объем Г( ) заключает все микросостояния 

частицы в сосуде        . Элементарный 

объем   ( ), заключающий все микросостояния 

частицы в интервале энергии   : 
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 Г( )  
 Г( )

  
 
 

 
   

 

 
(   )  ⁄        = 

     √      . 

Пусть в сосуде N таких частиц. Аналогично 
 

Г( )  ∫∏ (∫                  ) 
  

   

    ∫∏ (∫         ) 
 
   . 

 
Объем среды в подпространстве импульсов 

     (  √   ). 

Г( )     (   )
  
        ( )      

  
 
       

Определение коэффициента пропорциональ-

ности является сложной задачей классической ста-

тистической физики. Перейдем к рассмотрению 

квантового случая. 

 

Микросостояния квантовых систем 
 

В квантовых системах описание с помощью 

координат и импульсов бессмысленно. Здесь 

необходимо знать уровни энергии    и число воз-

можных квантовых состояний  ( а). Они могут 

отличаться     определяющимся главным кванто-

вым числом, а    – всем набором (вырождение). 

Для нахождения всех микросостояний кван-

товой системы необходимо решить уравнение 

Шредингера  Н̂ а     а. Эта задача в общем виде 

не решается, и в квантовой статистике использует-

ся ряд специальных методов. 
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Внутреннее движение в квантовой системе 

представляет собой переходы из одних микросо-

стояний в другие. Мы пренебрегаем для макроско-

пических тел неопределенностью    в силу такой 

нестационарности. 

Для числа  ( а) в квантовой статистике 

справедливы следующие положения: 

1) для квазинезависимых подсистем кванто-
вой системы 

             , 

 ( )    (  )     (  ) ; 
 

2) в силу принципа Гейзенберга квантовая 

частица занимает элементарный объем фазового 

пространства  Г   (   ) . Тогда   
Г

 Г
 .  

В случае, когда число степеней свободы 

равно  ,  Г   (   ) . 

Для одной квантовой частицы 

  ( )  
    √     

(   ) 
. 

Для N квантовых частиц    ( )   
 Г

(   )  
; 

3) для частиц со спином добавляется множи-

тель 2S + 1 (    ⁄        ); 

4) для тождественных частиц необходимо 
устранить в подсчете одинаковые состояния,              

получаемые их перестановками, число которых N!.  

 Тогда 

  ( )   
 Г

  (   )  
. 
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Для числа квантовых состояний также              

используется обозначение  ( ). 
 
 

Теорема Лиувилля 
 

В классической статистической физике мак-

росистема моделируется механической системой 

материальных точек. Следовательно, имеем не-

прерывный набор микросостояний с различными 

значениями (                ). В фазовом про-

странстве рассматривается совокупность фазовых 

точек, изображающих набор возможных состояний 

системы. 

Такую совокупность фазовых точек, теоре-

тически изображающих различные возможные 

микроскопические состояния системы, называют 

фазовым ансамблем. Терминология сложилась             

исторически. В ранний период в статистической 

физике говорили не о состояниях системы, а о со-

вокупности моделирующих все возможные конфи-

гурации и движения частицах ансамбля. 

Движения фазового ансамбля в фазовом 

пространстве можно рассматривать как своего             

рода поток фазовой жидкости. Здесь фазовые точ-

ки отождествляются с точками воображаемой 

жидкости, заполняющей фазовое пространство. 

Введем обозначения: 
 

               (        )  
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В обычном случае условие не сжимаемости 

жидкости 

    ⃗⃗     

Для фазовой аналогично имеем ∑
  ̇ 

   
    

   .  

Учитывая уравнения Гамильтона, можно записать: 

 

∑
  ̇ 
   

 ∑(
  ̇ 
   

 
  ̇ 
   
)  ∑(

   

      
 
   

      
)

  

   

  

   

  

   

    

 
Получили теорему о сохранении фазового 

объема, или теорему Лиувилля. Смысл теоремы – 

набор состояний данной системы самопроизволь-

но не изменится в ходе ее существования. 
  
 

Следствия теоремы Лиувилля 
 

1. Непосредственным логическим результа-

том теоремы Лиувилля является возвратная теоре-

ма Пуанкаре–Цермело: фазовые точки, покидаю-

щие фазовый объем, вернутся в него. 

Теорема Пуанкаре–Цермело имеет большое 

принципиальное значение. Действительно, мы го-

ворили о принципиальной необратимости всех 

процессов в природе. Однако, согласно теореме 

Пуанкаре–Цермело, возможны спонтанные воз-

враты адиабатически изолированной системы                 

в исходное состояние. Макроскопическая необра-

тимость природы в термодинамике вступает в про-



18 

тиворечие с механической обратимостью, что 

должно быть учтено в механической теории тепла. 

Теорема Пуанкаре–Цермело вскрывает это проти-

воречие. Макроскопическая необратимость имеет 

место лишь для ограниченных интервалов време-

ни. Временные промежутки господства закона 

возрастания энтропии могут быть очень больши-

ми, но в принципе для еще больших промежутков 

времени восстанавливается закон обратимости, за-

ложенный в законах микроскопического движе-

ния. 

2. Интегралы движения играют определяю-
щую роль в построении статистической физики. 

Механические системы, для которых основное 

значение имеет только энергия, называют эргоди-

ческими. У них временное среднее механической 

величины L есть функция только энергии E: 

 ̅     
 

 
∫  (   )    ( )
 

 
. 

Нет доказательств, что моделирующие меха-

нические системы статистической физики являют-

ся эргодическими. В раннем варианте статистиче-

ской физики принималась так называемая эргоди-

ческая гипотеза о том, что эти системы – эргоди-

ческие. 

В современном изложении принимают, что 

функции распределения вероятностей зависят 

только от энергии. Основа идеи – макроскопиче-

ское поведение тел подчиняется законам термоди-
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намики. Макросостояние определяется здесь набо-

ром внешних параметров и температурой. Прида-

вая температуре смысл энергии E, видим, что это 

говорит об определяющей роли E в построении 

статистической физики. Мы использовали термин 

«статистическое распределение». Переходим к 

определению этого понятия. 
 
 

Статистические распределения. 

Вероятность осуществления 

микросостояния 
 

Рассмотрим какую-либо микроскопическую 

систему. Допустим, что система замкнутая, и вы-

делим в ней макроскопическую подсистему. В си-

лу чрезвычайной сложности внешних воздействий 

со стороны остальных частей за достаточно боль-

шой промежуток времени подсистема побывает 

много раз во всех возможных своих состояниях, 

занимающих фазовый объем. Выделим объем 
 

 Г  ∏    ∏    
  
   

  
   . 

 
Пусть    – часть полного времени Т, в тече-

ние которого подсистема занимала состояния, 

принадлежащие  Г. Тогда вероятность найти под-

систему в некоторый произвольный момент вре-

мени в данном участке фазового пространства 
 

        
  

 
. 
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Выделим теперь элемент фазового объема 
 

 Г                                . 
 

Вероятность того, что координаты    и им-
пульсы    имеют значения, принадлежащие  Г: 

 
   (     )      

 
где   – плотность распределения вероятности               

в фазовом пространстве, являющаяся функцией 

статистического распределения данного тела.        

Очевидное условие – сумма всех вероятностей 
 

∫        . 

 

Макроскопические величины как 

средние по внутреннему движению 

системы 
 

Всякая макроскопическая величина имеет 

свой микроскопический аналог. Давлению соот-

ветствует средний импульс, передаваемый при 

ударах молекул за единицу времени на единицу 

поверхности; концентрации соответствует среднее 

число частиц в единичном объеме и т. д. Будем 

обозначать макроскопическую величину и ее мик-

роскопический аналог одной и той же буквой 
макрL L . 

По смыслу замена макрL L . Тогда для 

классических систем: 
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0

1
( , ) ,макрL L q p dt




   

где τ – интервал времени, по которому проводится 

усреднение. Аналогично для непрерывного 

спектра квантовых систем. Для квантовых систем 

с дискретным спектром: 

1

1
,

N
макр

i

i

L L
N



 

   

где iL  – значение величины L в i-ом состоянии 

(точное или квантовое среднее); 

N  – число состояний, в котором система 

побывала за время τ. 

Ценность этих формул чисто теоретическая. 

Способов получить такую информацию о 

внутреннем движении макросистемы нет. 

Усреднение по времени (временное среднее) – 

теоретическая идея статистической физики. 

Реально используется другой подход. 

Начнем с квантовых систем. Для вычисления 

среднего (дискретный спектр) достаточно знать, 

сколько раз за τ секунд появлялось каждое 

микросостояние. Если эти цифры известны, то 

.
i i

макр i

i

i

n L

L
n





 

Точно так же для классических систем нет 

необходимости знать реальную последова-
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тельность микросостояний; выделим группы 

механических состояний в интервалах от q до 

q dq  и от р до p dp . Пронумеруем эти группы 

индексом   и введем интервалы времени dt  – 

продолжительность пребывания в состояниях 

данной группы за весь период τ. Тогда 
1

( , ).макрL dt L q p


   

Видим, что 
dt


 или i

i

n

n
 выступают мерой 

вероятности реализации микросостояний 

(усреднение по ансамблю в старой терминологии). 

 

Функция статистического 

распределения 
 

Суммируя сказанное с нашим анализом 

ситуации в фазовом пространстве, сформулируем 

понятие функции статистического распределения 

(ФСР). 

ФСР – распределение вероятностей для 

микросостояний макроскопической системы. Для 

квантовых систем с дискретным спектром ФСР 

есть совокупность чисел { }iW  – вероятности 

появления i-го состояния за время наблюдения. У 

классических ФСР есть плотность вероятности для 

обобщенных координат и импульсов, 

изменяющихся непрерывно – ( , )f p q . 
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. 

Тогда 

( , ) ( , )макрL L q p f q p dqdp  ;
 

макр

i i

i

L L W   

Подчеркнем, что ФСР задает макро-
скопическое состояние системы, равно как и дает 
информацию о ее внутреннем движении. Следует 
обратить внимание на то, что последние формулы 
мы не вывели из исходных. Это только 
иллюстрация связи. Эквивалентность применения 
ФСР и усреднения по времени в смысле 
совпадения величин макрL  – это фактически 
постулат статистической физики. 

Именно нахождение ФСР и является 
основной задачей статистической физики. В 
общем случае эта задача не решена. Мы знаем 
ФСР только для ограниченного круга макро-
скопических систем. Переходим к этой задаче. 

 

Микроканоническое распределение 
 

Для равновесных систем оказалось 

возможным ввести постулативно простую и 

универсальную функцию статистического 

распределения, которая называется микро-

каноническим распределением. Впервые введена 

Гиббсом в 1901 году для классических систем. 

Все термодинамические параметры 

равновесной системы постоянны по времени. 
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, 

Следовательно: 1) равновесная ФСР не может 

зависеть от времени явно; 2) она не может 

непосредственно зависеть от постоянно 

меняющихся q и p. Таким образом, ФСР 

определяется сохраняющимися величинами. Наш 

анализ теоретический. Следствие из теоремы 

Лиувилля выявило особую роль энергии. Далее, 

хаотическое движение частиц равновесной 

макросистемы позволяет говорить, что ни одно 

микросостояние не является выделенным. 

Утверждение о равновероятности микросостояний 

в статистической физике, по сути, еще один 

постулат. 
Сформулируем микроканоническое распре-

деление для квантовых систем. Постулат                       
о равновероятности здесь означает, что 

1 2 ... nW W W  . Из условия нормировки получаем 

1
1 ,

( , , )
i i i

i

W W W
E N 

    


  

где   – полное число микросостояний. 
В выражении для квантового микро-

канонического распределения явно указаны 
возможные зависимости  : от энергии E, числа 
частиц N и параметров внешних полей  . 

В случае классических систем вывод 
сложнее. Рассмотрим систему, которая не может 
обмениваться энергией с внешними телами. Для 
такой системы 

( , )H p q E const   
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. 

и функция распределения по энергиям ( )  должна 

иметь вид острого максимума (рис. 1). 
 

 
 

Рис. 1. График функции микроканонического 

распределения по энергиям 

 

В пределе 0E   это дельта-функция 

Дирака ( ( , ))E H p q   
1

( , ) ( ( , ))
( )

f p q E H p q
E

 


, 

где 
1

( )E
 определяется из условий нормировки: 

( )

( ) ( ( ))
X

E E H X dX   
 

Вновь используем обозначение X. Величина 

( )E  имеет смысл ( )
Г

E



 


, где 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

o o

E E

E X E H E

Г E d H d dX dX    


        – 

фазовый объем для H E . Следовательно, 
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, 

. 

классическое микроканоническое распределение 

принимает вид

 1
( , ) ( ( , ))

( )

( )
{

f p q E H p q
E

Г
E





 



 


 

 

Статистическое определение энтропии 
 

Определение вероятности микросостояний 

квантовых систем и плотности вероятности 

микросостояний квантовых систем f    

позволяет установить соотношение между 

определенной функцией этих величин, фазовым 

объемом и работой, которое интерпретируется как 

основное термодинамическое равенство.                    

В результате получают статистическое 

определение температуры. Для квантовых систем                              

(в равновесии):
 
 

ln lni i i

i

S K W K W W      

где ln lni i i

i

W W W   – средний логарифм 

вероятности. Отметим, что использование для 

рассуждений одного более простого вида 

макросистем не отражается на общности выводов. 

Микроканонические распределения в этих 

случаях, по сути, одно утверждение, что очевидно 

ввиду связи  -Кронекера (дискретные величины) 

и  -Дирака (непрерывные величины). 
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Проанализируем свойства определенной 

таким образом энтропии. Из квантового 

микроканонического распределения следует: 

1. 
1

( , , )
iW

E N 



 

 
1 1 1

1 1 1 1
ln ln1 ln ln

i i ii

S K K K
  

  

   
            

      
  

= (всего   слагаемых) ln ln ( , , )K S K E N     . 

Итак, энтропия соответствует фазовому 

объему систем. 

2. Рассмотрим систему из двух подсистем   

и  . Тогда энтропия всей системы 

    S K W
 

    (по теореме об умножении 

вероятностей) = 

ln (ln ln )K W W W W K W W W W       
   

         

= (по условиям нормировки 1W


  и 1W


 ) =  

ln lnK W W W W W W     
   

 
      

 
     

1 2ln lnK W K W S S       – энтропия аддитивна. 

3.   В статистической физике закон 

возрастания энтропии в замкнутой системе 0
dS

dt
   

( 0dS   формулируется через изменение ФСР). 
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, 

С течением времени вероятности различных 

микросостояний выравниваются. Энтропия 

монотонно возрастает, достигая максимума                    

в состоянии равновесия. 
Строгого и общего доказательства этого нет. 

Закон возрастания энтропии следует 
рассматривать как один из постулатов 
статистической физики. Противоречия между 
механической обратимостью и термо-
динамической необратимостью серьезнее, чем 
дает теорема Пуанкаре–Цермело. Рассмотрим 
основу решения вопроса – метод Больцмана. 

 

Метод Больцмана 
 

Этот метод применим к классу локально-

равновесных систем. Допустим, что изучаемый 

объект можно разделить на две или более 

подсистемы. Объект неравновесен, равновесия 

между подсистемами нет, но каждая из них 

равновесна. Тогда энтропия всей системы равна 

(используем свойство аддитивности): 
 

ln ( , , ) lni i i i

i i

S S K E N K     
 

где ( , , )i i i

i

E N    . 

Полученные значения S для локально-

равновесных систем подобны полученным выше,        

а определение числа состояний   соответствует 

требованиям. 
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, 

Микросостояния таких систем равно-

вероятны, и взаимодействие между подсистемами 

проявляется в изменении   с течением времени               

в результате взаимодействия подсистем, 

перераспределения между ними энергии и частиц. 

Движение частиц совершенно 

неупорядоченно, изменение параметров E, N,  

происходит беспорядочно. Всему этому 

соответствует набор микросостояний. Таких 

микроскопических состояний может быть не одно, 

и попадание системы в конкретное допускает 

толкование как случайное событие. Идея 

Больцмана 
ln ТS K W  

где ТW  – термодинамическая вероятность по 

Больцману ТW   определяется числом 

микросостояний, через которые реализуется 

данное макросостояние. 

Видим, что рост S   рост   – уменьшение 

порядка, увеличение хаоса в микродвижении 

внутри системы. Здесь нет описания детальной 

эволюции системы, обозначены только тенденции. 

Отсюда идея флуктуаций, которые будут 

обсуждаться позднее. 
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Статистическое обоснование начал 

термодинамики 
 

Третье начало термодинамики прямо 

следует из формулы lnS K  . Охлаждение 

системы приводит к уменьшению ее энергии                     

с результирующим выходом на основной уровень, 

1 , ln 0  и 0S  . 

В целом статистическая физика и глубже,              

и шире термодинамики. Начала термодинамики 

можно получить методами статистической физики. 

Исходный пункт двух подходов совпадает – закон 

возрастания энтропии. Но в статистической 

физике существование внутренней энергии, 

теплообмена и свойства равновесных состояний, 

есть проявление движения и взаимодействия 

микрочастиц. 

Обоснование первого и второго начал 

термодинамики дадим в виде вывода основного 

термодинамического равенства. 

Рассмотрим множество состояний замкнутой 

равновесной системы с различными значениями 

энергии E, числа частиц N и внешних параметров 

. Равновесный процесс изображается некоторой 

кривой в пространстве точек E, N, . Изменение 

энтропии в этом процессе: 

, , ,N T N T

S S S
dS dE d dN

E N 




       
       

        .
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Данное выражение совпадает с основным 

термодинамическим равенством, если принять 

,

1

N

S

T E 

 
  

 
; 

,T N

S
T



 
   

 
; 

,T

S
T

N 


 

   
  .

 

Эти формулы следует рассматривать как 

статистические определения температуры, 

обобщенной силы и химического потенциала. 

Величину T dS Q   называем теплотой, d  

есть работа, энергия E имеет смысл внутренней 

энергии U системы. 
dU Q A dN      . 

Получили требуемое. 

 

Каноническое распределение 
 

Микроканоническое распределение – 

принципиальная основа статистической физики.              

В силу своего общего характера редко 

применяется на практике. Расчет с помощью этого 

распределения представляет термодинамические 

величины как функции E, N, . На практике 

интерес представляют уравнения состояния 

( , , )L L T N  , в которые входит температура. 

Переход от функции ( , , ) ( , , )L L E N L T N    

возможен, но при наличии метода прямого 

определения (он предпочтителен). 

Необходимое для этого распределение 

вероятности было также предложено Гиббсом               
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в 1901 году и называется каноническим 

распределением. Мы же вновь начнем                             

с квантового случая. 

Рассмотрим изолированную равновесную 

систему, состоящую из двух квазинезависимых 

подсистем: исследуемой системы и термостата. 

Считаем, что энергия изучаемой системы много 

меньше энергии всего комплекса   << Е. Число 

частиц и внешние параметры обеих частей 

считаются фиксированными. Энергия и квантовые 

состояния подсистем могут изменяться без 

нарушений равновесия системы в целом.                     

При этом, в соответствии с определением 

термостата, его макросостояние изменяется 

настолько мало, что его температура постоянна,              

а его контакт с исследуемой системой 

поддерживает температуру и в ней постоянной. 

Найдем вероятность пребывания системы             

в i-м квантовом состоянии iW . При этом энергия 

исследуемой системы равна i , а термостата iE  . 

Очевидно, что эта вероятность определяется чис-

лом квантовых состояний с данной энергией 

( )iE    термостата. Действительно, микросостоя-

ния сложной системы равновероятны. Но большая 

их часть принадлежит по условию термостату. 

Рассматриваемому состоянию исследуемой систе-

мы с энергией i  соответствуют состояния термо-

стата с энергией iE  . Принимая число состояний 



33 

термостата за меру вероятности состояния иссле-

дуемой системы, мы получим некую приближен-

ную формулу, выполняющуюся для макросистемы 

с точностью, превращающей практическую                   

потребность (приближенную в отношении микро-

скопического распределения). 

Итак, 
   (   )  

 
С учетом ∑    видим, что 
 

  
  (   )

∑   (   ) 
 , 

 
где сумма в знаменателе – полное число микросо-

стояний термостата. 

Для расчета числа микросостояний термо-

стата используют следующий прием. Энтропия 

термостата 

              (   )   
 

 
  (   ). 

 
Разложим экспоненту в ряд Тейлора. Учиты-

вая   Е  ограничимся первыми двумя членами 

разложения: 

  (   )    ( )  
   
  

    ( )  
  
Т
  

В выводе используем статистическое опре-

деление температуры.  

Тогда 

 (   )  
 
 ( )
    

 
 
  

 
 ( )
 ∑  

 
 
   

 
 
 
 
  

∑  
 
 
   

. 
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Это и есть каноническое распределение,        

дающее вероятность нахождения системы в i-м 

квантовом состоянии. 

Примечание. Дискретный квантовый спектр 

характеризует ограниченные квантовые системы. 

Так как реальная система ограничена, то мы полу-

чили выражения большой степени общности, но 

число квантовых состояний ограничено. 

Каноническое распределение Гиббса обычно 

используют в виде распределения по энергиям. 

Вероятность, что система примет значение энер-

гии    есть произведение числа различных кванто-
вых состояний с энергиями    ( ) на W: 

 

 ( )  
 ( )     ( 

 

  
)

 
. 

 
Свойства канонического распределения: 

1. Каноническое распределение есть ФСР 
для равновесных систем с фиксированной темпе-

ратурой, числом частиц и внешними параметрами. 

Зависимость от температуры видна непосред-

ственно, зависимость от числа частиц задается             

через число квантовых состояний и собственно их 

спектр. 

2. В каноническом распределении два 

сомножителя:  ( ) и     ( 
 

  
). Первый, как прави-

ло, растет с увеличением энергии, так как увели-

чивается число доступных частицам квантовых 
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состояний. В результате функция  ( ) имеет                

острый пик – это почти дельта-функция Дирака. 

Для систем с большим числом частиц сред-

няя энергия практически совпадает с наиболее            

вероятной. 

Это верно не только для энергии, но и для 

любой функции энергии: 
 

 ( )   ( н в)   ( ). 
 
Действительно, 

 ( )   ( )  ( )  
∑  ( )  ( )       (

  
  
) )

∑  ( )      (
  
  
) 

  

 

 
 ( н в) ( н в)      (

  н в
  

) 

 ( н в)       (
  н в
  

) 
  ( н в). 

 

С погрешностью, определяемой 1 / N. 

3. Рассмотрим систему, состоящую из двух 

квазинезависимых подсистем. Пусть энергия               

взаимодействия подсистем мала по сравнению                

с общей энергией системы. Тогда выполнение            

канонического распределения для каждой из под-

систем влечет его выполнение для каждой из под-

систем в целом. И наоборот, выполнение канони-

ческого распределения для системы будет озна-

чать его выполнение для каждой из подсистем               

в отдельности. 
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Действительно, пусть  

  (  )  
 

  
    (

   

  
)  (  ); 

  (  )  
 

  
   (

   
  
)  (  )  

По теореме умножения вероятностей, веро-

ятность того, что система в целом имеет энергию 

  (состоящую из    и   ), есть 
 

 ( )   (     )    (  )  (  )   

 
  (  )  (  )       ( 

     
  

)

∑ ∑   (  )  (  )       ( 
     
  

)    

  

 
 ( )       (

  

  
)

∑  ( )       (
  

  
) 

. 

Что и требовалось доказать. Обратное 

утверждение очевидно ввиду возможности обрат-

ных вычислений. 

 

Вычисление термодинамических 

параметров с использованием 

канонического распределения 
 

Пусть требуется вычислить макроскопиче-

скую величину L. Ее микроскопический аналог          

теперь будем обозначать той же буквой. Пусть                

с микросостоянием связано значение Li. Тогда 

  ∑      
∑         (

  

  
) )

∑        (
  

  
) 

 . 
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Если величина L является функцией энер-

гии, то используем распределение по энергиям 
 

  ∑      
∑  ( ) ( ) ( )      (

  

  
) )

∑  ( )       (
  

  
) 

 . 

 
Найдем внутреннюю энергию U: 

 

  
∑   ( )      (

  

  
) )

∑  ( )       (
  

  
) 

. 

 
Используем математический прием 

∑  ( )      (
  

  
)

 

    
 

  
∑ ( )      (

  

  
)

 

  

  
   

 
  
(∑  ( )     (

  
  
) )

∑  ( )      (
  
  
) 

    
    

  
  

     
 

  
    , 

где Z – статистическая сумма. 

Без вывода приведем выражения через               

статистическую сумму Z для свободной энергии F                 

и энтропии S: 
           

  
 

 
      . 

В заключение проведем сравнение канони-

ческого и микроканонического распределений. 

Эти два распределения находятся во взаимно              

дополнительном отношении по температуре и 

энергии. 
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Каноническое распределение есть распреде-

ление с точно заданной температурой, но неопре-

деленной энергией. При микроскопическом               

распределении строго фиксирована энергия и, 

очевидно, неопределенна температура. При этом 

связь E и T уже не выглядит раз и навсегда опре-

деленной. 

 

Способы вычисления статистической 

суммы 
 

Мы видим, что расчет той или иной термо-

динамической системы должен начинаться с вы-

числения статистической суммы. Как правило, 

точный расчет произвести не удается, и использу-

ются приближенные методы. 

Учитывая квазинепрерывность спектра              

макросистемы: 

  ∑  ( )  
 

    ∫      ( 
 

  
). 

Для коллектива N бесспиновых частиц, 

например 

 ( )  
 Г( )

  (   )  
  

 

  
 

  (   )  
∫ Г( )    ( 

 

  
). 

 
Для вычисления  Г используется классиче-

ская физика. 
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Считаем, что в элементе фазового объема 

 Г       с энергией  (   ). Переходим к интегри-

рованию по p и q: 

  
 

  (   )  
∫  

 
 (   )

      . 
 

Это приближенное выражение используется 

во многих приложениях статистической физики. 

 

Классическое каноническое 

распределение 
 

Классическая формула канонического рас-

пределения следует из квантовой. Вероятность      

того, что значение энергии попадет в интервал от   

до     : 

  ( )  
  ( )   ( 

 

  
)

∑  ( )   ( 
 

  
)
 , 

 
где   ( ) – число состояний, приходящихся на ин-

тервал энергии   , а сумма берется по значениям 

энергий во всех интервалах   . 

Если каждый интервал настолько велик, что 

содержит много уровней энергии, и в то же время 

настолько мал, что в его пределах экспоненту до-

пустимо считать постоянной величиной, то можно 

перейти к пределу       

  ( )  
 
 
 
   Г( )

∫  
 
 
   Г( )

. 
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Мы видим, что всегда   ( )         Г( ), 
подставляем и после сокращения получаем клас-
сическое выражение канонического распределения 

  ( )  
 
 
 
   Г( )

∫  
 
 
   Г( )

 . 

Это выражение можно записать в виде рас-
пределения по энергиям 

 
  ( )   ( )    

 ( )  
 

 
    ( 

 

  
)
 Г( )

  
; 

  ∫  
 
 

  
 Г( )

  
  . 

 
Используя же обобщенные координаты и 

импульсы, вероятность попадания изображающей 
точки некоторого микросостояния системы в эле-
мент объема фазового пространства  Г          
запишем в виде 

  (   )  
 

 
   ( 

 (   )

  
)      

  ∫    ( 
 (   )

  
)     . 

Величина I называется статистическим инте-
гралом. Отметим, что в настоящее время трудоем-
кие расчеты статистических интегралов обычно 
заменяют приближенно статистическими сумма-
ми. Выражения для Z и I отличаются постоянным 
множителем. Учитывая ограниченную примени-
мость всех классических соотношений, необходи-
мо устанавливать критерий применимости (крите-
рий вырождения). 
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Большое каноническое распределение 
 

Для изучения макросистем с переменной 

энергией и числом частиц, но постоянными темпе-

ратурой и внешними параметрами применяется 

общий вид канонического распределения. 

Рассмотрим комплекс, состоящий из иссле-

дуемой системы и термостата. Эта общая система 

считается термодинамически замкнутой, ее энер-

гия Е и число частиц N сохраняются. 

Система в целом и обе ее подсистемы равно-

весны, но исследуемая система и термостат взаи-

модействуют, обмениваясь энергией и частицами. 

Внешние параметры всех тел постоянные, подси-

стемы квазинезависимы. 

Пусть исследуемая система имеет энергию   

и число частиц n. Тогда энергия термостата равна 

        и он содержит        частиц.               

Термостат велик       ;         и его тем-

пература и химический потенциал  , несмотря на 
взаимодействие с исследуемой системой, не изме-

няют своих значений. 

Найдем вероятность того, что исследуемая 

система имеет энергию   и число частиц n. Приме-

няя микроканоническое распределение ко всему 

комплексу, получаем (  и     – число микрососто-

яний системы и термостата): 
 

 ( )   (   )    (       ). 
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Действительно, число частиц в системе из-

меняется, значит, число ее микросостояний   из-

меняется, следовательно, вероятность  ( ) должна 
от этого зависеть. Несмотря на постоянство темпе-

ратуры, вероятность определяется не только чис-

лом состояний термостата, но (благодаря T = const) 

и общим числом состояний, которое определено 

для  , так как изменение энергии с числом частиц 

(химический потенциал) здесь учтено. 

Сумма 

∑∑ (   )    (       )

  

 

дает полное число микросостояний комплекса. 

Тогда 

 (   )  
 (   )     (       )

∑ ∑  (   )     (       )  
. 

 
Число микросостояний термостата выразим 

через его энтропию 

  (       )     (
 

 
  (       )). 

Разложим функцию   (       ) в двойной 

ряд по степеням переменной   и   с точностью до 

линейных членов: 

  (       )    (   )  
   

  
  

   

  
 . 

Ранее мы получили формулы 
   
  

 
 

 

   
  

  
 

 
  (       )  

   (   )  
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 (   )  
 (   )    

 (   )
     

 
     

  
  

∑ ∑  (   )    
 (   )
     

 
     

  
    

  

  
 (   )   

    
  

∑ ∑  (   )   
    
    

. 

Это так называемое большое каноническое 

распределение. 

  
 ( )  

 
 
  

 
; 

∑  ∑ ( )    
 

  ; 
 

   (   )    (       ); 
 

  
 (   )   (       )

∑ ∑  (   )   (       )  
; 

 

  (       )  
 

 
  (       ); 

  (       )    (   )  
   
  

  
   
  

   
 

 (   )  
 (   )   

    
  

∑ ∑  (   )   
    
    

. 

 
Большое каноническое распределение явля-

ется обобщением обычного канонического рас-

пределения на системы с переменным числом ча-

стиц. С термодинамической точки зрения, как мы 

это видели в первой части нашего курса, находя-

щаяся в тепловом и диффузионном равновесии                
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с термостатом исследуемая система имеет посто-

янную температуру T и химический потенциал µ 

(условия равновесия). Эти же параметры опреде-

ляют систему и в статистическом смысле. От них 

зависит большое каноническое распределение,              

а значит, средние значения физических величин. 

Запишем большое каноническое распреде-

ление в виде 

   
1

, ,
n

kTW n n e
 

 




  

,
 

где  , ( )
n

n
n exp

kT

 
 


    – большая стати-

стическая сумма. 

Видим, что дифференцирование Φ по μ дает 

 ,
n

kT

n
kT n n e

 










    
 ,

 

тогда среднее число частиц в исследуемой системе 

( n N  уже не N комплекса) 

 

   
1 1

, ,
n

kT

n n
N n n W n n n e kT kT ln

 

 


  

   


 

         
  .

 

Совмещая с ранее доказанным, для внутрен-

ней энергии U получаем 

2U kT ln n
T

 


 
 .
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Канонические распределения – основной         
инструмент статистической физики. Теперь мы              
можем приступать к анализу конкретных физиче-
ских систем. 

 

Максвелл–Больцмановский 

одноатомный газ. Классический 

идеальный одноатомный газ. 

Вычисление статистической суммы 
 

Начнем с простейшего случая классического 
идеального газа, когда все вычисления удается 
провести в полном объеме. Воспользуемся              
полуклассической формулой 

3

1 ( , )
exp( )

!(2 ) N

q p
dqdp

N kT




   

.
 

В качестве обобщенных координат выбира-
ем обычные декартовы всех N частиц системы 

( , , ) ; 1...ix y z i N . Энергия газа 

, , ,

1

1
( , ) ( )

2

N

x y z i
i

q p p p p
m




   
 

есть сумма кинетических энергий всех частиц. 

Тогда 

, , ,

3 1 1

1 1
exp( ( ) ) ( )

!(2 ) 2

N N

x y z i x y z x y zN i j
p p p d d d dp dp dp

N mkT  
     

.
 

Определим пределы интегрирования. Изме-
нение координат ограничено размерами сосуда V, 
в котором находится рассматриваемый газ. По им-
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пульсам же предел (поскольку подынтегральная 
функция быстро убывает с ростом импульса)       
можно принять ±∞. 

2 2 2( )

2
3 1

1
( ) ( )

!(2 )

x y zp p p
N

mkT
i x y z iN j

V

dxdydz e dp dp dp
N 







          

= (экспонента суммы преобразуется в произведе-

ние экспонент) = 
2 2 2 2( ) ( )

32 2
3 3

( ) ( )
!(2 ) !(2 )

x y zp p p pN N
N NmkT mkT

x y zN N

V V
e dp dp dp e dp

N N 

 
 

 

        

2

3
32
2

3 2
2 2 2

(2 )
( ) ( )

! ! 2
(4 )

N
NN N

ax

N

V mkT V mkT
e dx

a N N

 










    
. 

 

Основные термодинамические функции 

и уравнение состояния идеального газа 
 

В случае больших N для факториала спра-

ведлива приближенная формула Стирлинга 

3! 2 ( ) ( ) ( 10 )N NN N
N N N

e e
  

.
 

Тогда 
3

2
2

( ) ( )
2

N

NVe mkT
Z

N 
 

,
 

3

2
2

ln ln(( ) ( ) )
2

Ve mkT
Z N

N 
     

≃ N !   
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3

2 2 2
2

ln ln( )
2

Ve mkT
U kT Z kT N

T T N 

 
    

 
 

3 1

2 2
2

2

3 3

2 2
2

3
( )

3 32 2

2 2
( )
2

Ve mkT
T

NkNT kNT NkT
Ve mkT

T
N





 

  

 
.

 

Калорическое уравнение состояния идеаль-

ного газа 
3

2
2

ln ln(( ) ( ) )
2

Ve mkT
F kT Z kNT

N 
    

.
 

Согласно свойствам свободной энергии 
3

2
, 2

( ) ln( ( ) )
2

T N

F Ve mkT
P kNT

V V N 

 
    

 
 

3

2
2

3

2
2

( )
2

( )
2

e mkT

kNT R TNkNT
V Ve mkT

V
N






   , 

где 
A

N

N
  ; 

AR kN , AN
 – число Авогадро. 

Мы получили уравнение Менделеева-

Клапейрона 
3

2
2

3
ln ln( ( ) )

2 2

U Ve mkT
S k z Nk kN

T N 
    

.
 

При T → 0 ln(…) → ln(0)⇒ S → – . Это про-
тиворечит третьему началу термодинамики.              
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Первое указание на неприменимость классической 
статистической физики в области низких темпера-
тур. В целом видим, что в термодинамике и стати-
стической физике под идеальным газом понимают 
одну и ту же систему, описываемую уравнением 
Менделеева–Клапейрона. 

 

Распределение Максвелла–Больцмана 
 

Энергия идеального газа складывается из 
кинетических энергий отдельных частиц. Механи-
ческое движение одной молекулы никак не связа-
но с состояниями других молекул. Пределы изме-
нения ее координат и импульсов ограничены толь-
ко размерами сосуда и энергией газовой системы. 
Следовательно, каждую молекулу можно рассмат-
ривать как квазинезависимую подсистему, а все 
остальные образуют термостат. 

Принимаем к такой подсистеме канониче-
ское распределение Гиббса. Энергия молекулы 
есть 

2

( , , )
2

p
E U x y z

m
   (внешнее поле) ⇒ 

2

2

( , , , , , )

1 ( , , )
exp( )

2

( , , )
exp( )

2

x y z

x y z

x y z

dW dW x y z p p p

p U x y z
dW dxdydzdp dp dp

I mkT kT

p U x y z
I dxdydzdp dp dp

mkT kT
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. 

Эти соотношения называются распределени-

ем Максвелла–Больцмана. Данное распределение 

может быть представлено в виде произведения 

двух распределений вероятности: 

1) распределение Максвелла по импуль-

сам 
21

( ) exp( )
2

x y z x y z

p
dW p p p dp dp dp

A mkT
    

2 2 2

exp( )
2

x y z

x y z

p p p
A dp dp dp

mkT





     

2) распределение Больцмана по коорди-

натам 

1 ( , , )
( , , ) exp( )

U x y z
dW x y z dxdydz

B kT
   

( , , )
exp( )

V

U x y z
B dxdydz

kT
   

С физической точки зрения, возможность 

разделения связана с представлением классиче-

ской энергии как суммы кинетической (зависит 

только от импульса) и потенциальной (только от 

координат). А при хаотическом движении молекул 

их положение в пространстве никак не связано           

с величиной и направлением импульсов. 

 

 

 

; 
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Распределение Максвелла 
 

Распределение Максвелла универсально, то  
есть его вид не зависит ни от сорта частиц, ни от 
действующих полей. Параметрами распределения 
являются только температура и масса частиц.        
Распределение Максвелла выполняется и для не-

идеального классического газа в силу 
2

2

P

m
  . 

С помощью известного интеграла 

2xe dx 









 
 

легко получаем 
3

2(2 )A mkT .               

Элемент объема импульсного пространства 
2

2
2 2

3

2

4
4 ( )

(2 )

P

mkT
x y z

P
dp dp dp P dP dW P e

mkT








  

.

 

Или 

2
3

222
1

( ) 4 ( )
2

P

mkTf P e P
mkT







.
 

Вывод распределения Максвелла на основе 
законов статистической физики согласуется с мо-
лекулярно-кинетической теорией. 

 

Распределение Больцмана 
 

Если внешнее поле отсутствует 

( ( , , ) 0)U x y z  , то B = V  и  

1
( , , )dW x y z dxdydz

V


.
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Как и следовало ожидать, все положения     

частиц в пространстве равновероятны. 

В общем случае вид распределения зависит 

от того, какое именно поле действует на газ.                    

В однородном поле тяготения вблизи поверхности 

Земли 

U mgh mgZ   и 
1

( ) exp( )
mgZ

dW Z dZ
B kT

  , 

где 

0

0

exp( ) ( ) (1 )

H mgH mgH

kT kT
mgZ kT kT

B dZ e e e
kT mg mg

 

      
.

 

Плотность частиц меняется с высотой про-

порционально плотности вероятности, следова-

тельно, 

( ) (0)
mgZ

kTn Z n e


 . 

При заданной температуре давление про-

порционально плотности. Отсюда барометриче-

ская формула 

( ) (0)
mgZ

kTP Z P e


 . 

Качественно барометрическая формула              

верно передает падение давления с высотой.               

Но реальная атмосфера не равновесна, и действи-

тельный ход изменения давления с высотой значи-

тельно сложнее. 
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Квантовые идеальные газы. 

Распределение Ферми и Бозе 
 

Фактически мы будем использовать модель 

идеального газа, но с существенной оговоркой. 

Движение частиц подчиняется законам квантовой 

механики. 

На первый взгляд, для этого нет каких-либо 

препятствий. Квантовые канонические распреде-

ления нами установлены, дискретность квантовых 

состояний и уравнение энергии учтены. Но возни-

кают трудности с вычислением числа уравнений 

энергии  (ε). Известный классический подход 

здесь заведомо не годится – движение полностью 

квантовое. И одним лишь введением множителя N! 

не учитываются эффекты квантовой тождествен-

ности частиц. 

Квантовые микрочастицы совершенно неот-

личимы по своим свойствам. Два состояния си-

стемы, различающиеся только перестановкой ча-

стиц (по допустимым для них квантовым состоя-

ниям), оказываются совпадающими. Их необходи-

мо рассматривать как одно и то же состояние. Мы 

не можем конкретизировать – к какой именно ча-

стице относится тот или другой набор квантовых 

чисел. Можно говорить лишь о среднем числе ча-

стиц в квантовом состоянии. Но именно вопрос              

о числе частиц в состоянии и разделяет квантовые 

частицы на два вида – фермионы и бозоны.            
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Взаимное влияние частиц друг на друга путем     

обменного взаимодействия запрещает двум фер-

мионам одного сорта находиться в одном кванто-

вом состоянии – принцип Паули. Бозоны, напро-

тив, имеют свойство скапливаться в одном и том 

же состоянии. 

При изучении квантового газа невозможно 

применить квантовое распределение к одной              

частице. Для бозонов вообще минимальной квази-

независимой системой может быть лишь совокуп-

ность всех частиц, находящихся в одном и том же 

состоянии. 

 

Вывод распределений Ферми–Дирака 

и Бозе–Эйнштейна 
 

Равновесное состояние квантового газа           

будет полностью задано, если будут определены 

значения чисел N , определяющие среднее число 

частиц в каждом α-одночастичном по сути кванто-

вой механики состоянии. Подчеркнем, речь идет о 

средних значениях количества частиц в опреде-

ленном квантовом состоянии, которое все время 

изменяется вследствие хаотического внутреннего 

движения в квантовой макросистеме. 

Введем квазинезависимую подсистему,             

состоящую из всех частиц, находящихся в α-

состоянии. Считаем, что температура и химиче-

ский потенциал комплекса, в котором роль термо-
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стата играют все остальные состояния, заданы. 

Применим большое каноническое распределение. 

Для большой статистической суммы и среднего 

числа частиц имеем 
ln

N kT


 



 

( , ) exp( )
E N

N E
E N

kT 

 
  

 
     

.
 

Все частицы в α-квантовом состоянии имеют 

одну и ту же энергию εα⇒ α⇒ Nαεα , следовательно, 
двойная сумма Φ превращается в однократную: 

 

( ) exp( )
N

N N
kT


  

 
    

. 
 

Мы рассматриваем одно квантовое состоя-

ние, безразлично в силу тождественности частиц, 

сколько частиц (Nα) его образуют ⇒  α(Nα) = 1. 

Тогда 

exp( )
N

N
kT




 
  

. 
 

Пусть газ составляют фермионы. Тогда Nα 

может принимать только два значения: 0 и 1. 

Тогда 

1 exp( )
kT

 
  

.
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Получаем 

1

ln 1

exp( ) 1 1 1

kT
kT

kT kT

e
ekTN kT kT

N e e
kT





 

 
 

    




 




 


 

    


  

1

1

F

kT

N f

e


  
  

 .

 

Полученное выражение называют распреде-

лением Ферми–Дирака. 

Число бозонов в одном квантовом состоянии 

ничем не ограничено Nα = 0, 1, 2, … N. Верхний 

предел при суммировании можно положить рав-

ным бесконечности. Бозоны – полевая форма              

материи. 

0
(exp( ))

N

N kT




 




  

.
 

Геометрическая прогрессия с kTq e
 

 . 
1

1 kTe
 

 

 ,

 

при условии (εα), что μ ≤ 0. Отсюда 
 

1

1

1 1

kT

kT kT

e
kTN kT

e e



 

 

    



 
 

  .
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1

1

Б

kT

N f

e


  
 

 .

 

Полученное выражение называют распреде-

лением Бозе–Эйнштейна. 

Отметим, что начало отсчета энергии ведет-

ся от основного квантового состояния ε0 ⇒ εα > 0. 

 

Распределение квантовых частиц 

по энергиям. Полная функция 

распределения 
 

В конкретных расчетах часто используют 

тот факт, что уровни энергии квазинепрерывны. 

Допустим, что в интервале энергии от   до ε + ∆ε 

имеется много квантовых уровней. Их число обо-

значим ∆ (ε). Если интервал ∆ε достаточно мал, 

то в его пределах можно принять для любого со-

стояния α:      то есть прибытие новых частиц 
уменьшает энергию системы. Это свойство бозо-

нов скапливаться. 

 ̅
    

 

    (
     
  

)    

. 

 
Здесь выбор знака соответствует выбору     

типа частиц. Тогда число частиц   ( ), у которых 

значение энергии попадает в интервал     
 

  ( )  
  ( )

   (
   

  
)  

  ̅  ( ). 
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Переходя к пределу, 

  ( )  
  ( )

   (
   

  
)  

. 

При анализе частиц в фазовом пространстве 

мы показали, что   ( ) можно представить в виде 
 ( )  , где  ( )  – число состояний в бесконечно 

малом интервале энергии. Тогда полная функция 

распределения 

  ( )   ( ) ( )   , 
где  ( ) – какая-либо функция распределения; 

 ( ) – плотность состояний. 

Определение  ( ) будет важной задачей. 
Отметим, что плотность состояний может быть 

функцией других величин, например импульса. 

 

Распределение Больцмана. 

Критерий вырождения 
 

При выполнении неравенства   
 

  
   распре-

деления Ферми и Бозе совпадают 

 ̅ =    (
   

  
)   Бол  

Это распределение называют распределени-

ем Больцмана для квантового идеального газа.       

Видим, что 

  ( )   
 

   ( )  . 
 

Формула имеет вид классических распреде-

лений. Видим, что формула   
 

  
   фактически есть 
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критерий применимости классической статистиче-

ской физики. 

Распределение Больцмана является кванто-

вым аналогом распределения Максвелла. Его              

используют, когда уже применима классическая 

физика, но нужно явно подчеркнуть дискретность 

уровней энергии и квантовых состояний. 

Условие   
 

  
   фактически означает, что 

 ̅   невелико. По сути,  ̅  характеризует частоту 
встреч частиц, то есть их попадание в одно состо-

яние (или достаточно близкие). Предположим, что 

на   частиц приходится   состояний. Это различ-

ные состояния, в каждом из них могут быть части-

цы. Мерой частоты встреч частиц, очевидно, явля-

ется 
 

 
. 

Микрочастицы будут встречаться редко,            

если 
 

 
  . В этом случае число вакантных состо-

яний намного больше, чем число микрочастиц.            

В этих условиях специфика фермионов или бозо-

нов проявляться, очевидно, не будет, так как             

в распоряжении каждой микрочастицы множество 

свободных состояний. Следовательно, свойства 

коллектива частиц не будут зависеть от специфики 

составляющих его частиц. Такие системы называ-

ют невырожденными, а условие 
 

 
   – условием 

невырождённости. 
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Если же число состояний   сравнимо с чис-

лом частиц   (
 

 
  ), то это критерий вырождения. 

Такие системы называют вырожденными. Здесь 

вопрос о способе заселения состояния (вместе или 

поодиночке) актуален. 

Физическая статистика невырожденных             

систем – классическая статистика. 

Физическая статистика, изучающая свойства 

вырожденных систем, называется квантовой              

статистикой. Здесь различают статистику Ферми–

Дирака и Бозе–Эйнштейна. 

 

Ферми-газ 
 

Ферми-газ – это одна из модельных систем 

физики твёрдого тела, применяемая к описанию 

электронов в твёрдых телах. Разумеется, электро-

ны не единственная ферми-система. С другой сто-

роны, ряд явлений не описывается моделью газа,        

и существует теория ферми-жидкости. Поведение 

электронного ферми-газа рассмотрим на примере 

электронов в металлах. 

 

Плотность состояний 
 

Представим элемент фазового пространства 

 Г         как  Г   Г  Г . 

Для свободных частиц  Г  равен объему V,        

в котором движется эта частица. Из соотношения 
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неопределенностей Гейзенберга следует, что 

 Г   
 . Реальным состояниям квантовой системы 

отвечает определенный объем фазового простран-

ства, которое само разбито на элементарные ячей-

ки. Видим, что для свободной квантовой частицы 

 Г  
  

 
. 

Рассмотрим сферу радиуса P в подпростран-

стве импульсов частиц. Тогда число состояний          

частиц с импульсами в интервале от   до      

определяется отношением объема сферического 

стоя к  Г : 
 

(    )       

 Г 
 
(    )

  
          . 

 
Перейдем к другим переменным:   – энергия 

частицы,   √     

   
 

 
√   

 

√ 
   √

 

  
    

число состояний на интервале                      

 ,       есть   ( ): 

 

 ( )   
(    )

  
        √

  

  
      

(    ) 

  
    

 (  )
 
 ⁄  √    . 

Для электронного газа     ⁄  → 2S + 1.            

Отсюда 

 ( )   
   

  
 (  )

 
 ⁄  √    . 
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Отметим, что фактически речь идет об          
эффективной массе электрона. 

Мы видим, что число состояний растет как 
корень из энергии. Увеличение числа состояний 
отражает применимость квантовой статистики. 

 

Критерий вырождения ферми-газа 
 

Интегрируя в пределах от 0 до E, найдем 

число состояний   в этом интервале: 

  ∫  ( )   ∫
   

  
 (  )

 
 ⁄  ( )  ⁄  

 

 

 

 

   
   (  )

 
 ⁄

  
 
 

 
   ⁄ . 

Для свободной частицы   
 

 
  →  

  
   (  )

 
 ⁄

  
 
 

 
(
 

 
  )

  ⁄

 
 

 

  

  
(    )  ⁄   

 

 
 

 
  (

    

  
)
  ⁄

. 
 
Учитывая, что   ⁄     получаем 

 

 
 
  

  
(
  

    
)
   ⁄

  . 
 

Теперь критерий вырождения имеет харак-
тер расчетной формулы. 

Для электронов в металле         м  ,   

           кг. Температура получается         это 
за пределами реальных условий. Таким образом, 
электронный газ в металлах всегда вырожден                 
и описывается статистикой Ферми–Дирака. 
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Вырожденный газ фермионов 
 

Введем определения. Распределение Ферми–

Дирака имеет вид 

  ( )  
 

 
   
    

 
 

 
   
    

, 

где   – химический потенциал вырожденно-

го газа фермионов. В этом случае для него суще-

ствует специальное название – энергия Ферми 

Е   . 

Видим, что при    , е    →    
 

 
. 

Энергетический уровень с энергией Ферми – 

уровень Ферми – это уровень, вероятность запол-

нения которого равна 
 

 
 . В квантовой статистике 

химический потенциал имеет простой физический 

смысл. 

Рассмотрим важный пример электронов                 

в металле. Для свободных электронов металл             

является своего рода потенциальной ямой, выход 

из которой потребует затрат энергии (работы) на 

преодоление сил связи (работа выхода, например 

фотоэффект). Пусть температура Т = 0 К, по срав-

нению с температурой вырождения это приближе-

ние охватывает реальный диапазон температур. 

Возможны два случая (рис. 2). 
 

Если      ,  
    
  →    → 0 →    → 1. 

Если      ,  
    
  →   →   →    → 0. 

 



63 

 
Рис. 2. Функция статистического распределения 

Ферми–Дирака для Т = 0 К 

 

Итоговое распределение имеет вид 
 

  ( )  {
          
         

. 

 
Функция обрывается при значениях       
Составим схему энергетических уровней      

металла при Т = 0 К (рис. 3). Горизонтальные               

линии изображают квантовые состояния элек-

тронного газа в металлах. Согласно принципу             

Паули на каждом уровне  находятся по два элек-

трона с противоположно направленными спинами. 

Если всего N электронов, то последний заполнен-

ный уровень   ⁄ . Это и есть по своему определе-

нию уровень Ферми. Он соответствует энергии 

Ферми   , то есть максимальной кинетической 

энергии, которой могут обладать электроны                     

в металле при Т = 0 К. 
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Рис. 3. Схема энергетических уровней в металле 

при Т = 0 К 

 

Итак, при Т = 0 К все состояния с энергией 

     заняты электронами, а состояния с       

свободны. 

Отметим, мы понимаем, что речь идёт                  

о средних числах заполнения. Обменные взаимо-

действия постоянно меняют конкретные электро-

ны на конкретном  уровне. 

Энергетические уровни электронного газа не 

эквидистантны  ( )  √ . Полная функция                 

распределения вида 
    ( )   ( )   

 
принимает следующий вид (рис. 4): 
 

   {
   

  
 (  )  ⁄  √         

      
. 
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Рис. 4. График зависимости полной функции 

распределения от энергии 

 

На графике заштрихована область занятых 

состояний. Знание полной функции распределения 

позволяет найти величину энергии Ферми. Дей-

ствительно, полное число частиц с энергиями в 

интервале от 0 до    и есть  . 

Случай, когда    , соответствует сильно-

му вырождению. 

  ∫     ( )  
  

 

   

  
 (  )  ⁄ ∫    ⁄  

  

 

   
   

  
 
 

 
 (    )

  ⁄ , 

  
 

 
 → 

  

  
 
(  )  ⁄

  
   

  ⁄     
  

  

  

  

  ⁄
. 

Таким образом, уровень Ферми определяется 

постоянными величинами и концентрацией элек-

тронов. 

Внутренняя энергия ферми-газа U определя-

ется через   : 
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  ∫     ( )  
  

 

   

  
 (  )  ⁄ ∫    ⁄  

  

 

   
   

  
 (  )  ⁄  

 

 
(  )

  ⁄  
   

  
 (  )  ⁄  

 

 

 
 

(  )
  ⁄       

 

 
  . 

Тогда средняя энергия   
 

 
 
 

 
  . Зная 

энергию Ферми, можно определить максимальную 

   √
   

 
  и среднюю  кв  √

   

 
 скорости движения 

свободных электронов. Также вводят температуру 

Ферми    
  

 
. Мы видим, что число состояний    

и число частиц   определяются идентичными вы-
ражениями. Действительно, полное число состоя-
ний мы нашли, интегрируя именно до   . Поэтому 
за температуру вырождения принимаем именно 
температуру Ферми   . 

Приведем в таблице пример величин пара-
метров ферми-газа. 

 

Металл    эВв    эВ  
      

м
с
  кв   

 
м

с
      

   

Na 3,12 1,9 1,1 0,85 3,7 

Cu 7,1 4,3 1,6 1,25 8,2 

Ag 5,5 3,3 1,4 1,1 6,4 

 
Видим, что температура Ферми, вырождения 

ферми-газа электронов очень велика 

   
  

   
(
  

  
)  ⁄ . 
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Но если газ составлен из тяжелых частиц, 

поскольку масса одного нуклона почти в 2000 раз 

больше массы электрона, то температура вырож-

дения составляет максимум десятки кельвинов, 

когда все газы, кроме гелия, ожижены. В действи-

тельности и гелий, который имеет 4 нуклона, 

вполне вписывается в ряд. Поэтому в реальных 

условиях к газам обычных молекул применима 

классическая статистика. 

Мы рассмотрели ферми-газ при Т = 0 К.              

Частицы в состояниях с      не участвуют фак-

тически в тепловом движении. Переходы на                

соседние, уже занятые уровни, для них запрещены. 

Выходы на свободные уровни выше    для боль-

шинства электронов маловероятны. Но давление 

такого ферми-газа велико, о чем свидетельствует 

высокое значение средней энергии   , которая              
того же порядка, что и энергия Ферми. Для вычис-

ления  энергии Ферми в предположении, что каж-

дый атом отдал один электрон, достаточно знать 

плотность металла. Рассмотрим влияние конечной 

температуры Т  Т . 

 

Влияние температуры на распределение 

Ферми–Дирака 
 

С повышением температуры электроны под-

вергаются тепловому возбуждению и переходят на 

более высокие энергетические уровни, что изменя-
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ет их исходное распределение по состояниям 

(рис. 5). Реально энергия kT значительно меньше 

уровня Ферми, и тепловому возбуждению подвер-

гаются лишь электроны непосредственно вблизи 

уровня Ферми в узкой полосе шириной kT. Элек-

троны более глубоких уровней останутся практи-

чески не затронутыми. 

 
Рис. 5. Исходная функция статистического 

распределения Ферми–Дирака для Т = 0 К 

 

Повышение температуры вызывает размы-

тие распределения на глубину kT и появление так 

называемого «хвоста» распределения (рис. 6). 

 
Рис. 6. Влияние температуры на распределение 

Ферми–Дирака 
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Чем выше температура, тем более суще-

ственно изменение формы распределения. Дей-

ствительно, при      распределение Ферми–

Дирака должно перейти в классическое. Итак,              

в тепловых и кинетических явлениях участвует 

лишь малое число электронов. 

Примечание: сферу в пространстве импуль-

сов называют ферми-сферой, в общем случае             

поверхностью Ферми. 

 

Бозе-газ 
 

Функция статистического распределения        

бозонов – распределение Бозе–Эйнштейна – имеет 

вид 

 Б( )  
 

 
   
    

. 

Для этих частиц нет ограничений на их чис-

ло в одном состоянии. Примем, что 

  ( )      √ d    согласно результатам нашего 

рассмотрения числа состояний частицы в фазовом 

пространстве, не уточняя вид коэффициент     . 

Здесь   – объем, в котором движется частица,   – 

ее энергия. Для бозонного газа число частиц 

  ∫
  √    

 
   
    

 

 
 , 

где     (иначе при     имеем расходящийся 

интеграл, что лишено физического смысла),                  
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а  предел ∞ соответствует условию теоретически 

неограниченной энергии бозона. 

 

Конденсация Бозе–Эйнштейна 
 

Будем уменьшать температуру Т, оставляя 

постоянными V и N. Тогда знаменатель дроби              

в показателе экспоненты убывает. Поскольку 

определяющий N интеграл должен сохранять свое 

значение, то числитель этой дроби тоже должен 

уменьшаться. Это может происходить только за 

счёт уменьшения химического потенциала при 

охлаждении бозе-газа. Самое большое значение   

достигается при некотором значении температуры 

   и составляет    . Тогда формула для N               

принимает вид 

    ∫
√    

 
   
    

 

 

 

 

   (   )
  ⁄   , 

произведена замена переменной на   
 

   
   

где   ∫
√   

    
     

∞

 
. 

Отсюда можно определить температуру вы-

рождения   . За исключением гелия, температура 
   для обычных газов существенно ниже темпера-
туры их обычной конденсации. Для таких систем 

состояние с     недостижимо за обсуждаемым 

ниже исключением. 
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 При 
oT T  0  . Следовательно, число               

частиц в каждом состоянии 

1

1

Б

T

N f

e

 



 

 .

 

При 0T   0N  . Однако по условию N со-

храняется. При этом частицы покидают все состо-

яния и скапливаются на самом низшем, основном, 

энергетическом состоянии с 0  . Но часть из них 

обладает ненулевой энергией: 
 

 
3/2*N av kT I  ; oT T ; *N N . 

 
 Это явление называется конденсацией Бозе–

Эйнштейна, а система частиц – бозе-конденсатом. 

Формально в состоянии с 

0   ( 1 1 1 0o

oe N      ) 

может быть бесконечно много частиц. Данное яв-

ление впервые было описано в 20-е годы 20 века. 

 Равенство 0   означает, что число частиц 

бозе-газа может изменяться без изменения его 

энергетического состояния. 

 Прибавление и убавление частиц – это излу-

чение и поглощение. Именно так в статистической 

физике представляют полевую форму материи. 

Долгое время это и было задачей теории. Но пред-

ставления о бозе-конденсации были привлечены 
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для объяснения явлений сверхтекучести (30-е            

годы) и сверхпроводимости (50-е годы 20 века) 

металлов. Действительно, обратный переход ча-

стицы из основного состояния в первое возбуж-

денное требует затрат конечного некоторого коли-

чества энергии. Если величина kT меньше интер-

вала энергии между этими уровнями (энергетиче-

ская щель), то большая часть частиц так и остается 

в основном энергетическом состоянии. Они не мо-

гут изменить свое квантовое состояние и не участ-

вуют в хаотическом тепловом движении. 

 Отметим, что термин «конденсация» в дан-

ном случае условен. Частицы скапливаются                 

в квантовом состоянии, а не в каком-либо месте 

обычного физического пространства, где их рас-

пределение остается неизменным. Перемещения              

в обычном пространстве частиц бозе-конденсата: 

сверхток в сверхпроводнике; формирование экси-

тонных капель в полупроводнике; электромагнит-

ное излучение. 

 

Электромагнитное излучение 

как фотонный газ 
 

 По современным представлениям микроча-

стицы есть возбуждения соответствующих кванто-

вых полей. Кванты возбуждения электромагнитно-

го поля называются фотонами. 
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 Фотоны имеют нулевую массу, движутся        

постоянно со скоростью С, имеют энергию h                 

и импульс p
C


 . При излучении или поглощении 

фотона момент импульса атомной системы изме-

няется на постоянную Планка. Фотоны имеют             

целочисленный спин. Это бозоны со спином 1. 

Спин фотона может быть направлен вдоль или 

против направления вектора его импульса р .             

Фотону сопоставляется монохроматическая плос-

кая электромагнитная волна с частотой 
h


  , вол-

новым вектором 
p

k


  и двумя поляризациями             

согласно возможным направлениям спина фотона. 

Электромагнитное излучение представляют как 

совокупность множества фотонов. 

 В макроскопических наблюдениях обычный 

газ, состоящий из множества отдельных молекул, 

проявляет себя как сплошная среда с определен-

ной плотностью, давлением и другими характери-

стиками в каждой точке. Ее макропараметры            

могут быть рассчитаны методами статистической 

физики. 

 Соответственно, и коллектив множества            

фотонов проявит себя в макроскопических наблю-

дениях как классическое электромагнитное поле,     

характеризуемое векторами E и H. Это другой,       
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полевой, вид материи (по отношению к веществу). 

Но статистический метод расчета его характери-

стик, по существу, тот же. 

 Газ фотонов является идеальным, они не 

взаимодействуют друг с другом. Столкновений 

нет. Поэтому равновесие в такой системе устанав-

ливается особым образом. Излучение считается 

ограниченным в пространстве некой полостью. 

Вещество стенок полости непрерывно излучает               

и поглощает фотоны, так что их общее число не 

сохраняется. Равновесие наступает, когда стенка 

поглощает и излучает в среднем столько же фото-

нов каждого сорта. При этом внутри данного объ-

ема устанавливается распределение фотонов                   

по квантовым состояниям. Среднее число частиц                 

в каждом состоянии остается неизменным, в сред-

нем постоянно и общее количество частиц. Это 

параметры макроскопического состояния равно-

весного излучения. 

 Равновесный фотонный газ описывается 

термодинамическими параметрами, как и газовая 

система. Он имеет определенный объем, внутрен-

нюю энергию, температуру (равную температуре 

стенок), давление, энтропию и т. д. 

 Мы рассмотрели основные идеи квантовой 

теории света, теории электромагнитного поля. Но 

необходимо выяснить, что именно представляет 

собой идеальный бозе-газ фотонов. Его способ-

ность без затруднений обмениваться частицами со 
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стенками полости (не столкновение, а поглощение 

и переизлучение фотона) уже указывает на значе-

ние его химического потенциала  . 

 Суммарное число фотонов внутри полости 

хаотически меняется (микроскопический переход), 

постоянно оно только в среднем (макропараметр). 

Следовательно, N в условиях равновесия постоян-

но. В переменных T, V и N характеристической 

функцией является свободная энергия F, которая 

имеет минимум в равновесии 
,

0
T V

F

N

 
 

 
. Но 

,T V

F

N


 
 

 
. Следовательно, химический потенциал 

равновесного излучения всегда равен нулю. Это 

следствие того, что фотоны не сохраняются. 

 Для бозонов 0   – наибольшие возможные 

значения химического потенциала. Делаем вывод: 

равновесные излучения есть вырожденный фотон-

ный газ при любых температурах. 

 

Плотность состояний бозе-газа 
 

 Число состояний одного вида фотонов с им-

пульсом в интервале от p до p + dp определим 

обычным образом: 
2 2

3 3

4 4
( )

/

p dp Vp dp
d p

h V h

 
  

.
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⇒ 

Но связь импульса и энергии фотона p
C


   

2

3 3

4
( )

V d
d p

h C

  
 

.
 

Для фотонов и фононов плотность состоя-

ний часто определяют (от   до d  ): h   
2

3

4
( )

V d
d

C

  
 

.
 

Фотоны бывают двух видов (поляризаций): 

спин по направлению импульса и спин против 

направления импульса, тогда 
2

3

8
( ) ;

Vp dp
d p

h


   

2

3 3

8
( ) ;

V d
d

h С

  
   

2

3

8
( ) ;

V d
d

С

  
   

при использовании циклической частоты 
2





  

получим 
2

2 3
( )

V d
d

С

 



  . 

 

Формула Планка 
 

 Для классических систем была доказана так 

называемая теорема о равномерном распределении 

энергии по степеням свободы: на каждую степень 

свободы макроскопической равновесной системы 

приходится в среднем одна и та же энергия, равная 

половине kT: 
1

2
kT . Формулы для числа состояний 

фотона в классической физике были получены 
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Релеем и Джинсом как представляющие число 

собственных колебаний электромагнитного поля             

в резонаторе. Принимая во внимание, что фотону 

соответствует одна плоская волна, совпадение ре-

зультатов выглядит естественно. Но в классиче-

ской статистической физике энергия электромаг-

нитного поля 
1

( )
2

kT  с ростом частоты неогра-

ниченно возрастала – «ультрафиолетовая ката-

строфа». Классическая статистика столкнулась                

с неразрешимой для себя проблемой.  

Для квантовой статистики распределение 

Бозе–Эйнштейна определяет число частиц в состо-

янии, и это число отнюдь, как мы видим, не посто-

янно для различных состояний, зависит от темпе-

ратуры системы и энергии конкретного ее состоя-

ния: 
1

1kT

N

e

 


 .

 

Представляя h   для распределения                

частиц бозе-газа фотонов по состояниям (полное 

распределение), имеем 

     
2 2

2 3

2 3

1

1 1

Б

kT kT

V d V d
dN f g d

C
e C e

 

   
   




     
 

   
  .
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Эти частицы, вместе взятые, обладают энер-

гией 

   ,dE p T V d     ,  

тогда 

 
3

2 3
,

1
h

kT

h
p T

C
e









 ,

 

  

  
  , 

 

2

2 3

kT
p

C





.
 

Это и есть формула Планка, впервые полу-

ченная в 1900 году. 

 

Закон Кирхгофа для излучения 

абсолютно черного тела 
 

 Если фотонный газ находится в состоянии 

равновесия, то все направления движения фотонов 

равновероятны. Поэтому вероятность того, что 

направление вектора скорости фотона лежит                   

в пределах малого телесного угла dg: ( )
4

dg
dW g


  – 

геометрическое определение вероятности. 

Найдем отсюда вероятность того, что 

направление движения составит угол   с осью z. 

Пусть sindg d d   , и проинтегрируем по  : 
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2

0

1 1
sin sin

4 2
dW d d d



     


 
.

 

Зная  dW  , поскольку все фотоны имеют 

скорость С, находим среднее значение проекции 

скорости на выбранное направление – ось z: 

/2 2
/2

0

0

sin
cos cos sin

2 2 2 4
/

C C C
С С d




     
      

 


.

 

 Интегральная плотность потока излучения 

(энергетическая светимость) черного тела (окру-

жающий газ фотонов полости) определяется из 

условия равенства излучения и поглощения фото-

нов. Обозначим энергетическую светимость L.         

Тогда участок поверхности dS за время dt потеряет 

энергию L dS dt  . Получим энергию 

 ,p T dS C dt    , где dS C dt   – объем, находящи-

еся в котором фотоны за время dt долетят до стен-

ки. Тогда из равенства 

 ,L dS dt p T dS C dt        

следует, что 

   
 ,

, ,
4

p T C
L T p T C


    

.
 



80 

 Это так называемый первый закон Кирхгофа. 

Определенная таким образом L есть спектральная 

характеристика. Интегральная светимость черного 

тела задается 

     
0 0

( )
, ,

4 4

C p T C
L T L T d p T d   

 


    
,

 

0

( ) ( , )p T p T d 


 
.

 

 Исследования излучения черного тела с вы-

сокой точностью подтверждают формулу Планка. 

 

Закон Стефана–Больцмана 
 

 Мы ввели интегральную плотность равно-

весного электромагнитного излучения ( )p T . Полу-

чим ее явный вид, проинтегрировав формулу 

Планка: 
3

2 3

0

( )

1
h

kT

h d
p T

C
e



 











.

 

 

Делаем подстановку 
h

kT


 , тогда ;

kT



   

;
kT

d d


   
4 3

2 3

0

( )
1

h kT d
p T

C e 





   
   

 
 . 

Интеграл в этом выражении равен 
4

15


. 
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Тогда 
4 4 2 4

4 4

2 3 4 3 3
( )

15 15

h k k
p T T T

C C h

 

 
       . 

4( )p T G T  , где 
2 4

3 315

k
G

C h




.
 

Это закон Стефана–Больцмана. 

 Для энергетической светимости: 

4

4
o

C
L p T  ,  

где 
4

o

С
 

.
 

Именно эта константа ( o ) обычно и приво-

дится в справочниках как постоянная Стефана–

Больцмана. 

 

Закон Вина (закон смещения Вина) 
 

 Спектральная плотность  ,p T  имеет мак-

симум при некой частоте  . Продифференцируем 

формулу Планка по   и приравняем производную 

нулю (постоянный множитель 
2 3

h

C
 опустим             

сразу): 

3
3 2

2

3
0

1 1 1

h

kT

h h
h

kT kT
kT

h
e

d kT

d
e e e
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3 0

1

h

kT

h

kT

h
e

kT

e





  

  



; 
h

kT


  

3
1 e


 

 .
 

 Решение этого трансцендентного уравнения 

4,965о  . Тогда 4,965oh

kT


  – условие макси-

мума, где o  – соответствующая максимуму               

частота излучения: 
4,965

o

k
T

h
  

.
 

Видим, что с ростом температуры положе-

ние максимума смещается в область больших               

частот, причем o  растет прямо пропорционально 

температуре. Это закон смещения Вина. 

 Мы получили основные законы излучения на 

основе модели вырожденного фотонного газа. 

 Отметим, что фактически уже найдена внут-

ренняя энергия фотонного газа в объеме V: 
 

  4u p T V VT  
. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Актуальные проблемы – важные для данного 

времени. Рассмотрим нерешенные проблемы               

физики. 
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Темная энергия и будущее Вселенной 

Темная энергия занимает 74 % в составе 

Вселенной. 
Согласно сегодняшним представлениям 

Вселенная расширяется. Причем, по данным              
анализа реликтового излучения и излучения 
сверхновых, расширяется с ускорением. Расшире-
ние происходит за счет темной энергии, которая не 
взаимодействует с материей известными нам            
способами, и ее природа – большая загадка. 

Если плотность темной энергии растет, то 
нас ждет Большой разрыв, в котором вся материя 
развалится. Еще один вариант – Большое сжатие, 
когда гравитационные силы победят, расширение 
остановится и сменится сжатием.  При таком сце-
нарии все, что было во Вселенной, сначала кол-
лапсирует в отдельные черные дыры, а потом 
схлопнется в одну общую сингулярность. 

Множество неразрешенных вопросов связа-

но с черными дырами и их излучением. 
 
Материя и антиматерия 

Все, что мы наблюдаем вокруг себя, – мате-

рия, состоящая из частиц. Антиматерия – это ве-

щество, состоящее из античастиц. Античастица – 

это двойник частицы. Единственное отличие              

частицы и античастицы – это заряд.  

При взаимодействии (столкновении) мате-

рия и антиматерия аннигилируют, в результате     

образуются фотоны. Почему во Вселенной преоб-
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ладает именно вещество – большой вопрос совре-

менной физики. Предполагается, что эта асиммет-

рия возникла в первые доли секунды после Боль-

шого взрыва. Ведь, если бы вещества и антивеще-

ства было поровну, все частицы бы аннигилирова-

ли, оставив в результате только фотоны. Есть 

предположения, что дальние и совсем неизучен-

ные области Вселенной заполнены антивеще-

ством. Но так ли это, еще предстоит выяснить, 

проведя огромную мозговую работу. 
 
Теория всего 

Есть ли теория, которая может объяснить      

абсолютно все физические явления на элементар-

ном уровне? Наверное, есть. Другой вопрос –               

можем ли мы до нее додуматься. Теория всего, или 

Теория Великого объединения, – это теория, кото-

рая объясняет значения всех известных физиче-

ских констант и объединяет 5 фундаментальных 

взаимодействий: 

– сильное взаимодействие; 

– слабое взаимодействие; 

– электромагнитное взаимодействие; 

– гравитационное взаимодействие; 

– поле Хиггса. 

Одним из самых перспективных направле-

ний в этом вопросе является объединение кванто-

вой механики и общей теории относительности              

в теорию квантовой гравитации. 
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Сколько существует измерений? 

Мы привыкли к трехмерному миру. Можем 

двигаться в известных нам трех измерениях              

вперед-назад, вверх и вниз, чувствуя себя ком-

фортно. Однако существует M-теория, согласно 

которой есть 11 измерений, только 3 из которых 

доступны нам. 

Представить это достаточно сложно, если не 

невозможно. Правда, для таких случаев существу-

ет математический аппарат, который помогает 

справиться с проблемой. Приведем цитату физика 

Стивена Хокинга: «Мы всего лишь развитые               

потомки обезьян на маленькой планете с ничем             

не примечательной звездой. Но у нас есть шансы 

постичь Вселенную. Это и делает нас особенны-

ми». 

Что говорить о далеком космосе, когда мы 

знаем далеко не все о нашем родном доме. Напри-

мер, до сих пор нет четкого объяснения происхож-

дению магнитного поля Земли и периодической 

инверсии его полюсов. 

Загадок и задач очень много. Разгадывая    

одну тайну, мы получаем две взамен. В этом и есть 

радость познания. Напомним, что с любой задачей, 

какой бы она не была сложной, Вам помогут спра-

виться знания в области теоретической физики. 
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