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ВВЕДЕНИЕ 

Кодирование сообщений является важной и неотъемлемой частью любой 
современной радиотехнической системы передачи информации. Технологии 
кодировании позволяют решить многие актуальные задачи связи, такие как 
увеличение помехоустойчивости сообщений, повышение верности передавае-
мой информации, большей эффективности использования физического канала 
связи.  

Основной целью выполнения цикла работ является ознакомление студен-
тов с различными методами кодирования, оценки помехоустойчивости сообще-
ний и  приобретение практических навыков кодирования / декодирования ин-
формации.  Лабораторные задания выполняются на лабораторных стендах, на 
панели которого представлены наборы блоков. Соединяя блоки, можно собрать 
кодирующее и декодирующее устройства, проверить их функционирование, 
корректирующие способности декодера. Из дополнительных приборов требует-
ся двухлучевой  осциллограф с режимом внешней синхронизации. 

В третьей части в сжатой форме приведены необходимые теоретические 
сведения принципов и методов кодирования, а  также вопросы и  материалы 
для самостоятельного контроля пройденного материала 
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1. КОДИРОВАНИЕ И ДЕКОДИРОВАНИЕ ЦИКЛИЧЕСКИХ
КОДОВ 

1.1. Помехоустойчивое кодирование. Необходимые теоретические 
сведения 

1.1.1. Основной принцип помехоустойчивого кодирования 

Помехоустойчивое кодирование предназначено для повышения помехо-
устойчивости передачи информации путем коррекции ошибок, возникающих в 
канале связи. Коррекция ошибок возможна только при наличии избыточности 
переданного сообщения. При помехоустойчивом кодировании избыточность 
вносится в сообщение так, чтобы наилучшим образом корректировать ошибки, 
характерные для данного канала. Коды различаются правилами внесения избы-
точности. 

Прежде всего, помехоустойчивые коды бывают блочными и непрерыв-
ными. При блочном кодировании последовательность символов сообщения 
разбивается на группы по К символов, каждой группе присваивается кодовая 
комбинация (блок) из n символов, n > К. Кодов комбинации из n символов вы-
бираются по каким-то правилам. Различные правила дают различные коды. 
Возможно случайное помехоустойчивое кодирование. В этом случае имеет ме-
сто случайное сопоставление группе из К информационных символов кодовой 
комбинации из n символов. Благодаря наличию избыточности этот код также 
будет корректировать ошибки, но устройства кодирования и особенно декоди-
рования будут сложными вследствие необходимости большой памяти. Большое 
распространение получило регулярное кодирование, при котором кодовые ком-
бинации формируются по определенному правилу на основе известных К ин-
формационных символов, при этом предыдущие и последующие группы ин-
формационных символов на выбор текущей кодовой комбинации не влияют. 
Мы будем рассматривать исключительно регулярное кодирование. 

Непрерывные коды характеризуются тем, что операции кодирования и 
декодирования производятся непрерывной последовательностью символов со-
общения без разбиения ее на группы, блоки. К таким кодам относится сверточ-
ный код. 

По виду воздействия помех на сообщения различают каналы с независи-
мыми и группирующимися ошибками. Соответственно помехоустойчивые ко-
ды можно разделить на два класса: исправляющие независимые ошибки и ис-
правляющие пакеты ошибок. Далее будем рассматривать коды, исправляющие 
независимые ошибки, они обусловливаются в основном помехами в виде шу-
мов. В случае, если канал характеризуется группирующимися ошибками, целе-
сообразно провести перемещения символов сообщения или декорреляцию 
ошибок с последующим применением кодов, для независимых ошибок. Далее 
будем рассматривать, двоичные коды, когда кодовыми являются символы 1 и 0. 
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1.1.2. Блочные коды, основные характеристики 

Большинство блочных кодов относится к линейным систематическим ко-
дам. Название «систематический» означает, что кодовая комбинация из n сим-
волов четко разделяется на информационную часть и проверочные символы. 
Обычно и информационные символы занимают первые k позиций в кодовой 
комбинации. Последние r позиций, 

r = n-k (1) 
заняты проверочными символами, которые не несут информацию, являются из-
быточными и используются для коррекции ошибок. 

Название «линейный» означает, что проверочные символы формируются 
на основе каких-то информационных при использовании определенной линей-
ной операции, чаще всего суммирования по модулю два. 

Основными характеристиками блочных кодов являются: 
-  число разрешенных Np и запрещенных N3 кодовых комбинаций,  
- хеммингово и кодовое расстояние d,  
- веса кодовых комбинаций w.  
Поясним коротко каждую характеристику. 
Среди всех возможных 2n кодовых комбинаций длины n только некото-

рые будут использованы для построения кода. Эти комбинации называются 
разреженными, их число 

NP = 2K (2)
определяется числом комбинаций по к информационных символов. Остальные 
комбинации 

N3 = 2n -2к  (3) 
являются запрещенными и при передаче информации не используются. 
Любые две кодовые комбинации отстоят друг от друга на какое-то рас-

стояние. Это расстояние называется хемминговым, оно определяется как число 
позиций, в которых одна комбинация отличается от другой. Например, кодовые 
комбинации 0101110 и 1110010 имеют хеммингово расстояние d = 4. Чтобы 
проще его определить, целесообразно записать комбинации одну под другой. 
Сравнение символов в каждой позиции можно заменить суммированием по мо-
дулю два. Число «1», полученных в результате суммирования, и даст значение 
хеммингова расстояния. 

0101110 
1110010 
1  111        d = 4 

Для разрешенных кодовых комбинаций будет большое число пар комби-
наций, для каждой пары вычисляется хеммингово расстояние. Наименьшее из 
его возможных значений является важнейшей характеристикой кода и называ-
ется кодовым расстоянием. Обозначается также буквой d. 

Вес w кодовой комбинации - это число единичных символов в ней. Веса 
разрешенных кодовых комбинаций могут быть как одинаковыми, так и различ-
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ными. О значении этой и других характеристик кода подробнее познакомимся 
при дальнейшем изучении блочных кодов. 

Линейные систематические коды обозначаются (n,К), где n - длина кодо-
вой комбинации, К - число информационных символов в ней. 

1.1.3. Виды  декодирования 

Коррекция ошибок осуществляется при декодировании принятой кодовой 
комбинации, при преобразовании ее в последовательность информационных 
символов. При этом возможны прием «в целом» и последетекторное декодиро-
вание. При приеме «в целом» принятая комбинация рассматривается как еди-
ный сигнал, который принадлежит к m - ичным сигналам, m = 2K. 

Преобразование этого сигнала в информацию осуществляется уже из-
вестными нам методами оптимального приема на основе многоканального кор-
реляционного приемника или согласованных фильтров. При последетекторном 
декодировании в приемнике сначала выносится решение относительно каждого 
кодового символа, а затем по принятым кодовым символам выносится решение 
о переданной информации. Здесь уже можно говорить о кратности ошибки, то 
есть о числе ошибочных символов в принятой кодовой комбинации. При деко-
дировании ошибки некоторой кратности могут быть исправлены, это декодиро-
вание с исправлением ошибки. Ошибки другой кратности могут быть только 
обнаружены. Это декодирование с обнаружением ошибок. При обнаружении 
ошибок принятая комбинация получателю не выдается, она стирается. Этот вид 
декодирования есть смысл использовать в каналах с обратной связью: переда-
ется запрос на повторение той комбинации, в которой обнаружена ошибка. 

Рассмотрим поподробнее различные виды декодирования и укажем, ка-
кие кратности ошибок будут корректироваться гарантированно при использо-
вании заданного кода, с кодовым расстоянием d. 

Декодирование с обнаружением ошибок 
Основной принцип такого декодирования - определить, является ли при-

нятая кодовая комбинация разрешенной или запрещенной. Если принята раз-
решенная комбинация, то информационные символы выдаются получателю, 
так как считается, что в комбинации нет ошибки (хотя на самом деле она может 
и быть). Если при декодировании установлен факт, что принята неразрешенная 
комбинация, то она стирается, то есть информация получателю не выдается. 
Теперь можно решить вопрос, какие кратности ошибок будут обнаруживаться. 
Ответ прост: обнаруживаться будут те ошибки, которые не переведут передан-
ную разрешенную кодовую комбинацию в другую разрешенную. Для решения 
вопроса о кратности обнаруживаемой ошибки вернемся к рассмотрению хем-
мингова расстояния. Его можно рассматривать как число позиций, занятых ис-
каженными символами в одной комбинации, которое переведет ее в другую. 
Короче, если для рассматриваемых выше комбинаций хеммингово расстояние d 
= 4, то четырехкратная ошибка может перевести одну комбинацию в другую. 
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Ошибка меньшей кратности никогда не переведет одну комбинацию в другую. 
Поэтому для всех разрешенных кодовых комбинаций кратность обнаруживае-
мой ошибки меньше кодового расстояния: 

10  d  (4) 
Здесь следует заметить, что все ошибки таких кратностей будут гаранти-

рованно обнаруживаться. Но возможно обнаружение ошибок и большей крат-
ности таких, которые не переводят переданную разрешенную комбинацию в 
другую разрешенную. Зная структуру кода, его характеристики, можно отве-
тить на вопрос, какие кратности ошибок, более определяемой формулой (4), 
будут обнаруживаться. Об этом мы будем говорить ниже. 

Декодирование с исправлением ошибки 
Отличие от предыдущего вида декодирования состоит в том, что здесь 

надо определить место ошибки, позицию ошибочного символа, и сформировать 
сигнал исправления. При декодировании определяется сигнал, который указы-
вает на место ошибки. Этот сигнал называется локатором ошибки. Для опреде-
ления кратности исправляемой ошибки опять вернемся к понятию хеммингова 
расстояния и его толкованию, которое мы привели при рассмотрении декоди-
рования с обнаружением ошибки. Назовем искажение одного символа комби-
нации одним шагом. Тогда комбинация 0101110 перейдет в комбинацию 
1110010 за четыре шага. 

Распишем эти шаги. 

0101110 → 1101110 → 1111110 → 1110110 → 1110010 
Шаги: 1-й  2-й  3-й  4-й 

При каждом шаге переименовывается только один символ, который от-
мечается точкой внизу. Предположим, что в приведенной выше цепочке две 
комбинации будут разрешенными: первая 0101110 и вторая 1110010. Осталь-
ные комбинации будут запрещенными. Комбинация 1101110 является запре-
щенной и отстоит от первой разрешенной комбинации на один шаг, а от второй 
разрешенной - на три шага. Можно сказать, что комбинация 1101110 ближе к 
первой разрешенной комбинации, чем ко второй. Запрещенная комбинация 
1110110 стоит ближе ко второй разрешенной кодовой комбинации, чем к пер-
вой. А комбинация 1111110 имеет одинаковые расстояния от первой и второй 
разрешенной комбинации. 

Все возможные комбинации длины n можно расположить в каком-то 
пространстве. Вокруг каждой разрешенной комбинации располагаются запре-
щенные комбинации, причем каждая разрешенная имеет вокруг себя область, 
содержащую близкие к ней запрещенные комбинации. 

Запрещенные комбинации каждой области ближе к своей разрешенной 
комбинации, чем к любой другой. Ошибка будит исправляться правильно, если 
она не выведет переданную разрешенную комбинацию из своей области. Тогда 
исправление ошибки будет сводиться к замене запрещенной кодовой комбина-
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ции своей разрешенной. Зная кодовое расстояние кода, можно ответить на во-
прос о кратности исправляемой ошибки: 

2
d

И    (5) 

Следует обратить внимание, что в этом выражении используется строгое 
неравенство. Ошибка кратности  

2
d

И   может дать запрещенную комбинацию, 

которая равноудалена от каких-то разрешенных комбинаций. Эта запрещенная 
комбинация не принадлежит ни одной области и никакой разрешенной комби-
нацией не может быть заменена. Ошибки кратности 

2
d

И   не исправляются. 

Декодирование с обнаружением и исправлением ошибок 
При этом виде декодирования ошибки кратности ρо обнаруживаются, а 

кратности ρи исправляются. Обычно ошибка кратности ρи < ρо. Очевидно 
ошибки, не выводящие разрешенную комбинацию из своей области, исправля-
ются. Но имеются запрещенные комбинации, которые не принадлежат ни од-
ной области. Ошибки, переводящие переданную разрешенную комбинацию в 
такие запрещенные, не могут быть исправлены, они только обнаруживаются. 
Соотношение для кратностей ρи исправляемой ошибки и ρо обнаруживаемой 
ошибки и кодовым расстоянием d для этого вида декодирования будет сле-
дующим 

ρи + ρо + 1 = d  (6) 
 
Рассмотрим примеры: 
Пример 1. Оценить, какие виды декодирования возможны для кода (7,3) с 

кодовым расстоянием d = 4. Указать допустимые кратности ошибок при каж-
дом виде декодирования. 

1) Декодирование с обнаружением ошибок. Кратность обнаруживаемой 
ошибки согласно формуле (4) 

ρо ≤ 4-1 =3 
2) Декодирование с исправлением ошибки. 
В соответствии с формулой (5) кратность исправляемой ошибки 

ρи < 4/2 = 2 
3) Декодирование с обнаружением и исправлением ошибок. 
Здесь надо помнить, что условие (6) должно выполняться при ρи < ρо, то 

есть ρи =1, ρо =2. 
Таким образом, код (7,3) с кодовым расстоянием d = 4 допускает все три 

вида декодирования. 
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1.1.4. Описание лабораторной установки  
 
Лабораторный стенд (рис. 1.1) содержит панель, на которой представле-

ны следующие устройства: программное, кодирующее, декодирующее и уст-
ройство коррекции ошибок. 

Программное устройство, представленное отдельным блоком, содержит 
генератор тактовых импульсов (КТ7), формирователи сигналов: установки нуля 
«Уст. 0» (КТ8); импульса опроса «ИО» (КТ9); синхронизации осциллографа 
(КТ13) (в скобках указаны номера контрольных точек, в которых можно на-
блюдать соответствующие сигналы). В программное устройство входят также 
формирователи: сигналов переключения кодирующего устройства (КТ2); сиг-
налов информации («ИНФ» – КТ1); сигналов ошибки («ОШ» – КТ3). 

На передней панели лабораторного стенда представлена функциональная 
схема лабораторной работы. Основными блоками являются кодирующее и де-
кодирующее устройства. 

Кодирующее и декодирующее устройства содержат наборы блоков, гнез-
да для их соединения и клеммы контрольных точек. 

Кодирующее устройство может быть собрано с использованием следую-
щих блоков: регистр сдвига Д1, схема И-НЕ Д5, сумматор по модулю два Д3, 
схема 2И Д4 и схема 2И-ИЛИ Д6, формирователь СП Д2, а также гнезда Г1-
Г13. Гнезда Г1 - Г4 являются выходами первого, второго, третьего, четвертого 
разрядов кодирующего регистра. Гнезда Г5 - Г7 являются входами сумматора 
по модулю два, выход которого через Д4 подключен ко входу регистра.  

Гнезда Г1 – Г7 позволяют в соответствии с заданным порождающим по-
линомом подключить на входы сумматора по модулю два выходы соответст-
вующих разрядов регистра сдвига. Для нормальной работы кодирующего уст-
ройства следует правильно выбрать СП, который должен иметь «1» в течение k 
информационных разрядов.  

Выбор СП осуществляется переключением запускающего триггер им-
пульса в 3, 4 или 6 такт. Сигнал в восьмом такте перебрасывает триггер в ис-
ходное состояние. Контроль СП проводится в точке КТ2. Гнезда Г9 – Г13 и 
схема Д5 позволяют подключить к ключам Д4 и Д6 СП прямой или инвертиро-
ванный в соответствии с требуемой работой ключей. Кодовую комбинацию 
можно наблюдать в точке КТ5. 

В сумматоре Д9 кодовая комбинация складывается по модулю 2 с сигна-
лом ошибки (КТ3) и в контрольной точке КТ6 можно наблюдать сигнал с поме-
хами (кодовая комбинация + ошибка). 

На кодирующее устройство подается информация, которая набирается 
поразрядно с помощью тумблеров и может наблюдаться в КТ1. Верхнее поло-
жение тумблера соответствует «1», нижнее – «0». При наборе информации сле-
дует помнить, что информационная последовательность – это группа из k дво-
ичных символов, то есть используются первые k тумблеров. 
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Ошибки набираются в виде комбинации, в которой символ «1» определя-
ет позиции кодовой комбинации, искаженные помехой. В лабораторном стенде 
предусматривается независимый набор комбинаций ошибок в четных и нечет-
ных кодовых комбинациях. В лабораторной работе используются кодовые ком-
бинации длиной 7, и набор ошибок позволяет проимитировать ошибку в любой 
из семи позиций. Комбинации ошибок наблюдаются в контрольной точке КТ3. 

Для продвижения информации в регистре сдвига Д1 требуются тактовые 
импульсы, которые вырабатываются в программном устройстве и подаются на 
кодирующий регистр (их можно наблюдать в КТ7). 

Декодирующее устройство (ДКУ) содержит регистр сдвига Д10, сумма-
тор по модулю два Д13, а также гнезда Г29 – Г32, Г37 – Г40. 

Связи регистра сдвига с сумматором по модулю два должны быть выбра-
ны с помощью гнезд Г29 – Г32, Г37 – Г40, как и в кодирующем устройстве, в 
соответствии с порождающим полиномом. Обработка информации в декоди-
рующем регистре осуществляется в течение15 тактов. В 16-м такте регистр ус-
танавливается в нулевое положение сигналом «Уст. 0), который вырабатывает-
ся в программном устройстве, его можно наблюдать в контрольной точке КТ8. 

Устройство коррекции ошибок содержит: 8-разрядный регистр задержки 
Д16, триггер четности Д7 с элементом стробирования Д8; схему обнаружения 
ошибки – два элемента «И-НЕ» Д11 и Д12; триггер Д15; вырабатывающий сиг-
нал сброса информации, если произошла неисправляемая ошибка; ключ – эле-
мент «И» Д17; регистр задержки на 8 разрядов Д16 и схему исправления ошиб-
ки: дешифратор 1000 Д14, сумматор по модулю два Д18, а также гнезда Г14 – 
Г41, позволяющие собирать схему для заданного кода и для заданного вида де-
кодирования. 
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1.2. Лабораторная работа «Кодирование циклических кодов» 
 
1.2.1. Домашние задания и методические указания  по их выполнению 

 
1. Изучить основы теории помехоустойчивого кодирования: основные 

принципы кодирования, понятие о разрешенных и запрещенных кодовых ком-
бинациях, видах декодирования, кодовом расстоянии, кратности ошибки. Цик-
лические коды и их свойства. Представление кодовых комбинаций в виде по-
линомов условной переменной х, понятие о порождающем полиноме и его 
свойствах. Структурную схему кодирующего устройства (назначение регистра 
сдвига, сумматора «по модулю два» и ключей). Диаграммы состояний коди-
рующего устройства в течение n тактов. 

Для выполнения заданий следует воспользоваться литературой [1, с. 173-
179; 2, с. 180-181]. 

2. Для кода (7, К) путем деления на порождающий полином определить 
разрешенную кодовую комбинацию (порождающий полином и информацион-
ные символы заданы в таблице вариантом во 2-м и 3-м столбцах). 

Для заданного порождающего полинома нарисовать структурную схему 
кодирующего устройства. Представить в виде таблицы диаграмму состояний 
при кодировании заданной информации. Сравнить кодовую комбинацию, по-
лученную на выходе кодирующего устройства, с кодовой комбинацией, полу-
ченной путем деления. 

При получении кодовой комбинации путем деления на порождающий 
полином следует помнить, что k информационных символов следует предста-
вить в виде полинома условной переменной х степени (k – 1), затем этот поли-
ном надо умножить на хr, где r – число проверочных символов, совпадающее со 
степенью порождающего полинома, а затем разделить на порождающий поли-
ном. Остаток от деления и даст проверочные символы. Сказанное можно пояс-
нить на примере получения кодовой комбинации кода (7, 4) с порождающим 
полиномом  х3  + х2  + 1 при информации 1110 = х3  + х2  + х. Умножение на х3 
дает полином х6 + х5 + х4. Деление на порождающий полином можно провести 
двумя способами: при обычном и двоичном представлениях полиномов. 

 
х6 + х5 + х4 |х3 + х2 + 1   1110000  |1101 
х6 + х5 + х3  |х3 + х   1101      |101 
       х4 + х3   01100 
       х4 + х3 + х        1101 
                      х       0010 
Получается кодовая комбинация 1110010 = х6 +х5 +х4 +х. 
  

+ + 

+ + 



 13

 
Реализация кодирующего устройства основана на том, что определение 

остатка можно осуществить с помощью линейных переключательных схем, на-
зываемых также линейными автоматами или многотактными фильтрами 
Хаффмана. Формирование циклического кода можно осуществить с помощью 
линейного автомата из r ячеек со связями, соответствующими порождающему 
полиному. Структурная схема кодирующего устройства представлена на рис. 
1.2. 

Рис. 1.2. Структурная схема кодирующего устройства 

Рис. 1.3. Набор типовых микросхем 
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Регистр сдвига RG состоит из r разрядов. Выход i-го разряда подключает-
ся к сумматору  по модулю два, если в порождающем полиноме   g (x)  = g r x r + 
+ g r-1 xr-1  + ….g 1 x + g o    коэффициент   g r-i  0. Если g r-i  = 0, то связь отсутст-
вует. Продвижение символов в регистре сдвига осуществляется при помощи 
сигнала сдвига – тактовых импульсов ТИ, и сигнал на выходе каждого разряда 
регистра равен сигналу на входе в предыдущий такт. 

Схема рис. 1.2 работает следующим образом. В течение первых k тактов, 
когда на вход кодирующего устройства подается информация (k символов), 
ключ КЗ разомкнут. 

Ключи К1 и К2 замкнуты: информационная последовательность через 
ключ К2 подается в канал, а через ключ К1 на вход регистра сдвига подается 
результат сложения по модулю 2 выходов соответствующих разрядов регистра 
и информации. После k тактов ключ К3 замыкается, ключи К1 и К2 размыкают-
ся, и линейный автомат начинает формировать остаток от деления, который по-
лучается на выходе сумматора и через замкнутый ключ К3 подается в канал, 
т.е. присоединяется к информационной последовательности. Процесс формиро-
вания кодового вектора, соответствующего входной информационной последо-
вательности, заканчивается. На вход кодирующего устройства подаются сле-
дующие k информационные символы, процесс кодирования повторяется.     
Диаграмму состояний кодирующего устройства следует представить в виде 
табл. 1.1:  

Таблица 1.1  
Такты 1     2     3     4 5      6       7 

Информация 1     1     1     0 0      0       0 

Вход 1-го разряда регистра 1 0      0       0 
Выходы 1-го 0 

0 
0 

 
разрядов 2-го 
регистра r-го 
Выход кодирующего устройства   
Замкнутые ключи К1       К2           К3 

 
В строку «Информация» в первые k тактов записываются информацион-

ные символы, а в последующие r тактов – нули. В приведенной таблице записа-
на рассмотренная ранее информация 1110 из четырех символов. Далее следует 
учитывать, что перед началом работы кодирующего устройства регистр обну-
ляется, то есть на первом такте на выходе всех разрядов регистра сигнал будет 
нулевым. Сигнал на входе первого разряда регистра является результатом сум-
мирования по модулю два информационного символа и символов с определен-
ных выходов разрядов регистра.  
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Строка «Выход 1-го разряда регистра» заполняется в каждом такте по-
следней, после того, как будут определены состояния регистра. На выход коди-
рующего устройства в первые k тактов, когда замкнут ключ К2, подаются  ин-
формационные символы, а в последние r тактов, когда замкнут ключ К3, - 
замкнут ключ К3, - результат суммирования по модулю два. При разомкнутом 
ключе К1 (в течение последних r тактов) на вход 1-го разряда регистра подается 
уровень «лог. 0», что и отмечено в приведенной таблице. 

Последующие домашние и лабораторные задания выполнять для исход-
ных данных, приведенных в 4 – 5-м столбцах таблицы вариантов (табл. 1.2). 

3. Провести расчет общих характеристик кода (7, r). Для заданного поро-
ждающего полинома определить число проверочных и информационных сим-
волов, обозначение кода, число запрещенных и разрешенных кодовых комби-
наций. 

Записать какую-нибудь кодовую комбинацию, обозначив в ней информа-
ционные и проверочные символы. 

Записать все разрешенные кодовые комбинации (для кода (7, 6) – по 2 – 3 
кодовые комбинации для каждой из групп, различающихся числом «1» в ин-
формационной части). 

Определить веса кодовых комбинаций, хемминговы и кодовые расстоя-
ния. 

Здесь следует еще раз обратиться к порождающему полиному и его свой-
ствам. Именно по порождающему полиному можно определить число прове-
рочных символов, какую-нибудь кодовую комбинацию. Свойства циклических 
кодов следует вспомнить для получения разрешенных кодовых комбинаций по 
какой-то одной известной. Для кодов (7, 3) и (7, 4) следует получить все разре-
шенные кодовые комбинации, проверяя при этом, чтобы информационные час-
ти встречались лишь по одному разу. Вес кодовых комбинаций определяется 
числом единиц в них.  

Хемминговы расстояния следует определить для нескольких пар кодовых 
комбинаций, стараясь определить максимальное и минимальное значения. Для 
циклических кодов, которые здесь изучаются, минимальное хемминговое (ко-
довое) расстояние совпадает с расстоянием между нулевой кодовой комбина-
цией и комбинацией, представляющей порождающий полином, то есть кодовое 
расстояние совпадает с количеством  слагаемых в порождающем полиноме. 
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4. Разработать кодирующее устройство циклического кода. 
По заданным информационным символам получить кодовую комбина-

цию путем деления на порождающий полином, найти ее среди разрешенных, 
полученных в 3-м задании. 

Нарисовать структурную схему кодирующего устройства. 
Представить в виде таблицы диаграммы состояний при кодировании за-

данной информации. 
Сравнить полученную на выходе кодирующего устройства кодовую ком-

бинацию с полученной путем деления. 
Нарисовать функциональную схему кодирующего устройства. 
Представить диаграммы напряжений, поясняющие работу функциональ-

ной схемы, и в частности, получение кодовой комбинации из информационной 
группы символов, сдвиг информации в регистре, работу ключей и т.д. 

Функциональную схему кодирующего устройства рекомендуется состав-
лять с использованием набора типовых микросхем, представленных на рис.1.3. 
При этом целесообразно считать, что срабатывание триггеров, продвижение 
информации в регистрах проводится по заднему фронту тактовых импульсов, 
как и в устройствах лабораторного стенда. На рис.1.3  приведена структурная 
схема универсального четырехразрядного регистра. Для него Д1 - Д4 – входы 
параллельной  записи, С – вход тактовых импульсов, R – вход общего сброса, 
Q1 – Q4  - выходы разрядов регистра, V – разрешение параллель-
ной/последовательной записи. При параллельной записи на вход V подается 
уровень лог. 1. Сдвиг информации в регистре осуществляется при V = 0 под 
воздействием тактовых импульсов на входе С (по заднему фронту). Такой ре-
гистр целесообразно использовать в кодирующем устройстве, а также при по-
строении декодирующего регистра. На кодирующее устройство подаются сиг-
налы информации, тактовые импульсы, сигнал переключения СП ключей, им-
пульс установки «0» (эпюры трех последних сигналов представлены на рис. 
1.4). 

 

1.2.2. Лабораторные задания  и методические указания по их           
выполнению 

 
1. Изучить часть панели лабораторного стенда (рис.1.1), на которой мо-

жет быть собрано кодирующее устройство, включающее в себя: тумблеры за-
дания информации, переключатель сигнала переключения СП, инвертор Д5, 
кодирующий регистр Д1, четырехвходовый сумматор по модулю два Д3, эле-
мент 2И – Д4, схему 2 – 2И – ИЛИ – Д3 и соответствующие гнезда. 

Верхним положениям тумблеров задания информации соответствуют 
символы «1» информации, нижним – нулевые значения. Для набора информа-
ции следует использовать первые слева k тумблеров. 

2. Собрать кодирующее устройство. В соответствии со структурной схе-
мой кодирующего устройства, разработанной в четвертом задании: 
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наметить соединения гнезд Г1 – Г8 для установления связей регистра 
сдвига RG с сумматором по модулю два в соответствии с заданным порождаю-
щим полиномом, сделать соответствующие соединения; 

разобраться, в качестве каких ключей могут использоваться схемы Д4 2И 
и Д6 2-ЗИ-ИЛИ; сделать соответствующие соединения гнезд Г10, Г11, Г13 с 
гнездами Г9, Г12. 

Полученную схему зарисовать в отчет, представить преподавателю. По-
сле получения разрешения на проведение эксперимента включить источник пи-
тания стенда и тумблер «сеть» осциллографа, установить внешнюю синхрони-
зацию на осциллографе сигналом с контрольной точки КТ13 панели лаборатор-
ного стенда. 

Кодирующее устройство можно собрать с использованием блоков Д1, Д3, 
Д4 и Д6 путем соответствующего соединения гнезд Г1 – Г7, Г9 – Г13. Гнезда 
Г1 – Г7 используются для установки связей в кодирующем регистре в соответ-
ствии с порождающим полиномом. При соединении гнезд Г5 – Г7 следует пом-
нить, что свободные входы сумматора М2 следует подключать к земляному 
гнезду Г8. Надо быть внимательным и не подключить к земле свободные выхо-
ды регистра. Гнезда Г9 – Г13 служат для подключения к ключам кодирующего 
устройства сигнала переключения нужной полярности. Прежде чем установить 
соединения гнезд,  следует  уточнить, роль какого ключа играют блоки Д4 и 
Д6-1, Д6-2. На ключи, замкнутые в течение первых k тактов, подается прямой 
сигнал переключения с Г9, а на остальные – инвертированный с Г12. 

При установке синхронизации осциллографа следует иметь в виду, что 
информационные символы и, следовательно, кодовые комбинации на выходе 
кодирующего устройства повторяются каждые 16 тактов, из них первые 7 так-
тов отводятся на кодирование, 8-й такт – на обнаружение ошибки, 9 – 15-й так-
ты – на декодирование и выдачу информации получателю, 16-й такт – на уста-
новку нулевых состояний в кодирующем и декодирующем устройстве. Уста-
навливать длительность развертки осциллографа целесообразно, наблюдая в 
точке КТ8 сигнал «Уст. 0», который появляется в конце каждого 16-го такта. 
При наблюдении эпюр напряжений надо четко знать номер позиции каждого 
символа на экране осциллографа. 

3. Проверить функционирование кодирующего устройства. Наблюдая 
сигнал в точке КТ2, поставить переключатель СП в нужное положение. Задать 
информацию и наблюдать ее в КТ 1. Наблюдать сформированную кодовую 
комбинацию на выходе кодирующего устройства в КТ 5, сравнить ее с полу-
ченной в третьем задании. 

Меняя информацию, просмотреть все кодовые комбинации и сравнить их 
с разрешенными, полученными в третьем задании. 

Ввести ошибки в кодовые комбинации, кодовые комбинации с ошибками 
наблюдать в КТ6. Записать несколько искаженных кодовых комбинаций при 
различной кратности ошибок. Указать кратности ошибок, при которых иска-
женная кодовая комбинаций попадает в разряд разрешенных. 
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Зарисовать  эпюры  напряжений  в  точках:  КТ7  ТИ,   КТ8 Уст. «0», КТ1 
инф., КТ2 СП, КТ5 КК, КТ3 ОШ, КТ6 КК+ОШ. 

Сделать выводы о работе кодирующего устройства, об искажении кодо-
вых комбинаций ошибками. 

В лабораторном стенде формируются три возможных вида сигнала пере-
ключения, эпюры которых  представлены на рис. 1.4. Условно их обозначим 3-
5, 4-4, 6-2. Это означает, что из восьми позиций первые 3 (4, 6) имеют уровень 
«ЛОГ 1», остальные 5 (4, 2) – уровень «ЛОГ 0». Сигнал переключения наблю-
дается на КТ2. С помощью элемента НЕ Д5 можно сформировать инвертиро-
ванный сигнал переключения. 

Ввод ошибок в кодовые комбинации осуществляется с помощью двух ря-
дов тумблеров. Верхний ряд вводит ошибки в нечетные комбинации (считая от 
начала развертки луча на экране осциллографа), а нижний ряд – четные. Про-
смотреть искаженные кодовые комбинации на КТ6 следует для кратности 
ошибки от 1 до 7. Здесь надо иметь в виду, что искаженная кодовая комбинация 
может совпасть с какой-то разрешенной при кратностях ошибки, равных весам 
кодовых комбинаций. 

 
1.2.3. Содержание отчета 
 
В отчет по лабораторной работе должны входить: 
 результаты выполнения домашнего задания; 
 результаты выполнения лабораторного задания; 
 выводы по работе. 
 
1.2.4. Контрольные вопросы 
 
1. Дайте определение циклического кода. 
2. Приведите основные характеристики кодов (n , n-1). Для конкретной 

длины кода дать ответы на следующие вопросы. 
Чему равен вес кодовых комбинаций? Укажите два способа получения 

разрешенных кодовых комбинаций. Привести примеры разрешенных кодовых 
комбинаций. Нарисовать структурную схему кодирующего устройства. Пред-
ставить таблицу состояний кодирующего регистра в течение n тактов, показать 
правильность работы кодирующего устройства. 

3. Дайте характеристику кода (7, 3). Определить число разрешенных и за-
прещенных кодовых комбинаций. Чему равны веса кодовых комбинаций и ко-
довое расстояние кода? Привести примеры разрешенных кодовых комбинаций, 
получив одну из них путем деления на порождающий полином. Представить 
структурную схему кодирующего устройства и таблицу состояний при получе-
нии одной из кодовых комбинаций. 

Порождающие полиномы: а) х4 + х3 + х2 + 1; 
                                              б) х4 + х2 + х + 1. 
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4. Для кода (7, 4) определить число разрешенных и запрещенных кодовых 
комбинаций. Получить одну разрешенную кодовую комбинацию путем деления 
на порождающий полином. Как можно получить другие разрешенные кодовые 
комбинации? Чему равно кодовое расстояние этого кода. Представить струк-
турную схему кодирующего устройства и таблицу состояний при получении 
одной из разрешенных кодовых комбинаций: 

 а) g (x) = х3 + х + 1;  
 б) g (x) = х3 + +х2 + 1. 
5. Перечислить свойства порождающего полинома. 
 
1.3. Лабораторная работа «Декодирование циклических кодов» 
 
1.3.1. Домашние задания и методические указания  по их                 

выполнению 
 
1. Для кода (7, 3) нарисовать структурную схему декодирующего регист-

ра. Составить таблицу состояний схемы при подаче на вход декодирующего ре-
гистра кодовой комбинации без ошибок и с ошибками. Указать признаки нали-
чия ошибок, а также их места в кодовой комбинации. 

Составить структурную схему декодирующего устройства с обнаружени-
ем и исправлением ошибки. 

Обнаружение ошибок основано на том, что разрешенная кодовая комби-
нация делится на порождающий полином без остатка, а запрещенная – с остат-
ком. Деление на порождающий полином, как и при кодировании, осуществля-
ется регистром сдвига с сумматором по модулю два в обратной связи (ключ К1 
замкнут всегда, а ключи К2, К3 отсутствуют). 

Связи с сумматором по модулю два декодирующего регистра устанавли-
ваются в соответствии с порождающим полиномом, как и в кодирующем уст-
ройстве.  При делении без остатка  все разряды  декодирующего  устройства в 
(n + 1)-м такте будут в нулевых состояниях. Наличие хотя бы одного символа 
«1» на выходах разрядов декодирующего регистра в (n + 1)-м такте свидетель-
ствует о делении входной комбинации с остатком, т.е. о наличии в ней ошибки. 
Если код позволяет исправить однократную ошибку, то декодирующее устрой-
ство должно найти место ошибки, т.е. определить ошибочную позицию в коде. 
Таблица состояний декодирующего регистра составляется в течение 15 тактов; 
8-й такт используется для обнаружения  ошибки, а  последующие семь тактов 
(9 – 15-й) – для исправления ошибки, если это возможно, и выдачи кодовой 
комбинации получателю. На ошибочную позицию и принятой кодовой комби-
нации указывает состояние 100 ….. 0 декодирующего регистра, то есть все раз-
ряды регистра, кроме первого, должны иметь нулевые состояния. При этом 
первая позиция исправляемой кодовой комбинации соответствует 9-му такту, а 
последняя – 15-му. 
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Структурная схема декодирующего устройства с обнаружением ошибок 
содержит декодирующий регистр с сумматором по модулю два, анализатор со-
стояний регистра в 8-м такте и формирователь импульса сброса, сигнал с выхо-
да которого используется для запирания выходного элемента. На второй вход 
этого элемента подается задержанная с помощью восьмиразрядного регистра 
входная кодовая комбинация. При наличии сигнала сброса (нулевого уровня) 
кодовая комбинация не проходит на выход декодирующего устройства, то есть 
она стирается. 

Для кода (7, 3) кодовое расстояние, равное 4, гарантирует обнаружение 
ошибки кратности, не более 3. В действительности могут быть обнаружены не-
которые ошибки большей кратности – те ошибки, которые переводят кодовую 
комбинацию в запрещенную. Для уточнения кратности обнаруживаемой ошиб-
ки надо использовать следующее свойство циклических кодов: сумма по моду-
лю два двух разрешенных кодовых комбинаций дает разрешенную комбина-
цию. Таким образом, обнаружены будут все ошибки, комбинации которых сов-
падают с разрешенными кодовыми комбинациями. Для кода (7, 3), называемого 
кодом с постоянным весом (вес равен 4), обнаруживаются ошибки любой крат-
ности, за исключением некоторых четырехкратных ошибок.  

Декодирующее устройство с исправлением ошибки, кроме декодирующе-
го регистра и 8-разрядного регистра задержки, содержит дешифратор комбина-
ции 10….0 и сумматор по модулю два. 

Рассматриваемый код (7, 3) имеет кодовое расстояние, равное 4, поэтому 
для него можно построить декодирующее устройство с исправлением одно- и 
обнаружением двукратной ошибок. Оно должно содержать оба такта: обнару-
жения и исправления. Но выходной элемент «И» должен запираться при неис-
правляемых ошибках, то есть при двукратных ошибках. Здесь следует учесть, 
что при двукратной ошибке вес принятой кодовой комбинации будет четным, а 
при однократной – нечетным. Определение четной кратности ошибки осущест-
вляется с помощью триггера четности – RS-триггера, в котором подсчитывается 
число «1» в принятой кодовой комбинации. При четном числе «1» на выходе 
триггера четности формируется уровень «ЛОГ 1», который разрешает форми-
рование импульса сброса и принятая кодовая комбинация стирается. При не-
четном числе «1» (при однократной ошибке) импульс сброса не формируется и 
работает только тракт исправления ошибки. Здесь следует отметить, что в та-
ком устройстве обнаруживаются все ошибки четной кратности за исключением 
некоторых четырехкратных ошибок. Исправляются только однократные ошиб-
ки, а остальные ошибки нечетной кратности приводят к не обнаруживаемой 
ошибке так же, как и четырехкратные ошибки, комбинации которых совпадают 
с разрешенными.  

Структурная схема декодирующего устройства с обнаружением и ис-
правлением ошибки представлена на рис. 1.5. 
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2. Для кода, заданного для домашних лабораторных заданий предыдущей 

лабораторной работы, определить возможные виды декодирования, для каждо-
го вида указать кратность корректируемых ошибок (в том числе больше гаран-
тированной кодовым расстоянием). 

Нарисовать структурную схему декодирующего регистра. Составить таб-
лицы состояний при подаче на вход декодирующего регистра кодовой комби-
нации без ошибок и с ошибками (ошибка – однократная, ее позиция указана в 
предпоследнем столбце таблицы вариантов (табл. 1.2)). 

При выполнении этого задания следует иметь в виду, что декодирование 
возможно следующих видов: 
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Рис. 1.5. Декодирующее устройство с обнаружением         
и исправлением ошибки для кода (7,3) 
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а) декодирование с обнаружением ошибки, при котором гарантируется 
обнаружение ошибок,  кратность о которых  меньше  кодового  расстояния d: 
о   d –1; 

б) декодирование с исправлением ошибок, при котором гарантируется 
исправление ошибок, кратность и которых меньше d/2, и < d/2; 

в) декодирование с обнаружением ошибок кратности о и исправлением 
ошибок кратности и, о  > и. В этом случае связь кратностей корректируемых 
ошибок с кодовым расстоянием устанавливается соотношением: 

о + и + 1 = d . 
Кроме ошибок рассмотренных кратностей могут корректироваться неко-

торые ошибки большей кратности. Например, в декодере с обнаружением оши-
бок обнаруживаются все ошибки, которые переводят переданную разрешенную 
кодовую комбинацию в запрещенную. Таким образом можно обнаружить все 
ошибки, кратность которых отлична от весов разрешенных кодовых комбина-
ций, и некоторые ошибки, кратности которых совпадают с ними. 

Таблицу состояний декодирующего регистра составлять в течение 15-ти 
тактов (для кода (7, 6) в течение 8 тактов). 

3. Составить структурные схемы декодирующих устройств двух видов: с 
обнаружением ошибки, с исправлением. При коде (7, 6) составить два варианта 
декодирующего устройства с обнаружением ошибки: на основе регистра сдвига 
с сумматором по модулю два и на основе триггера четности – RS-триггера со 
счетным входом. 

При выполнении этого задания следует обратиться к методическим ука-
заниям к первому заданию. 

4. Составить функциональную схему декодирующего устройства вида, 
указанного в последнем столбце таблицы вариантов (табл. 1.2). 

Представить эпюры напряжений в точках: вход декодирующего устрой-
ства (кодовая комбинация с одной ошибкой), выходы декодирующего регистра, 
выход 8-разрядного регистра и др. Эпюры должны подтверждать правильность 
работы схемы. 

Функциональная схема декодирующего устройства составляется с ис-
пользованием элементов, представленных на рис. 1.3. Для декодирующего уст-
ройства с обнаружением ошибок анализатор состояний декодирующего регист-
ра в 8-м такте рекомендуется строить на последовательно соединенных элемен-
тах И-НЕ с r входами (к ним подключаются инвертированные выходы разрядов 
регистра) и элемента 2И-НЕ, на второй вход которого подается импульс опроса 
ИО в 8-м такте (ИО наблюдается в КТ9). 

Импульс опроса имеет уровень ЛОГ «1», и на выходе элементов 2И-НЕ в 
течение всех тактов кроме 8-го, будет действовать уровень ЛОГ «1», а в вось-
мом такте может появиться уровень ЛОГ «0» при наличии ошибок в кодовой 
комбинации. Длительность импульса на выходе этого элемента определяется 
длительностью ИО. В качестве устройства формирования импульса сброса 
можно использовать RS-триггер со счетным входом. Триггер в начальный мо-
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мент устанавливается в единичное состояние с помощью сигнала «Уст. 0», бла-
годаря чему следующий за ним элемент И открыт. Сигнал с выхода элемента 
2И-НЕ подается на счетный (тактовый) вход триггера и при наличии ошибки по 
переднему фронту (отрицательному перепаду) импульса на этом входе проис-
ходит переход триггера в нулевое состояние, которое закрывает последующий 
элемент И. Последний элемент И должен иметь три входа: первый вход под-
ключен к выходу RS-триггера, второй – к выходу разрядного регистра задерж-
ки, а на третий вход подается сигнал переключения СП для выделения инфор-
мационных символов, которые должны поступать к получателю информации 
(проверочные символы не передаются, так как они используются только для 
коррекции ошибок). 

В декодирующем устройстве с исправлением ошибок дешифратор реко-
мендуется реализовать на элементе «И» с r входами, на один из входов подает-
ся сигнал с выхода первого разряда регистра, а на остальные – инвертирован-
ные сигналы других разрядов. В этом случае на выходе элемента будет дейст-
вовать уровень ЛОГ «1» при состоянии регистра           10 …. 0, а при остальных 
состояниях – уровень ЛОГ «0». Таким образом, на выходе этого элемента поя-
вится символ «1» в той позиции кодовой комбинации (задержанной на 8 так-
тов), в которой произошла ошибка. Суммирование этого сигнала с задержанной 
на 8 тактов кодовой комбинацией осуществляется в сумматоре по модулю два. 
На его выходе, который является выходом декодирующего устройства с ис-
правлением ошибки, формируется исправленная кодовая комбинация. Здесь 
следует обратить внимание на задержку декодирования и выдачи информации  
получателю не менее, чем на длину кодовой комбинации. При построении эпюр 
напряжений в качестве управляющих сигналов в схеме следует взять сигналы, 
представленные на рис. 1.4 , а на вход декодирующего устройства подать кодо-
вую комбинацию с ошибкой в символе, номер которого указан в таблице вари-
антов. 

Подобный триггер иногда называют триггером четности, поскольку его 
выходное напряжение зависит от того, четное или нечетное число «1» в приня-
той кодовой комбинации. Этот триггер перед началом работы должен устанав-
ливаться в одно из состояний по сигналу «Уст. 0». В лабораторном стенде та-
кой сигнал подается на R вход триггера, поэтому его прямой выход устанавли-
вается в нулевое состояние, а инверсный – в единичное. Триггер должен сраба-
тывать от каждого из единичных импульсов независимо от порядка их следова-
ния. Для этого перед подачей на тактовый вход триггера кодовая комбинация 
должна пройти через элемент И (можно И-НЕ), в котором осуществляется ее 
перемножение с тактовыми импульсами, в результате чего продолжительность 
единичных импульсов уменьшается вдвое, и следующие подряд единичные им-
пульсы будут восприниматься триггером раздельно. В остальном декодирую-
щее устройство с обнаружением ошибок строится аналогично тому, как это 
описано выше. 
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1.3.2. Лабораторные задания и методические указания по их            
выполнению 

 
1. Собрать кодирующее устройство и проверить правильность его функ-

ционирования путем сравнения полученных кодовых комбинаций в КТ5 с раз-
решенными. 

Здесь  следует  использовать результаты предыдущей лабораторной рабо-
ты. 

2. Собрать декодирующий регистр, проверить правильность его работы 
по виду сигнала на выходах регистра. Что подтверждает отсутствие ошибки? 

Ввести ошибку в четные или нечетные комбинации. Как изменяются сиг-
налы  на  выходах декодирующего  регистра? Что указывает на наличие ошиб-
ки? 

Связи в декодирующем регистре Д10 с сумматором по модулю два Д13 
устанавливаются в соответствии с заданным порождающим полиномом. 

3. Собрать схему декодирующего устройства с обнаружением ошибок. 
(Для кода (7, 6) собирается схема на основе триггера четности). 

Собрать схему декодирующего устройства с исправлением ошибки. (Для 
кода (7, 6) собирается схема декодирующего устройства с обнаружением оши-
бок на основе сумматора по модулю два). Зарисовать эпюры напряжений в ос-
новных точках схемы при подаче на вход декодирующего устройства комбина-
ции, совпадающей с двоичным представлением числа, равного Nст  5 + Nгр, где 
Nст  - номер студента по журналу старосты, Nгр, - номер группы. Какая инфор-
мация передается данной кодовой комбинацией? 

Сделать выводы по работе в отношении корректирующих способностей 
заданного кода, алгоритма декодирования, результатов решения в декодирую-
щем устройстве. 

Декодирующие устройства  различных корректирующих способностей 
содержат следующие блоки: декодирующий регистр Д10, сумматор по модулю 
два Д13, 8-разрядный регистр Д16. 

Декодирующее устройство с обнаружением ошибок кроме указанных со-
держит также блоки: 4И-НЕ Д11, ЗИ-НЕ Д12, RS-триггер Д15, ЗИ-НЕ Д17. Вы-
ходом декодирующего устройства с обнаружением ошибок является КТ 15. 
При сборке схемы следует иметь в виду, что неиспользованные входы элемен-
тов И должны быть либо запараллены с другими входами, либо подключены к 
уровню ЛОГ1 (гнездо Г17). Если элемент 4И-НЕ Д11 (для кода (7, 6) требуется 
исключить из схемы, то для этого надо подключить к уровню ЛОГ «0» хотя бы 
один ее вход. Тогда на выходе Д11 будет действовать уровень ЛОГ «1» и сле-
дующий элемент Д12 будет эквивалентен двухвходовой схеме совпадения. Для 
всех кодов при декодировании с обнаружением ошибки хотя бы один вход эле-
мента Д14 подключается к уровню ЛОГ «0» (гнезда 16, 18 и 40), поэтому на его 
выходе будет уровень ЛОГ «0» и задержанная кодовая комбинация с выхода 
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восьмиразрядного регистра Д16 будет проходить через сумматор по модулю 
два Д18 без изменения. 

Для кода (7, 6) декодирующее устройство собирается с использованием 
схемы И-НЕ Д8 и триггера четности Д7. Надо использовать тот выход с тригге-
ра Д7, на котором в 8-м такте устанавливается уровень ЛОГ «1» при нечетном 
числе единиц в кодовой комбинации. Этот выход через гнездо 16 подключается 
ко входу элемента Д12 для формирования импульса сброса. На выходе элемен-
та Д11 должен быть уровень ЛОГ «1». Для этого хотя бы один его вход должен 
быть подключен к уровню ЛОГ «0». 

Декодирующее устройство с исправлением ошибки, кроме элементов 
Д10, Д13 и Д16, содержит элементы 4И Д14 и сумматор по модулю два Д18, 
выход которого КТ16 является выходом декодирующего устройства. 

В декодирующем устройстве с обнаружением ошибок для кода (7, 6), по-
строенном на основе одного разряда регистра сдвига Д10 и сумматора по моду-
лю два Д13, свободные входы сумматора Д13 должны быть подключены к 
уровню ЛОГ «0» (например Г40), элемент Д11 должен иметь хотя бы на одном 
входе уровень ЛОГ «0», а соответствующий выход регистра подключается че-
рез гнезда Г16 ко входу элемента Д12. 

 
1.3.3.  Содержание отчета 
 
В отчет по лабораторной работе должны входить: 
 результаты выполнения домашнего задания; 
 результаты выполнения лабораторного задания; 
 выводы по работе. 
 
1.3.4. Контрольные вопросы 
 
1. Какие виды декодирования Вы знаете? Какие виды декодирования 

возможны для кодов: а) (n, n – 1), d = 2; б) (7, 3), d = 4; в) (7, 4), d = 3? 
2. В чем заключается принцип обнаружения ошибок для циклических ко-

дов и как можно реализовать декодирующее устройство с обнаружением оши-
бок? 

3. В чем заключается принцип исправления однократной ошибки для 
циклических кодов? Как можно реализовать декодирующее устройство с ис-
правлением однократной ошибки? 

4. Нарисовать структурную схему декодирующего устройства с обнару-
жением ошибок и представить таблицу состояний декодирующего регистра в 
течение n + 1 тактов при подаче на его вход кодовой комбинации с ошибкой. 
Что указывает на наличие ошибок? Какие кратности ошибок будут обнаружи-
ваться?   Ответы  дать  для  следующих  порождающих  полиномов:  а) х + 1;  б) 
х3 + х + 1; в). х3 + х2 + 1;.г) х4 + х3 + х2  + 1; д) х4 + х2 + х + 1. 
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2. КОДИРОВАНИЕ И МОДУЛЯЦИЯ ИНФОРМАЦИИ В 
СИСТЕМАХ СВЯЗИ 

 
2.1. Описание лабораторной установки 
 
Отличительной особенностью лабораторного стенда является 

использование современных специализированных микропроцессорных систем 
кодирования, декодирования и визуализации информации. 

Лабораторный стенд формирует одно рабочее место для двух студентов и 
обеспечивает проведение серии экспериментов учебного лабораторного 
практикума.   

Лабораторный стенд выполнен в виде единого моноблока и содержит все 
необходимые для проведения лабораторных занятий узлы и устройства. Для 
изучения принципов кодирования/декодирования рекомендуется использовать 
внешний цифровой осциллограф.  

Лабораторный стенд состоит из следующих функциональных узлов: 
1. Передающий блок, выполняющий функцию оконечного передатчика 

линии связи. В состав передающего блока входит микропроцессорный ко-
дер/модулятор с возможностью выбора типа кодирования и режима запуска, 
возможностью ручного набора данных с клавиатуры или автоматической гене-
рации случайного числа, индикации передаваемого числа, ручного управления 
запуска цикла передачи (старт/стоп/сброс), а также индикации активации ре-
жима  передачи сообщения. 

2. Линия связи, моделирующая искажения сигнала в канале связи. В со-
став линии связи входит аддитивный сумматор и управляемый источник помех- 
генератор шума.  

3. Приемный блок, выполняющий функции оконечного приемника – де-
кодера линии связи. В состав блока входят микропроцессорный демодуля-
тор/декодер  с возможностью выбора типа кодирования, индикации принятой 
комбинации, а также индикатора режима приема сообщения. Встроенный блок 
индикации отображает ткущую информацию: тип кодирования, количество пе-
реданных и приняты комбинаций, количество обнаруженных ошибок, дейст-
вующие напряжения сигнала S и шума N. 

Лабораторный стенд позволяет изучать особенности цифрового кодиро-
вания следующих видов: 

– Бинарное кодирование стандарта NRZ, NRZI, код «Манчестер» и 
«Дифференциальный Манчестер»;  

– Тринарное кодирование RZ, AMI, HDB3, MLT-3, 4B/3T; 
– Тетрадное кодирование стандарта 2B1Q; 
– Кодирование с использованием кодов замещения 4В/5В; 
– Амплитудная модуляция; 
– Частотная модуляция; 
– Фазовая модуляция; 
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– Квадратурная модуляция QAM; 
Предусмотрена оценка влияния помех (помехоустойчивость) при различ-

ных методах кодирования. 
 
Порядок сборки и включения установки 
– Провести внешний осмотр установки и убедится в отсутствии механи-

ческих повреждений корпуса и шнура питания. 
– Подсоединить шнур питания к установке. 
Примечание: контакт защитного заземления подключен к центральному 

электроду разъема электропитания  стандарта «EURO»; 
– Шнур питания подключить к однофазной сети переменного тока на-

пряжением 220 В частотой 50 Гц и заземленным центральным электродом по 
стандарту «EURO». 

Запрещается эксплуатировать установку при снятом кожухе. 
 

 
 
Рис. 2.1. Вид передней панели лабораторного стенда «Кодирование и   

модуляция информации в системах связи». 
 
Здесь цифрами красного цвета  обозначены: 
1. Переключатель «Сеть» сетевого электропитания стенда. В верхнем по-

ложении электропитание включено, в нижнем – отключено. 
2. Кнопка «Старт» запуска  циклической передачи информации. 
3. Кнопка «Стоп» остановки циклической передачи информации. 
4. Кнопка «Сброс» обнуления всех текущих параметров режима передачи 

комбинации. 
5. Коаксиальный контакт «Синхронизация» для синхронизации внешнего 

осциллографа. 

1 2 3 А 
4 5 6 В 
7 8 9 С 

* 0 # D 
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             NRZ 
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4523540 
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 N: 1,2 
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6. Кнопка «Случайное число» однократной генерации числа датчиком 
случайных чисел. 

7. Кнопка «Тип кодирования» выбора текущего вида кодирования: NRZ, 
NRZI, Манчестер, Дифф. Манчестер, RZ, AMI, HDB3, MLT-3, 4B/3T, 2B1Q, 
АМ, ЧМ, ФМ, QPSK, QAM, 4B/5B(NRZ), 4B/5B(NRZI),  4B/5B(MLT-3). 

8. Кнопка «Однократный запуск» ручной передачи одиночной комбина-
ции.  

9. Индикатор «Передача» сигнализирующий о  процессе передачи комби-
нации. 

10. Клавиатура ручного ввода шестнадцатеричной цифровой комбинации. 
Кнопка «#» – вызов меню установки параметров лабораторной установки: 

Пункт «А: Синхронизация», выбор параметров осуществляется последо-
вательным нажатием кнопки «А» клавиатуры. 

Возможные варианты режима синхронизации:  
 – «Импульс», синхронизация в виде импульса, определяющего начало 

передачи выбранной восьмибитной комбинации; 
– «Тактовый сигнал», синхронизация в виде тактовых синхроимульсов, 

определяющих  каждый байт комбинации; 
– «NRZ», при этом осуществляется генерация текущей кодовой комбина-

ции без кодирования. Используется для сравнения осциллограмм последова-
тельного потока информации, подлежащей кодированию и результирующему 
коду.   

Пункт «В: Тип ввода». Выбор параметров осуществляется последова-
тельным нажатием кнопки «В» клавиатуры. 

Возможные варианты выбора типа ввода информации: 
 – «Нех», ввод информации  осуществляется в шестнадцатиричной систе-

ме счисления (с использованием кнопок «0-9» и «А-D» клавиатуры); 
 – «Bin», ввод информации осуществляется в двоичной системе счисле-

ния (с использованием кнопок «0» и «1» клавиатуры).  
Пункт «С: Запуск генератора случайного числа». Выбор параметров осу-

ществляется последовательным нажатием кнопки «С» клавиатуры. 
Возможные варианты запуска генератора случайных чисел: 
– «В цикле», при этом в каждом последующем цикле будет сгенерирова-

но новое случайное число; 
– «Постоянно», при этом в каждом последующем цикле будет повторятся 

одно и тоже случайное число, сгенерированное в первом цикле. 
Пункт «D: режим отображения информации». Выбор параметров осуще-

ствляется последовательным нажатием кнопки «D» клавиатуры.  
Возможные режимы отображения информации: 
– «Отображать», при этом текущая передаваемая кодовая комбинация 

будет отображаться индикатором «Передаваемое число» (11 рис. 2.1). 
– «Скрывать», при этом текущая кодовая комбинация не будет отобра-

жаться индикатором «Передаваемое число» (11, рис. 2.1). Режим «Скрывать» 
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используется для тренировки и приобретения студентами навыков «ручного де-
кодирования» передаваемой комбинации по осциллограмме сигналов кода. 

11. Индикатор «Передаваемое число», индицирующий текущую комби-
нацию (в шестнадцатеричной системе счисления), подлежащую передаче. 

12. Коаксиальный контакт Х2 контроля сигнала входа имитатора Линии 
связи. 

13. Коаксиальный контакт Х3 контроля сигнала Источника помех Линии 
связи. 

14. Регулятор «Уровень шума» установки амплитуды сигнала генератора 
шума. 

15. Коаксиальный контакт Х4 контроля сигнала выхода имитатора Линии 
связи. 

16. Индикатор «Принятое число», индицирует (в шестнадцатеричной сис-
теме счисления) текущую принятую комбинацию. 

17. Индикатор «Прием», сигнализирующий о процессе приема  комбина-
ции. 

18. Многофункциональный индикатор лабораторной установки. Индици-
рует вид кодирования, количество переданных и принятых комбинаций, коли-
чество обнаруженных ошибок, величина эффективного напряжения сигнала (S) 
и шума (N). 

 
2.2. Лабораторная работа «Исследование бинарных кодов NRZ, NRZi, 

манчестерский, дифференциальный манчестерский код» 
 
Необходимые теоретические сведения 
Последовательность двоичных информационных комбинаций, представ-

ленных в параллельном виде, в процессе передачи преобразуется в последова-
тельные коды в виде отдельных сигналов, например видеоимпульсов. В на-
стоящее время разработано значительное количество последовательных двоич-
ных (бинарных) кодов, из которых наибольшее распространение получили сле-
дующие методы: 

Код NRZ (non-return-to-zero) (рус. «Без возврата к нулю»).  При переда-
че логического нуля устройство кодирования формирует напряжение низкого 
потенциала (0 В при однополярном сигнале, U при двуполярном). В результате 
на выходе устройства кодирования формируется следующая последователь-
ность [3]: 

 
NRZ (прямой):  
– биты 0 представляются нулевым напряжением 0 (В); 
– биты 1 представляются значением U (В). 
NRZ (обратный): 
– биты 0 представляются значением U (В); 
– биты 1 представляются нулевым напряжением 0 (В). 
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Рис. 2.2. Вид осциллограммы NRZ (обратный) кода (внизу) в зависимости 

от вида передаваемой информации (вверху) [3]  
 
Одной из разновидностей NRZ кода является NRZI (Non return to zero, 

inverted).  Особенностью кода является то, что смена сигнала происходит толь-
ко  при передаче единицы, а при передаче нуля не происходит изменения теку-
щего значения напряжения.  

 

 
 
Рис. 2.3. Вид осциллограммы  NRZI (потенциального) кода (внизу) в за-

висимости от вида передаваемой информации (вверху) [3] 
 
Согласно [3], NRZ код имеет следующие преимущества и недостатки: 
Достоинства метода NRZ: 
– простота реализации; 
– метод обладает хорошей распознаваемостью ошибок (благодаря нали-

чию двух резко отличающихся потенциалов); 
– основная гармоника f0 имеет достаточно низкую частоту (равную N/2 

Гц, где N – битовая скорость передачи дискретных данных (бит/с)), что приво-
дит к узкому спектру. 

Недостатки метода NRZ: 
– метод не обладает свойством самосинхронизации. Даже при наличии 

высокоточного тактового генератора, приёмник может ошибиться с выбором 
момента съёма (выборки) данных, так как частоты двух генераторов никогда не 
бывают полностью идентичными. Поэтому при высоких скоростях обмена дан-
ными и длинных последовательностях единиц или нулей, небольшое рассогла-
сование тактовых частот может привести к ошибке в целый такт и, соответст-
венно, считыванию некорректного значения бита; 
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– наличие низкочастотной составляющей, которая приближается к посто-
янному потенциалу при передаче длинных последовательностей единиц и ну-
лей. Из-за этого многие линии связи, не обеспечивающие прямого гальваниче-
ского соединения между приёмником и источником, этот вид кодирования не 
поддерживают. Поэтому в сетях код NRZ в основном используется в виде раз-
личных его модификаций, в которых устранены как плохая самосинхронизация 
кода, так и проблемы постоянной составляющей. 

Код Манчестер (Manchester encoding) [4] 
При манчестерском кодировании каждый такт делится на две части. Ин-

формация кодируется перепадами потенциала в середине каждого такта. Еди-
ница кодируется перепадом от низкого уровня сигнала к высокому, а ноль – об-
ратным перепадом (в различных стандартах возможны отличия – прим. 
автора.). В начале каждого такта может происходить служебный перепад сиг-
нала, если нужно представить несколько единиц или нулей подряд.  

 

 
 
Рис. 2.4. Вид осциллограммы  Кода Манчестер  (внизу) в зависимости от 

вида передаваемой информации (вверху) [4] 
 
Код Дифференциальный Манчестер (Differential Manchester encoding) 
При дифференциальном манчестерском кодировании в течение битового 

интервала (времени передачи одного бита) уровень сигнала может меняться 
дважды. Обязательно происходит изменение уровня в середине интервала, этот 
перепад используется для синхронизации. Получается, что при передаче нуля в 
начале битового интервала происходит перепад уровней, а при передаче едини-
цы такой перепад отсутствует. 
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Рис. 2.5. Вид осциллограммы кода Дифференциальный Манчестер     

(снизу) в зависимости от вида передаваемой информации (сверху) [4] 
 
Так как сигнал изменяется, по крайней мере, один раз за такт передачи 

одного бита данных, то манчестерский код обладает хорошими самосинхрони-
зирующими свойствами. У манчестерского кода нет постоянной составляющей 
(меняется каждый такт), а основная гармоника в худшем случае (при передаче 
последовательности единиц или нулей) имеет частоту N Гц, а в лучшем случае 
(при передаче чередующихся единиц и нулей) - N/2 Гц, как и у NRZ.  

Однако существуют и недостатки кода Манчестер: так, в среднем ширина 
спектра при манчестерском кодировании в два раза шире, чем при NRZ коди-
ровании. 

 
Выполнение лабораторных заданий 
Задание 1. Исследование методов кодирования 
Включить лабораторный стенд.   
Подключить первый канал осциллографа к коаксиальному контакту Х1 

«Синхронизация» (5, рис. 2.1).  
Подключить второй канал осциллографа к коаксиальному контакту Х2 

(12, рис. 2.1) выхода Передающего блока. 
Установить режим синхронизации от первого канала осциллографа. 
(Примечание: В случае применения одноканального осциллографа, под-

ключить вход внешней синхронизации осциллографа к контакту Х1 «Синхро-
низация» (5, рис. 2.1), а канал входа осциллографа контакту Х2 (12, рис. 2.1) 
выхода Передающего блока. Установить режим внешней синхронизации ос-
циллографа. Далее нажав кнопку «#» клавиатуры (10, рис.2.1, вызвать меню на-
строек. Выбрать пункт «А: Синхронизация», затем последовательным нажати-
ем кнопки «А» клавиатуры (10, рис. 2.1). Установить режим «Импульс», при 
котором синхронизация будет осуществляется  импульсом, определяющего на-
чало передачи выбранной восьмибитной комбинации. 

Нажать кнопку Сброс (4, рис. 2.1) при этом произойдет обнуление всех 
оперативных триггеров кодирования. 

Последовательно нажимая кнопку «Тип кодирования» (7, рис. 2.1), уста-
новить требуемый вид кодирования (в данном разделе работы исследуются ко-
ды NRZ, NRZI, Манчестер, Дифференциальный Манчестер). 
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С помощью клавиатуры (10, рис. 2.1) установить шестнадцатеричный 
код, подлежащий передаче (например, последнее число в номере зачетной 
книжки студента). Возможна также установка кода с помощью встроенного ге-
нератора случайных чисел. Для этого необходимо однократно нажать кнопку 
«Случайное число» (6, рис. 2.1). 

На экране второго канала осциллографа наблюдать кодирующую после-
довательность, а на экране первого – синхронизирующие импульсы, совпадаю-
щие по времени с началом кодовой последовательности. 

Наиболее характерные осциллограммы занести в отчет. 
Задание 2. Исследование помехоустойчивости  
Подключить первый канал осциллографа к коаксиальному контакту Х1 

(5, рис. 2.1) «Синхронизация». 
Подключить второй контакт осциллографа к контакту Х4 (15, рис 2.1). 
Последовательно нажимая кнопку «Тип кодирования» (7, рис. 2.1), уста-

новить требуемый вид кодирования. 
С помощью клавиатуры (10, рис. 2.1) или нажав кнопку «Случайное чис-

ло» (6, рис. 2.1), установить комбинацию, подлежащую передаче. 
Последовательно устанавливать регулятор «Уровень шума» (14, рис. 2.1) 

в положения рисок  «1–9» шкалы лимба.  В каждом положении регулятора вы-
полнить действия: 

1. Нажать кнопку «Сброс» (4, рис. 2.1), при этом обнулятся показания 
статистических счетчиков Блока индикации (18, рис. 2.1). 

2. При необходимости, последовательным нажатием кнопки «Тип коди-
рования» (7, рис. 2.1), установить требуемый тип кода. 

3. Нажать кнопку «Старт» (2, рис. 2.1) Передача в цикле, при этом на эк-
ране осциллографа можно наблюдать передаваемый код, искаженный шумом 
Источника помех. На экране «Блок индикации» (18, рис. 2.1) наблюдать увели-
чение показаний статистических счетчиков «Передано» байт, «Получено» байт,  
и счетчика количества «Ошибок» бит. (Следует обратить внимание, что счетчи-
ки «Передано » и принятых комбинаций отображают  количество байт инфор-
мации, а счетчик  «Ошибок» – количество бит). 

4. Набрав достаточный объем статистических данных (например 500 000 
переданных байт), нажать кнопку «Стоп» (3, рис. 2.1). Показания счетчиков 
«Передано», «Получено» и «Ошибок» занести в таблицу. 

В процессе выполнения лабораторных работ следует для каждого кода 
(NRZ, NRZI, Манчестер, Дифференциальный Манчестер) исследовать осцилло-
граммы кодирования и занести в отчет графики помехоустойчивости. 

На основании данных таблицы, построить кривую помехоустойчивости 
кода как зависимость Pош от h2, при этом рекомендуется вероятность ошибок 
Pош откладывать в логарифмическом масштабе. 
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Таблица 2.1 
Оценка помехоустойчивости кода. 

Положение регулятора «Уровень шума»     
Объем переданной информации 
 (Показания счетчика «Передано»),  

Mпрд байт 

    

Объем принятой информации  
(Показания счетчика «Принято»),  
Mпрм байт 
 

    

Количество битовых ошибок 
(Показания счетчика «Ошибок»),  
mош бит 

    

Вероятность битовой ошибки 
Pош =(mош / 8·Mпрд ). 

    

Эффективное напряжение сигнала Us 
(показания индикатора S ), В 

    

Эффективное напряжение шума Un 
(показания индикатора N ), В 

    

Отношение мощности сигнала к мощ-
ности шума h2=10lg(Us/Un)2, дБ 

    

 

 
 
Рис. 2.6. Пример системы координат построения графиков помехоустой-

чивости кодов 
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Задание 3. Тренировка навыков «ручного декодирования» передаваемой 
кодовой комбинации 

Нажав кнопку «#» клавиатуры (10, рис. 2.1) вызвать контекстное меню 
установки параметров. Нажать кнопку «С» клавиатуры ( 10, рис. 2.1), при этом 
будет активна меню строка «С: Запуск генератора случайного числа». Последо-
вательно нажимая  кнопку «С» клавиатуры (10 рис. 2.1) установить режим «По-
стоянно», при этом в каждом последующем цикле будет повторятся одно и то-
же случайное число, сгенерированное в первом цикле. 

Нажать кнопку «D» клавиатуры (10 рис. 2.1), при этом будет активна 
строка меню  «D: режим отображения информации». Последовательно нажимая 
кнопку «D» клавиатуры (10, рис. 2.1) установить режим  «Скрывать», при этом 
текущая кодовая комбинация не будет отображаться индикатором «Передавае-
мое число» (11, рис. 2.1).  

Нажать кнопку «#» клавиатуры (10, рис. 2.1) и выйти из контекстного ме-
ню. 

Затем, кратковременно нажать кнопку «Случайное число» (6, рис. 2.1), 
при этом будет проведена генерация случайного числа.  

Нажать кнопку «Старт» (2, рис. 2.1) «Передача в цикле». 
На экране осциллографа наблюдать кодированную последовательность.  

Занести осциллограмму в отчет. По осциллограмме «декодировать» передавае-
мую кодовую комбинацию. 

Нажать кнопку «#» клавиатуры (10, рис. 2.1) и вызвать контекстное ме-
ню. 

Нажать кнопку «D» клавиатуры (10, рис. 2.1), при этом будет активна 
строка меню  «D: режим отображения информации». Последовательно нажимая 
кнопку «D» клавиатуры (10, рис. 2.1) установить режим  «Отображать», при 
этом на Индикаторе «Передаваемое число» (11, рис. 2.1) будет индицироваться 
переданная комбинация. Убедиться в верности (или ошибочности) проведения 
операции ручного «декодирования». 

Сделать соответствующие выводы и занести их в отчет. 
 
2.3. Лабораторная работа «Исследование тринарных кодов RZ, AMI, 

HDB3, MLT-3, 4B/3T» 
 
Необходимые теоретические сведения 
Особенностью тринарного кодирования является то, что каждый бит 

комбинации передается сигналом с тремя уровнями напряжения, (а не двумя, 
как у бинарных кодов) вследствие чего реализуется более высокая скорость пе-
редачи. 

Код RZ (Return-to-zero) (рус: «Со сбросом в ноль»). Относится к классу 
квазитроичных кодов, поскольку передаче логической «1» соответствует на-
пряжение положительного  потенциала «+U», а при передаче «0» –  отрица-
тельного «-U». 
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Рис. 2.7. Вид осциллограммы кода RZ (вверху) в зависимости                  

от передаваемой информации (внизу) [3] 
 
Код AMI реализует следующий алгоритм [4]: 
– биты 0 представляются нулевым напряжением (0 В); 
– биты 1 представляются поочерёдно значениями –U или +U (В). 
AMI-код обладает хорошими синхронизирующими свойствами при пере-

даче серий единиц и сравнительно прост в реализации. Недостатком кода явля-
ется ограничение на плотность нулей в потоке данных, поскольку длинные по-
следовательности нулей ведут к потере синхронизации.  

Код HDB3 [5] является усовершенствованием AMI кода. Алгоритм ана-
логичен AMI за исключением кодирования последовательностей более четырех 
нулей, где каждые следующие четыре нуля заменяются последовательностью 
000V, либо B00V. Где B – импульс по полярности противоположной предыду-
щему импульсу (отвечает правилу кодирования AMI), V (Violation) – импульс 
по полярности соответствующий предыдущему импульсу (нарушающий прави-
ло кодирования AMI). Выбор замены осуществляется таким образом, чтобы, во-
первых, число импульсов B между двумя последовательно расположенными 
импульсами V было нечетным; и, во-вторых, чтобы полярности импульсов V 
чередовались.  

 

 
Рис. 2.8. Вид осциллограммы кода HDB3 и AMI в зависимости                

от передаваемой информации (сверху) [5]  
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Код MLT-3 (Multi Level Transmission) (многоуровневая передача) – ме-
тод кодирования, использующий три уровня сигнала. Метод основывается на 
циклическом переключении уровней -U, 0, +U. Единице соответствует переход 
с одного уровня сигнала на следующий. Так же как и в методе NRZI при пере-
даче «нуля» сигнал не меняется.  

 
Рис. 2.9. Сравнение структуры кодов MLN3 c кодами NRZ и NRZI            

в зависимости от передаваемой информации (вверху) [6]  
 
В случае наиболее частого переключения уровней (длинная последова-

тельность единиц), для завершения цикла необходимо четыре перехода.  Это 
позволяет вчетверо снизить частоту несущей относительно тактовой частоты, 
что делает MLT-3 удобным методом при использовании медных проводов в ка-
честве среды передачи.  

Код 4В/3Т относятся к классу линейных кодов с изменением тактовой 
частоты, при этом группа из 4-х двоичных символов преобразуется в соответст-
вующую группу из 3-х троичных символов, что обеспечивает необходимую из-
быточность и помехоустойчивость. 

Три троичных символа дают 27 комбинаций, а четыре двоичных – 16. По-
этому для передачи многим двоичным комбинациям можно сопоставить по две 
троичных комбинации. Это делается для несбалансированных кодов, т.е. тех, в 
которых преобладают сигналы положительной или отрицательной полярности. 
Тогда второй код выбирается с обратной балансировкой, и их попеременная 
передача обеспечивает отсутствие постоянной составляющей в линии. 
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Таблица 2.2 
Таблица кодирования линейного кода 4В/3Т [6] 

Двоичная комбинация Троичная комбинация 
0000 + 0 + 
0000 0 − 0 
0001 0 − + 
0010 + − 0 
0011 0 0 + 
0011 − − 0 
0100 − + 0 
0101 0 + + 
0000 + 0 + 
0000 0 − 0 
0001 0 − + 
0010 + − 0 
0011 0 0 + 
0011 − − 0 
0101 − 0 0 
0110 − + + 
0110 − − + 
0111 − 0 + 
1000 + 0 0 
1000 0 − − 
1001 + − + 
1001 − − − 
1010 + + − 
1011 + 0 − 
1100 + + + 
1100 − + − 
1101 0 + 0 
1101 − 0 − 
1110 0 + − 
1111 + + 0 
1111 0 0 − 

  
Выполнение лабораторных заданий 
Порядок исследования помехоустойчивости указанных методов кодиро-

вания в общем случае совпадает с порядком выполнения экспериментальных  
заданий предыдущей лабораторной работы. В качестве двузначной информаци-
онной комбинации рекомендуется выбрать две последние цифры номера зачет-
ной книжки студента. 

Задание 1. Исследование методов кодирования 
В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить исследо-

вание методов кодирования (см. «Задание 1» предыдущей лабораторной рабо-
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ты). Результатом работы являются изучение осциллограмм исследуемых мето-
дов кодирования. В отчет следует занести осциллограммы кодированных сиг-
налов. 

Задание 2. Исследование помехоустойчивости 
В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить исследо-

вание помехоустойчивости кодированной последовательности (см. «Задание 2» 
предыдущей лабораторной работы). Результатом работы является построение 
экспериментальной таблицы помехоустойчивости кодирования (табл. 2.1) и 
график помехоустойчивости (рис. 2.6). 

 
Задание 3. Тренировка навыков «ручного декодирования» передаваемой 

кодовой комбинации 
В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить декоди-

рование исходной кодовой комбинации по осциллограмме кодированного сиг-
нала (см. «Задание 3» предыдущей лабораторной работы). Результатом работы 
является осциллограммы кодированного сигнала и соответствующая ей деко-
дированная двухзначная информационная комбинация. 

По окончании выполнения лабораторных заданий обучающийся дол-
жен сделать соответствующие выводы и занести их в отчет.  

 
2.4. Лабораторная работа «Исследование тетрадного                            

кодирования 2В1Q» 
 

Необходимые теоретические сведения [7] 
Линейное кодирование 2B1Q (2 Binary 1 Quandary) было разработано 

для использования в качестве протокола физического уровня в точке сопряже-
ния UBRI-интерфейса сетей ISDN. Алгоритм 2B1Q представляет собой один из 
вариантов реализации амплитудно-импульсной модуляции с четырьмя уровня-
ми выходного напряжения без возвращения к нулевому уровню (NRZ). 

 
Таблица 2.3 

Принцип тетрадного кодирования 2B1Q 
Кодовая 
группа 

Кодовый сим-
вол 

Кодовое напряже-
ние 

00 -3 -2,5В 
01 -1 -0.833В 
10 +3 2.5В 
11 +1 0.833В 

 
Для формирования линейного кода, входной информационный поток де-

лится на кодовые группы по два бита в каждой. В зависимости от комбинации 
значений битов кодовой группы, ей ставится в соответствие один из четырёх 
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кодовых символов, каждому из которых, в свою очередь, соответствует один из 
уровней напряжения. 

Таким образом, закодированный в соответствии с правилами 2B1Q сиг-
нал представляет собой последовательность скачкообразно изменяющихся на-
пряжений с четырьмя  возможными уровнями. 

Поскольку в данном случае двум битам сигнала ставится в соответствие 
один кодовый символ, информационная скорость (data rate, скорость передачи 
данных) вдвое превышает символьную (symbol rate) - это означает, что модуля-
ционная схема 2B1Q обеспечивает постоянную величину спектральной эффек-
тивности модулированного сигнала порядка 2бита/Гц. 

 

 
 
Рис. 2.10. Вид осциллограммы кода 2B1Q в зависимости от передаваемой 

информации (вверху) [3] 
 
Алгоритм 2B1Q не обеспечивает поддержание баланса положительных и 

отрицательных импульсов выходного напряжения и, следовательно, входной 
код 2B1Q должен быть предварительно обработан специальными процедурами, 
которые должны обеспечить подавление постоянной составляющей. 

Достоинство кода 2B1Q:  
Сигнальная скорость у этого метода в два раза ниже, чем у кодов NRZ и 

AMI, а спектр сигнала в два раза уже. Следовательно, с помощью 2B1Q-кода 
можно по одной и той же линии передавать данные в два раза быстрее. 

 
Недостаток метода 2B1Q:  
Реализация этого метода требует более мощного передатчика и более 

сложного приемника, который должен различать четыре уровня. 
 
Выполнение лабораторных заданий 
Порядок исследования помехоустойчивости указанных методов кодиро-

вания в общем случае совпадает с порядком выполнения экспериментальных  
заданий первой лабораторной работы. В качестве двузначной информационной 
комбинации рекомендуется выбрать две последние цифры номера зачетной 
книжки студента. 
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Задание 1. Исследование методов кодирования 
В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить исследо-

вание методов кодирования. Результатом работы является изучение осцилло-
грамм исследуемых методов кодирования. В отчет следует занести осцилло-
граммы кодированных сигналов. 

Задание 2. Исследование помехоустойчивости  
В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить исследо-

вание помехоустойчивости кодированной последовательности. Результатом ра-
боты является построение экспериментальной таблицы помехоустойчивости 
кодирования (табл. 2.1) и графика помехоустойчивости (рис. 2.6). 

Задание 3. Тренировка навыков «ручного декодирования» передаваемой 
кодовой комбинации 

В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить декоди-
рование исходной кодовой комбинации по осциллограмме кодированного сиг-
нала. Результатом работы является осциллограмма кодированного сигнала и 
соответствующая ей декодированная двухзначная информационная комбина-
ция. 

По окончании выполнения лабораторных заданий обучающийся дол-
жен сделать соответствующие выводы и занести их в отчет.  

 
2.5. Лабораторная работа «Исследование кодирования с                       

использованием кодов замещения 4B/5B» 
 
Необходимые теоретические сведения [7] 
Протоколы, использующие код NRZ, чаще всего дополняют кодировани-

ем данных типа 4B/5B. В отличие от кодирования сигналов, обеспечивающего 
переход от импульсов к битам и наоборот, кодирование данных преобразует 
одну последовательность битов в другую. 

В передатчике четырехбитовый информационный сигнал перекодируется 
в пятибитовый. Преобразованный сигнал имеет 16 значений для передачи ин-
формации и 16 избыточных значений. В приемнике из пятибитового сигнала 
выделяются информационные и служебные символы.  

Достоинства кодирования 4B/5B: 
– улучшение синхронизации за счет исключения последовательности из 

трех нулей и более; 
– улучшение помехоустойчивости за счет возможности обнаружения 

ошибок в приемнике. 
Недостаток кодирования 4B/5B: 
– вследствие внесения избыточности (один избыточный бит на четыре 

информационных) снижается эффективность использования полосы частот на 
25 %. 

 



 43

 
Таблица. 2.4 

Таблица информационных кодов 4B/5B. 
Исходный код 4В Результирующий код 5В 

0000 11110 
0001 01001 
0010 10100 
0011 10101 
0100 01010 
0101 01011 
0110 01110 
0111 01111 
1000 10010 
1001 10011 
1010 10110 
1011 10111 
1100 11010 
1101 11011 
1110 11100 
1111 11101 

 
Выполнение лабораторных заданий 
Порядок исследования помехоустойчивости указанных методов кодиро-

вания, в общем случае совпадает с порядком выполнения экспериментальных  
заданий первой  лабораторной работ. В качестве двузначной информационной 
комбинации рекомендуется выбрать две последние цифры номера зачетной 
книжки студента. 

Задание 1. Исследование методов кодирования 
В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить исследо-

вание методов кодирования. Результатом работы является изучение осцилло-
грамм исследуемых методов кодирования. В отчет следует занести осцилло-
граммы кодированных сигналов. 

Задание 2. Исследование помехоустойчивости 
В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить исследо-

вание помехоустойчивости кодированной последовательности. Результатом ра-
боты является построение экспериментальной таблицы помехоустойчивости 
кодирования (табл. 2.1) и графика помехоустойчивости (рис. 2.6). 

Задание 3. Тренировка навыков «ручного декодирования» передаваемой 
кодовой комбинации 

В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить декоди-
рование исходной кодовой комбинации по осциллограмме кодированного сиг-
нала. Результатом работы является осциллограммы кодированного сигнала и 
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соответствующая ей декодированная двухзначная информационная комбина-
ция. 

По окончании выполнения лабораторных заданий обучающийся дол-
жен сделать соответствующие выводы и занести их в отчет.  

 
2.6. Лабораторная работа «Исследование особенностей передачи     

информации методом  амплитудной модуляции» 
 

Необходимые теоретические сведения 
Сущность метода Амплитудной модуляции заключается в изменении ам-

плитуды сигнала в зависимости от передаваемой информации. В случае ис-
пользования бинарного кода, когда информация может принимать только два 
значения «0» или «1», корректно использовать термин «Амплитудная манипу-
ляция». В иностранной литературе такой метод получил название  «Amplitude 
Shift Keying» (ASK) – изменение сигнала, при котором скачкообразно меняется 
амплитуда несущего колебания. 

На рис. 2.11 представлен процесс формирования Амплитудно-
модулированного сигнала. В результате операции умножения  двоичной ин-
формационной последовательности с сигналом гармонической несущей, фор-
мируется амплитудно-манипулированый сигнал, представляющий собой после-
довательность радиоимпульсов конгруэнтной с кодируемой информационной 
последовательностью. Представленные на рис. 2.11 сигналы относятся к классу 
сигналов с пассивной паузой и обладают относительно низкой (по сравнению с 
Частотной и Фазовой манипуляцией) помехоустойчивостью.  

 
 

Рис. 2.11. Метод амплитудной модуляции [8] 
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Здесь Vd(t) – кодирующая информационная последовательность, Vс(t) – 
гармонический сигнал несущей частоты, VASK(t) – амплитудно модулирован-
ный сигнал.  

 
Выполнение лабораторных заданий 
Порядок исследования помехоустойчивости указанных методов кодиро-

вания, в общем случае совпадает с порядком выполнения экспериментальных  
заданий первой лабораторной работы. В качестве двузначной информационной 
комбинации рекомендуется выбрать две последние цифры номера зачетной 
книжки студента. 

Задание 1. Исследование методов кодирования 
В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить исследо-

вание методов кодирования. Результатом работы является изучение осцилло-
грамм исследуемых методов кодирования. В отчет следует занести осцилло-
граммы кодированных сигналов. 

Задание 2. Исследование помехоустойчивости 
В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить исследо-

вание помехоустойчивости кодированной последовательности. Результатом ра-
боты является построение экспериментальной таблицы помехоустойчивости 
кодирования (табл. 2. 1) и графика помехоустойчивости (рис. 2.6). 

Задание 3. Тренировка навыков «ручного декодирования» передаваемой 
кодовой комбинации 

В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить декоди-
рование исходной кодовой комбинации по осциллограмме кодированного сиг-
нала. Результатом работы является осциллограмма кодированного сигнала и 
соответствующая ей декодированная двухзначная информационная комбина-
ция. 

По окончании выполнения лабораторных заданий обучающийся дол-
жен сделать соответствующие выводы и занести их в отчет.  

 
2.7. Лабораторная работа «Исследование особенностей передачи    

информации методом частотной модуляции» 
 
Необходимые теоретические сведения 
Метод частотной модуляции дискретным кодом заключается в изменении 

частоты несущей сигнала по закону двоичной информации при неизменной ам-
плитуде сигнала. В этом и других дискретных  методах, применяется термин 
«Частотная манипуляция» (англ. «Frequency Shift Keying» (FSK)). Принцип 
формирования Частотно манипулированного сигнала представлен на рис. 2.12.  
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Рис. 2.12. Метод частотной модуляции [8] 
 
Здесь Vd(t) – кодирующая информационная последовательность, V1(t) – 

первая гармоническая несущая, V2(t) – вторая гармоническая несущая, VFSK(t) – 
частотно-манипулированный сигнал. 

Согласно осциллограммам сигналов представленных на рис. 2.12, моду-
лятор сигнала выполняет функции мультиплексора, последовательно подклю-
чая на выход гармонический сигнал первой несущей V1(t) при наличии на ин-
формационном входе модулятора логической «1», и гармонический сигнал вто-
рой несущей V2(t) при логическом «0». 

Частотно манипулированный сигнал обладает большей помехоустойчи-
востью по сравнению с амплитудной манипуляцией. Это объясняется в первую 
очередь тем, что такой сигнал относится к классу сигналов с активной паузой, 
кроме того, сигналы с частотной манипуляцией образуют ортогональный базис 
ансамбля сигналов. В специальной литературе [9] отмечается, что подобные 
сигналы обладают (при прочих равных условиях) лучшей помехоустойчиво-
стью по сражению с методом Амплитудной модуляции, но худшей по сравне-
нию с Фазовой манипуляцией.   

 
Выполнение лабораторных заданий 
Порядок исследования помехоустойчивости указанных методов кодиро-

вания, в общем случае совпадает с порядком выполнения экспериментальных  
заданий первой лабораторной работ. В качестве двузначной информационной 
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комбинации рекомендуется выбрать две последние цифры номера зачетной 
книжки студента. 

Задание 1. Исследование методов кодирования 
В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить исследо-

вание методов кодирования. Результатом работы является изучение осцилло-
грамм исследуемых методов кодирования. В отчет следует занести осцилло-
граммы кодированных сигналов. 

Задание 2. Исследование помехоустойчивости  
В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить исследо-

вание помехоустойчивости кодированной последовательности. Результатом ра-
боты является построение экспериментальной таблицы помехоустойчивости 
кодирования (табл. 2.1) и графика помехоустойчивости (рис. 2.6). 

Задание 3. Тренировка навыков «ручного декодирования» передаваемой 
кодовой комбинации 

В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить декоди-
рование исходной кодовой комбинации по осциллограмме кодированного сиг-
нала. Результатом работы является осциллограмма кодированного сигнала и 
соответствующая ей декодированная двухзначная информационная комбина-
ция. 

По окончании выполнения лабораторных заданий обучающийся дол-
жен сделать соответствующие выводы и занести их в отчет.  

 

2.8. Лабораторная работа «Исследование особенностей передачи     
информации методом фазовой модуляции» 

 
Необходимые теоретические сведения 
Фазовая модуляция двоичным сигналом формирует последовательность 

непрерывных радиоимпульсов с отличающейся начальной фазой (0 , +π). В оте-
чественной литературе такой дискретный метод модуляции фазы нашел назва-
ние «Фазовая манипуляция». Метод формирования фазоманипулированных 
сигналов представлен на рис. 2.13. 

Аппаратно метод манипуляции может быть реализован на базе линейного 
аналогового перемножителя, на первый вход которого подается непрерывный 
гармонический сигнал несущей, а на второй вход – управляющая двухполюсная 
кодирующая последовательность. В результате перемножения несущей с поло-
жительным импульсом кодирующей последовательности, формируется радио-
импульс, совпадающий по фазе с несущей. При умножении несущей на коди-
рующий импульс отрицательной полярности происходит «инверсия» несущей, 
в результате чего формируется радиоимпульс, сдвинутый по фазе относительно 
несущей на +π радиан. 
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Рис. 2.13. Метод формирования фазоманипулированного (ФМ) сигнала 

[10] 
 
Фазоманипулированный сигнал относится к классу сигналов с активной 

паузой и формирует ансамбль из двух противоположных сигналов. В специаль-
ной литературе [9] отмечается, что сигналы с фазовой манипуляцией обладают 
наилучшей помехоустойчивостью по сравнению с другими методами кодиро-
вания двоичной информации.  

 
Выполнение лабораторных заданий 
Порядок исследования помехоустойчивости указанных методов кодиро-

вания в общем случае совпадает с порядком выполнения экспериментальных  
заданий первой  лабораторной работы. В качестве двузначной информационной 
комбинации рекомендуется выбрать две последние цифры номера зачетной 
книжки студента. 

Задание 1. Исследование методов кодирования 
В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить исследо-

вание методов кодирования. Результатом работы являются изучение осцилло-
грамм исследуемых методов кодирования. В отчет следует занести осцилло-
граммы кодированных сигналов. 

Задание 2. Исследование помехоустойчивости 
В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить исследо-

вание помехоустойчивости кодированной последовательности. Результатом ра-
боты является построение экспериментальной таблицы помехоустойчивости 
кодирования (табл. 2.1) и графика помехоустойчивости (рис. 2.6). 

Задание 3. Тренировка навыков «ручного декодирования» передаваемой 
кодовой комбинации 

В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить декоди-
рование исходной кодовой комбинации по осциллограмме кодированного сиг-
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нала. Результатом работы является осциллограмма кодированного сигнала и 
соответствующая ей декодированная двухзначная информационная комбина-
ция. 

По окончании выполнения лабораторных заданий обучающийся дол-
жен сделать соответствующие выводы и занести их в отчет.  

 
2.9. Лабораторная работа «Исследование особенностей квадратурной 

модуляции QAM» 
 

Необходимые теоретические сведения [3]  
Квадратурная амплитудная модуляция относится к классу многопозици-

онных сигналов. Известно, что с увеличением объема ансамбля сигналов уве-
личивается количество информации (энтропия сообщения), переносимой каж-
дым сигналом ансамбля. Так, классическая фазовая манипуляция (0, π) состав-
ляет ансамбль двух сигналов, таким образом, максимальное количество инфор-
мации в расчете на один принятый сигнал составляет 1 бит (BPSK рис. 2.14, а). 
Объем ансамбля можно увеличить, например, снизив количество градаций фа-
зы между сигналами ансамбля например до π/2 (QPSK  рис. 2.14, б), где каждый 
сигнал потенциально может нести уже 2 бита информации, или же снизить ко-
личество градаций фазы до π/4 (8- PSK рис. 2.14, в), когда один принятый сиг-
нал может нести до 3 бит информации. К сожалению, дальнейшее снижение 
градаций фазы между ансамблем сигнала приводит к резкому возрастанию вза-
имной корреляции и, как следствие, к снижению помехоустойчивости [9].  

Одним из путей увеличения объема ансамбля сигналов является комби-
нация амплитудной и фазовой манипуляции, среди которых  наибольшее рас-
пространение получила Квадратурная Амплитудная Модуляция (КАМ) или в 
иностранных источниках QAM (Quadrature Amplitude Modulation). При та-
ком методе модуляции изменяется как фаза, так и амплитуда сигнала, что по-
зволяет увеличить количество кодируемых бит и при этом существенно повы-
сить помехоустойчивость. В настоящее время используются способы модуля-
ции, в которых число кодируемых на одном бодовом интервале информацион-
ных бит может достигать 8...9, а число позиций сигнала в сигнальном простран-
стве – 256...512. Так на рис. 2.15 представлен вид «фазового созвездия» сигнала 
16 КАМ.  

Широкое распространение ансамблей QAM – сигналов в первую очередь 
зиждется на относительной простоте их  генерации. Так, согласно  [3] сигнал 
амплитудно – фазовой манипуляции можно формировать методов взвешенного 
суммирования (с переменными коэффициентами) суммы ортогональных гар-
монических сигналов: 

   tftQtftItS 00 2sin)(2cos)()(   , 
где I(t) и Q(t) – сигналы весовых коэффициентов (информационные сиг-

налы). 
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Рис. 2.14. Методы многократной фазовой модуляции: а) Двоичная        

фазовая манипуляция (BPSK); б)  Квадратурная фазовая манипуляция (QPSK); 
в) - Восьмеричная фазовая манипуляция (8-PSK) [3] 

 

 
Рис. 2.15. Диаграмма структуры сигнала 16 QAM [3]  
 
Выполнение лабораторных заданий 
Порядок исследования помехоустойчивости указанных методов кодиро-

вания в общем случае совпадает с порядком выполнения экспериментальных  
заданий первой лабораторной работы. В качестве двузначной информационной 
комбинации рекомендуется выбрать две последние цифры номера зачетной 
книжки студента. 

Задание 1. Исследование методов кодирования 
В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить  исследо-

вание методов кодирования. Результатом работы являются изучение осцилло-
грамм исследуемых методов кодирования. В отчет следует занести осцилло-
граммы кодированных сигналов. 

Задание 2. Исследование помехоустойчивости 
В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить исследо-

вание помехоустойчивости кодированной последовательности. Результатом ра-
боты является построение экспериментальной таблицы помехоустойчивости 
кодирования (табл. 2.1) и графика помехоустойчивости (рис. 2.6). 

Задание 3. Тренировка навыков «ручного декодирования» передаваемой 
кодовой комбинации 

В процессе выполнения заданий студенты должны осуществить декоди-
рование исходной кодовой комбинации по осциллограмме кодированного сиг-

а) б) в) 
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нала. Результатом работы является осциллограмма кодированного сигнала и 
соответствующая ей декодированная двухзначная информационная комбина-
ция. 

 
2.10. Лабораторная работа «Исследование помехоустойчивости РТС 

методом статистического моделирования»  
 

Целью настоящей работы является: 
1. Ознакомление с различными устройствами обнаружения и различения 

сигналов. 
2. Изучение ансамблей сигналов: ортогональных, биортогональных, сим-

плексных. 
3. Освоение методики аналитического определения качественных показа-

телей РТС. 
4. Изучение метода статистического моделирования РТС, методов фор-

мирования на ЭЦВМ случайных чисел с нормальным и релеевским законом 
распределения. 

5. Освоение методики определения основных качественных показателей 
РТС на ЭЦВМ. 

При выполнении домашнего задания студенты знакомятся с различными 
устройствами оптимального приема сигналов и используемыми в них ансамб-
лями сигналов, методом статистического моделирования РТС, рассчитывают 
помехоустойчивость РТС. 

При выполнении статистического эксперимента рекомендуется  исполь-
зовать ПК вычислительной мощностью  не ниже  «Pentium 4». 

Численное моделирование – сравнительно новое направление исследова-
ний в РТС. Оно применяется там, где аналитическое решение задачи из-за 
больших математических трудностей практически невозможно, а проведение 
экспериментальных исследований и натурных испытаний требует больших ма-
териальных затрат и немалого времени, или вообще невозможно. Численное 
моделирование позволяет при относительно небольших затратах времени и 
средств произвести испытание работы радиотехнической системы, не прибегая 
к использованию специальной аппаратуры. В статистических исследованиях 
численное моделирование на ПК незаменимо, так как статистические исследо-
вания требуют десятков и сотен тысяч испытаний, что с помощью, например 
натурных экспериментов, продлится в течении нескольких дней. 

Применение вычислительной техники для численного моделирования по-
зволяет сильно ускорить процесс вычислений, сократив его до десятков минут 
или, при решении наиболее сложных задач, до нескольких часов. Наибольшие 
затраты времени при этом приходятся на составление и отлаживание программ. 
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Метод статистического моделирования приемников обнаружения и 
различения сигналов 

Любая сложная информационная система работает в условиях воздейст-
вия множества случайных факторов. При проведении аналитического исследо-
вания все их учесть не представляется возможным. Поэтому наряду с аналити-
ческими исследованиями широко распространены методы исследования таких 
систем с помощью статистического моделирования на быстродействующем 
ПК. 

В общем случае под статистическим моделированием понимается любая 
процедура, включающая искусственное формирование статистической выборки 
и ее обработку для приближенного решения различных физических и матема-
тических задач. Практическая реализация метода статистического моделирова-
ния стала возможной с появлением быстродействующих ПК. 

Применительно к исследованию РТС реализация метода статистического 
моделирования на ЭВМ сводится к решению следующих задач: 

- выбор алгоритма, имитирующего процесс функционирования исследуе-
мой РТС; 

- имитация выборок случайных сигналов на входе решающего устройства 
с заданными статистическими характеристиками; 

- многократная реализация исследуемого алгоритма при воздействии вы-
борок случайных сигналов; 

- статистическая обработка полученных результатов, получение качест-
венных показателей РТС. 

Метод статистического моделирования на ПК является, вообще говоря, 
специальным образом построенным численным методом решения вероятност-
ных задач. Однако, в отличие от обычных численных методов, при статистиче-
ском моделировании сохраняется логическая структура исследуемой системы, 
последовательность протекания во времени процессов ее функционирования, 
характер и состав информации о состояниях системы. С этой точки зрения су-
ществует некоторая аналогия между исследованиями системы методом стати-
стического моделирования и методом натурного эксперимента. 

Метод статистического моделирования основан на самых общих теоремах 
вероятности (теорема Чебышева, теорема Бернулли) и является универсальным 
методом исследования сложных систем. Если исследуемый процесс удается 
описать с помощью некоторой системы математических соотношений (формул, 
логических условий, операторов и т.д.), то статистическое моделирование этого 
процесса не представляет принципиальных трудностей и не налагает дополни-
тельных ограничений на вышеуказанные соотношения. 

Основное преимущество метода статистического моделирования – воз-
можность решения задач очень высокой сложности, недоступных решению 
аналитическими методами. Необходимо также отметить удобство, быстроту и 
относительную дешевизну метода статистического моделирования, так как при 
этом методе не требуется создавать специальную аппаратуру.  
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Однако метод статистического моделирования обладает существенным 
недостатком, который состоит в том, что полученные решения носят частный 
характер, соответствующий фиксированному значению параметров и началь-
ных условий. Это приводит к необходимости многократного моделирования 
даже для качественного анализа характеристик исследуемой системы в некото-
ром диапазоне условий. 

В данной лабораторной работе должна быть решена задача определения 
статистическим путем вероятности того или иного события. Если число поло-
жительных исходов при общем числе испытаний N равно n , то «вероятность» 
такого события P*=n / N. При ограниченном значении N величина P* (как и n) 
является случайной величиной, т.е. оценкой вероятности события Р. 

Чтобы дать представление о точности и надежности оценки P*, в матема-
тической статистике пользуются так называемыми доверительными интервала-
ми и доверительными вероятностями [9,10].  

При выполнении заданий данной лабораторной работы для расчета объе-
ма выборки при моделировании можно воспользоваться следующим выражени-
ем 

 
2

14


PPN     , (7) 

где ε- заданная точность. 
При расчетах N можно принять ε=0,1 , а в качестве P использовать наи-

меньшее из значений P (или (1-P), если P ≈ 1) при расчетах в домашнем зада-
нии. 

 
Способы формирования случайных чисел, распределенных по нормаль-

ному и релеевскому законам 
Получение случайных чисел с необходимым законом распределения – 

важная часть задачи статистического моделирования, так как от качества слу-
чайной последовательности зависят результаты всей работы. 

Как правило, для получения последовательности случайных чисел с раз-
личными законами распределения используют последовательность чисел, рас-
пределенных по равномерному закону. 

Существуют различные способы получения равномерно распределенных 
случайных чисел. Это выборка их из таблицы случайных, получение случайных 
чисел с помощью какого-либо физического генератора, генерация псевдослу-
чайных чисел на ПК. Таблицы случайных чисел можно использовать лишь при 
ручном расчете. Физические датчики можно использовать при автоматизиро-
ванном расчете, однако это требует применение дополнительной аппаратуры и 
не обеспечивает необходимого качества последовательности из-за неконтроли-
руемого «дрейфа распределения» вырабатываемых физическим датчиком чи-
сел. Поэтому чаще всего при статистическом моделировании используется ме-
тод генерации псевдослучайных чисел на ПК. Такие числа нельзя назвать слу-
чайными в полном смысле этого слова, так как при новом запуске программы 
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или достаточно продолжительном получении чисел последовательность повто-
ряется. Метод генерации псевдослучайных чисел на ПК хорош тем, что для по-
лучения случайного числа ПК необходимо проделать несколько простейших 
операций и скорость генерации числа сравнима со скоростью работы вычисли-
тельной машины. Кроме того возможность повторения последовательности по-
зволяет использовать программу генерации чисел для решения сходных задач, 
при этом качество последовательности достаточно проверить только один раз. 

Имея в распоряжении равномерно распределенные числа, можно полу-
чить случайные величины с заданным законом распределения. Известно, что, 
если случайная величина x имеет плотность распределения w(x), то распределе-
ние случайной величины  

 



x

dxxwy   (8) 

является равномерным в интервале (0, 1). Как видно из этого соотношения, для 
получения числа xi , распределенную по закону w(x) ,  надо  получить  число yi  
из  множества  равномерно распределенных чисел и найти величину xi из реше-
ния уравнения  

 



ix

i dxxwy .  (9) 

Например, для получения случайных чисел xi, распределенных по закону Рэлея 
из (6) получаем 

 ii yx  1ln2 .  (10) 
Часто интеграл типа (6) взять не удается. Тогда поступают по-другому. 

Например, для получения чисел xi , распределенных по нормальному закону, 
можно просуммировать n чисел с равномерными законами 





n

j
ji yx

1
,   где n≥10. (11) 

Математическое ожидание и дисперсия полученной величины равны 

 
2
nxM   ;   12

2 n
x  . (12) 

Если случайные числа gi должны иметь нормальное распределение с 
M[g]=a и σg

2=σ2 , то полученное выше число xi  надо преобразовать следующим 
образом:  

an

nx
g

i

i 





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2

2


. (13) 
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Получив нормальные числа, можно по ним сформировать релеевские и 
квазирелеевские числа (см. выше). 

Все современные математические пакеты для ПК имеют встроенные дат-
чики нормальных чисел. 

 
Пример статистического моделирования РТС на ПК 
Хорошей иллюстрацией сказанному выше является пример моделирова-

ния корреляционного обнаружителя полностью известного сигнала. Известно 
[5] , что при действии на его вход белого нормального шума со спектральной 
плотностью N0  напряжение на выходе коррелятора Z1(T) является нормальной 
случайной величиной с дисперсией σ2=N0E/2 , где Е – энергия сигнала. При на-
личии полезного сигнала на входе математическое ожидание величины Z(T) 
равно Е (т.е. отношение с/ш на выходе равно q2=E2/σ2=2 E/N0) , а при отсутст-
вии равно нулю. Если для простоты принять σ=1, то E=q , а относительный по-
рог в решающем устройстве будет численно равен z0 . 

Для нахождения статистическим путем вероятности ложной тревоги Pл  
надо сформировать N выборок нормальных чисел с нулевым средним и σ = 1 и 
сравнить их с порогом z0 . Очевидно, что Pл  ≈ NЛ  / N, где Nл – число превыше-
ний порога. 

На практике часто надо обеспечить значение Pл<10-10. Провести экспери-
мент при таком условии оказывается весьма затруднительно. Поэтому при из-
вестных статистических характеристиках помехи целесообразно находить зна-
чение Pл аналитическим путем. 

В рассматриваемом случае 
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 erf(x) – функция ошибок, содержащаяся в перечне встроенных функций 
во всех современных математических пакетах для ПК. 

Рассчитав значение z0 по заданному значению Pл , можно статистическим 
путем определить вероятность правильного обнаружения сигнала Pо . Для этого 
с порогом z0 надо сравнить N нормально распределенных чисел с математиче-
ским ожиданием q. Если число превышений порога  - N0,  то Pо ≈ N0 / N.  

Листинг программы для нахождения значений Pл и Po  , выполненный в сре-
де Mathcad 12, при N=105 приведен в приложении.  

 
Домашнее задание и указания по его выполнению 
1. Изобразить функциональную схему оптимального корреляционного 

обнаружителя сигнала с неизвестной начальной фазой. Рассчитать значение от-
носительного порога в приемнике для значений вероятности ложной тревоги 
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Рл=10-2, 10-3, 10-4. Рассчитать и построить семейство характеристик обнаруже-
ния Р0=Р0(q)         (где q2=2E/N0, где Е- энергия сигнала, N0- спектральная плот-
ность шума) при действии на входе приемника белого нормального шума для 
q=0,1,…,8. Расчет значений Р0 производить с точностью до четырех знаков по-
сле запятой.  

2. Изобразить функциональные схемы оптимальных корреляционного и 
фильтрового устройств когерентного и некогерентного приема двоичных сиг-
налов. Записать выражения для определения уровня полезных сигналов и дис-
персий шума на выходе корреляторов (согласованных фильтров) приемников и 
выражение для вероятностей ошибочного приема равномощных противопо-
ложных и ортогональных сигналов. Построить кривые потенциально  помехо-
устойчивости Рош=Рош(h) (h2=E/N0) для случая когерентного приема сигналов 
при h=0; 0,2…4.  

3. Изобразить функциональные схемы устройств оптимального приема 
двоичных сигналов с относительной фазовой манипуляцией (ОФМ) по методам 
сравнения полярностей и сравнения фаз.  Объяснить принципы их работы. Изо-
бразить на одном рисунке временные диаграммы радиосигналов при фазовой 
манипуляции (ФМ) и при ОФМ для последовательности передаваемых инфор-
мационных символов длительности Т 011001.  Рассчитать и построить кривые 
потенциальной помехоустойчивости Pк=Pк (h) и Pнк=Pнк (h)  для указанных ме-
тодов приема при     h=0; 0,2…4. 

4. В соответствии с методом статистического моделирования разработать 
программы для исследования помехоустойчивости оптимальных приемников, 
виды которых указаны в лабораторном задании. Определить объем выборочных 
значений N , необходимый для проведения экспериментов на ПК.  

Для выполнения п.п. 1, 2 следует изучить разделы «Обнаружение сигна-
лов» и «Различение сигналов» [15, с. 38-47; с. 60-71] , а п. 3 – [16, с. 293-296; 
301-306]. Расчет значений Q- функции Маркума [15] можно производить на ПК. 
Используемый в [15]  интеграл вероятности Ф(х) может быть выражен через 
специальную математическую функцию – функцию ошибок erf(x) 
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Эта функция входит в перечень встроенных функций во всех современ-
ных математических пакетах для ПК. 

При  выполнении следует иметь в виду следующее. 
Максимальная помехоустойчивость при передаче двоичной информации 

достигается при противоположных сигналах, получаемых путем фазовой мани-
пуляции несущей частоты на 0, π. Спектр таких сигналов, как известно, не со-
держит составляющей с несущей частотой, поэтому по принимаемому сигналу 
нельзя определить начальную фазу последней, необходимой для создания ко-
пии передаваемого сигнала в корреляционном приемнике (импульсов синхро-
низации в фильтровой схеме) и реализации когерентного приема. Поэтому для 
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обеспечения фазовой синхронизации приемника принимают дополнительные 
меры (например, по каналу связи передают специальный пилот-сигнал). Однако 
это приводит обычно к значительному усложнению системы. 

Указанный недостаток был устранен радикальным образом, когда вместо 
классической ФМ Петровичем Н.Т. была предложена ОФМ [17]. При ОФМ пе-
редаваемая информация заложена не в самом значении фазы данного элемента 
сигнала, соответствующего символу сообщения, как при ФМ, а в разности фаз 
данного элемента и предыдущего. При двоичной ОФМ эта разность может 
принимать, например, значения  0 и π . Для передачи символа «1» посылается 
элемент сигнала, фаза которого совпадает с фазой предыдущего элемента, а для 
передачи символа «0» - элемент, фаза которого противоположна фазе преды-
дущего элемента. Первый элемент (в начале сеанса связи) при ОФМ информа-
ции не несет, а служит опорным для второго уже информационного элемента. 

Прием сигналов ОФМ можно осуществить как когерентным, так и неко-
герентным методом. 

Простейшей схемой при когерентном методе является схема сравнения 
полярностей (рис. 2.16). 

 
 

 
Опорное напряжение  tt 00 coscos    (с равной вероятностью) может 

быть создано по принимаемому сигналу с помощью одной из схем: Пистель-
корса, Костаса, Сифорова. 

Нетрудно убедится, что в случае перескока фазы опорного сигнала на 
противоположную (вероятность этого события обычно мала), будет ошибочно 
принят лишь один информационный символ. В случае, если помеха изменит 
полярность напряжения на выходе интегратора, ошибочно принимается не 
только символ, соответствующий этому элементу, но и последующий, т.е. про-
исходит сдваивание ошибок. 

Поэтому вероятность ошибок при когерентном приеме Рk равна 
 фмфмk PPP  12  ,  (15) 

где Рфм – вероятность ошибки при ФМ (при противоположных сигналах). 
При некогерентном методе приема ОФМ сигналов опорное напряжение во-

обще не требуется. Простейшей схемой оптимального приема в этом случае яв-
ляется схема сравнения фаз (рис. 2.17) [6]. 
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Рис. 2.16 
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На схеме рис. 2.17 блок СФ представляет собой фильтр, согласованный с 

одним элементом сигнала длительности Т ; АД – амплитудный детектор. Часть 
схемы, обведенная пунктиром создает напряжение, являющееся функцией раз-
ности фаз соседних элементов сигнала φ . Если детекторы квадратичные, то - 
пропорциональное cos φ.  

Вероятность ошибки при некогерентном приеме Pнк незначительно отли-
чается от случая когерентного приема при ФМ и равна 

 2exp5,0 hPнк  . (16) 
Для выполнения необходимо изучить метод статистического моделиро-

вания РТС и методы формирования случайных чисел на ПК, приведенные в 
приложении  и в [18] , а также математический пакет Mathcad 12. 

При исследовании обнаружителя с двумя квадратурными каналами сле-
дует иметь ввиду следующее. 

При действии на его вход белого нормального шума и полезного сигнала 
с неизвестной начальной фазой β напряжения на выходах каналов Z1(T) и Z2(T) 
являются нормальными, взаимно независимыми случайными величинами с 
одинаковыми дисперсиями  σ2= N0E/2 и математическими ожиданиями E·cos β  
и  E·sin β  [15]. Корень квадратный из суммы квадратов этих величин (т.е. на-
пряжение Z на входе порогового устройства) при любом значении β , в том чис-
ле и при β=0, подчиняется квазирелеевскому закону. Причем при β=0 напряже-
ние полезного сигнала на выходе одного из каналов численно равно E и отно-
шение с/ш  q2=E2/σ2 =2E/N0. Если полезный сигнал на входе обнаружителя от-
сутствует (E=0) , то напряжение на его выходе подчиняется релеевскому закону 
[15]. 

При статистическом моделировании удобно приять σ=1 . Тогда E=q , а 
относительный порог в решающем устройстве (пороговом устройстве) Z0 /σ  бу-
дет численно равен Z0. 

Сформировав N выборок квазирелеевских случайных чисел можно оп-
ределить вероятность правильного обнаружения сигнала Ро для заданных зна-
чений Рл . Значение N взять здесь (и др. п.п. задания) 10 5 .  

В схеме сравнения фаз (рис. 2.17) амплитуда напряжения полезного сиг-
нала и дисперсия шума на выходе СФ , соответственно равны Um и σ 2. При пе-
редаче по каналу связи символа «1» (начальные фазы двух смежных элементов 
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Рис. 2.17 
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сигнала одинаковы) на выходе сумматора они равны 2Um  и 2σ2 , а на выходе 
вычитающего устройства – 0 и 2σ2 . При этом распределение напряжения на 
выходе линейно детектора АД верхнего канала U1 при t=T подчиняется квази-
релеевскому закону, а нижнего U2 – релеевскому закону. Формирование таким 
образом распределенных чисел можно осуществлять, как и прежде, используя 
нормальные числа 

     2
12

21
2

211 2 yyUxxU m  , 

     2
12

21
2

212 yyxxU  . (17) 
где x1 и y1 – нормальные числа с нулевыми средними и дисперсиями σ2 , соот-
ветствующие первому из сравниваемых по фазе элементов сигнала; x2 и y2 – со-
ответствующие второму элементу.  

Следует иметь ввиду, что кривые помехоустойчивости для СПИ изобра-
жается в координатах (Р;h),  где 0

22 5,0 NEqh  . Если принять σ =1 , то при 
этом 2mUh  , а hUm 2 .  

Вероятность ошибочного приема символов «1» и «0» при ОФМ одинако-
вы, поэтому эксперимент удобно производить для случая передачи сообщения, 
состоящего из последовательности одних символов «1». 

 
Лабораторное задание и методические указания по его выполнению 
Включить ПК и активизировать математический пакет Mathcad 12. 
Провести эксперименты по статистическому моделированию: 
1. Оптимального приемника обнаружения с двумя квадратурными кана-

лами при значениях q , Pл и порога Z0 , указанных в п.1 домашнего задания. По-
лученные значения P0  свести в таблицу и построить графически кривые харак-
теристик обнаружения. 

2. Когерентных корреляционных приемников противоположных и орто-
гональных сигналов. Значения отношения с/ш h взять из п.2 домашнего зада-
ния. Данные моделирования включить в таблицу и по ним построить кривые 
потенциальной помехоустойчивости. 

3. Некогерентного приемника ОФМ сигналов (прием по методу сравне-
ния фаз) для тех же значений h , что и в п. 2 при линейных детекторах в каналах 
схемы. Полученные данные свести в таблицу и построить кривые помехоустой-
чивости. Используя данные п. 2 , на том же графике отобразить кривую поме-
хоустойчивости для случая приема ОФМ сигналов по методу сравнения поляр-
ностей. 

 
Содержание отчета 
Отчет о проделанной работе должен содержать: 
1. Результаты выполнения домашнего задания. 
2. Данные статистического моделирования и их сопоставление с расчет-

ными данными, необходимые рисунки, таблицы и графики. 
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3. Краткие выводы по всем этапам исследований. 
 
Контрольные вопросы 
1. В каких случаях для обнаружения сигналов используется приемник с 

двумя квадратурными каналами? 
2. Зависят ли от начальной фазы полезного сигнала напряжения на выхо-

дах корреляторов и на общем выходе квадратурного приемника? 
3. По какому закону распределены напряжения на выходах корреляторов 

и на общем выходе квадратурного приемника при действии на его входе нор-
мального белого шума при наличии и отсутствии сигнала? 

4. Какие значения имеют напряжения полезного сигнала и дисперсий 
шума на выходе корреляторов в квадратурной схеме? 

5. Какой вид имеют фильтровые схемы обнаружителей полностью из-
вестного сигнала и со случайной начальной фазой? 

6. Чем отличаются функциональные схемы оптимальных приемников 
различения и обнаружения сигнала? 

7. Отличаются ли между собой сигналы при ОФМ и классической ФМ 
при передаче двоичной информации? 

8. Какой вид имеют функциональные схемы приема ОФМ сигналов по 
методам сравнения фаз и полярностей? 

9. Отличаются ли по помехоустойчивости сигналы с ОФМ и ФМ? 
10. Как зависит выходное напряжение в схеме сравнения фаз от разности 

фаз смежных элементов сигнала? 
11. Какие методы используются для формирования случайных нормаль-

ных и релеевских чисел на ПК? По какому закону распределена сумма квадра-
тов независимых нормальных чисел с нулевым и ненулевым математическими 
ожиданиями? 

12. В чем состоит сущность метода статистического моделирования при 
исследовании помехоустойчивости РТС?  

13. Из каких соображений выбирается количество испытаний при стати-
стическом эксперименте? 
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3. НЕОБХОДИМЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ. КОДОВЫЕ                               
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И КОДИРОВАНИЕ В ШИРОКОПОЛОСНЫХ 
СИСТЕМАХ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ 

 
К сигналам, применяемым в системах связи со свободным доступом [22], 

предъявляются три основных требования: простота формирования с возможно-
стью перестройки, хорошие корреляционные характеристики, большой объем 
ансамбля сигналов. В качестве корреляционных характеристик часто исполь-
зуют уровни боковых выбросов корреляционных функций (КФ).  Целесообраз-
но   использовать такие   двоичные последовательности (для формирования фа-
зоманипулированных сложных сигналов), КФ которых имеют минимальные 
боковые выбросы. Такие сигналы называются квазиортогональными. Среди 
квазиортогональных сигналов наибольшее применение нашли М-
последовательности [22]. Они имеют хорошие корреляциионные характеристи-
ки, их просто формировать с помощью регистра сдвига с  m   разрядами, охва-
ченного обратными связями через сумматор по модулю 2 (линейная обратная 
связь). Но у них недостаточно большой объем ансамбля. Для увеличения объе-
ма ансамбля используются составные двоичные последовательности, образо-
ванные, например, путем суммирования по модулю 2 двух или трех М-
последовательностей, а такте их различных сдвигов. В результате получаются 
последовательности Голда и Касами. Эти последовательности и устройства их 
формирования, их корреляционные характеристики достаточно подробно опи-
саны в литературе, в частности, в учебном пособии [22]. 

В последнее время внимание специалистов привлекли ГМВ последова-
тельности, которые существуют только для длины, содержащей в качестве 
множителя 2k-1 (k - целое положительное число). Их периодическая автокорре-
ляционная функция (АКФ) двухуровневая, как и у М-последовательности. Но 
они имеют значительно больший объем ансамбля. ГМВ последовательности 
описаны только в научных статьях.  В этом раздела описаны ГМВ последова-
тельности: принципы их построения на основе матричного представления М-
последовательностей, структурные схемы их формирования. Здесь же рассмот-
рены коды Рида-Соломона, которые формируются схемами, подобными схемам 
формирования ГМВ последовательностей. 

 
3.1. ГМВ последовательности 
 
3.1.1. Матричное представление м-последовательностей 
 
К ГМВ последовательностям можно придти, представляя М-

последовательности в матричном виде. 
Длину некоторых М-последовательностей 

12  mN   (18) 
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можно представить в виде произведения чисел, одно из которых имеет вид 
12 1 m  при  m1 -  целом, положительном: 

)12( 1  mAN .  (19) 
Элементы таких последовательностей могут быть распределены в матри-

це с А строками 2k-1 столбцами. Строками этой матрицы будут либо последова-
тельности из одних нулей, либо М-последовательности длины 

.12 1
1  mN   (20) 

При этом во всех ненулевых строках стоят одинаковые М-
последовательности, в общем случае с различными сдвигами. Последователь-
ность, стоящую в строках, будем называть короткой ПСП.  

Например, последовательность длины N = 63 = 9·7  с номером 31:  
 
000001111110101011001101110110100100111000101111001010001100001  
 

можно представить матрицей, размещая ее элементы сначала в первый столбец, 
потом во второй и т.д.: 

 

0100111
0111010
0011101
0011101
1010011
0100111
0011101
0100111
0000000

  (21) 

В строках этой матрицы стоят циклические сдвиги М-последовательности 
длины  N1 =  7: 

1 0 0 1 0 1 1. 
За нулевой сдвиг последовательности берется так называемый характери-

стический сдвиг. Таблица номеров характеристических сдвигов относительно 
сдвига с начальным блоком 0...01 (m1-1 нулей) приведена в приложении 1. 

Матрицу (21) можно заменить последовательностью номеров сдвигов ко-
роткой ПСП для всех строк, обозначая положение нулевой строки звездочкой 
(*) : 

[*, 5, 3, 5, 6, 3, 3, 2, 5] .  
Эту последовательность можно назвать вектором-строкой (вектором-

столбцом). Мы назовем ее матрицей сдвигов. М-последовательности длины N 
отличаются друг от друга матрицами сдвигов. При этом для нескольких М-
последовательностей короткие ПСП могут быть одинаковыми. Короткая М-
последовательность длины N1 =  7 с номером 1, которая стоит в строках матри-
цы (21) последовательности длины N = 63 с номером 31, будет также образовы-
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вать матрицы М-последовательностей с номерами 5 и 13. Их матрицы сдвигов 
будут соответственно: 

 
ПСП №5     [*, 6, 5, 5, 3, 0, 3, 4, 6],  
ПСП №13   [*, 1, 2, 5, 4, 1, 3, 1, 1] .  

 
Остальные М-последовательности длины N = 63 с номерами 1, 11, 23 в 

строках матрицы имеют последовательность с номером 3 1110100 длины N1 =  
7. Их матрицы сдвигов будут следующими: 

 
ПСП №1    [*, 3, 6, 5, 5, 2, 3, 5, 3] ,  
ПСП №11  [*, 0, 0, 5, 0, 4, 3, 6, 0] ,  
ПСП №23  [*, 2, 4, 5, 1, 5, 3, 3, 2] . 

 
Две последовательности номеров 1 - 11- 23 и 31 - 5 - 13 являются ветвями 

децимации с индексом  q1 = 11; вторая ветвь получена из первой путем децима-
ции по индексу q2 = 31. Напомним, что операция децимации состоит в следую-
щем. М-последовательность №11 можно получить из М-последовательности 
№1, выбирая каждый 11-й ее элемент, индекс децимации равен 11. М-
последовательность № 23 можно получить из М-последовательности №1 путем 
децимации по индексу 23, Первая ветвь 1 - 11 - 23 характеризуется индексом 
децимации q1 = 11. Это означает, что М-последовательность №23 можно полу-
чить из М-последовательности №11 децимацией по индексу q1 = 11,  М-
последовательность №1 из М-последовательности № 23 децимацией по тому же 
индексу q1 = 11. Ветвь замкнута, ее можно назвать q-ветвью с указанием индек-
са децимации q. Для каждой длины можно составить различные ветви для раз-
личных значений индексов децимации. Например, для той же длины N = 63 М-
последовательности могут образовать q-ветвь  (q = 5) 1 - 5 - 11 - 31 - 23 - 13. 
Можно указать и другие q-ветви. Нас интересуют такие  q-ветви, чтобы М-
последовательности, принадлежащие одной ветви, имели одинаковые короткие 
ПСП в строках при их представлении в виде матрицы. Это будет в том случае, 
если индекс децимации q2 равен 2k по модулю N1. Выбранные две ветви с q1 = 
11 удовлетворяют этому условию: 11 = 4 по модулю 7. Напоминаем, что вы-
числение числа a по модулю b сводится к определению остатка от деления a на 
b). Индекс децимации q2 между ветвями может дать номер короткой ПСП. Если 
известен номер Р1 короткой ПСП первой ветви, то номер Р2 короткой ПСП вто-
рой ветви получают вычислением по модулю N1 произведения Р1· q2. Результат 
может быть равен Р2 или Р2·2k (k- целое, положительное число). В приведенном 
примере q2 = 31 или Р2 = 3 по модулю 7. 
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3.1.2. Получение ГМВ последовательностей на основе матричного 
представления М-последовательностей 

 
Если в строки матрицы для i-й М-последовательности подставить другую 

короткую М-последовательность, то полученная ПСП будет иметь такую же 
периодическую автокорреляционную функцию, как и М-последовательность, 
т.е. центральный пик, равный  N , и  боковые  выбросы уровня -1. Кроме М-
последовательности в строки может быть поставлена любая другая ПСП длины 
N1 с двухуровневой АКФ, с боковыми выбросами -1. В частности, можно ис-
пользовать последовательности Лежандра. Это приводит к увеличению объема 
ансамбля ПСП. Вновь полученные ПСП называются ГМВ последовательностя-
ми. Они имеют объем ансамбля 

 
)()( 11 mnmV  , (22) 

 
где )(m - число М-последовательностей длины, определяемой формулой (18);  

)( 1mn -  число коротких ПСП длины N1 с двух уровневой АКФ (N1 , -1). Объем 
ансамбля возрастает в число раз, равное числу )( 1mn  для коротких ПСП: 

 
                                                               

(23)  
 

 
В формуле (23) )(m  - число  М-последовательностей  длины  N1. Здесь 

учитывалось, что для N1 = 7 последовательности Лежандра совпадают с М-
последовательностями той же длины, для N1 =  15 последовательности Лежанд-
ра не существуют, а для других значений N1, выражаемых простым числом, су-
ществуют только две последовательности Лежандра. 

 
3.1.3. Устройства формирования ГМВ последовательностей 
 
В устройстве, формирующем ГМВ последовательности, используются 

ПЗУ и генератор q-ичной М-последовательности, 12mq  , m1- целое положи-
тельное число, которое делит m. Схема генератора ГМВ последовательности 
представлена на рис.  3.1. 

 

 
 

Рис. 3.1. Генератор ГМВ последовательности 
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 Длина q-ичной М-последовательности 
 

11  m
m

qN  (24) 
 

совпадает с длиной двоичной М-последовательности. Чтобы в этом убедиться, 
подставим в (24) 12mq  : 

 

.121)2( 11  mm
m

mN  
 
Характеристический полином двоичной М-последовательности имеет 

степень m. Для q-ичной М-последовательности также можно найти характери-
стический полином, его степень равна m/m1. Элементы q-ичной М-
последовательности и коэффициенты ее характеристического полинома степе-
ни m/m1 являются элементами конечного поля, которое обозначается )(qGF . В 
этом случае говорят об М-последовательности и о полиноме над полем )(qGF . 
При 12mq  элементы поля )2()( 1mGFqGF   могут быть представлены в виде по-
линома над полем )2(GF - коэффициенты в таком полиноме принимают только 
два значения 0 или 1. Степень полинома не превышает 1m -1. Полиномы над 

)2(GF  могут быть представлены в двоичном виде: 1m -разрядными двоичными 
комбинациями, символами которых являются коэффициенты 0 или 1 при соот-
ветствующей степени переменной в полиноме. 

В схеме генератора (рис. 3.1) генератор М- последовательности над полем 
)2( 1mGF  выдает элементы в двоичном виде. Элементы в q -ичной М-

последовательности являются адресными сигналами для ПЗУ. В ПЗУ записана 
двоичная последовательность длины 1N , имеющая двухуровневую АКФ. 

Основной задачей при синтезе генератора ГМВ последовательности 
является определение характеристического полинома над полем )2( 1mGF  
степени 1mmk  . 

 
3.1.4. Определение характеристического полинома степени m/m1 над 

полем GF(2m1) 
 
Элементы q -ичной М-последовательности и коэффициенты ее 

характеристического полинома являются элементами поля )(qGF  
(последовательность и полином над полем )(qGF ). Элементы этого поля не 
являются корнями характеристического полинома. Его корнями будут 
элементы поля )( kqGF , для которого поле )(qGF  является подполем.  Если в 
поле )( kqGF , выбрать элемент  , который является корнем 
характеристического полинома, то элементы 11 ,...,, kqqq   также будут корнями 
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этого полинома. Тогда характеристический полином q -ичной М-
последовательности можно определить по формуле (25) 

 
).)...()(()( 1


Kqq xxxxh    (25) 

 
После перемножения получим коэффициенты в виде i  и 01 ... iii   . Эти 

коэффициенты надо выразить через элементы подполя )(qGF . Для этого в поле 
)( kqGF  выбираем примитивный полином, одним из корней которого является 

 . 
Поясним методику определения характеристического полинома на 

примере ПСП длины ,15N 4m . Значение 21 m , тогда 21  mmK  и 
42  mq . Корнями характеристического полинома 4-ичной М-

последовательности будут элементы поля )2()4()( 42 GFGFqGF k    и .4  
Характеристический полином записывается в виде: 

  
.)())(()( 5424   xxxxxh  (26) 

 
Коэффициенты этого полинома должны быть элементами подполя ).4(GF  

Если рассматривать )4(GF  как поле, то его элементами будут 2,,1,0  . 
Примитивный полином этого поля единственный .12  xx  Элемент   является 
корнем этого полинома, т.е. .012    Отсюда можно получить период 
элемента  , значение которого совпадает с минимальным  , для которого 

.1  Запишем последовательные степени элемента   (мультипликативную 
группу, образованную элементом  ):  , 12   , .123    
Следовательно, элемент   имеет период,  равный 3. 

Если поле )4(GF  рассматривать как подполе )4( 2GF , то его элементы 
следует выразить через элементы поля )4( 2GF . Для этого среди элементов поля 

)4( 2GF  следует найти такой элемент, который образует мультипликативную 
группу периода 3, такого же как и у элемента  . Период элемента l  поля 

)( pGF  определяется как ,2p  если l  делит p . Элементом поля )4( 2GF , 
имеющим период 3, является 5 . Он образует мультипликативную подгруппу 

;5  ;10  115   (последнее равенство обусловлено тем, что элемент   является 
примитивным, т.е. его период является максимальным и равным 15). Тогда 
элементы подполя )4(GF  обозначаются следующим образом: 

 
( ,0 ,1 ,5 ,10 ).   (27) 

 
Чтобы выразить коэффициент полинома (27) через элементы подполя 

)4(GF , надо задать примитивный полином в поле ),2()4( 42 GFGF   корнем 
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которого будет элемент  . Для длины ПСП 15, т.е. поля )2( 4GF , имеется два 
примитивных полинома: 

 
14  xx  и 134  xx .   (28) 

 
Если   является корнем первого полинома, то 014   и .14   

Характеристический полином 4-ичной М- последовательности имеет вид 
 

.)( 32  xxxh  (29) 
 
 Если   является корнем второго полинома, то ,0134   34    и 

.)( 552   xxxh  
Эти два полинома определяют две различные 4-ичные М- 

последовательности длины 15. В связи с тем, что других примитивных 
полиномов в поле )2( 4GF  не существует, 4-ичных М-последовательностей 
длины 15 будет только две. 

При построении генератора q ичной М-последовательности следует 
выбрать базис представления q ичных элементов. Базис должен содержать K  
элементов подполя ).(qGF  Для рассматриваемого примера выбираем степенной 
базис ,1  или 5,1 . Тогда элемент   подполя )4(GF  можно представить в виде 

 
.5

10    (30) 
 
В генераторе q ичной М-последовательности q ичные элементы 

должны умножаться на 5 . В результате умножения может получиться какая то 
степень элемента 5  которую надо опять представить с помощью степенного 
базиса 5,1 . Для получения представления элементов подполя )4(GF  через 
степенной базис можно использовать генератор двоичной М-
последовательности со встроенными сумматорами по модулю два [22], 
построенный в соответствии с характеристическим полиномом степени 1m . Для 
длины 15N  генератор М-последовательности строится в соответствии с 
характеристическим полиномом 12  xx .  

Схема этого генератора представлена на рис. 3.2. Генератор формирует 
двоичную М-последовательность длины 3. При начальной установке 1 0 он 
формирует последовательные степени элемента  , т.е. их двоичные 
представления. В соответствии с этой схемой 10  может быть представлено 
через степенной базис в 510 1   . 
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Рис. 3.2. Схема генератора М-последовательности со встроенными 

сумматорами, а также представление степеней в степенном базисе 
 
Рассмотрим пример посложнее: М-последовательность имеет длину 

127963 6 N . 6m ; выбираем 31 m , 2k . В этом случае степень 
характеристического полинома равна 2, а элементы последовательности и 
коэффициенты характеристического полинома будут элементами поля )2( 3GF , 
которое является подполем )2( 6GF . Определим общий вид характеристического 
полинома, корнями которого являются элементы 8, , 

 
.)())(()( 9828   xxxxxh   (31) 

 
Примитивный элемент   поля )2( 3GF  имеет период 7. Среди элементов 

поля )2( 6GF  следует выбрать элемент, имеющий такой же период. Таким 
элементом будет 9 , его период равен 63/9=7. Коэффициент )( 8   в 
полиноме (31) надо выразить через степени элемента 9  . Для этого следует 
задать примитивный полином в поле )2( 6GF . В этом поле примитивных 
полиномов 6, выбираем полином 16  xx , имеющий номер 1. Элемент   
является корнем этого полинома, т.е. 016   или 61   . Используя эти 
соотношения, определим: 

 

274634352

6527678

)()1()(
)1()()1(






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Полученный результат подставим в (31), получим полином 
 

.)( 9272   xxxh  (32) 
 
М-последовательность, сформированная в соответствии с этим 

полиномом, имеет символы, являющиеся элементами подполя 

ТИ

1 2 RG

10 
51  
102  

1
0
1

0
1
1 510 1  
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)2( 3GF ),,,,,,1( 54453627189  . В качестве степенного базиса выбираем 
элементы 189 ,,1  , т.е. 0,1 и 2-ю степени элемента 9  . 

Для представления элементов поля )2( 3GF  через степенной базис 2,,1   
надо задать примитивный полином поля )2( 3GF . Для этого поля существуют два 
полинома: 

 
13  xx  и .123  xx  

 
Следует выбрать тот полином, который является характеристическим 

полиномом короткой ПСП при матричном разложении двоичной М-
последовательности длины 63. Номер М-последовательности определяется 
номером выбранного примитивного полинома в поле )2( 6GF . Из этого следует, 
что для М- последовательности с номером N  характеристический полином 
короткой ПСП будет 123  xx . (двоичное представление 1101). На рис. 3.3. 
представлена схема генератора, построенного в соответствии с этим 
полиномом, который дает представление в степенном базисе последовательных 
степеней элемента 9  : элемент 36 , например, можно выразить через 
базисные элементы 

18936 1   . 

10 
91  
182  
273  
364  
455  
546  

1827 1  
18936 1  

945 1  
18954    

 
Рис. 3.3. Схема генератора со встроенными сумматорами по модулю два 

для характеристического полинома 123  xx , а также представление степеней 
элемента   через степенной базис 

 
Подобным образом вычисляются характеристические полиномы других 

q ичных М-последовательностей длины 63, а также для других длин. Укажем 
на особенности вычисления характеристического полинома для 511N . В этом 
случае 12511 9   и 9m , 31 m  и K =3. Как и в случае длины 63, формируем М- 
последовательность над полем )2( 3GF . Но характеристический полином этой 
последовательности будет иметь третью степень, так как K =3. 
Характеристический полином имеет три корня: .,, 648   
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


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

xxx
xxxx

  (33)  

 
Среди элементов поля )2( 9GF  выберем элемент, который имеет период, 

равный 7- периоду примитивного элемента   поля )2( 9GF , для 
рассматриваемой длины 7=511/73. Следовательно, элемент 73  имеет период, 
равный 7. Полагаем 73  . 

Для примитивного полинома, выбранного в поле )2( 9GF , необходимо 
выразить через степени элемента 73   следующие суммы:  

;864     .96372    
Это очень трудоемкая и длительная процедура, но ее можно облегчить с 

помощью специальной программы на ЭВМ. Последовательные степени 
элемента   в поле )2( 3GF  уже вычислялись при рассмотрении М-
последовательностей длины. Здесь следует иметь в виду, что 73  . 

Характеристические полиномы для q ичных М-последовательностей 
длины 1kq  вычислены для длин 63,255,511,1023 и сведены в таблицы [22] . 
 

3.1.5. Генератор M-последовательности над полем GF(2m1)  
 
Генератор М- последовательности над полем )2( 1mGF  строится в 

соответствии с характеристическим полиномом. Степень характеристического 
полинома определяет число ячеек регистра, каждая из которых является 1m - 
разрядной. 

Рассмотрим схему генератора, формирующего М-последовательность 
длины 15N  над полем )2( 2GF  в соответствии с характеристическим 
полиномом 52  xx . Схема 12m -ичного генератора со встроенными 
сумматорами по модулю 2 (рис. 3.4) строится так же, как и схема двоичного, но 
в отличии от него наличие ненулевого коэффициента при соответствующей 
степени x  означает не только наличие сумматора по модулю два после 
соответствующей ячейки регистра и связи этого сумматора с последним 
разрядом регистра, но и умножение в этой связи на какую-то степень 
примитивного элемента  . 



2x1
1x0x

5

 
Рис. 3.4. Структурная схема генератора со встроенными сумматорами    по 

модулю два для характеристического полинома 52  xx  
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На входе первой ячейки регистра коэффициент умножения равен 

коэффициенту при 0x  в характеристическом полиноме. Выход второй ячейки 
подается на сумматор, стоящий после первой ячейки, с предварительным 
умножением на коэффициент при 1x  в характеристическом полиноме. Здесь 
следует заметить, что ячейки регистра являются двухразрядными. Запись 
элементов в них осуществляется с использованием степенного базиса 5,1 . 

Рассмотрим построение функциональной схемы с учетом выбранного 
базиса. Выход последней ячейки регистра обозначим 

 
5

10   . (34) 
 
Значение 0  записывается в первом разряде, а значение 1  во втором 

разряде. 
Умножение на 5 , которое производится перед подачей сигнала на вход 

первой ячейки регистра, можно представить следующим образом: 
 

10
1

5
0

55
10

5 )(   . (35) 
 
Это выражение также нужно представить в степенном базисе. Для этого 

обратимся к схеме рис. 3.2, который дает 510 1   . 
Тогда 
 

)()1( 10
5

1
5

1
5

0
5   . (36) 

 
Выражение (36) означает, что умножение на 5  эквивалентно подаче на 

вход первого разряда первой ячейки регистра выхода 1  второго разряда второй 
ячейки, а на вход второго разряда-суммы выходов 10    первого и второго 
разрядов второй ячейки. В соответствии с этим структурная схема генератора 
М- последовательности длины 15 над полем  )2( 2GF  может иметь вид, 
представленный на рис. 3.5. 

 

0

1

'
0

'
1

 
 

Рис. 3.5. Структурная схема генератора М-последовательности длины 15 
над полем )2( 2GF  
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В табл. 3.1 представлены состояния ячеек регистров этой схемы. 

Двухразрядным выходом генератора может быть 1-й или 2-й разряды регистра 
7. Получили последовательность длины 15, состоящую из двухразрядных 
элементов. 

Теперь рассмотрим методику построения генератора М- 
последовательности длины 511 над полем )2( 3GF . Например из таблицы 
полиномов [22] выбираем последовательность с номером 239, которая имеет 
характеристический полином .732383   xx  

 
   Таблица 3.1 

 Состояние ячеек регистров в схеме рис. 3.6 
 

 
 

Такты 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 14 16 … 

'
0  0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 … 
'
1  1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 … 

0  0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 … 

1  1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 … 
 

Генератор содержит три ячейки трехразрядных регистров. Структурная 
схема генератора представлена на рис. 3.6. 

 
0x 1x 2x 3x

73 438

 
 

Рис. 3.6. Структурная схема генератора М-последовательности длины 511 
над полем )2( 3GF  

 
В характеристическом полиноме коэффициент при 1x  равен 0, поэтому 

сумматор по модулю два после первой ячейки регистра отсутствует. 
Для построения функциональной схемы генератора надо определить два 

произведения: 438   и 73 .          
Здесь надо  воспользоваться представлением степеней элемента   поля 
)2( 3GF  через степенной базис при примитивном полиноме 13  xx  (двоичное 

представление (1011)), учитывая, что 73  : 
 



 73

.

)(
219

2
146

1
73

0

73146
2

73
10

73







   (37) 

В соответствии с таблицей полиномов [22] для М-последовательности с 
номером 239 

 
.1 146219    

Тогда  
 

.)(

)1(
146

21
73

02

146
2

146
1

73
0

73







   (38) 

Следовательно, умножение   на 73  эквивалентно подаче на вход первого 
разряда 2 , второго разряда 0 , третьего разряда )( 21   . 

Теперь определим 438 : 
 

.)()(

)(
145

0
73

201
14573

0
73

21

73
1

314
1

438
0

438148
2

73
10

438







   (39) 

Умножение на 438  можно заменить подачей на вход первого разряда 1 , 
второго разряда ),( 20    третьего - 0 . 

В соответствии с полученными выражениями (38), (39) структурная 
схема будет иметь вид, представленный на рис. 3.4. 

В табл. 3.2 приведены состояния разрядов регистров в течение первых 
нескольких тактов. 

 
Таблица 3.2 

Состояние ячеек регистров в схеме рис. 3.1.7 
Разря-
ды 
реги-
стра 

Такты 
1 2 3 4 5 … 

''
0  0 1 1 1 0 … 
''

1  0 0 0 1 0 … 
''

2  1 1 0 0 0 … 
'
0  0 0 1 1 1 … 
'
1  0 0 0 0 1 … 
'
2  1 1 1 0 0 … 

0
  0 0 1 0 1 … 

1  0 1 1 0 0 … 

2  1 1 1 0 0 … 
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Генератор формирует М-последовательность длины 511, символами 
которой являются трехразрядные элементы 

 
0

1

2

20  21  

'
0

'
1

''
0

''
1

''
2

'
2

 
 
Рис. 3.7. Функциональная схема генератора М-последовательности длины 

511 над полем )2( 3GF  
 
3.1.6. Коды Рида-Соломона 
 

Коды Рида-Соломона (РС-коды) - это q -ичные коды (кодовые символы 
принимают q  различных значений), причем длина n  кода жестко связана с q : 

1 qn . Например, РС код (63,55) использует 62 -ичные символы, длина кода 
63, информационных символов 55. Число разрешенных кодовых комбинаций 
огромно 310556 2)2(  . Каждый информационный символ несет 6log 2 q бит 
информации, следовательно, каждая кодовая комбинация несет 330655   бит 
информации. 

Порождающий полином РС кода определяется при заданных q  и и - 
числе исправляемых ошибок или кодовом расстоянии  12  и : 

 
))...()(()( 121 000   иmmm xxxxg  .   

 
То есть корнями порождающего полинома являются элементы 

0m , 10m , 120  иm   поля )(qGF . Степень порождающего полинома равна и2 , 
такое же число проверочных символов в кодовой комбинации. Если известно 
обозначение кода ( kn, ), то сразу можно оценить корректирующие способности 
кода. Например, код (63,55) имеет 63-55=8 проверочных символов, 
следовательно, этот код исправляет все ошибки кратности, не превышающей 4. 
Кодовое расстояние на единицу больше числа проверочных символов и для 
кода (63,55) равно 9. 

По методике определения порождающего полинома коды РС очень 
похожи на коды БЧХ. Отличие от них состоит в том, что для кодов БЧХ 
порождающий полином определяется как наименьшее общее кратное 
произведения полиномов, корнями которых являются элементы 

0m , 10m , 120  иm  , а для кодов РС - само произведение. Кроме того, коды БЧХ 
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обычно двоичные (могут быть и q -ичными), а коды РС - обычно q -ичные. 
Однако коды РС можно перевести в двоичные, при этом кодовое расстояние не 
уменьшается, но не обязательно получается циклические коды. 

Если mq 2 , то говорят о коде РС над полем )2( mGF , то есть его кодовыми 
символами являются элементы этого поля. В этом случае в выражении (40) 
используется операция сложения по модулю два. Коэффициенты 
порождающего полинома также будут элементами поля )2( mGF . 

Рассмотрим код РС (7,3). Символами этого кода являются элементы поля 
)8(GF )2( 3GF . Число проверочных символов 437 r . Следовательно, 

кратность исправляемой ошибки 2и , кодовое расстояние равно 5. Число 
разрешенных кодовых комбинаций равно 51229  . Порождающий полином 
имеет степень 4r . Определим порождающий полином при 10 m : 

 
))()()(()( 432   xxxxxg .  (40) 

 
После проведения умножения в (40) получим: 
 

))()()(()( 7432322   xxxxxg .   (41) 
 

При проведении операции умножения и сложения с элементами поля 
)2( mGF  следует выбрать примитивный полином степени m . Для поля )2( 3GF  

выберем полином 13  xx - это примитивный полином над полем )2(GF . 
Корнем этого полинома является элемент  , следовательно, 013   и для 
последовательных степеней элемента   можно записать выражения, 
приведенные в табл. 3.3. Тогда 

 
,42       ,13   

.)1( 6343     (42) 
 

Продолжаем преобразования порождающего полинома 
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  (43) 

 
Кодирующее устройство содержит четыре трехразрядных ячейки 

регистра сдвига. На схеме не показаны ключи, которые необходимо 
использовать для получения систематического кода, обращается внимание 
только на связи регистра с сумматором по модулю два. На вход сумматора 
подаются 32 -ичные символы информации. Элемент  , записанный в какую-то 
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ячейку регистра, можно с помощью степенного базиса 2,,1   записать в виде 
.2

210    
 

Таблица 3.3 
Полиномиальное и двоичное представления степеней элемента  - корня 

примитивного полинома 13  xx  в поле )2( 3GF  
 

i  Полиномиальное 
представление 

Двоичное 
представление 

6

5

4

3

2

1

0














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1

1

1

2

2

2

2
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
















 

101
111
110
011
100
010
001

 

 
В соответствии с полученным полиномом можно построить кодирующее 

устройство, структурная схема которого представлена на рис. 3.8. 
 
 

3 3

 
 

Рис. 3.8. Кодирующий регистр РС кода 
 
Коэффициенты 210 ,,   являются элементами поля )2(GF  и принимают 

значения 0 или 1. В первом разряде регистра содержится значение 0 , во 
втором разряде - значение 1 , в третьем - 2 . Рассмотрим, что означает 
умножение элемента   на 3  и  . 
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Это выражение определяет связи третьей ячейки регистра сдвига с 
сумматором по модулю два. На первый разряд сумматора подается выход 2  
третьего разряда третьей ячейки, на вход второго разряда сумматора - сумма 

)( 20    выходов первого и третьего разрядов, а на третий разряд сумматора 
подается выход 1  второго разряда третьей ячейки регистра. 
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 (45) 

 
Это выражение определяет связи первой и четвертой ячеек регистра 

сдвига с сумматором: на вход первого разряда сумматора подается сумма 
)( 20    выходов первого и третьего разрядов ячейки регистра, на вход второго 

разряда сумматора подается сумма )( 210    выходов всех трех разрядов, а на 
вход третьего разряда сумматора - сумма )( 21    выходов второго и третьего 
разрядов ячейки регистра. 

С учетом выражений (44) и (45) схему кодирующего устройства РС кода 
(7.3) можно представить в виде, приведенном на рис. 3.9. 
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Рис. 3.9. Кодирующее устройство РС кода 
 

Порождающий полином запишем в виде q -ичного представления: 
 

3332334 11)(   xxxxxg .    (46) 
 
Двоичное представление получим, если элементы q -ичного представления 

заменить их двоичным представлением в соответствии с табл. 3.3: 
 

011101100101011)( 33  xg . (47) 
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Двоичное представление запишем в виде полинома. Получим 
порождающий полином кода РС над полем )2(GF  

 
1)( 4681012  xxxxxxxg .  (48) 

 
В соответствии с этим полиномом кодирующее устройство строится на 12- 

разрядном регистре сдвига так же, как и для любого двоичного циклического 
кода. Длина 2n  двоичного РС кода и число 2k  информационных символов 
определяются по формулам: 

 
,log2 qnn    .log2 qkk    

 
В рассматриваемом примере q -ичный РС код преобразуется в двоичный 

код (21,9), кодовое расстояние двоичного кода больше или равно пяти. 
 
3.1.7. Порядок определения порождающего полинома РС-кода и 

составления структурной схемы кодирующего устройства 
 

1. Для заданного кода ( dkn ,, ) определить поле )(qGF , 1 nq , элементы 
которого являются кодовыми символами. 

2. Определить число проверочных символов 
knr  , (49) 

то есть степень порождающего полинома, число его корней. 
3. Записать порождающий полином в виде произведения двучленов в 

соответствии с формулой (30), положив 00 m  или 1. В формуле (30) в 
двучленах используется операция суммирования по модулю два, если 
выбранное поле имеет характеристику 2, то есть kq 2 , k - целое, 
положительное число. 

4. Выбрать примитивный полином поля )(qGF , обратившись к 
приложению  учебного пособия [22]. Записать степенное, полиномиальное и 
двоичное представления примитивного элемента аналогично тому, как это 
сделано в табл. 3.3. 

5. Преобразовать выражение для порождающего полинома, чтобы его 
коэффициенты были степенями   примитивного полинома )(qGF . Сначала 
надо перемножить двучлены, затем преобразовать коэффициенты с 
использованием матрицы, полученной в предыдущем пункте. 

6. Начертить структурную схему связей регистра с сумматором 
аналогично тому, как это сделано на рис. 3.8 для кода (7,3). 

7. Выбрать базис, с его помощью записать элемент   поля )(qGF . 
8. Провести умножение элемента  на коэффициенты порождающего 

полинома, отличные от 0 или 1. Результат перемножения представить в 
выбранном базисе. 
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9. Нарисовать структурную схему кодирующего устройства с учетом 
результатов, полученных в предыдущем пункте. Схема должна иметь вид, 
аналогичный представленному на рис. 3.9. 

10. Указать информационные характеристики кода и его 
корректирующие способности. 

 
3.2. Элементы теорий конечных полей 

 
В структуре псевдослучайных последовательностей существуют особые 

закономерности, которые вытекают из их построения на основе конечных по-
лей или их групп. Конечными полями являются множества номеров элементов 
псевдослучайной последовательности, а саму двоичную псевдослучайную по-
следовательность можно рассматривать как полученную в результате сопостав-
ления 0 или 1 элементам с определенными номерами. 

В этой главе дается краткое математическое введение в теорию конечных 
полей и групп. Изложение ведется описательно, со множеством примеров, до-
казательства основных положений опущены. Автор пытается изложить матери-
ал так, чтобы он был понятен для инженеров-радистов, не знакомых с теорией 
конечных полей. В главе вводятся понятия конечных полей - расширенных и 
простых, мультипликативных и аддитивных групп, первообразного и прими-
тивного элементов, а также смежных и сопряженных классов. 

 
3.2.1. Конечные поля 

 
Классическое определение поля [13]:  
Поле - это множество элементов, на которых заданы операции умно-

жения и сложения, удовлетворяющие законам замкнутости, ассоциативно-
сти, коммутативности и дистрибутивности. 

Поясним эти законы, обозначив элементы поля через а, b и c, знаки ум-
ножения и сложения - общим знаком композиции *. 

Замкнутость: если aM и bM, то существует единственный элемент 
cM: c=a*b. Из этого следует, что среди элементов поля должен быть единич-
ный элемент e, такой, что a*e=a, а также наличие обратного элемента Ma   та-
кого, что a*ā=e. 

Ассоциативность: (а*b)*c = a*(b*c). 
Коммутативность: a*b=b*a. 
Дистрибутивность: a·(b+c)=a·b+a·c. 
При рассмотрении полей применительно к псевдослучайным последова-

тельностям будем иметь дело со множествами чисел, для которых безусловно 
выполняются законы ассоциативности, коммутативности и дистрибутивности. 
В этом случае остается проверять только закон замкнутости, выполнение кото-
рого сводится к наличию единичного е и обратных элементов (по умножению 
ā=-a-1, по сложению ā=-a). Поэтому в нашем случае определение поля упроща-
ется. 
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Поле - это множество элементов, для которых заданы операции сложе-
ния и умножения, обязательно имеется единичный элемент, и для каждого 
элемента (кроме нулевого) среди элементов поля имеется обратный элемент. 

Задание операций сложения и умножения означает, что если элементы a 
и b принадлежат полю G (aG и bG), то a+bG и a·bG. Единичный эле-
мент е определяется выражением a*e=a, где композиция * означает сложение 
или умножение. Единичный элемент относительно операции умножения есть 
«1», а относительно операции сложения – «0». Понятие обратного элемента ā 
вытекает из равенства a*ā=e. О нем есть смысл говорить относительно опера-
ции умножения a·ā =1, то есть ā=-a-1. Относительно операции сложения обрат-
ным элементом ā является элемент -a, что вытекает из равенства a+ā =0 (0 - 
единичный элемент относительно сложения). 

Примерами полей являются: 
- поле действительных чисел Q, 
- поле рациональных чисел R,  
- поле комплексных чисел С. 

Они содержат 0 и 1 - единичные элементы соответственно по сложению и 
умножению, сумма и произведение любых двух элементов любого из этих по-
лей также принадлежит этому полю, и каждый элемент имеет обратный. 

Особую важность для теории кодирования и псевдослучайных последо-
вательностей имеют конечные поля. 

Конечное поле - поле, содержащее конечное число элементов. Конечные 
поля называются полями Галуа по имени их первого исследователя Эвариста 
Галуа. 

Число элементов в поле называется его порядком. Приведенные выше в 
качестве примера поля действительных, рациональных и комплексных чисел 
имеют бесконечный порядок. Число элементов любого поля Галуа (его поря-
док) есть степень рm некоторого натурального простого числа р, являющегося 
характеристикой этого поля. Для любого натурального простого числа р и лю-
бого натурального m существует поле из рm элементов. Его обозначают GF(рm). 
Поле GF(рm) содержит в качестве подполя GF(рn)   в том и только в том случае, 
если m делится на n, что обозначается n│m – n делит m. 

Пример 1. В поле GF(24) существуют два подполя GF(2) и GF(22). 
B любом поле GF(рm) содержится подполе GF(p), называемое  простым  

полем  характеристики р (р - простое число). 
Поле GF(рm) называется расширением простого поля GF(P), так как рас-

ширенное поле - это поле, содержащее данное поле в качестве подполя.  
Так, в соответствии с примером 1.1 поле GF(24)  можно рассматривать как 

расширение полей GF(2) или GF(22). Из этих двух полей первое является про-
стым полем характеристики 2, а второе, в свою очередь, может рассматриваться 
как расширение простого поля GF(2). 

Элементами простого поля являются целые числа по модулю простого 
числа р. 
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Здесь надо пояснить, как вычисляется число по модулю и что такое выче-
ты. Для этого надо использовать теорию сравнения целых чисел [22]. 

Сравнение целых чисел a и b по модулю k (k - любое целое положитель-
ное число) записывается в виде a≡b(mod k), оно эквивалентно равенству a-
b=r·k, то есть b можно рассматривать как остаток от деления a на модуль k (r - 
целое число). Так  

2=0 mod 2, 15=5 mod 10, 23=2 mod 7, -2=5 mod 7, -23=2 mod 7. 
Все целые числа a такие, что a≡b(mod k) при фиксированном  b   образу-

ют класс чисел по модулю k, который обозначается, через { b }  или b(mod k). 
Всем числам этого класса соответствует один и тот же остаток b, и можно по-
лучить все числа класса (их количество бесконечно), если в формуле b+r·k за-
ставить r пробегать все целые числа (положительные и отрицательные). Соот-
ветственно k различным значениям b имеем k классов чисел по модулю k. 

Рассмотрим случай k=3. Имеем три класса чисел по модулю 3: 
{ 0 } = {…-9, -6, -3, 0, 3, 6,…},  { 1 } = {-8, -5, -2, 1, 4, 7,…}, 
{ 2 } = {…-7, -4, -1, 2, 5, 8,…}. 
Любое число класса называется  вычетом по модулю k по отношению ко 

всем числам этого класса. Из свойств сравнений известно, что если x≡a(mod k), 
а y≡b(mod k), то x+y≡a+b(mod k), x·y≡a·b(mod k). Тем самым определены опе-
рации сложения и умножения классов вычетов по модулю k : 

{ a }+{ b }={ a+b }, { a }·{ b }={ a·b }. 
Взяв от каждого класса по вычету, получим полную систему вычетов. 

Чаще всего в качестве представителей классов вычетов берут наименьшие 
неотрицательные вычеты 0,1, ...,(k-1). Полная система вычетов по модулю 
простого числа р (k=р) удовлетворяет всем законам поля, и поэтому можно ут-
верждать, что простое поле характеристики р изоморфно (Изоморфизм - соот-
ветствие между объектами, в данном случае между полями, выражающее в 
некотором смысле тождество их строения)  полю вычетов по модулю р. При-
веденная выше полная система вычетов по модулю 3 дает простое поле GF(3) 
=(0, 1, 2 ) характеристики 3. 

Пример 2. Представить классы вычетов по модулю чисел 7 и 10. Пока-
зать, что полная система вычетов по модулю 7 (7-простое число) является по-
лем, а по модулю 10 - нет (10=5·2 - не является простым числом).  

Классы вычетов по модулю простого числа 7:  
{ 0 } = {-14, -7, 0, 7, 14, …},  { 1 } = {-13, -6, 1, 8, 15, …},   
{ 2 } = {-12, -5, 2, 9, 16, …},  { 3 } = {-11, -4, 3, 10, 17, …},  
{ 4 } = {-10, -3, 4, 11, 18, …},  { 5 } = {-9, -2, 5, 12, 19, …},  
{ 6 } = {-8, -1, 6, 13, 20, …}. 
Полная система вычетов 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Проверим, выполняются ли для 

этого множества законы поля. Среди элементов этого множества имеются эле-
менты 1 и 0 - единичные элементы относительно операций соответственно ум-
ножения и сложения. Любая сумма и произведение элементов приводят к эле-
ментам того же множества. Приведем некоторые примеры: 
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3+4 = 7 =0(mod 7), 5+6 = 11 = 4(mod 7), 6+6 = 12 = 5(mod 7),   
3+6 = 9 =2(mod 7); 
3·4 = 12 = 5(mod 7), 5·6 = 30 = 2(mod 7), 6·6 = 36 = 1(mod 7),  
3·6 = 18 =4(mod 7), 4·2=1(mod 7). 
Напоминаем, что определение числа по какому-то модулю - это опреде-

ление остатка от деления числа на этот модуль. 
Вычисление обратного элемента следует проводить по формуле 

ā=1/a=(1+r·k)/a, в которой учитывается, что число 1 может быть представите-
лем любого числа 1+r·k класса вычетов {1}. Тогда 
1 1,  2 2,  3 3,  4 4,  5 5,  6 6      , то есть все элементы, кроме 0, имеют об-
ратные элементы. Все это позволяет назвать полную систему вычетов 0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6 по модулю 7 полным конечным полем характеристики 7: GF(7)=(0, 1, 2, 
3, 4, 5, 6). 

Рассмотрим полную систему вычетов по модулю 10:  
{ 0 } = {-20, -10, 0, 10, 20, …}, { 1 } = {-19, -9, 1, 11, 21, …},  
{ 2 } = {-18, -8, 2, 12, 22, …}, { 3 } = {-17, -7, 3, 13, 23, …}, 
{ 4 } = {-16, -6, 4, 13, 24, …}, { 5 } = {-15, -5, 5, 15, 25, …},  
{ 6 } = {-14, -4, 6, 16, 26, …}, { 7 } = {-13, -3, 7, 17, 27, …},  
{ 8 } = {-12, -2, 8, 18, 28, …},  { 9 } = {-11, -1, 9, 19, 29, …}. 
В качестве представителей классов вычетов возьмем, как и в предыдущем 

случае, наименьшие положительные значения вычетов 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 
Это множество элементов уже не будет полем. Хотя в результате сложения и 
умножения по модулю 10 любых элементов получатся элементы, принадлежа-
щие этому же множеству, обратные  элементы по умножению будут иметь не 
все элементы, отличные от 0. Так, например, элементы 2, 4, 5 не будут иметь 
обратных элементов, так как ни при каком r  не делится (1+10·r) на 2, 4 и 5. 

Для любого натурального простого р и любого натурального m существу-
ет единственное с точностью до изоморфизма поле из рm элементов. Для опре-
деления элементов расширенного поля GF(pm) используются полиномы пере-
менной x степени не выше m-1 с коэффициентами из поля GF(p). Число слагае-
мых в каждом полиноме равно m (переменная x в степенях от 0 до m-1), коэф-
фициенты при x могут принимать одно из р значений. Следовательно, такие по-
линомы определят все рm элементов расширенного поля. 

Приведем пример расширения GF(23) степени 3 простого поля GF(2). 
Элементами поля GF(2) будут 0 и 1. Эти элементы будут элементами и поля 
GF(23). Кроме того, его элементами также будут все возможные полиномы сте-
пени не выше 2. Таким образом, поле GF (23) будет содержать элементы: 0, 1, х, 
1+х, 1+х+х2, 1+х2, х+х2, х2. Мы задали множество из 23 элементов. Но пока это 
множество еще не является полем, так как не определены между его элемента-
ми операции сложения и умножения. Для этого надо задать полином степени m 
(в нашем случае m=3), по модулю которого будут проводиться вычисления при 
сложении и умножении. По аналогии с простым полем Галуа GF(р), элемен-
тами которого является полная система вычетов по модулю числа p, элемента-
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ми расширения GF(pm) степени m простого поля GF(р) является полная система 
вычетов по модулю полинома степени m, неприводимого над полем GF(p).  

Полином Р(x) степени m>1 с коэффициентами из поля GF(p) неприводим 
над полем GF(р), если он не может быть представлен в виде произведения по-
линомов меньшей степени над полем GF(р). 

 Поясним понятие вычетов по модулю какого-то полинома. 
Сравнение полиномов  А (х) и B(x) по модулю Р(x) 
 

A(x)≡B(x)(mod P(x))  (50) 
 

эквивалентно равенству А(x)-В(x)=K(x)P(x) для некоторого полинома 
К(x). Все операции с коэффициентами при x в одинаковых степенях проводятся 
по модулю р - характеристики простого поля GF(p), элементы которого исполь-
зуются в качестве коэффициентов в полиномах, В(x) - это остаток от деления 
полинома A(x) на полином Р(x). Все полиномы А(x) над полем GF(р), которые 
при делении на P(x) дают один и тот же остаток, образуют класс вычетов поли-
номов по модулю Р(x). Обычно в качестве представителя класса вычетов по мо-
дулю полинома берется полином наименьшей степени R(x) , класс вычетов обо-
значается {R(x)} или R(x) (mod Р(x)). 

В соответствии со свойством сравнений, если  
A(x)≡R1(x)(mod Р(x)) и B(x)≡R2(x)(mod Р(x)), то  
A(x)+B(x)≡R1(x)+R2(x)(mod Р(x)) и A(x)·B(x)≡R1(x)·R2(x)(mod Р(x)).  
Тем самым определены операции сложения и умножения классов вычетов 

по модулю полинома P(x): 
{ R1(x) }+{ R2(x) }={ R1(x)+R2(x) }, 
{ R1(x) }·{ R2(x) }={ R1(x)·R2(x) }. 
Если полином Р(x) является неприводимым над полем GF(p), то полная 

система вычетов по модулю этого полинома образует конечное поле GF(pm), m 
- степень полинома Р(x). 

Для определения поля GF(23) зададим операции сложения и умножения 
по неприводимому полиному x3+x+1. Кстати, для m=3 существует еще один не-
приводимый полином x3+x2+1, а два других возможных полиномов 3-ей степе-
ни не являются неприводимыми x3+x2+x+1=(x+1)(x2+1), x3+1=(x+1)3, так как они 
могут быть представлены в виде произведения полиномов меньшей степени. 

 
Таблица 3.4 

Сложение в поле GF(23) по модулю полинома x3+x+1 
+ 1 x 1+x x2 1+x2 1+x+x2 x+x2 

1 0 1+x x 1+x2 x2 x+x2 1+x+x2 
x 1+x 0 1 x+x2 1+x+x2 1+x2 x2 

1+x x 1 0 1+x+x2 x+x2 x2 1+x2 
x2 1+x2 x+x2 1+x+x2 0 1 1+x X 

1+x2 x2 1+x+x2 x+x2 1 0 x 1+x 
1+x+x2 x+x2 1+x2 x2 1+x x 0 1 

x+x2 1+x+x2 x2 1+x2 x 1+x 1 0 
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Таблица 3.5 
Умножение в поле GF(23) по модулю полинома x3+x+1 

  1 x 1+x x2 1+x2 1+x+x2 x+x2 

1 1 x 1+x x2 1+x2 1+x+x2 x+x2 
x x x2 x+x2 1+x 1 1+x2 1+x+x2 

1+x 1+x x+x2 1+x2 1+x+x2 x2 x 1 
x2 x2 1+x 1+x+x2 x+x2 x 1 x2+1 

1+x2 1+x2 1 x2 x 1+x+x2 x+x2 1+x 
1+x+x2 1+x+x2 1+x2 x 1 x+x2 1+x x2 

x+x2 x+x2 1+x+x2 1 1+x2 1+x x2 x 
 
Из таблиц 3.4 и 3.5 видно, что  умножение и сложение элементов поля 

приводит к элементам этого поля, то есть в поле GF(23) заданы операции умно-
жения и сложения. В табл. 3.4 и 3.5 элемент 0 не приводится, так как операции 
с ним однозначно определены как А(x)+0=А(x) и А(x)·0=0  и не зависят от вида 
неприводимого полинома. 

При смене полинома изменится только таблица умножения. Например, 
для неприводимого полинома x3+x2+1 умножение элементов GF(23) даст ре-
зультаты: (1+x)·x2=1, (1+x2)·(1+x)=x, (1+x2)·(1+x2)=x2+x. Поясним подробнее 
процесс умножения полиномов по модулю какого-то полинома:  
(1+x+x2)·(x+x2)=x+x2+x3+x2+x3+x4=x+x4. Здесь мы провели сложение по модулю 
р=2 коэффициентов при одинаковых степенях x. 

Теперь надо определить остаток от деления на неприводимый полином. 
        

          x4+x        x3+x+1                         x4+ x      x3+x2+1 
         +    x4+x2+x    x                                +x4+x3+x   x+1 

     x2                                            x3 

                                                                 + x3+x2+1 
                                                                          x2+1     
 

Деление проводится как деление обычных многочленов, но вычитание 
коэффициентов при x в одинаковых степенях должно проводиться по модулю 
простого числа р. В рассматриваемом случае р=2, при использовании этого мо-
дуля операции сложения и вычитания эквивалентны  1+1=0(mod 2), 1-1=0, 
0+1=1, 0-1=р-1=2-1=1(mod 2) - в последнем выражении 0 заменяется на р=2, так 
как р=0(mod p). При определении остатка  при делении вычитание заменено 
суммированием по модулю два. Следовательно,  

 
(1+x+x2)·(x+x2)=x2(mod(x3+x+1))=(1+x2)(mod(x3+x2+1)). 

 
Остаток от деления можно определить и по-другому. Из этого следует, что по-
лином B(x)=A(x)-K(x)·P(x), где А(x) - исходный полином, степень которого вы-
ше степени В(x),  

Р(x) -  полином,   по модулю которого вычисляется А(x),  
К(x) - какой-то полином.  
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Если используют полиномы над полем GF(2), то есть коэффициенты при пере-
менных являются элементами 0 и 1 этого поля и сложение их проводится по 
модулю два, то можно записать: 

B(x)=A(x)+K(x)·P(x).  
Для вычисления полинома В(x) , являющегося вычетом по модулю P(x)  

полинома A(x), надо к А(x) прибавить полином Р(x), умноженный на какой-то 
полином К(x) , который, выбирается так, чтобы степень В(x) была меньше сте-
пени полинома Р(x). Например, преобразование полинома x4+x можно провести 
следующим образом: 

 
x4+x=x4+x+x(x3+x+1)=x2(mod(x3+x+1)), 
x4+x=x4+x+x(x3+x2+1)=x3+(x3+x2+1)=x2+1(mod(x3+x2+1)). 
 
Если степень исходного полинома высокая, то обычно понижают ее по-

степенно, как это сделано в последнем примере. 
При оперировании с полиномами над простым полем характеристики р 

для упрощения вычислений можно использовать соотношение (a+b)p=ap+bp, 
которое удовлетворяется при любом числе слагаемых p p( )a ak k  . Поэтому 
при составлении табл. 3.5 (р=2) можно сразу написать для произведения 
(1+x+x2)·(1+x+x2)=1+x2+x4 и далее понижать степень, как было указано выше. 

Число элементов конечного поля является степенью его характеристики 
р и не может быть равно другому числу. Следовательно, поля GF(рm) исчерпы-
вают все возможные поля. При m=1 получаем простое поле GF(p). 

 
3.2.2. Мультипликативная структура конечных полей 
 
Сначала введем понятие группы. 
Группа - это множество элементов, для которых задана ассоциативная 

операция, имеется единичный элемент и для каждого элемента имеется обрат-
ный элемент. Если в группе определена операция сложения, то группа называ-
ется аддитивной. Если задано умножение - то мультипликативной. Группа, 
имеющая конечное число элементов, называется конечной. Она обозначается 
как G(a, b, c,...). Число элементов в группе называется ее порядком. 

В конечном поле можно выделить аддитивную и мультипликативную 
группы.  

Все элементы любого конечного поля образуют аддитивную группу. По-
рядок аддитивной группы совпадает с порядком поля. Мультипликативная 
группа включает все элементы поля, кроме нулевого, поэтому ее порядок на I 
меньше порядка поля. 

Наиболее интересна мультипликативная группа поля. Перейдем к ее рас-
смотрению. 

Определение операции умножения на элементах поля означает, что если 
GF( )a q , то это поле должно содержать и a·a=a2 , a2·a=a3 и так далее. Иначе, по-
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ле должно содержать все степени любого своего элемента. Должен существо-
вать такой наименьший положительный показатель степени ε, что aε=1, тогда 
aε+k=ak и ε называется  периодом элемента a. Все элементы ak, 0, 1k   , различ-
ны. Так как порядок мультипликативной группы поля GF(q) равен q-1, то мак-
симально возможный период элемента поля 

εmax=q-1.  (51) 
Если известен период ε произвольного элемента a поля GF(q), то можно 

определить период элемента ak, он будет равен ε/(ε,k), где (ε,k) - наименьший 
общий делитель чисел ε и k. Период ε любого ненулевого элемента поля GF(q) 
всегда делит порядок мультипликативной группы поля q-1: ε/q. 

Элемент a, имеющий максимально возможный период εmax=q-1, называет-
ся первообразным элементом поля GF(q). Обозначим его через α. Степени α0, 
α1,…, αq-2 различны и пробегают все ненулевые элементы поля GF(q). Поэтому 
первообразный элемент является образующим элементом мультипликативной 
группы G поля GF(q): 

0 1 -2
G={α ,α ,...,α },

0 1 -2
GF( )={0,α ,α ,...,α }.

q

q
q  

Все k-е степени первообразного элемента αk также являются первообраз-
ными элементами этого поля, если k и q-1 взаимно простые числа, то есть, (k,q-
1) =1. Число чисел, взаимно простых с q-1 и не превосходящих q-1, определяет-
ся функцией Эйлера φ(q-1). Следовательно, в поле GF(q) имеется φ(q-1) перво-
образных элементов.  

Элемент поля, мультипликативно обратный первообразному, тоже явля-
ется первообразным. 

Пример 3. Определить периоды элементов поля GF(7) и найти его перво-
образные элементы. 

Поле GF(7)={ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 }   имеет мультипликативную группу G={ 1, 
2, 3, 4, 5, 6 } порядка 6. Элементы этой группы могут иметь максимальный пе-
риод εmах=6, а также меньшие периоды ε=1, 2, 3. Число элементов максимально-
го периода, т.е. первообразных элементов, определяется функцией Эйлера 
φ(6)=2. Для определения периодов элементов поля составим табл. 3.6.  

 
Таблица 3.6  

Степени элементов a 
a {ak,k=0,1,…} ε 
1 1, 1, … 1 
2 1, 2, 4, 1, … 3 
3 1, 3, 2, 6, 4, 5, 1, … 6 
4 1, 4, 2, 1, … 3 
5 1, 5, 4, 6, 2, 3, 1, … 6 
6 1, 6, 1, … 2 
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Из таблицы видно, что первообразными элементами являются элемент 3 
и обратный ему 5, имеющие максимальный период 6, совпадающий с порядком 
мультипликативной группы поля GF(7). Степени этих элементов пробегают все 
элементы мультипликативной группы, но в различной последовательности. Об-
ращаем внимание на то, что период ε=3 также имеют два элемента: 2 и обрат-
ный ему 4 (см. пример 2). Периоды 1 и 2 имеют соответственно элементы 1 и 6, 
так как число чисел, взаимно простых с 1 и 2, равно 1. 

В расширении любой степени m GF(рm) любого простого поля GF(p) все 
pm-1 элементов, отличных от 0, образуют циклическую мультипликативную 
группу, ее порядок pm-1: все элементы этой группы можно представить как раз-
личные степени первообразного элемента, или, как его еще называют, прими-
тивного корня α. Степени αk, (k,pm-1)=1, также являются первообразными эле-
ментами расширенного поля GF(pm), их число равно φ(pm-1). Таким образом, 
для любого расширенного поля GF(pm) существуют φ(pm-1) первообразных эле-
ментов. 

Пример 4. Найти период элемента x поля GF(23) с неприводимым поли-
номом x3+x+1 (все возможные элементы мультипликативной группы этого поля 
приведены в первой строке табл. 3.1 и 3.2). 

Запишем последовательные степени  x и найдем их вычеты по модулю 
полинома  x3+x+1: x0, x, x2, x3=x+1, x4=x2+x, x5=x2+x+1, x6=x2+1, x7=1. Видим, что 
период элемента x равен εmax=7. Степени xk, 1,6k  , пробегают все отличные от 0 
элементы поля, следовательно, x является первообразным элементом поля. По-
казатели степени k первообразного элемента x, 1,6k  , все являются взаимно 
простыми с периодом мультипликативной группы 7, поэтому все степени xk, 

1,6k   являются первообразными элементами поля GF(23). Всего имеется φ(23-
1)=φ(7)=6 первообразных элементов. 

Рассмотрим пример определения первообразных элементов расширенно-
го поля 

Пример 5. Определить первообразные элементы (примитивные корни) 
расширенного поля GF(24) с неприводимым полиномом x4+x+1. 

Запишем последовательные степени x и найдем их вычеты по модулю по-
линома x4+x+1 (табл.3.2.4). Число первообразных элементов φ(15)=8. Элемент x 
является первообразным элементом расширенного поля GF(24), так как его пе-
риод равен pm-1=15. Первообразными элементами также являются x2, x4=x+1, 
x7= x3+x+1, x8=x2+1, x11=x3+ x2+x, x13=x3+x2+1, x14=x3+1, так как эти показатели 
степеней x не имеют общих делителей с 15. Образующим элементом мультип-
ликативной группы расширенного поля GF(24) может быть любой из приведен-
ных первообразных элементов.  

Но 3, 5, 6, 9, 10, 12-я степени первообразных элементов будут иметь 
меньший период и не будут первообразными элементами расширенного поля 
GF(24): 3, 6, 9 и 12-я степени любого первообразного элемента будут иметь пе-
риод 15/3 =5, а 5 и 10-я - 15/5=3. Первообразные элементы расширенного поля 
обозначаются через α. 
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Таблица 3.7 
xk и их вычеты по модулю полинома x4+x+1 

xk xk(mod(x4+x+1)) 

x0 1 
x1 x 
x2 x2 
x3 x3 
x4 x+1 
x5 x2+x 
x6 x3+x2 
x7 x3+x+1 
x8 x2+1 
x9 x3+x 
x10 x2+x+ 1 
x11 x3+x2+x 
x12 x3+x2+x+ 1 
x13 x3+x2+1 
x14 x3+1 
x15 1 

 
Если в табл. 3.7 заменить x на α, то эта таблица будет верна для любого 

первообразного элемента, определенного выше: x2, x4, x7, x8, x11, x13, x14. 
В мультипликативной группе можно выделить подгруппы, если в группе 

имеются элементы, период которых меньше εmax. Подгруппа g - это часть 
группы, которая обладает свойствами группы, то есть в ней определена ассо-
циативная групповая операция, имеется единичный элемент и для каждого 
элемента обратный.  

Например, для расширенного поля GF(24) , элементы которого приведены 
в табл.1.4., подгруппами могут быть множества элементов:  x0=1, x5=x2+x, 
x10=x2+x+1 (период 3) и x0 =1, x3, x6=x3+x2, x9=x3+x (период 5). 

Пример 6. Определить все подгруппы мультипликативной группы, поля 
GF(7). 

Воспользуемся результатами примера 3. Образующими  элементами 
мультипликативных подгрупп могут быть 1, 2, 4, 6. Эти элементы имеют пери-
од, меньший εmax=6. Подгруппы с образующими 2 и 4 имеют одни и те же эле-
менты. Таким образом, в мультипликативной группе поля GF(23) можно выде-
лить 3 мультипликативные подгруппы: 

g1={ 1 }, g2={ 1, 2, 4 }, g3={ 1, 6 }. 
Здесь следует заметить, что мультипликативная группа поля GF(23), рас-

смотренная в примере 1.4, не имеет подгрупп, так как все ее элементы имеют 
максимальный период, являются первообразными элементами. 
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Введем понятие смежных классов. Пусть G={ a1, a2,…} - мультиплика-
тивная группа и g={ g1, g2,… } - ее подгруппа. Тогда множество элементов ви-
да a·gi, где gi принимает значения из g и  a - фиксированный элемент G, называ-
ется смежным классом по g и обозначается ag. Из определения следует, что 
смежный класс по g и подгруппа g содержат одинаковое число элементов. Кро-
ме того, если у двух классов оказался общий элемент, то они совпадают. Эле-
мент ak, принадлежащий смежному классу akg называется образующим элемен-
том этого смежного класса. В качестве образующего может быть выбран любой 
элемент смежного класса. 

Группу G можно представить как объединение непересекающихся смеж-
ных классов  

G={a1g}+{a2g}+…+{akg}.  (52) 
Здесь символ сложения следует рассматривать как символ объединения. 

Представление (1.3) называется разложением группы на смежные классы. 
Пример 7. Представить разложение на смежные классы мультипликатив-

ной группы поля GF(7). 
Из решения примера 1.6 можно взять подгруппы { 1, 6 } и { 1, 2, 4 }, по 

которым можно разложить мультипликативную группу на смежные классы. 
Первую подгруппу, состоящую из одного элемента { 1 }, брать нет смысла, так 
как смежные классы будут состоять из одного элемента. 

Следует пояснить образование смежных классов (образующим элементом 
является 1). При определении других смежных классов в качестве образующих 
элементов выбирают элементы поля, которые не входят ни в один из уже опре-
деленных смежных классов. 

Рассмотрим смежные классы по подгруппе g={ 1, 6 }. Одним из смежных 
классов является подгруппа { 1.6 } (её элементы умножены на 1 - первый эле-
мент мультипликативной группы). Второй смежный класс получим умножени-
ем элементов подгруппы { 1, 6 } на 2 - второй элемент группы: { 2·1, 2·6 
}={ 2, 5 }, Третий смежный класс получим умножением элементов подгруппы 
{1,6} на 3 – третий элемент группы: { 3·1, 3·6 }={ 3,4 }. Дальнейшее умножение 
на элементы группы 4, 5, 6 проводить не будем, так как эти элементы уже вхо-
дят в определенные смежные классы. Таким образом получим смежные классы 
по подгруппе { 1, 6 }: { 1, 6 }, { 2, 5 }, { 3, 4 }. Тогда мультипликативную груп-
пу G={ 1, 2, 3, 4, 5, 6 }  можно представить в виде 

G={ 1, 6 }+{ 2, 5 }+{ 3, 4 }. 
Рассмотрим подгруппу {1, 2, 4 }, смежные классы по этой подгруппе { l, 

2, 4 } и { 3, 6, 5 }. Следовательно, G(1, 2, 3, 4, 5, 6)={ 1, 2, 4 }+{ 3, 6, 5 }. 
Пример 8. Представить разложение на смежные классы мультипликатив-

ной группы расширенного поля  GF(24) c неприводимым полиномом  x4+x+1. 
Элементы мультипликативной группы расширенного поля GF(24) будем 

представлять степенями первообразного элемента α. Мультипликативную 
группу поля можно представить в виде степеней α0, α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7, α8, α9, 
α10, α11, α12, α13, α14. 
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Порядок мультипликативной группы 15. Подгруппы могут иметь порядок 
3 или 5. Выберем подгруппу порядка 5: α0, α3, α6, α9, α12. В табл.3.8 приведены 
смежные классы мультипликативной группы поля GF(24) по рассматриваемой 
подгруппе (элементы поля представлены степенями примитивного элемента αk, 
а также вычетами по модулю неприводимого полинома x4+x+1. 

 
Таблица 3.8 

Смежные классы расширенного поля GF(24) 
Подгруппа 1 α3 α6 α9 α12 
 α α4 α7 α10 α13 
 α2 α5 α8 α11 α14 
Подгруппа 1 α3 α3+α2 α3+α α3+α2+α +1 
 α α+1 α3+α+1 α2+α+1 α3+α2+1 
 α2 α2+α α2+1 α3+α2+α α3+1 

 
3.2.3. Алгебраическая структура полей Галуа 
 
Будем рассматривать расширенные поля Галуа, элементы которых пред-

ставляются алгебраическими выражениями. Различные представления элемен-
тов поля Галуа приведены в табл. 3.9 для частного случая GF(24) с неприводи-
мым полиномом x4+x+1. 

Как было определено в примере 5, элементы мультипликативной группы 
поля  GF(24) имеют периоды: 15, 5 и 3. В общем случае любой элемент α мультип-
ликативной группы поля GF(рm), имеющий период ε, удовлетворяет сравнению 

αε≡1  (53) 
Первообразный элемент α имеет максимальный период ε=pm-1 и, следова-

тельно, 

1α 1p  
m

.  (54) 
Остальные элементы расширенного поля Галуа имеют периоды ε, кото-

рые делят период первообразного элемента ε/(pm-l). 
Еcли обозначить (pm-1)/ε=k, то, возведя в k-ю степень обе части сравнения 

(54), получим 
αε·k=αp-1≡1. (55) 

Из (54) и (55) следует, что любой элемент мультипликативной группы 
расширенного поля Галуа удовлетворяет уравнению 

-1 1 0
mpx   , (56)  

а все элементы поля (включая нулевой) - уравнению 

- =0
mpx x . (57) 
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С другой стороны, известно, что полином -
mpx x  можно представить в 

виде произведения неприводимых полиномов, то есть таких, которые не пред-
ставляются в виде произведения полиномов меньшей степени над простым по-
лем GF(р), для которых элементы поля GF(р) не являются корнями. Однако в 
расширенном поле GF(рm) неприводимые над полем GF(р) полиномы уже име-
ют корни, то есть могут обращаться в 0. 

 
Таблица 3.9 

Различные представления элементов поля GF(24) 
 

Номер 
элемен-

та, 
k 

Представление 
степенью, 

αk-1 

Представление в виде 
полинома 

Псевдослучайная 
последовательность 

степени < 4 двоичного 

0     
1 α0                   1 0001 0 
2 αl        α 0010 0 
3 α2        α2 0100 0 
4 α3 α3 1000 1 
5 α4              α+1 0011 0 
6 α5    α2+α 0110 0 
7 α6 α3+ α2 1100 1 
8 α7 α3+       α+1 1011 1 
9 α8 α2 + α 0101 0 
10 α9 α3          + α 1010 1 
11 α10        α2+ α+1 0111 0 
12 α11 α3+ α2+ α 1110 1 
13 α12 α3+ α2+ α+1 1111 1 
14 α13 α3+ α2+     1 1101 1 
15 α14 α3                  +1 1001 1 
16 α15                 1 0001 0 

 
Какие-то k элементов расширенного поля GF(рm) будут корнями только 

одного неприводимого над полем GF(p) полинома степени k, при этом k долж-
но делить m. Если α является корнем неприводимого полинома k -й степени, то 
остальными (k-1) корнями будут 

2 1

α α α, ,..., .
kp p p 

   (58) 
Элементы (58) называются р-сопряженными с α. 
Неприводимые полиномы степени m, которые делят 

1

1
mpx


 , но не делят 
никакой двучлен меньшей степени, называются примитивными полиномами. 
Корни именно этих полиномов имеют максимальный период рm-1 и называются 
примитивными элементами. По-другому примитивный элемент называют при-
митивным корнем, так как он определяется как корень степени рm-1 из 1 (в со-
ответствии с формулой (58)). Число примитивных элементов определяется 
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функцией Эйлера φ(рm-1), а число примитивных полиномов в m раз меньше - 
φ(pm-1)/m, так как каждый примитивный полином имеет m различных корней. В 
разложении полинома 1

1
mpx


  на множители могут встречаться и другие поли-
номы степени m, но они не будут примитивными, хотя и будут неприводимыми 
над полем GF(р). В разложении могут встречаться неприводимые полиномы 
любой степени k, которая делит m: k│m. Сумма степеней всех полиномов долж-
на равняться рm-1. Например, для поля GF(24) 

 
x16+x=x·(x+1)(x2+x+1)(x4+x3+x2+x+1)(x4+x+1)(x4+x3+1). 

 
Все полиномы в этом разложении являются неприводимыми над полем 

GF(2), но только два последних являются примитивными в поле GF(24). Поли-
ном x4+x3+x2+x+1 не является примитивным, так как делит без остатка x5+1: 
(x5+1)/(x4+x3+x2+x+1)=x+1. Степени полиномов могут быть 1, 2 и 4, так как они 
должны делить m=4.  

В общем случае корни полинома степени k будут иметь период, который 
определяется как наименьшее значение степени n, при которой двучлен xn-1 
делится на этот полином без остатка. Так, полином x+1 делит x+1, следова-
тельно, период элемента, являющегося корнем полинома x+1=0, равен 1. Поли-
ном x2+x+1 делит без остатка x3+1, следовательно, его корни имеют период 3, а 
корни полинома x4+x3+x2+x+1 имеют период 5. Примитивные полиномы x4+x+1 
и x4+x3+1 делят без остатка  только x15+1,  их корни имеют максимальный пери-
од 15. 

Элементы поля, являющиеся корнями одного полинома, называются со-
пряженными. Все элементы поля можно распределить на классы эквивалентно-
сти (сопряженности), в каждом классе объединяются сопряженные элементы. 
Классы сопряженности обозначим через Аi , где индекс i определяется показа-
телем степени примитивного элемента, входящего в этот класс. Например, для 
поля GF(24) будут следующие классы сопряженности: 

0 1 2 4 8 7 14 13 11
0 1 7

3 6 12 9 5 10
3 5

A α  A α α α α  A (α , α , α , α ),

A α α α , α ), A α α ).

( ), ( , , , ),    

( , ,  ( ,  

Рассмотрим подробнее объединение элементов мультипликативной 
группы поля GF(24) в классы сопряженности. 

Пример 9. Определить классы сопряженных элементов мультиплика-
тивной группы поля GF(24). 

Обозначим, как и прежде, через α какой-то первообразный элемент поля 
GF(24), который теперь будем называть примитивным. Предположим: α явля-
ется корнем примитивного полинома x4+x+1.  

Корнями этого же полинома так же будут α2, α4, α8, всего 4 корня. Вто-
рой примитивный полином является обратным первому, то есть коэффициенты 
при xi в первом полиноме будут коэффициентами при xm-i во втором, обратном, 
полиноме. Корнями второго полинома будут элементы мультипликативной 
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группы, обратные корням первого полинома, то есть α14, α13, α11, α7. Напомним, 
что в мультипликативной группе обратный элемент ā=a-1, так, если a=α2, то 
ā=α-2=α15-2=α13. Осталось определить корни не примитивных полиномов. Поли-
ном x+1 будет иметь корнем элемент α0=1, а полином x2+x+1 элемент периода 3, 
Используя результаты решения примера 1.5, получим корни этого полинома α5 
и α10. Из того же примера можно получить корни полинома x4+x3+x2+x+1 (пери-
од этих элементов 5): α3, α6, α9, α12 . Таким образом, для мультипликативной 
группы поля GF(24) имеем классы сопряженности А0, А1, А7, А3, А5, которые 
были указаны выше. В классах сопряженности элементы могут быть представ-
лены и полиномами степени ниже m=4, а также двоичными полиномами. Эти 
представления элементов поля GF(24) можно взять из табл. 3.9. Классы сопря-
женных элементов тогда будут представлены следующим образом: 

2 2 3 2 3 3 2 3 2
0 1 7

3 3 2 3 2 2 2 2
3 5

A (1) A (α, α α 1, α 1) A α α α 1, α α +1, α α +α)

A α α α α α +α+1, α +1), A α +α, α +α+1)

,   ,   , ( , +  + + ,

( , + , +  (  

    

или  
А0(1), A1(0010,0100,0011,0101), A7(1011,1001,1101,1110),  
A3(1000,1100,1111,0101), A5(0110,0111). 
 
Выводы по разделу. 
1. Поле - это множество элементов, для которых заданы ассоциативные, 

дистрибутивные, коммутативные операции сложения и умножения, обязатель-
но имеется единичный элемент и для каждого элемента, кроме нулевого, обрат-
ный. Число элементов поля называется порядком. Поле с конечным числом 
элементов называется конечным. Порядок конечного поля является степенью 
его характеристики р (p – простое число) и не может быть равно другому числу. 
Поля GF(рm) исчерпывают все возможные поля. 

2. Элементами простого поля GF(р) являются целые числа по модулю 
простого числа р. Элементами расширенного поля GF(рm) степени m являются 
полиномы степени не выше m, являющиеся вычетами по модулю неприводимо-
го над полем GF(p) полинома. 

3. Группа - это множество элементов, для которых задана одна ассоциа-
тивная операция, имеется единичный элемент и для каждого элемента обрат-
ный. В конечном поле можно выделить аддитивную и мультипликативную 
группы. Порядок аддитивной группы (число ее элементов) совпадает с поряд-
ком поля, а мультипликативной - на 1 меньше. Все элементы мультипликатив-
ной группы можно представить  степенями какого-то элемента. Этот элемент 
поля называется первообразным. В группе можно выделить подгруппу, все 
элементы которой можно представить степенями элемента, образующего под-
группу (он не является первообразным элементом). Порядок подгруппы делит 
порядок группы. Все элементы группы могут быть распределены на смежные 
классы по какой-то подгруппе, элементами которых является результат умно-
жения элементов подгруппы на элементы группы. 
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4. В расширенном поле существует конечное число неприводимых поли-
номов, часть из которых является примитивными. Первообразный элемент 
расширенного поля является корнем какого-то примитивного полинома и назы-
вается примитивным элементом. Все элементы мультипликативной группы 
расширенного поля можно распределить на классы сопряженных элементов; 
элементы, принадлежащие одному классу, являются корнями одного неприво-
димого полинома. 

 
3.2.4. Задания для самопроверки 
 
1. Записать конечные поля характеристик р=3, 5, 7. Для каждого из этих 

полей: 
а) записать аддитивную и мультипликативную группы, указать их поря-

док; 
б) записать таблицу степеней элементов мультипликативной группы, оп-

ределить порядок каждого элемента; 
в) определить образующие элементы мультипликативных подгрупп, оп-

ределить их порядок, записать подгруппы мультипликативной группы; 
г) определить смежные классы мультипликативной группы по каждой 

подгруппе, представить мультипликативную группу как объединение непересе-
кающихся смежных классов. 

2. Для расширенных полей GF(23), GF(24), GF(25) определить число при-
митивных элементов (с использованием функции Эйлера) и степени неприво-
димых полиномов. 

3.В поле GF(23) для примитивного полинома x3+x+1 составить таблицу 
последовательных степеней примитивного элемента α в виде: степеней прими-
тивного элемента αi , i=0,7, полиномов степени, меньшей 3 (использовать, что α 
является корнем примитивного полинома α3+ α+1=0), двоичных полиномов. 

 
3.3. Поля Галуа и псевдослучайные последовательности 
 
Псевдослучайные двоичные последовательности можно рассматривать 

как результат сопоставления элементов конечных полей (простого GF(р) или 
расширенного GF(рm)) с элементами 1 или 0 конечного двоичного поля GF(2). 
При этом одно значение 1 или 0 присваивается элементам, номера которых со-
ставляют целый класс или целую группу. Такое отображение элементов одного 
поля (GF(p) или GF(pm)) в элементы другого поля GF(2) называется гомомор-
физмом. 

Рассматривая псевдослучайные последовательности как сигналы для РТС 
передачи информации, следует отметить их важнейшую характеристику - кор-
реляционные функции. В этой главе приводятся корреляционные свойства дво-
ичных последовательностей, необходимые и достаточные условия для получе-
ния одноуровневой корреляционной функции с заданным значением выбросов.  
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Приводится правило гомоморфного отображения для получения последо-
вательностей Лежандра и М-последовательностей, а также структурные схемы 
устройств их формирования. 

В этой главе рассматривается изоморфное отображение последовательно-
стей, когда порядок поля не меняется, а меняется нумерация элементов поля. 
Изоморфным отображением является децимация, заключающаяся в построении 
новой последовательности путем выбора q·i-х элементов исходной последова-
тельности, i=1, 2, …N-1, q – целое число. Рассмотрены децимации последова-
тельностей Лежандра и M- последовательностей, определены номера сдвигов 
результирующей ПСП. Определен характер изменения корреляционных функ-
ций и спектра при децимациях любых последовательностей. 

 
3.3.1. Псевдослучайные двоичные последовательности                           

и их корреляционные свойства 
 

В радиотехнических системах часто используются сигналы, для форми-
рования которых применяются псевдослучайные последовательности, В этом 
случае основными характеристиками сигналов являются их корреляционные 
свойства. Оказывается, на основе конечных полей можно синтезировать псев-
дослучайные последовательности, которые обладают хорошими корреляцион-
ными свойствами. Здесь ограничимся рассмотрением так называемых фазома-
нипулированных сигналов, когда в соответствии с символами псевдослучайной 
двоичной последовательности (ПСП) изменяется фаза гармонической несущей 
сигнала, принимая два значения: 0 или π. Огибающая корреляционной функции 
фазоманипулированного сигнала совпадает с корреляционной функцией (КФ) 
ПСП. Элементами ПСП в этом случае должны быть +1 и -1. ПСП именно с та-
кими элементами нас будут интересовать. Но для простоты записи элементы 
ПСП будем обозначать 1 и 0. 

Построение ПСП с элементами +1 и -1 на основе конечных полей Галуа 
сводится к гомоморфному отображению группы поля GF(p) или GF(рm) в груп-
пу (+1, -1). Отображение G→H элементов группы G на элементы группы Н    
называется гомоморфным, если из g1→h1 и g2→h2 следует, что g1*g2→h1*h2 (* 
обозначает групповую операцию). Иными словами, при гомоморфизме соот-
ношения между элементами сохраняются. В общем случае гомоморфное ото-
бражение сопровождается укрупнением элементов: в один элемент группы Н 
отображаются целые классы, подгруппы или другие множества элементов 
группы G. Гомоморфное отображение, которое не сопровождается укрупнением 
элементов, называется изоморфным. Изоморфизм сводится к изменению по-
рядка следования элементов конечного поля, к перенумерации его элементов. 
Порядок поля не меняется.  

Прежде, чем рассмотреть различные характеры гомоморфных отображе-
ний при синтезе ПСП, приведем некоторые свойства периодических автокорре-
ляционных функций двоичных фазоманипулированных сигналов. 
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Обозначим k-й элемент ПСП через μk, k=0,1,…N-1, N - длина последова-
тельности, число элементов в ней. Тогда автокорреляционная функция, кото-
рую далее будем называть корреляционной, определяется выражением 

N 1

0
R( ) μ μ  ,k k l

k
l






    (59) 

где l означает сдвиг одной копии ПСП относительно другой при вычислении 
КФ. Значение l выражается целым числом. 

КФ R(l) можно определить, не вычисляя произведение элементов в соот-
ветствии с формулой (59). Если используются двоичные ПСП, то для заданного 
l достаточно определить в двух копиях ПСП число А элементов одного знака 
(произведение этих элементов равно 1) и число D элементов различных знаков 
(их произведение равно -1). Здесь следует еще раз обратить внимание на то, что 
хотя ПСП записываются элементами 1 и 0, но под 0 подразумевается -1, что и 
учитывается при вычислении произведения элементов с разными и одинаковы-
ми знаками: (-1)·(+1)=-1 и (-1)·(-1)=1 (а не 0). Тогда 

R(l)=A–D=2A–N=N–2D.  (60) 
В этой формуле учитывалось, что А+D=N. 
Формулу (60) рекомендуется использовать при вычислении КФ на ЭВМ, 

так как операции сравнения на ЭВМ выполняются значительно быстрее, чем 
умножение. Можно представить и еще одну формулу для вычисления КФ  

R(l)=N–4(К+ - λ),  (61) 
в которой К+ - число единиц в последовательности, а λ - число произведений 
вида (1,·1) в формуле (59) для заданного l. 

Приведем некоторые свойства периодических КФ псевдослучайных по-
следовательностей, представленных элементами (1,-1). 

1. Разность N-R(l) всегда делится на 4, то есть N-R(l)≡0(mod 4). Макси-
мальное значение КФ будет при l=0: R(0)=N, а возможные боковые  уровни КФ 
могут принимать дискретный ряд значений с интервалом 4. Это свойство мож-
но использовать для проверки правильности вычисления периодических КФ. 

 2. Нижняя оценка максимальных боковых выбросов. Минимальное зна-
чение максимальных (по модулю) боковых выбросов определяется  соотноше-
ниями 

0 при N 0(  4),
1 при N 1(  4),

R
2 при N 2(  4),
-1 при N 3(  4),

max

mod
mod
mod
mod


   
 

  (62) 

 
Пример 1. Определить возможные уровни КФ последовательностей дли-

ны  N= 4, 10, 11, 13. 
ПСП длины 4 может иметь только 3 уровня КФ; 4, 0 и -4. ПСП длины 10 

может иметь КФ с уровнями: 10, 6, 2, -2, -6, -10. ПСП длины 11 может иметь 
КФ с уровнями: 11, 7, 3, -1, -5, -9, а длины  13: 13, 9, 5, 1, -3, -7, -11. 
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Для рассмотрения 3-го свойства надо ввести следующие понятия. 
Периодическая КФ называется  одноуровневой, если R(l), l≠0, принимает 

одно и только одно значение. Если R(l), l≠0, принимает два различных значения, 
то периодическая КФ называется двухуровневой. Аналогичным образом опре-
деляются многоуровневые КФ. 

3. Необходимым условием получения одноуровневой КФ является 
K+(K+-1)≡0(mod(N-1)) (63) 

То есть произведение K+(K+-1) должно делиться без остатка на (N-1). Ча-
стное от деления и будет равно λ (целое число), которое входит в формулу (61): 

λ=K+(K+-1)/(N-1) (64) 
Решая совместно уравнения, можно определить число единиц в ПСП, при 

котором ее корреляционная функция будет одноуровневой с минимально воз-
можными уровнями выбросов, определяемыми (61). Результаты расчетов, а 
также примеры приведены в табл.3.3.1. 

В таблице приведено число единиц К+ в ПСП, при котором возможно по-
лучение одноуровневых КФ с минимальными боковыми выбросами, опреде-
ляемыми выражением (59). К сожалению, это только необходимые условия, и 
не все последовательности, приведенные в таблице в качестве примеров, будут 
иметь одноуровневые КФ.  

 
Таблица 3.10 

Длина N ПСП и число единиц К+ в ней, необходимые для получения               
одноуроневой КФ с минимальным выбросом 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Достаточным условием получения одноуровневых КФ является сущест-

вование разностного множества D(N, K+, λ), при этом λ зависит от значений N и 
K+ и определяется формулой (2.6). Разностное множество определяет номера 
позиций в ПСП, на которых стоят 1. Разностное множество D(N, K+,λ) содержит 
числа от 1 до N-1 (всего  K+ чисел), такие, что разности между ними (по моду-
лю N) принимают каждое из значений 1, 2,..., (N-1) ровно λ раз. Верно и обрат-

R N K+ Доп. усл. Примеры (N, K+) 
-1 4k+3 (N+1)/2 k- любое (7, 4), (7, 3), (11, 6), (11, 5), 

(19, 10), (19, 9), (23, 12), 
(23, 12) 

1 (k2+1)/2 (k+1)2/4=N(1+k)/2 k=1(mod 2) (13, 9), (13, 4), (25, 16), (25, 9), 
(41, 25),(41, 16), (61, 36), 
(61, 25), (85, 49), (85, 36), 
(145, 81), (145, 64), (181, 100),  
(181, 81) 

0 4k2 k (2k+1)=N/2+k k-любое 
k>0 
 

(4, 3), (4, 1), (16, 10), (16, 6), 
(36, 21), (36, 15), (64, 36), 
(64, 28), (100, 55), (100, 45) 

2 2(2k2+1)/3 N/2+k k≠0(mod 3) 
 
k>1 

(22, 15), (22, 17), (6, 1), (6, 1), 
(34, 22), (34, 21), (66, 40), 
(66, 26), (86, 59), (86, 27), 
(134, 77), (134, 57), (162, 103), 
(162, 59) 
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ное утверждение: если получена ПСП с одноуровневой КФ (не обязательно с 
минимальным значением Rmax ()), то позиции единичных элементов составляют 
разностное множество D(N,K+,λ) при λ, удовлетворяющем условию (61). 

Существуют также разностные множества, которые соответствуют ПСП с 
двухуровневыми КФ. Подробнее с известными разностными множествами 
можно познакомиться в работах [22,23]. 

Двоичные последовательности с минимальными боковыми выбросами 
КФ можно построить на основе конечных полей. К таким последовательностям 
относятся М-последовательности длины N=2m-1, последовательности Лежанд-
ра, длина которых равна простому числу N=p. Длина М-последовательностей 
может быть представлена в виде N=2m-1=2m-22+3=24(22m-2-1)+3≡3(mod 4) и в со-
ответствии с (59) боковой выброс КФ может иметь значение -1. Последователь-
ности Лежандра имеют длину N≡3(mod 4) либо N≡1(mod 4). В первом случае 
они также будут иметь одноуровневые КФ с R(l)=-1, l≠0. Во втором случае од-
ноуровневой КФ получить нельзя, так как число 1 в последовательности Ле-
жандра равно К+=(N+1) ∕ 2, то есть не соответствует числу К+, приведенному в 
табл.1.7. В этом случае получаются двухуровневые КФ с выбросами 1 и -3, 
Причем половина боковых выбросов будет иметь уровень 1, а другая половина 
-3. Это следует из того, что при таких значениях числа К+ расчеты по формуле 
(63) дадут значение λ, равное нецелому числу, дробная часть его равна 0,5. По-
этому половина значений может быть равна целой части числа, полученного по 
формуле (63), а половина - на 1 больше. На рис. 3.10 представлены корреляци-
онные функции M-последовательности длины 15 (а), последовательностей Ле-
жандра длины 11 и 13 (соответственно б и в). 
 

 
Рис. 3.10. Корреляционные функции М-последовательности длины 15 (а), 

последовательностей Лежандра длины 11 (б) и 13 (в) 
 

3.3.2. Последовательности Лежандра 
 

Эти последовательности называют последовательностями квадратичных 
вычетов. Число элементов в последовательности равно простому числу, они 
строятся на основе простого поля GF(р). Как было указано выше, все ненулевые 
элементы простого поля составляют мультипликативную группу и могут быть 
представлены как степени первообразного элемента θ. Для каждого простого р 
существует φ(p-1) первообразных элементов.  

В мультипликативной группе простого поля можно выделить подгруппу, 
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образующим элементом которой будет θ2. Элементами этой подгруппы будут 
все четные степени первообразного элемента { θ0, θ2, θ4, θ6,…}={θ2k}, k=0, 1, 
...(p-3)/2.. Покажем, что {θ2k} является подгруппой. Подгруппа должна обладать 
всеми свойствами группы: иметь единичный элемент (θ0); каждый элемент 
должен иметь обратный, принадлежащий этой же подгруппе; на элементах под-
группы должна быть определена групповая операция (умножение). Покажем, 
что обратный к элементу θ2k является квадратичным вычетом, то есть представ-
ляется четной степенью первообразного элемента θ: p 1 22 2θ θ θ kk k    . Здесь учи-
тывалось, что первообразный элемент имеет период (p-1) и θp-1. Значение (p-1-
2k) всегда четно, так как (р-1) четно. Следовательно, 2θ k - квадратичный вычет, 
то есть принадлежит подгруппе {θ2k}. Произведение любых элементов под-
группы дает элемент, принадлежащий подгруппе θ2k·θ2l=θ2(k+l), показатель сте-
пени 2(k+l) всегда четен, поэтому θ2(k+l) принадлежит подгруппе {θ2k}. Все не-
четные степени первообразного элемента составляют смежный класс по под-
группе {θ2k} с образующим элементом: каждый элемент смежного класса может 
быть получен умножением на θ элементов подгруппы {θ2k}. 

Синтез последовательностей Лежандра сводится к гомоморфному ото-
бражению мультипликативной группы простого поля GF(р) в мультипликатив-
ную группу {-1, 1}. При этом отображении все элементы одного смежного 
класса переходят в один элемент. Схематично это можно представить следую-
щим образом: 

{θ2k}→1, {θ2k+1}→ -1. 
Образом класса {θ2k} является 1, а -1 – образом класса {θ2k+1}. Соответст-

венно классы {θ2k} и {θ2k+1} являются прообразами элементов 1 и -1.  
При гомоморфном отображении групп нулевой элемент поля не опреде-

лен. Ему можно поставить в соответствие -1 или 1. Число элементов мультип-
ликативной группы равно р-1 или через длину ПСП N-1. Следовательно, под-
группа квадратичных вычетов даст (N-1)/2 единичных элементов в ПСП. Если 
нулевому элементу поля GF(p) будет присвоена 1, то число единиц в ПСП уве-
личится на 1. Поэтому число единиц в последовательностях Лежандра, как бы-
ло указано выше, определяется выражением 

K+=(N+1)/2. 
В дальнейшем элемент -1 будет обозначен 0. 

Пример 2. Построить последовательность Лежандра для N=7. Последова-
тельность Лежандра длины N=7 строим на основе простого конечного поля 
GF(7), первообразным элементом которого, как следует из табл.2.2, является 
θ=3. Представим ненулевые элементы этого поля, то есть его мультипликатив-
ную группу, степенями первообразного элемента: 1=30 , 2=32, 3=31, 4=34 , 5=35 , 
6=33 . Напоминаем, что все операции в этом поле проводятся по модулю N=7. 
Квадратичными вычетами, то есть четными степенями первообразного элемен-
та, являются элементы: 2=32, 4=34, 1=30. Следовательно, 1, 2 и 4-й элементы 
ПСП будут представляться 1, а 3, 5 и 6-й -1, для простоты записи -1 заменим на 
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0. Нулевому элементу присваиваем 0. Получим последовательность 0110100. 
Если нулевому элементу присвоить 1, то получим ПСП 1110100. Обе получен-
ные последовательности будут иметь одноуровневые КФ с выбросом -1. 

 

 
Рис. 3.11. Генератор последовательностей Лежандра 
 
Подгруппу квадратичных вычетов {θ2k} можно рассматривать как под-

группу с образующим элементом θ2k. В качестве образующего элемента a этой 
подгруппы могут быть использованы любые четные степени первообразного 
элемента a=θt, t – четно, но при условии, что наибольший общий делитель (t,N-
1)=2. Тогда при использовании этих элементов в качестве образующих получим 
подгруппу периода (p-1)/2, то есть всю подгруппу квадратичных вычетов. Если 
среди четных степеней θt, t≡0 (mod 2), найдется хотя бы один элемент, а мень-
ший θ или θ2, то его целесообразно использовать в качестве образующего эле-
мента  мультипликативной подгруппы квадратичных вычетов. Все единичные 
элементы, кроме, возможного, одного, который может занимать нулевую пози-
цию, располагаются на позициях, номерами которых являются результаты вы-
числения по модулю N степеней этого образующего элемента. 

Пример 3. Определить образующий элемент для подгруппы квадратич-
ных вычетов GF(7). Первообразная элемента θ=3 (табл.3.2.) 

Воспользуемся результатами решения примера 2. Элементы 1, 2 и 4 со-
ставляют подгруппу квадратичных вычетов 2=32, 4=34, 1=30. Показатели сте-
пени элементов 2 и 4 (соответственно 2 и 4) будут иметь наибольший общий 
делитель с N-1=6, равный 2. Поэтому элементы 2 и 4 образуют подгруппу пе-
риода 3: 20=1, 21=2, 22=4, 23=1; 40=1, 41=4, 42=2, 43=1. Оба эти элемента могут 
быть выбраны в качестве образующего подгруппы квадратичных вычетов. Вы-
бираем наименьший из них a=2. 

По таблицам первообразных элементов и их степеней, приведенным в [9], 
найдены наименьшие образующие элементы подгруппы квадратичных вычетов, 
которые приведены в 3-м столбце табл.3.2 (р=N). Использование образующего 
элемента мультипликативной подгруппы квадратичных вычетов a<θ или θ2 по-
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зволяет построить довольно простое устройство формирования последователь-
ностей Лежандра, которое должно содержать ОЗУ, устройство умножения на a, 
выход которого является адресом ячейки ОЗУ, в которую записывается 1. Схе-
ма устройства формирования последовательностей Лежандра представлена на 
рис.3.10. 

Перед началом работы ОЗУ обнуляется (по нулевому адресу может быть 
записана «1»). Блок умножения на a по модулю N формирует адреса, которые 
соответствуют номерам единичных позиций в ПСП. По этим адресам в ОЗУ за-
писываются 1. После записи (N-1)/2 единиц ОЗУ будет содержать последова-
тельность Лежандра, При подаче сигнала разрешения считывания счетчик ад-
ресов формирует последовательные адреса считывания элементов ПСП из ОЗУ, 
и на выходе устройства формируется последовательность Лежандра. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

Листинг программы статистического моделирования  
помехоустойчивости системы связи в среде Mathcad 

 
ivi i  2.02:100:    

Задание порогов решающего устройства vi  

















2
15.0: i

i
verfPL   

Вероятности ложной тревоги при разных значениях vi 
 
 

 
 

Рис. П1 
jqjN i  5.02:120:10: 5    

Число испытаний и задание значений отношений с/ш 
  jj qNrnormx  1,0,:    

Задание вектора с разными элементами (векторами) 
 7.3:  xy  

Сравнение с порогом, равным 3.7 
 jj yn :  
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Количество превышений порога в каждом элементе 

N
n

PO j
j :  

Вероятности правильного обнаружения для различных q j 

 
Рис. П2 
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