
МИНИСТЕРСТВО НАУКИ  И  ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ
РОССИЙСКОЙ  ФЕДЕРАЦИИ

Федеральное  государственное бюджетное
образовательное учреждение высшего образования

«Воронежский государственный технический
университет»

Кафедра высшей математики и
физико-математического моделирования

СПРАВОЧНИК МАГНИТНОГО ДИСКА

МАТЕМАТИКА

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ

         к  проведению практических занятий и  организации са-
мостоятельной работы по теории вероятностей и основам ма-
тематической статистики для студентов  специальности
38.05.021 «Экономическая безопасность» специализация  №1
«Экономика – правовое обеспечение экономической безопас-
ности».

II  семестр

Составители:  А.А. Катрахова, В.С. Купцов

Met- rab wer+stat .docx 1,4  M байт    14.09 .2022   уч.-изд.  л.
(название файла)  (объем файла)   (дата)          (объем издания)



2

МИНИСТЕРСТВО НАУКИ  И  ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ
РОССИЙСКОЙ  ФЕДЕРАЦИИ

.
Федеральное  государственное бюджетное

образовательное учреждение высшего образования
«Воронежский государственный технический

университет»

Кафедра высшей математики и
физико-математического моделирования

МАТЕМАТИКА

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ

          к  проведению практических занятий и  организации са-
мостоятельной работы по теории вероятностей и основам ма-
тематической статистики для студентов специальности
38.05.021 «Экономическая безопасность» специализация  №1
«Экономика – правовое обеспечение экономической безопас-
ности».

II  семестр

Воронеж  2022



3

     УДК 517

Составители: канд. физ.-мат. наук А.А. Катрахова,
канд. физ.-мат. наук В.С. Купцов

Математика:  методические указания к  проведению прак-
тических занятий и  организации самостоятельной работы по
теории вероятностей и основам математической статистики
для студентов  специальности 38.05.021 «Экономическая без-
опасность» специализация  №1  «Экономика – правовое обес-
печение экономической  безопасности». II  семестр / ФГБОУ
ВО «Воронежский государственный технический универси-
тет»;  cост.   А.А.  Катрахова,  В.С.  Купцов.  Воронеж,  Изд-во
ВГТУ, 2022. 43 с.

    Методическое указание содержат теоретический материал,
примеры решения задач, а также задания для самостоятельной
работы.

    Методические указания подготовлены в электронном виде
и содержатся в файле «Met- rab wer+stat .docx»

    Ил. 8. Библиогр.: 15 назв.

УДК 517
Рецензент Ю.В. Пахомова доц. кафедры экономической без-
опасности  ВГТУ

  Издается по решению редакционно-издательского совета
Воронежского государственного технического университета



ВВЕДЕНИЕ

Высшая математика для будущих инженеров данного
профиля является не только основой фундаментальной подго-
товки, но и обязательной базой для изучения остальных обще-
технических специальных дисциплин и успешности всей по-
следующей практической деятельности. И главное при этом,
чтобы с самого начала и на всем протяжении курса изучение
высшей математики проходило студентами целенаправленно
во взаимосвязи с другими дисциплинами и ориентацией на
конкретное практическое приложение изученного материала.
Это возможно только при условии эффективного сочетания
обязательных учебных занятий и продуктивной самостоятель-
ной работы студентов.

При организации изучения курса высшей математики
ряд тем выделяется студентам на самостоятельное изучение

ЗАНЯТИЕ №1

ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ В КЛАССИЧЕСКОЙ
СХЕМЕ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ФОРМУЛ

КОМБИНАТОРИКИ.
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ВЕРОЯТНОСТИ

Литература: [4], с. 17-20; 22-24, 26-28.

 Классическое определение вероятности
Вероятностью события А называется отношение

nmAP /)( =
числа равновозможных случаев m, благоприятствующих собы-
тию А, к общему числу n равновозможных случаев.

Комбинаторные формулы
Допустим, что требуется  выполнить одно за другим k

действий. Если первое действие  можно выполнить 1n  спосо-
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бами, второе - 2n способами, третье - 3n способами и так до k-
го действия, которое можно выполнить kn способами,  в этом
применяется основной принцип  комбинаторики (правило
умножения).

 Пусть Ω – множество из n элементов. Произвольное k-
элементное подмножество множества из n элементов называ-
ется сочетанием из n элементов по k. Порядок элементов в
подмножестве не существенен. Число k-элементных подмно-
жеств множества из n элементов  обозначают k

nC .
 Например, если { }cba ,,=W , тогда { } { } { }cba ,,  - все

возможные сочетания из 3 по 1 (следовательно, 31
3 =C );

{ } { } { }cbcaba ,,,,,  -  все возможные сочетания из 3  по 2  (таким
образом, 32

3 =C ).
 Число сочетаний из n элементов по k находится с по-

мощью  формулы

.
)!(!

!
!

)1()1(
knk

n
k

knnnC k
n -

=
+--

=
K

 Множество называется упорядоченным, если каждому
элементу этого множества поставлено в соответствие некото-
рое число (номер элемента) от 1 до n (n-число элементов мно-
жества) так, что различным элементам соответствуют различ-
ные числа. Различные упорядоченные множества, которые от-
личаются лишь порядком элементов (т.е. могут быть получены
из того же самого множества) называются перестановками это-
го множества. Например, перестановки множества { }cba ,,=W
имеют вид

{ } { } { }
{ } { } { }.,,,,,,,,

,,,,,,,,,
abcbacacb
cabbcacba

 Число перестановок nP  множества, содержащего n
элементов, определяется по формуле !nPn =
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 Рассмотрим теперь упорядоченные подмножества дан-
ного множества Ω. Само множество Ω считаем неупорядочен-
ным, поэтому каждое его подмножество может быть упорядо-
чено  каким-либо возможным способом. Число всех k-
элементных подмножеств множества Ω равно k

nC . Каждое та-
кое подмножество можно упорядочить k! способами. Таким
образом получим все упорядоченные k-элементные подмноже-
ства множества Ω. Число упорядоченных k-элементов подмно-
жеств множества, состоящего из n элементов, обозначается че-
рез k

nA ,
).1()1(! +--== knnnCkA k

n
k
n K

Упорядоченные k-элементные подмножества множества
из n элементов называются размещениями из n элементов  по k.
Различные размещения из n по k отличаются либо элементами,
либо их порядком.

 Пусть mkkk ,,, 21 K  - целые неотрицательные числа,

причем .
1

nk
m

i
i =å

=

Представим множество A из n элементов в

виде суммы m множеств ,,,, 21 mAAA K содержащих соответ-
ственно mkkk ,,, 21 K элементов.  Обозначим число различных
способов такого разбиения на группы через ),,,( 21 mn kkkC K .
Оно определяется по формуле

!!!
!),,,(

21
21

m
mn kkk

nkkkC
K

K = .

 Приведем еще одну комбинаторную схему, часто
встречающуюся при решении задач: n-элементное множество
A является суммой множеств ,,,, 21 kAAA K  число элементов

которых равно соответственно ,,,,
1

21 ÷
ø

ö
ç
è

æ
=å

=

nnnnn
k

i
ikK  B-m-
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элементное подмножество множества A, содержащее 1m  эле-

ментов из .
1

÷
ø

ö
ç
è

æ
=å

=

mmA
k

i
ik  Число способов, которыми можно

выбрать такое множество B из A (множества неупорядочен-
ные), в силу основного принципа комбинаторики равно

k

k

m
n

m
n

m
n CCС ´´´ K2

2

1

1
.

Геометрическое определение вероятности
 Допустим, что в результате опыта в некоторой области

Ω наудачу появляется точка ω. Требуется определить вероят-
ность P(A) того, что AÎw , где A – область, принадлежащая Ω,

WÌA . По определению полагают
)()(),(/)()( WW= mиAmгдеmAmAP  - меры области A и об-

ласти Ω.  Под мерой будем понимать длину,  площадь,  объем в
одно-, двух - и трехмерном случаях соответственно.

Контрольные вопросы и задания
1. Как вводиться классическое определение вероятно-

стей? Каковы ее свойства?
2. В чем состоят недостатки классического определения?
3. Повторите основные формулы комбинаторики: пере-

становки, размещения, сочетания.

Дополнительные вопросы
1. Детерминированность, случайность и неопределен-

ность. Раскрытие гносеологическое содержание этих понятий и
разъяснить их отличия на примерах [9].

2. Использование вероятностного подхода при выборе
оптимальной стратегии в антагонистических играх (принцип не-
достаточного обоснования Лапласа). Применение этого подхода
к принятию решений с максимальной стратегией [9].
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3. Вероятностная природа азартных игр. Показать объек-
тивные причины возникновения указанных игровых ситуаций на
примерах. Разъяснить попытки субъективного подхода к реше-
нию таких игр [11].

4. Вероятностная основа смешанных стратегий в теории
игр. Информационная защищенность этих стратегий, вытекаю-
щая из принципа их построения [9].

 Примеры решения задач
Пример 1. В группе 16 студентов, из которых 6 отлични-

ков. По списку наудачу отобраны 9 студентов. Найти вероят-
ность того, что среди отобранных студентов 4 отличника.

Решения. Общее число возможных элементарных исхо-
дов равно 9

16C ( 9
16C -число сочетаний из 16 по 9). Число исходов,

благоприятствующих интересующему нас событию равно
.5

10
4
6 CC ×  Искомая вероятность равна

33,0
572
189

2161514131211
98765766

!16!5!5!2!4
!7!9!10!6

9
16

5
10

4
6 »=

××××××
×××××××

=
××××
×××

=
×

=
C

CC
P

Пример 2. В урне имеется k  шаров, помеченных номе-
рами 1,2,..., k . Из урны вынимают )(раз kll £  по одному шару,
номер шара записывается и шар кладется обратно в урну. Найти
вероятность того, что все записанные номера будут различны.

Решение. Очевидно, что число всех возможных исходов
будет равно lkkkkkn =××××= ... ,  а число всех благоприятных
исходов m будет равно числу размещений из k  элементов по l ,

т.е. .
)!(

!
lk

kAm l
k -

== Таким образом, искомая вероятность равна

( ) .
!

!
lklk

k
n
mp

-
==

Пример 3. Студент и студентка договорились встретиться
в определенном месте между двенадцатью часами и часом дня.
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Необходимо найти вероятность встречи,  если приход каждого
из них в течение указанного часа происходит наудачу, причем
известно,  что студент ждет студентку ровно  20  минут,  а сту-
дентка студента — 5 минут.

Решение.  Для решения задачи воспользуемся геометриче-
ской схемой вероятности. Обозначим момент прихода студента
через х, а студентки через у. Тогда любой элементарный исход
w в данной задаче можно отождествить с некоторой точкой (х;
у) на плоскости хОу.  Выберем за начало отсчета 12 часов, а за
единицу измерения  1  минуту и построим на плоскости хОу
пространство элементарных исходов W . Очевидно, что это бу-
дет квадрат со стороной  60 (рис. 1). Событие А (студент и сту-
дентка встретятся)  произойдет тогда,  когда разность у -  х не
превысит 1t = 20, а разность х - у не превысит 2t = 5, т.е. усло-
вие встречи определяет систему неравенств.

î
í
ì

£-
£-

.5
;20

yx
xy

                           Рис. 1

Область А элементарных исходов,  благоприятствующих
этому событию,  на рис.  1  заштрихована.  Ее площадь SA равна
площади квадрата без двух угловых треугольников, т.е.
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5,1287
2

)60(
2

)60(60
2

2
2

12 =
-

-
-

-=
ttS A

Тогда, согласно определению 2.5, находим

36,0
3600

5,1287)( »==
WS

SAP A .

Пример  4. В любые моменты интервала времени Т равно-
возможны поступления в приемник двух независимых сигна-
лов. Сигналы искажаются, если разность между моментами их
поступления меньше t . Определим вероятность того, что сиг-
налы будут искажены.

Решение. Изобразим случайные моменты 1t и 2t поступле-
ния сигналов в приемник в виде точки на плоскости с коорди-
натами (х; у). Областью возможных значений является квадрат
площадью 2)( T=Wm   (рис. 2). Сигналы будут искажены, если

t£- 21 tt . Эта область лежит между прямыми t=- 21 tt и
t-=- 21 tt .

Площадь ее равна .)()( 22 tm --= TTA
Следова- тельно,

Рис. 2

2

2

2

22 )(1)(
)(
)()(

T
T

T
TTAAP tt

m
m -

-=
--

=
W

=
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Задачи и упражнения для самостоятельного решения
[5], №№ 8, 11, 1; 17, 33, 45.
Форма отчетности: устный опрос, проверка задач пре-

подавателем.

ЗАНЯТИЕ №2

ТЕОРЕМЫ СЛОЖЕНИЯ И
УМНОЖЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Литература: [4], с. 31-34, 37-43, 45, 48-49.
Условной вероятностью события A при условии, что

произошло событие В, называется число P(A/B), определяемое
по формуле

.0)(),(/)()/( ¹= BPBPABPBAP
Из данного определения вытекает формула умножения

вероятностей
)/()()/()()( BAPBPABPAPABP ==

для двух событий, которая допускает следующее обобщение
для n событий:

).,,,/()/()/()()( 12121312121 -= nnn AAAAPAAAPAAPAPAAAP KKK

События А и В называются независимыми, если выпол-
няется соотношение

).()()( BPAPABP =
 Теорема. Для любых событий А и В имеет место фор-

мула
);()()()( ABPBPAPBAP -+=+

для n событий – формула

å å åå
= £<£ £<<£

+

=

-+-+-=÷
ø

ö
ç
è

æ n

i nji nkji
n

n
kjijii

n

i
i AAAPAAAPAAPAPAP

1 1 1
21

1

1
).()1()()()( KK

Контрольные вопросы и задания
1. Дайте определение суммы и произведения событий.
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2. Сформулируйте теорему сложения вероятностей
несовместных событий.

3. Что называется условной вероятностью события?
4. Какие события называются независимыми? Зависимы

или независимы:
а) совместные события;
б) события, образующие полную группу;
в) равновозможные события.
5. Какое из требований сильнее: независимость событий в

ее совокупности или попарная независимость?
6. Сформулируйте терему умножения вероятностей.
7. Какие события называются противоположными?
8. Сформулируйте теорему умножения вероятностей для

несовместных событий.
9. Докажите теорему сложения вероятностей событий,

образующих полную группу.
10. Чему равна сумма вероятностей противоположных

событий?
11. Докажите теорему о вероятности появления хотя бы

одного события.
12. Докажите, что:
а) если события BA и независимы, то независимы также

события .и,и,и BABABA
б) если события nAAA ,...,2,1  независимы в совокупности,

то и противоположные события nAAA ,...,, 21  независимы в сово-
купности.

 Примеры решения задач
Пример 1. Два стрелка стреляют по мишени. Вероятность

попадания в мишень при одном выстреле для первого стрелка
равна 1p , а для второго - .2p  Найти вероятность того, что при
одном залпе в мишень попадает только один из стрелков.
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Решение. Искомая вероятность 1221 qpqpP ×+×= ,  где

21 и qq  -  вероятности непопадания в мишень при одном выстре-
ле, соответственно первым и вторым стрелками.

Пример  2. В ящике имеется n деталей,  из которых m
стандартных.  Найти вероятность того,  что среди k  наудачу из-
влеченных деталей есть хотя бы одна стандартная.

Решение. Воспользуемся тем,  что события
{ }ястандартнаоднабы ххотестьдеталейхизвлеченнысреди=A и
{ }йстандартнооднойнинетдеталейхизвлеченнысреди=B -  про-

тивоположные. Тогда ( ) ( ) .11
0

k
n

k
mnm

C
CC

BPAP -×
-=-=

 Задачи и упражнения для самостоятельного решения
1) [5], №№64, 66, 72, 86.
2)  Вероятности появления каждого из трех независимых

событий соответственно равны .,, 321 ppp  Найти вероятность по-
явления только одного из этих событий.

Форма отчетности: устный опрос,  применение студен-
тами знаний соответствующего раздела в типовом расчете.

ЗАНЯТИЕ №3

ФОРМУЛА ПОЛНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ.
ФОРМУЛЫ БАЙЕСА

Литература: [4], с. 50-53.

Набор событий nHHH ,,, 21 K называется полной
группой  попарно несовместных событий, если

H1+H2+…+Hn=Ω и HiHj= , I,j=1, 2, …, n, i=j,
где Ω  достоверное событие;  невозможное событие.
            Теорема 1. Если H1, H2, …, Hn – полная группа попарно
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несовместных событий, причем P(H1) ≠ 0, i=1, 2, …, n, то для
 любого события A имеет место равенство (формула полной
 вероятности)

(࡭)ࡼ = ෍ ࡭)ࡼ(࢏ࡴ)ࡼ ⁄࢏ࡴ )
࢔

ୀ૚࢏

.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 для любого события A, та-
кого , что P(A) 0, справедливы формулы Байеса

࢑ࡴ)ࡼ ∕ (࡭ = ࡭)ࡼ(࢑ࡴ)ࡼ ⁄࢏ࡴ )
∑ ࡭)ࡼ(࢏ࡴ)ࡼ ⁄࢏ࡴ ࢔(

స૚࢏
, k = 1, 2, …, n.

Контрольные вопросы и задания
1. Чему равна сумма вероятностей событий,  образующих

полную группу?
2. Какие события называются гипотезами?
3. Запишите формулу полной вероятности.
4. Докажите формулу Байеса.
5. В чем состоит значение формулы Байеса?

Дополнительные вопросы
1.  Вероятностные модели систем распознавания образов.

Получение моделей с помощью безусловной плотности распре-
деления признаков по классам [11], [12].

2.  Байесовский метод распознавания образов.  Использо-
вание в модели распознавания условных вероятностей [11], [12].
.

Примеры решения задач
Пример 1. В первой урне содержится 12 шаров, из них 8

белых; во второй урне 20 шаров, из них 6 белых. Из каждой ур-
ны наудачу извлекли по одному шару,  а затем из этих двух ша-
ров взят один шар. Найти вероятность того, что взят белый шар.

Решение. Пусть вероятность ( )AP - искомая вероятность.
Рассмотрим следующие гипотезы: 1H - выбор из 1-й урны и из 2-
й по белому шару, 2H - выбор из 1-й урны и из 2-й урны по чер-
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ному шару, 3H - выбор из 1-й урны белого шара и из 2-й урны
черного шара или выбор из 1-й урны черного шара и из 2-й урны
белого шара. Вычисляем вероятности гипотез:

( ) ( ) ( ) .
30
17

20
6

12
4

20
14

12
8,

30
7

20
14

12
4,

5
1

20
16

12
8

321 =×+×==×==×= HPHPHP

Соответствующие условные вероятности будут равны:
( ) ( ) ( ) .5,0,0,1 321 === HAPHAPHAP  Тогда искомая веро-

ятность

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
60
295,0

30
70

30
71

5
1

332211 =×+×+×=++= HAPHPHAPHPHAPHPP

Пример 2. В группе из 10 студентов, пришедших на эк-
замен, 3- подготовлены отлично, 4- хорошо, 2 - удовлетвори-
тельно,  1  –  плохо.  В экзаменационных билетах имеются 20  во-
просов. Отлично подготовленный студент может ответить на все
29 вопросов, хорошо подготовленный – на 16, удовлетворитель-
но – на 10, плохо – на 5. Вызванный наугад студент ответил на
три произвольно заданных вопроса. Найти вероятность того, что
этот студент подготовлен: а) отлично; б) плохо.

Решение. Событие =A {вызванный наугад студент отве-
тил на три произвольно заданных вопроса}. Выдвигаем следую-
щие гипотезы:

1H ={студент подготовлен отлично};

2H ={студент подготовлен хорошо};

3H ={студент подготовлен удовлетворительно};

4H ={студент подготовлен плохо}.
Вероятности гипотез до опыта равны:

( ) 3,01 =HP , ( ) 4,02 =HP , ( ) 2,03 =HP , ( ) 1,04 =HP .
Условные вероятности событий A  равны:

( ) 11 =HAP , ( ) ,491,0
18
14

19
15

20
16

2 =××=HAP
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( ) 105,0
18
8

19
9

20
10

3 =××=HAP , ( ) 009,0
18
3

19
4

20
5

4 =××=HAP

Вычислим полную вероятность события A :
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0518009,01,0105,02,0491,04,013,0

)(

44

332211

=×+×+×+×=+
+++=

HAPHP
HAPHPHAPHPHAPHPAP

По формуле Байеса переоценим вероятности гипотез по-
сле появления события A :

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ,002,0

518,0
009,01,0

,58,0
518,0

13,0

44
4

11
1

=
×

==

=
×

==

AP
HAPHPAHP

AP
HAPHPAHP

Задачи и упражнения для самостоятельного решения
Студент знает не все экзаменационные билеты. В каком

случае вероятность втащить неизвестный билет для него будет
наименьшей: когда он берет билет первым или последним?

Форма отчетности: устный опрос, рефераты, расчетно-
графичесие задания и курсовые работы.

ЗАНЯТИЕ №4

ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ
ПУАССОНА, БИНОМИНАЛЬНОГО, РАВНОМЕРНОГО,

НОРМАЛЬНОГО  И ПОКАЗАТЕЛЬНОГО

Литература: [4], с. 65-71, 122-128, 149-154.
         Случайной величиной называется функция ߦ ߦ = ,(߱)ߦ
определенная на пространстве элементарных событий .ߗ
Это определение является точным в случае дискретного
пространства элементарных событий Ω. В общем случае на
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 функцию .накладывается требование измеримости (߱)ߦ
Функцией распределения случайной величины называется ߦ
функция (ݔ)ܨ = ߦ}ܲ < ,{ݔ −∞ < ݔ < ∞.Иными словами, зна-
чение функции распределения случайной величины – (ݔ)ܨ – ߦ
есть вероятность того, что принимает значение меньшее, чем  ߦ
Случайная величина.ݔ называется дискретной, если ߦ
 существует конечное или счетное множество чисел
x1, x2, …, xk, … (без предельных точек), таких, что
ߦ)ܲ = (௞ݔ = ௞݌ > 0, k=1, 2, …; ∑ ௞݌

ஶ
௞ୀଵ = 1.

          Совокупность значений xk и соответствующих
вероятностей ௞называется݌ распределением дискретной
случайной величины.
Примеры дискретных распределений

1. Биномиальное распределение
ߦ)ܲ = ݇) = ௡ܥ

௞݌௞(1 − .௡ି௞, 0<p<1, k=0, 1, 2, …, n(݌
2. Распределение Пуассона

ߦ)ܲ = ݇) = ௔ೖ

௞!
݁ି௔ ,  a>0, k=0, 1, 2, …

3. Геометрическое распределение
ߦ)ܲ = ݇) = 1)݌ − … ,௞ିଵ, 0<p<1, k=1, 2(݌

4. Гипергеометрическое распределение
ߦ)ܲ = ݇) = ெܥ

௞ ேିெܥ
௡ି௞ ேܥ

௡⁄ , k=0, 1, 2, …, min(M, n).
Случайная величина называется непрерывной ߦ
 случайной, если ее функция распределения представима
в виде

(ݔ)ܨ = න (ݔ)݌ dݔ
௫

ିஶ

,

где (ݔ)݌ – некоторая неотрицательная функция.
Подынтегральная функция в формуле  называется (ݔ)݌
плотностью распределения случайной величины ,ߦ
∫ (ݔ)݌ dݔஶ

ିஶ = 1.

Примеры непрерывных распределений
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1. Равномерное распределение

ïî

ï
í
ì

Ï

Î
-=

],[,0

],,[,1
)(

bax

bax
abxp  , −∞ < ܽ < ܾ < +∞.

2. Нормальное распределение (с параметрами (a, ((ߪ
(ݔ)݌ = ଵ

√ଶగఙ
݁ି(௫ି௔)మ∕൫ଶఙమ൯, −∞ < ܽ < +∞, ߪ > 0.

3. Показательное распределение

(ݔ)݌ = ൜ λeି஛୶, x > 0,
0, x ≤ 0, λ > 0.

4. Распределение Коши

(ݔ)݌ =
1

1)ߨ + .(ଶݔ

Можно сделать вывод, что в любой точке
 непрерывности имеет место равенство (ݔ)݌ (ݔ)݌ = .(ݔ)ᇱܨ
Математическим ожиданием дискретной случайной величины
называется число ߦ

ࣈࡹ = ෍ .࢑࢖࢑࢞
࢑

      Если случайная величина принимает счетное множество
значений, то требуется абсолютная сходимость ряда . Если ряд
не сходится абсолютно, то говорят, что случайная величина не
имеет математического ожидания.
Математическим ожиданием непрерывной случайной
величины число ߦ называется

ࣈࡹ = න (࢞)࢖࢞ ࢞܌
ஶ

ିஶ

,

если интеграл абсолютно сходится.
            Дисперсией Dࣈ случайной величины называют ߦ
математическое ожидание случайной величины (ࣈ − :ଶ(ࣈࡹ
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2)( xxx MMD -= . Для дискретной случайной величины дис-
персия вычисляется  по формуле å ×-=

k
kk pMxD 2)( xx

для непрерывной  по формуле

۲૆ = න ܠ) − (ܠ)ܘ૆)૛ۻ ܠ܌
ାஶ

ିஶ

.

Вероятность того, что случайная величина ߦ
принимает значение в заданном числовом промежутке,
вычисляется по одной из формул:
ଵݔ}ܲ ≤ ߦ < {ଶݔ = (ଶݔ)ܨ − ,(ଵݔ)ܨ ଵݔ}ܲ ≤ ߦ < {ଶݔ =
∫ (ݔ)݌ dݔ௫మ

௫భ
.

 Контрольные вопросы и задания
1.  Запишите законы распределения дискретных случай-

ных величин: биноминальный, Пуассона, геометрический.
2.  При каких условиях биноминальное распределение

приближается к распределению Пуассона?
3.  Приведите числовые характеристики дискретных слу-

чайных величин и их свойства.
4. Запишите законы равномерного, нормального и показа-

тельного распределений. Приведите примеры.
5.  Запишите числовые характеристики непрерывных слу-

чайных величин.
6. Дайте определение простейшего потока событий.

Дополнительные вопросы.
1.  Что является потоком событий в системах массового

обслуживания;  в теории надежности?  Разъяснить физический
смысл простейшего потока в этих приложения [10], [11].

2.  Поток Эрланга как поток с ограниченным последей-
ствием.  Физический смысл этого потока в системах массового
обслуживания [10], [11].



17

3. Отличительные свойства простейшего потока и потока
Эрланга, позволяющие выявить эти потоки при практическом
анализе систем массового обслуживания. Привести примеры та-
кого анализа [11].

4. Привести примеры специальной регуляризации про-
стейших потоком путем их "просеивания". Объяснить практиче-
ские цели такой обработки потоков [10], [11].

5. Взаимосвязь характеристик потока заявок и потока их
обслуживания с показателями эффективности системы массово-
го обслуживания [11].

6. Взаимосвязь характеристик потока отказов с показате-
лями надежности отдельно функционирующей системы, после-
довательно и параллельно соединенных систем [10], [11].

7. Случайные процессы в системах управления. Характе-
ристики этих процессов: функция и плотность распределения,
математическое ожидание, дисперсия [6], [7].

8. Корреляционная функция случайного процесса. Ее фи-
зический смысл. Примеры корреляционных функций различных
случайных процессов [6], [7].

9. Спектральная плотность случайного процесса и ее
связь с корреляционной функцией. Физический смысл спек-
тральной плотности [6], [7].

Примеры решения задач
Пример. Найти математическое ожидание, дисперсию и

среднее квадратическое отклонение дискретной случайной вели-
чины X , заданной законом распределения:

ix -1 0 1 2

ip 0.4 0.3 0.2 0.1

Решение. Математическое ожидание определяется так:
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( ) 01,022,013,004,0144332211 =×+×+×+×-=+++= pxpxpxpxXM .
Дисперсия вычисляется по формуле:

( ) ( ) ( ) ( )
( ) .101,022,013,004,01 22222

2
4

2
43

2
32

2
21

2
1

22

=-×+×+×+×-=

=-+++=-= XMpxpxpxpxXMXMXD

Среднее квадратическое отклонение ( ) ( ) .1== XDXs

Задачи и упражнения для самостоятельного решения
1) [5], №№36, 215, 356, 357, 31, 316,366.
2) Доказать, что математическое ожидание биноминаль-

ного распределения с параметрами pn и равно np , а дисперсия
равна .npq

3) Вычислить математическое ожидание распределений
Пуассона и показательного и сравнить их.

4) Найти дисперсию с среднее квадратическое отклонение
случайной величины, равномерно распределенной в интервале
( ).,ba

5) Показать вероятностный смысл параметров sиa   для
общего нормального распределения. Чему равны sиa  для нор-
мированного нормального распределения?

6) Доказать, что непрерывная случайная величина T  -
время между появлениями двух событий простейшего потока с
заданной интенсивностью λ – имеет показательное распределе-
ние и найти ( ) ( ) ( )TTDTM s,, , если задана интенсивность потока
λ=5.

Форма отчетности: устный опрос, проверка решения за-
дач преподавателем, применение студентами знаний соответ-
ствующего раздела в типовом расчете.
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ЗАНЯТИЕ №5

ДОВЕРИТЕЛЬНЫЙ ИТЕРВАЛ

Литература: [4], с. 197-216.
Кроме точечных оценок используются так называемые

доверительные интервалы: указывается не одна точка *a
),,,,( 21 nXXX K  а интервал ),( aa , к которому с заданной

вероятностью принадлежит истинное значение параметра α,
.)( Â=<< aaaP

Число 10, <Â<Â  называется доверительной вероят-
ностью  и характеризует надежность полученной оценки: чем
ближе Â  к единице, тем надежнее оценка (обычно выбирают

)99,095,0;9,0 или=Â .  Величины α и a  называются довери-
тельными границами. Они являются функциями выборочных
значений ),,,(),,,,( 2121 nn XXXXXX KK aaaa ==  и,  сле-
довательно, являются случайными величинами.

      Интервал ),( aa  со случайными границами
),,,(),,,,( 2121 nn XXXXXX KK aaaa == , которые

при любом допустимом значении α удовлетворяют соотноше-
нию (16), называется доверительным интервалом для неиз-
вестного параметра α..

Примеры доверительных интервалов
1. Доверительный интервал для математического ожи-

дания а нормальной случайной величины при известной дис-
персии 2s имеет вид

.
n

uXa
n

uX ss
ÂÂ +<<-
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Здесь ,1
1

å
=

=
n

i
iX

n
X  величина Âu определяется по задан-

ной доверительной вероятности Â  с помощью соответствую-
щих таблиц, приведенных в приложениях . Доверительный ин-
тервал для математического ожидания а нормальной случай-
ной величины при неизвестной дисперсии 2s  имеет вид

n
tXa

n
tX

** ss
ÂÂ +<<- ,

где оценка *s  вычисляется по формуле

å
=

-
-

=
n

i
i XX

n 1

2* )(
1

1s ,

а величина Ât  определяется по заданной доверительной
вероятности Â  и объему выборки n  с помощью соответству-
ющих таблиц, приведенных в приложениях .

3. Доверительный интервал для дисперсии 2s  нор-
мальной случайной величины имеет вид

2
)1(

*
2

2
)2(

* 22

)1()1(
c

s
s

c
s -

<<
- nn ,

где n – объем выборки; *s  - оценка величины s , определяе-
мая формулой (17); 2

)2(
2

)1( cc и  - корни уравнений

2
1)(,

2
1)(

2
)2(

2
)1(

1
0

1
Â-

=
Â-

= òò
¥+

-- dxxpdxxp nn
c

c

,                 (*)

в которых подынтегральная функция )(1 xpn-  представляет
собой плотность распределения хи-квадрат с n-1 степенями
свободы. Уравнения (*) при заданной доверительной вероятно-
сти Â  решаются с помощью соответствующих таблиц, приве-
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денных в приложениях . При определении 2
)1(c  входами  слу-

жат ,
2

11 Â+
=-= an иn  при определении

2
1;12

)2(
Â-

=-=- anc n .

4. Пусть n – число независимых испытаний, m – число
наступлений события A, p – вероятность наступления события
A в каждом отдельном испытании. Рассмотрим случай, когда
n достаточно велико, а значение p не слишком близко к нулю
или к единице так, что можно воспользоваться асимптотикой
Муавра-Лапласа . При этом доверительный интервал
для p имеет вид

2

2

2
Â

Â

Â +
+

<<
+ un

um
p

un
m ,

Âu  определяется по заданной доверительной вероятности Â  с
помощью соответствующих таблиц, приведенных в приложе-
ниях.

Рассмотрим отдельно случай m=0. При этом нижняя до-
верительная  граница равна нулю, верхняя n Â-- 11 . Анало-
гично, при m=n нижняя и верхняя доверительные границы
равны соответственно n Â-1  и единице.

 Контрольные вопросы и задания
1. Какие требования предъявляются к статистической

оценке?
2. Что является оценкой для неизвестного математическо-

го ожидания, неизвестной дисперсии?
3. Объясните понятия: точность, доверительная вероят-

ность, интервал.
4. Чему равен доверительный интервал для оценки неиз-

вестного математического ожидания нормального распределе-
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ния: для случая известного среднеквадратического ожидания σ и
для случая неизвестного σ.

5. Как оценивается точность измерений?

 Примеры решения задач
Пример. Найти доверительный интервал для оценки с

надежностью 0,95 неизвестного математического ожидания a
нормального распределенного признака X генеральной сово-
купности, если генеральное среднее квадратическое отклонение
σ=5, выборочная средняя 15=Bx и объем выборки .100=n

Решение. Доверительный интервал равен:
.ntxantx BB ss +<<-  Здесь все величины известны, кро-

ме t . Определим t  из отношения ( ) 475,0295,0 ==tФ (см. таб-
лицу приложения), t =1,96. Тогда получаем

.10596,11510596,115 ×+<<×- a  Искомый доверительный ин-
тервал: .98,1502,14 << a

 Задачи и упражнения для самостоятельного решения
1) [5], №№ 501-504, 508-511.
2) На двухчашечных стрелочных весах можно определить

вес предметов A и B двумя способами:- поочередно взвесить
каждый предмет и получить показания весов BA mm и ; опреде-
лить показания весов, положив оба предмета на одну чашку:

BAm + , и на разные чашки: BAm - , а затем рассчитать вес предме-
тов A и B как полусумму и полуразность этих показаний.

Определить, какой способ определения веса дает мень-
шую погрешность результата. Ответ получить в общем виде.

Форма отчетности: устный опрос, проверка решения за-
дач преподавателем.
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ЗАНЯТИЕ №6

СИСТЕМА ДВУХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Литература: [4], с 155-167.

Распределение двух случайных величин и ߦ или ,ߟ
двумерной случайной величины (ߦ, не исчерпывается ,(ߟ
 распределением каждой из них , так как при этом не
учитывается зависимость, которая может существовать между
ними.
Функции распределения ,ݔ)ܨ двумерной случайной(ݕ
ны(ߦ, -определяется как вероятность совместного выполне (ߟ
ния неравенств > ߦ x и :y>ߟ ,ݔ)ܨ (ݕ = ߦ}݌ < ,ݔ ߟ < .{ݕ

Если ,ݔ)ܨ представима в виде (ݕ
,ݔ)ܨ (ݕ = ධ ∫ ,ݔ)݌ (ݕ dݔ௬

ஶ dݕ
௫

ିஶ
, где ,ݔ)݌ (ݕ − некоторая

неотрицательная функция, то двумерную случайную величину
,ߦ) называет (ߟ непрерывной, функцию ,ݔ)݌ (ݕ − плотностью

 распределения двумерной случайной величины (ߦ, .(ߟ
Плотность распределения случайной (ݔ)క݌

величины выражается через совместную плотность ߦ p(x, y)
следующим образом: (ݔ)క݌ = ∫ ,ݔ)݌ (ݕ dݕାஶ

ିஶ .
Аналогично для плотности распределения случайной

 величины имеем ߟ (ݕ)ఎ݌ = ∫ ,ݔ)݌ (ݕ dݔାஶ
ିஶ . В отличие от сов-

местной плотности распределения p(x, y)  одномерные плотно-
сти и (ݔ)క݌ называют (ݕ)ఎ݌ маргинальными.

Случайные величины и ߦ называются ߟ независимыми,
если их совместная функция распределения ,ݔ)ܨ при любых (ݕ

значениях аргументов x, y равна произведению маргинальных
 функций распределения случайной величины (ݔ)కܨ и ߦ (ݕ)ఎܨ
случайной величины :ߟ

,ݔ)ܨ (ݕ = .(ݕ)ఎܨ(ݔ)కܨ
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Пусть ,ߦ) (ߟ − непрерывная двумерная случайная
величина с плотностью распределения ,ݔ)݌ Тогда для .(ݕ
независимости и ߦ -необходимо и достаточно, чтобы совмест ߟ
ная плотность ,ݔ)݌ -распадалась в произведение маргиналь (ݕ
ных плотностей и (ݔ)క݌ :(ݕ)ఎ݌

,ݔ)݌ (ݕ = .(ݕ)ఎ݌(ݔ)క݌
Коэффициент корреляции

     Величина ࣈ)ࡹ] − ࣁ)(ࣈࡹ − [(ࣁࡹ называется ковариацией
случайных величин и ߦ ,ߦ) cov ,ߟ ,ߦ) Если .(ߟ (ߟ −непрерывная
двумерная случайная величина с плотностью распределения
,ݔ)݌ то ,(ݕ

cov (ߦ, =(ߟ ධ ∫ ݔ) − ݕ)(ߦܯ − ,ݔ)݌(ߟܯ (ݕ dݔାஶ
ିஶ dݕ

ାஶ

ିஶ
.

     Величина r=cov(ࣈ, ࣁࡰࣈࡰඥ/(ࣁ называется коэффициент
корреляции случайных величин и ߦ .ߟ
Свойства коэффициента корреляции
10. Модуль коэффициента корреляции не превосходит едини-
цы, |ݎ| ≤ 1.
20. Если и ߦ .независимые случайные величины, то r=0 ߟ
Обратное неверно: из условия r=0 (некоррелированность
случайных величин и ߦ не следует независимость (ߟ и ߦ .ߟ
30. Если и ߦ связаны линейной зависимостью, то ߟ |ݎ| = 1.
Свойства математического ожидания и дисперсии
10. Математическое ожидание постоянной равно этой
 постоянной, т.е. ܿࡹ = ܿ, ܿ = .ݐݏ݊݋ܿ
20. Математическое ожидание суммы случайных величин
равно сумме их математических ожиданий, т. е.
ࣈ)ࡹ + (ࣁ = ࣈࡹ + ࣁࡹ (предполагается, что క иܯ -ఎ сущеܯ
ствуют).
30. Математическое ожидание произведения случайных вели-
чин  равно произведению их математических ожиданий, т. е.
(ࣁࣈ)ࡹ = ࣈࡹ ∙ ࣁࡹ (предполагается, что క иܯ .(ఎ существуютܯ
40. Дисперсия постоянной равна нулю, т. е. Dc = 0, c = const.
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50. Дисперсия суммы случайных величин равно сумме их дис-
персий, т. е. ࣈ)ࡰ + (ࣁ = ࣈࡰ + ࣁࡰ (предполагается, что క иܦ ఎܦ
существуют).

 Контрольные вопросы и задания
1. Понятие о системе случайных величин.
2. Дискретная двумерная случайная величина.
3. Непрерывная двумерная случайная величина.
4. Как связаны плотность распределения и интегральная

функция двумерной случайной величины?
5. Найти распределение компонент.
6. Как определить вероятность попадания случайной

точки в различные области на плоскости?
7. Каковы условия независимости компонент?
8. Назовите основные числовые характеристики систе-

мы двух случайных величин.
9. Чем отличаются коррелированность и независимость

величин?
10. Рассмотрите правило составления таблицы распре-

деления двумерной случайной величины. Приведите ее свой-
ства.

11. Изучите свойства дифференциальной и интеграль-
ной функции распределения.

12. Определите закон распределения компоненты по из-
вестному закону распределения системы.

Пример решения задачи
Пример.
Задана дискретная двумерная случайная величина

( )YX , :

XY \ 1 2 4
1 0.4 0.2 0.1
3 0.1 0.1 0.1

Найти:
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а) безусловные законы распределения составляющих; б)

условный закон распределения X при условии, что Y=3;в)

условный закон распределения Y при условии, что X=1;г) чис-

ловые характеристики двумерной случайной величины.

Решение. а) Сложим вероятности по столбцам и полу-
чим безусловный закон распределения X :

X 1 2 4
P 0.5 0.3 0.2

Сложим вероятности по строкам. Безусловный закон
распределения Y имеет вид:

Y 1 3
P 0.7 0.3

б) Вычислим:
P(x1/y2) =P(x1,y2)/P(y2)=0.1/0.3=1/3,
P(x2/y2) =P(x2,y2)/P(y2)=0.1/0.3=1/3,
P(x3/y2) =P(x3,y2)/P(y2)=0.1/0.3=1/3,

Запишем искомый закон распределения X:

X 1 2 4
P 1/3 1/3 1/3

в) Аналогично запишем закон распределения Y:

Y 1 3
P 4/5 1/5

г) Числовые характеристики вычислим по формулам:
3/73/143/123/11)( 332211 =×+×+×=++= pxpxpxXM ,
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здесь 321 ,, ppp  необходимо брать из таблицы безусловного
закона распределения X .
       Аналогично вычислим 5/75/135/41)( =·+·=YM .

.25/16)5/7(5/135/41)(9/14
)3/7(3/143/123/11

)()(

2

2222

2
3

2
32

2
21

2
1

=-×+×=×=

=-×+×+×=

=-++=-

YD

XMpxpxpxXDДисперсия

Среднее квадратичное отклонение 9/14)( =Xd , 5/4)( =Yd .

 Задачи и упражнения для самостоятельного решения
1) [3], №№400-403,405,406
2)Решите задачу о двух игральных картах или двух ко-

лодах карт.
Форма отчетности: устный опрос, проверка решения

задач преподавателем.

ЗАНЯТИЕ №7

СТАТИСТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ
ПАРАМЕТРОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Литература: [4], с 196-228.
Выборкой называется n-мерная случайная величина

( ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡) с независимыми одинаково распределенными
 компонентами ௜ܺ , ݅ = 1, 2, … , ݊. Число n называется
объектом выборки. Любая функция ℎ = ℎ( ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡) выбо-
рочных значений называется статистикой.
       Пусть ߙ − независимый параметр распределения случай-
ной величины Статистика .ߦ

ܽ∗ = ܽ∗( ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡),,
используемая в приближенном равенстве ߙ ≈ называется ,∗ߙ
оценкой (точечной оценкой) неизвестного параметра по вы-
борке.
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Классификация оценок.
Желательно, чтобы оценка  не давала систематического
завышения или занижения результатов, т. е. чтобы

)∗ߙܯ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡) = .ߙ
Оценка ,обладающая указанным свойством ,∗ߙ

называется несмещенной. В противном случае она
называется  смещенной.

Если при ݊ → ∞ оценка сходится по вероятности ∗ߙ
 к истинному значению параметра :ߙ

)∗ߙ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡)
по вер

→
݊ → ∞

,ߙ

то оценка .называется состоятельной ∗ߙ
Состоятельность означает, что с ростом объема
выборки качество оценки улучшается. Если оценки ଵߙ

∗ и ଶߙ
∗

удовлетворяют неравенству ଵߙ)ܯ
∗ − ଶ(ߙ < ଶߙ)ܯ

∗ − ଶ, то(ߙ
оценка ଵߙ

∗ называется более эффективная, чем любая другая.

Методы получения оценок
Метод моментов. Пусть ߦ − непрерывная случайная величина
с плотностью распределения ,ݔ)݌ -зависящей от одномерно ,(ߙ
го неизвестного параметра Тогда математическое ожидание .ߙ
является функцией ߦܯ :ߙ

ߦܯ = න ,ଵݔ)݌ݔ (ߙ dݔ
ାஶ

ି଴

= .(ߙ)ଵߤ

Выборочное среднее ܺ
ି

= ଵ
௡

∑ ௜ܺ
௡
௜ୀଵ  принимает значение, близ-

кое к Это позволяет записать уравнение для определения .ߦܯ
неизвестного параметра :ߙ

(ߙ)ଵߤ = ܺ
ି

.
Метод моментов аналогичным образом применяется к
дискретным случайным величинам.
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Метод максимального правдоподобия. Пусть ߦ − дискретная
 случайная с распределением

ߦ)ܲ = ܽ௜) = ,(ߙ)௜݌ ݅ = 1, 2, … , ݇,
где ܽ௜ − возможные значения случайной величины ;ߦ (ߙ)௜݌ −
соответствующие вероятности, зависящие от неизвестного
параметра причем ,ߙ ∑ ௞(ߙ)௜݌

௜ୀଵ = 1 при любом допустимом
значении Множество значений .ߙ ܽ௜ случайной величины ߦ
может быть не только конечным, но и счетным. Если среди
наблюдаемых выборочных значений ,ଵݔ) ,ଶݔ … , ௡)  числоݔ ܽ௜
встречается ݊௜ раз (݅ = 1, 2, … , ݇),  то для вероятности
,ଵݔ)ܮ ,ଶݔ … , ;௡ݔ получения данной выборки имеем (ߙ
выражение

,ଵݔ)ܮ ,ଶݔ … , ;௡ݔ (ߙ
= 1݌

2݌(ߙ)1݊
(ߙ)2݊ … ݇݌

(15)                                     .(ߙ)݇݊
Функция параметра α называется функцией правдоподобия, а
величина *a , при которой функция );,,,( 21 anxxxL K  дости-
гает максимума, - оценкой максимального правдоподобия неиз-
вестного параметра α. Для непрерывной случайной величины ξ
с плотностью распределения p(x, α), параметра α, метод мак-
симального правдоподобия остается в силе. Отличие состоит в
том, что теперь функция правдоподобия

),(),(),();,,,( 2121 aaaa nn xpxpxpxxxL KK =  выражается  не
через вероятность получения данной выборки, а через плот-
ность распределения n-мерной случайной величины

),,,( 21 aXXX K  зависящей от параметра α. При этом α служит
аргументом, значения ,,,, 21 nxxx K  считаются фиксирован-
ными.

 Контрольные вопросы и задания
1. Дайте определение понятия выборки распределения

статистических величин.
2. Что такое эмпирическая функция распределения,

полигон, гистограмма?
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3. Какие вы знаете точечные оценки параметров рас-
пределения и как их вычислить?

4. В чем заключается метод моментов точечной оценки
неизвестных параметров заданного распределения?

5.  В чем заключается метод наибольшего правдоподо-
бия точечной оценки  неизвестных параметров?

6. Какие вы знаете интервальные оценки статистиче-
ских величин?

7. Как вычислить доверительные интервалы для оцен-
ки математического ожидания, среднего квадратичного откло-
нения и неизвестной вероятности.

 Задачи и упражнения для самостоятельного решения
[5], №№450,459,473,479,490,502,507,515,517,519.
Форма отчетности: устный опрос, контрольная работа.

ЗАНЯТИЕ №8

МЕТОДЫ РАСЧЕТА
СВОБОДНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ВЫБОРКИ

Литература: [4], с 231-249.

 Контрольные вопросы и задания
1. В чем заключается метод произведений вычисления

выборочной средней и дисперсии?
2. Как применить метод произведения в случае равно-

отстоящих и неравноотстоящих вариант?
3. Расскажите о методе сумм вычисления выборочной

и средней дисперсии.
4. Как определить асимметрию и эксцесс эмпирическо-

го распределения.
5. Как построить нормальную кривую по опытным

данным?
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Примеры решения задач

Пример 1. Найти выборочную среднюю и выборочную
дисперсию по заданному распределению выборки объема

35=n :

Варианта ix -1 0 2
Частота in 10 20 5

Решение. Выборочная средняя
.035/)5220010)1((/)( 332211 =×+×+×-=++ npxpxpx

Выборочная дисперсия равна:

.7/635/)5)02(20)00(10)01((
/))()()((

222
3

2
32

2
21

2
1

=×-+×-+×--=

=×-+×-+×-= nnxxnxxnxxD BBBB

Пример 2. Найти выборочное уравнение прямой линии
регрессии X и Y по данным, приведенным в корреляционной
таблице:

YX / 20 25 30 35 40
16 4 6 0 0 0
26 0 8 10 0 0
36 0 0 32 3 9
46 0 0 4 12 6
56 0 0 0 1 5

Решение. Выборочное уравнение прямой линии регрес-
сии X и Y  имеет вид: xвyввx sxxsryy /)( -××=- , где xy –
условная средняя, и – выборочные средние признаков X и Y ,

xs и ys  – выборочные средние квадратические отклонения, вы-
борочный коэффициент корреляции
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)( ( )yxввxyв snsyxxynr åå -= )( , x и y – варианты, xyn  - соот-
ветствующие им частоты, 50=n  - объем выборки.

Вычислим:
åå == 7,31nxnx xyв ; åå == 6,35nyny xyв ,

( )åå -= nnxxXD xyвB
2)( ,

( )åå -= nnyyYD xyвB
2)( ,

35,5)( == XDs Bx , 2,10)( == YDs By ,
76,0=Br .

Здесь двойные суммы необходимо брать по всем индек-
сам ki,  вариант ki yx ,  (В этой задаче 5,4,3,2,1, =ki )

Искомое уравнение имеет вид:
35,5)7,31(2,1076,06,35 -××=- xy  или 36,1045,1 -= xy

.
Замечание. Для упрощения счета можно ввести услов-

ные варианты 11)( hcxu ii -=  и 22 )( hcyv kk -= , где 1c   и 2c  -
ложные нули вариант X и Y (новое начало отсчета), 1h и 2h  -
значение шага вариант X и Y .

 Задачи и упражнения для самостоятельного решения
[5], №№524,526,530,532,534.

Форма отчетности: устный опрос, контрольная работа.

ЗАНЯТИЕ №9

СТАТИСТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА
СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ

Литература: [4], с 282-341.
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Случайная величина X, которая служит для статисти-
ческой проверки гипотезы, называется критерием. Иногда
термином критерий обозначают не только случайную величи-
ну X, но и все правило проверки в целом. При этом X называ-
ют статистикой  критерия. Проверка гипотезы состоит в том,
что если наблюдаемое  значение критерия принадлежит неко-
торому определенному множеству S,  т.е.  наступает событие
{ }SX Î , то основная  гипотеза 0H  отвергается.

Множество S, такое, что при наступлении события
{ }SX Î  основная гипотеза 0H  отвергается, называ-

ется  критическим множеством (для гипотезы 0H ).
Событие { }SX Î , состоящее в том, что основная

 гипотеза 0H  отвергается, когда она является истинной,

 называется ошибкой первого рода. Событие { }SX Î , состо-
ящее в том, что основная гипотеза 0H  не  отвергается, когда
верна одна из альтернативных гипотез lH , называется
ошибкой второго рода.

Вероятности III PиP  ошибок первого и второго рода
вычисляются в предположениях о справедливости различных
гипотез – основной 0H  и альтернативной lH соответственно:

).(),(
0

SXPPSXPP HIIHI Î=Î=
l

Вероятность ошибки второго рода, а также вероятность
)(1)( SXPSXP HH Î-=Î

ll
      (**)

противоположного события связаны с конкретной альтерна-
тивной гипотезой lH , т.е. могут зависеть от  некоторого пара-
метра λ. Функция (**) параметра λ, равная вероятности  от-
вергнуть гипотезу 0H , если верна гипотеза lH , называется
функцией мощности критерия.

Правило статистической проверки гипотезы
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1. Задаются малым числом α>0, называемом уровнем
значимости критерия; обычно α=0,05; 0,01 или 0,001. Чем бо-
лее опасными признаются ошибки первого рода, тем меньшее
значение α должно быть выбрано.

2. Определяют критическое множество S из условия
выполнения неравенства

.)(
0

a£Î= SXPP HI

3. Условием  критическое множество определяется
неоднозначно. Выбирают ту из возможностей, которая  обес-
печивает минимум вероятности ошибки второго рода, или, что
то же самое, максимум мощности критерия.

4. Производят опыт и получают наблюдаемое значение
критерия. Если при этом наступает событие { }SX Î , то основ-
ная гипотеза 0H  отвергается. В противном случае считается,
что 0H не противоречит опытным данным. Результат проверки
гипотезы выражается словами: гипотеза 0H отвергается (не от-
вергается)  на уровне значимости α.

 Критерий согласия 2c .
Критерии, которые служат для

проверки гипотезы о законе распределения случайной величи-
ны,  называются критериями согласия. Пусть основная гипоте-
за 0H состоит в том, что функция распределения случайной
величины ξ есть вполне определенная функция F(x).Разобьем
числовую ось на r промежутков (разрядов) (

),[,),,[),, 12110 +¥==¥- - rr aaaaaa K , где 121 -<<< raaa K .
При справедливой гипотезе 0H i-му разряду ii aa ,[ 1-  соответ-
ствует вероятность .,,2,1),()( 1 riaFaFp iii K=-= -  Из n вы-
борочных значений ),,,( 21 nXXX K  случайной величины ξ в
i-й разряд ),[ 1 ii aa - попадает случайное число im  значений
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тельствует в пользу основной гипотезы 0H , заметные разли-
чия отвергают гипотезу 0H . Случайная величина
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22

1

2c

характеризует согласованность гипотезы 0H с опытными дан-
ными. Критерий 2c применяется в соответствии с общим пра-
вилом статистической проверки гипотез. При этом наблюдае-
мое значение критерия вычисляется, критическое множество
выбирается в виде полубесконечного интервала ( )¥+,2

ac , где
величина 2

ac  находится с помощью соответствующих таблиц,
приведенных в приложениях(см. [4]). Входами таблицы служат
величина 1-= rn  и уровень значимости α. Если выполняется
соотношение ,22

acc > то говорят, что  гипотеза 0H отверга-
ется на уровне значимости α.

Замечание 1. Число выборочных значений
rimi ,,2,1; K=  в каждом разряде должно быть не менее 5-10.

Если это условие не выполняется, рекомендуется объединить
разряды.

Замечание 2. Критерий согласия 2c применим не толь-
ко в случае, когда гипотетическая функция распределения
F(x) случайной величины ξ полностью определена. Если она
зависит от l неизвестных параметров, т.е.  имеет вид

),,,;( 21 lxF aaa K , и параметры laaa ,,, 21 K  оцениваются
по выборке методом максимального правдоподобия , то крите-
рий согласия остается в силе, только входом служит величина

1--= lrn .
Контрольные вопросы и задания
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1. Дайте определение нулевой, конкурирующей, про-
стой и сложной гипотезы.

2. Как сравнить две дисперсии средние генеральных
совокупности?

3. Расскажите о критериях Бартлета, Кочрена, Кендал-
ла, Пирсона.

4. В чем заключается метод графической проверки ги-
потезы о нормальном распределении нормальной совокупно-
сти?

5. Что вы знаете о методе спрямленных диаграмм?
6. В чем заключается проверка гипотезы о значимости

выборочного коэффициента корреляции?
7. Как осуществляются проверки гипотез о показа-

тельном, нормальном, биномиальном, равномерном распреде-
лении генеральной совокупности?

Примеры решения задач
Пример. Используя критерий Пирсона, при уровне зна-

чимости 0,05 проверить, согласуется ли гипотеза о распределе-
нии генеральной совокупности X по закону Пуассону с эмпи-
рическим распределением выборки объема 200=n .

ix 0 1 2 3 4

in 116 56 22 4 2

Решение. Выборочная средняя å= iinx
n

x 1

.Предполагаемый закон Пуассона имеет вид:
!)6,0()( 6,0 ieiP i

n
-= , т.е. 5488,0)0(2000 == Pp ,
3293,0)1(2001 == Pp , 0988,0)2(2002 == Pp ,
0198,0)3(2003 == Pp , 0030,0)4(2004 == Pp . Теоретические ча-

стоты iii pnpm 200== . Определим 76,1090 =m , 86,651 =m ,
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76,192 =m , 96,33 =m , 6,04 =m .  Малочисленные частоты 3n ,

4n  и 3m , 4m  можно объединить в новые 6243 =+=n и
56,46,096,33 =+=m . Значение критерия Пирсона

( ) 54,222 =-= å iii mmnc . По таблице критических точек
распределения(см. приложение ), по уровню значимости

05,0=a  и числу степеней свободы 22 =-= sk , где s - число
частот, находим критическую точку правосторонней критиче-
ской области ( ) 0,62;05,02 =крc . Так как 22

крcc < , то имеется
подтверждение гипотезы о распределение случайной величины
X  по закону Пуассону.

Указание. При решении этой задачи удобно использо-
вать расчетную таблицу

ix in ip im ii mn - ( )
i

ii

m
mn 2-

0 116 0,5488 109,76 6,24 0,355
1 56 0,3293 65,86 -9,86 1,476
2 22 0,0988 19,76 2,24 0,254
3 4 0,0198 3,96 1,44 0,4554 2 0,0030 0,60

 Задачи и упражнения для самостоятельного решения
[5], №№558,568,592,600,607,611,614,619,625,632,636,642,646,
651,663.

Форма отчетности: устный опрос, контрольная работа.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

      Данные методические указания  помогут студентам  само-
стоятельно изучать  теоретические  вопросы вышеуказанных
тем  курса математики,  а  также предоставят студентам широ-
кие возможности для самостоятельного изучения и практиче-
ской части .
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