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I СЕМЕСТР 

 
ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 1  

 
Пример 1. Найти матричный многочлен EC-AB 23 , где  

А = 







7   7    4    9
6    3    1    7

,   В =



















4    2
8-  0
1    4
5    1

,   












21
24

C . 

Решение. 
Число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы B , 

поэтому можно умножать матрицу А на матрицу B . По формуле 
перемножения матриц находим: 

;2326034117c 411431132112111111  babababa  
;3646)8(31157c 421432132212121112  babababa  

;3927074419c 412431232122112121  babababa  
;2147)8(71459c22   

Следовательно: АВ = 







21   39

 36   23
. 

Матрица 
























63
612

21
24

33C , 









10
01

22E  

Получаем матричный многочлен  









































1342
429

20
02

63
612

2139
3623

23 EC-AB . 

Задача для самостоятельного решения. Найти матричный 
многочлен EC-AB 33  , где  

А = 







2-   6    4    8

1    3    0    2
,   В =






















32
01
13

51

,   









42
13

C . 

Пример 2. Вычислить определитель третьего порядка 
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311
121
314

, используя правило треугольников. 

Решение.  

.15)346(3124)113114321(113111324)

(
311
121
314

211233

322311132231322113231231332211





aaa

aaaaaaaaaaaaaaa

 
Задача для самостоятельного решения. Вычислить опреде-

литель третьего порядка 
412
321

732



. 

Ответ: –73. 

Пример 3. Дана матрица  



















685
214
032

А . Вычислить обрат-

ную матрицу 1А . 

Решение:  Вычислим определитель матрицы 

.220143102
685
214
032



  

Найдем алгебраические дополнения матрицы: 

;10
68
21

11 



А  ;14
65
24

12 А  ;6
21
03

13 


А  

;18
68
03

21 


А  ;12
65
02

22 А  ;4
24
02

23 А  

;6
21
03

31 


А              ;4
24
02

32 А           .14
14

32
33 


А  
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11
7

11
2

11
3

11
2

11
6

11
7

11
3

11
9

11
5

1446
41214

61810

22
11А . 

Пример 4. Решить системы уравнений методом обратной 

матрицы .
10253

944
632













zyx
zyx
zyx

 
Решение: Вычислим определитель системы  : 

2    5    3
4    1    4
3    2    1

 =
5    3
1    4

3
2    3
4    4

2
2    5 
4    1 

1  == -18 + 8 + 51 = 41. 

Поскольку определитель системы отличен от нуля, то можно 
вычислить обратную матрицу 1A . Для этого находим алгебраиче-
ские дополнения: 

,18
2   5
4   1

)1( 11
11  A

   
 ,11

2   5
3   2

)1( 12
21  A   

,15
4   1
3   2

)1( 13
31  A

      
,4

2   3
4   4

)1( 21
12  A  

,7
2   3
3   1

)1( 22
22  A

   
,8

4   4
3   1

)1( 23
32  A  

,17
5   3
1   4

)1( 31
13  A

 
    ,1

5   3
2   1

)1( 32
23  A    

.7
1   4
2   1

)1( 33
33  A  

Вычислим матрицу-столбец неизвестных согласно формуле  
BAX  1 . 
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.
1
1
1

41
41
41

41
1

709102    
8063 24    
5099108

41
1

10
9
6

7  1     17  
8   7   4   
5   11   18

41
1




























































































X  

Решение системы уравнений имеет вид x=1, y=1, z=1. 
 
Задача для самостоятельного решения. Решить системы 

уравнений методом обратной матрицы 

.
2332

12
52













zyx
zyx
zyx

 
Ответ: (1;2;2) 

 
Пример 5. Решить системы уравнений методом Гаусса 

.
10253

944
632













zyx
zyx
zyx

 
Решение: 
Умножим первое уравнение на (–4) и добавим ко второму 

уравнению 

.
10253
1587   
6     32














zyx
zy
zyx

 
Умножим первое уравнение на (–3) и добавим к третьему 

уравнению 

.
87     
1587   
6     32














zy
zy
zyx

 
Умножим второе уравнение на (

7
1

 ) и добавим к третьему 

уравнению 
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.

)
7

158()
7
87(            

1587              
6     32           


















z

zy
zyx

 

Привели систему к треугольному виду. Начинается обратный 

ход:  1
7/41
7/41





z , 1
7

815
7

815










zy , 1326  zyx . 

 
Задача для самостоятельного решения. Решить системы 

уравнений методом Гаусса .
2

722
1063













zyx
zyx
zyx

 

Ответ: (1;1;2) 
 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 2  
 

Пример 1. Вершины пирамиды находятся в точках )4,3,2(A , 
)3,7,4(B , С(1, 2,2), )1,0,2( D . Вычислить: 

а) площадь грани АВС; 
б) объем пирамиды ABCD; 
в) угол АВС; 
г) Проверить, что векторы AB , AC , BC  компланарны. 
Решение. 
а) Площадь треугольника АВС находится как половина модуля 

векторного произведения векторов  1,4,2 AB  и  2,1,1 AC   

   
2
1 ACABS ABC   

Находим векторное произведение векторов в координатном 
представлении 
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  kji
kji

ACAB 259
211
142 






. 

Найдем длину векторного произведения 

  110)2()5()9(  222  ACAB . 

Тогда  
2

110  
2
1

 ACABS ABC . 

б) Сначала находим объем параллелепипеда, построенного на 
векторах  1,4,2 AB ,  2,1,1 AC и  5,3,4 AD , который равен 
модулю смешанного произведения этих векторов.  

Смешанное произведение находим по формуле 

   112012432310
534
211
142

, 




 ADACAB . 

ABCDV  соответствует шестой части  модуля смешанного про-

изведения трех векторов AB , AC и AD :     
6

11
ABCDV . 

в) Косинус угла АВС находится по формуле 
 

BCBA

BCBAABC



,)cos( . 

Имеем 

92,0
3521

25

)1()5()3()1()4()2(

)1(1)5(4)3(2)cos(
222222








ABC . 

По таблицам находим соответствующий угол  
023)92,0arccos(   

г) Проверим выполнение условия компланарности векторов 
AB , AC , BC   

   0,  BCACAB . 
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Вычисляем смешанное произведение 

   042035242
153
211
142

, 




 BCACAB . 

Следовательно, векторы компланарны. 
Задача для самостоятельного решения. Вершины пирамиды 

находятся в точках )4,5,3(A , )6,8,5(B , С(1,9,9), )8,4,6(D . Вычислить: 
а) площадь грани АВС; 
б) объем пирамиды ABCD; 
в) угол АВС; 
г) Проверить, что векторы AB , AC , BC   компланарны. 
Пример 2. Вершины пирамиды находятся в точках А(4,7,8), 

)0,13,1(B , С(2,4,9) и D(1,8,9). 
Составить: 
а) уравнения ребра АВ; 
б) уравнение грани АВС; 
в) уравнения высоты DE; 
г) уравнения прямой, проходящей через точку D параллельно 

ребру АВ; 
д) уравнение плоскости, проходящей через точку D перпенди-

кулярно ребру АВ. 
Вычислить: 
е) длину ребра ВС; 
ж) угол между ребром CD и плоскостью АВС; 

Решение. 

 
Рис. 1 
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а) Уравнения ребра АВ могут быть получены как уравнения 
прямой, проходящей через две заданные точки А(4,7,8) и В(-1,13,0) 

80
8

713
7

41
4










 zyx  или 

8
8

6
7

5
4









 zyx . 

б) уравнение грани АВС получается как уравнение плоскости, 
проходящей через три заданные точки А(4,7,8), В(-1,13,0) и С(2,4,9) 

0
897442
8071341
874




 zyx

 или 0
132
865
874




 zyx

. 

Раскрыв определитель, получим 097976  zyx  – уравнение 
грани АВС. 

в) Для получения уравнений высоты DE воспользуемся коорди-
натами точки D(1,8,9). В качестве направляющего вектора для DE 
используем вектор нормали  9,7,6 N  для плоскости АВС. Уравне-
ния высоты DE запишутся в виде: 

9
9

7
8

6
1









 zyx  

г) Для получения уравнений прямой, проходящей через точку D 
параллельно ребру АВ воспользуемся направляющим вектором 

 8,6,5 q  для прямой АВ: 

8
9

6
8

5
1









 zyx  

д) Уравнение плоскости, проходящей через точку D(1,8,9) пер-
пендикулярно ребру АВ записывается при использовании вектора 

 8,6,5 AB , как вектора нормали  
0)9(8)8(6)1(5  zyx  или 029865  yx . 

е) Длину ребра BC находим как расстояние между точками    
B(-1,13,0) и С(2,4,9): 

171)09()134())1(2( 222 BC . 
ж) Для нахождения угла между ребром CD и плоскостью осно-

вания АВС найдем sinφ (φ – угол между вектором  0,4,1CD ) и 

нормалью  9,7,6 N  к плоскости АВС) 
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64,0
16617

34

)0()4()1()9()7()6(

)9(0)7(461
sin

222222










 . 

039)64,0arcsin(  . 
Задача для самостоятельного решения. Вершины пирамиды 

находятся в точках А(6,1,1), )6,6,4(B , С(4,2,0) и D(1,2,6). 
Составить: 
а) уравнения ребра АВ; 
б) уравнение грани АВС; 
в) уравнения высоты DE; 
г) уравнения прямой, проходящей через точку D параллельно 

ребру АВ; 
д) уравнение плоскости, проходящей через точку D перпенди-

кулярно ребру АВ. 
Вычислить: 
е) длину ребра ВС; 
ж) угол между ребром CD и плоскостью АВС; 

 
ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 3  

 
Пример 1. Даны вершины треугольника А(4,3), В(-3,-3), С(2,7).  
Найти: 
а) уравнение стороны АВ, 
б) уравнение высоты СH, 
в) уравнение медианы AM, 
г) угол АВС, 
д) уравнение прямой, проходящей через вершину С параллель-

но стороне АВ, 
е) расстояние от точки С до прямой АВ. 

Решение. 

а) Уравнение AB запишем как уравнение прямой, походящей 

через две заданные точки A(4,3) и B(-3,-3): 

33
3

43
4






 yx , )3(7)4(6  yx , 0376  yx .
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б) Уравнение высоты CH, как перпендикуляра к стороне AB, 

запишем как каноническое уравнение прямой, проходящей через точ-

ку С(2,7) и имеющей в качестве направляющего вектора нормаль к 

AB: 

 7,6 ABN , 
7
7

6
2





 yx   или 05667  yx . 

в) Медианой называется отрезок прямой, соединяющий верши-

ну треугольника с серединой противолежащей ей стороны. Найдем 

координаты точки M – середины отрезка BC:  

2
1

2
23

2






 CB

M
xxx , 2

2
73

2






 CB

M
yyy .

 
Для медианы AM запишем уравнение прямой, проходящей че-

рез две заданные точки 

32
3

4
2
1

4






 yx ,  01992  yx .
 

г) Угол АВС можно искать его как угол между векторами 
   6,7)3(3),3(4 BA  и    10,5)3(7),3(2 BC : 

425
19

12585
95

10576

)10(657)cos(
2222








ABC , 

)
425
19arccos( . 

д) Так как прямая, проходящая через вершину С, параллельна 
стороне AB ( 0376  yx ), то проекции вектора нормали к AB мож-
но взять те же  

0)7(7)2(6  yx  или 03776  yx . 

е) Расстояние от точки С(2,7) до прямой АВ вычисляем по фор-

муле  
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85
40

)7(6

37726

)7(6

376
2222










 cc yxd .

 
Задача для самостоятельного решения. Даны вершины тре-

угольника А(10,–9), В(–2,–4), С(4,4).  
Найти: 
а) уравнение стороны АВ, 
б) уравнение высоты СH, 
в) уравнение медианы AM, 
г) угол АВС, 
д) уравнение прямой, проходящей через вершину С параллель-

но стороне АВ, 
е) расстояние от точки С до прямой АВ. 

 
Если при вычислении пределов алгебраической суммы, произ-

ведения или частного от деления функций сами функции стремятся к 
некоторым константам, не равным одновременно нулю в случае де-
ления функций, то вычисление пределов не вызывает затруднения.  

Пример 2. Найти предел 
13

27lim
4

2

1 


 x

xx
x

. 

Решение. 
 
 

   
    2

9
1limlim3

lim2lim7

13lim

27lim

13
27lim

1
4

1

1
2

1
4

1

2
1

4

2

1

























xx

xx

x

x
x x

xx

x

xx

x
xx . 

Пределы отношения бесконечно малых величин, отношения 
бесконечно больших величин, произведения бесконечно малой и бес-
конечно большой величины могут принимать различные значения 
или даже не существовать. Выражения вида 

     
















 1,,0,,

0
0  называются неопределенностями. 

Пример 3. Найти предел .
8643
1247lim 23

23




 xxx

xxx
x

 

Решение. Предел содержит неопределенность типа 

 . Для ее 

раскрытия выносим старшие степени в числителе и знаменателе: 
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.
3
7

8643

1247
lim

8643

1247
lim

8643
1247lim

32

32

32
3

32
3

23

23
























































xxx

xxx

xxx
x

xxx
x

xxx
xxx

x

xx

 

Здесь было использовано, что при x  величины 
32

1 ,1 ,1
xxx

 

стремятся к нулю. 

Пример 4. Найти предел 
25

103lim 2

2

2 


 xx

xx
x

. 

Решение. Для выделения бесконечно малых разложим числи-
тель и знаменатель на множители по корням и сократим бесконечно 
малые множители (x-2): 

 
3
7

12
5

lim

2
1)2(2

5)2(lim
252

103lim
222

2

2












 








 x
x

xx

xx
xx

xx
xxx

. 

Пример 5. Найти предел 
54
213lim 21 


 xx

x
x

. 

Решение. 

 

   


























)213(1)(5

)1(3lim
)213(1)(5

4)13(lim

)213(1)(5

)213)(213(lim
54
213lim

11

121

xxx

x

xxx

x
xxx

xx
xx

x

xx

xx
 

   8
1

)22(6
3

2135
3lim

1








 xxx
. 

Пример 6. Найти предел 
x
x

x 5sin
7cos1lim 20




. 
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Решение. Данный предел содержит неопределенность типа 
0
0 . 

Преобразуем это выражение так, чтобы можно было воспользоваться 

1-м замечательным пределом :1
)(

)(sinlim
0)(


 x

x
x 




 

















































 2
2

22

2
2

02

2

020
25

25
5sin

2
7

2
7

2
7sin

lim2
5sin

2
7sin2

lim
5sin
7cos1lim

x
x

xx

xx

x

x

x
x

xxx

50
49

254
49

5sin
5

2
7

2
7sin

lim2 2

22

2

0
























































 x
x

x
x

x

xx

x
. 

Пример 7. Найти предел 
3

17
37lim













 x

x x
x . 

Решение. Для раскрытия неопределенности 1  преобразуем 
дробь и показатель степени так, чтобы воспользоваться вторым заме-
чательным пределом. 

x
lim

3

17
37 










 x

x
x =

x
lim

3

17
417 









 x

x
x =

x
lim

3

17
41













x

x
=

  
 174

4317

17
41lim 













 x

xx

x x
=

 
 17

34lim



 x
x

xe = .7
4

e  

Задачи для самостоятельного решения. Найти пределы 

а) 2

231lim
xx
x

x 



, б) 

4
6lim 22 


 x

xx
x

, в) 20 4
2cos1lim

x
x

x




, 

г) 
5

13
23lim













 x

x x
x . 
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 4  

Пример 1. Найти производную функции 2
)27cos(

x
xy 

 . 

Решение. В этом примере необходимо применять формулы для 
производной частного двух функций и для производной функции от 
функции (производной сложной функции), то есть, если ))(( xfy  , 
то )())(( xxfy   . 



















 

4

2

4

22

2

)27cos(2)27)(27sin(

)')(27cos())27(cos()27cos(

x
xxxxx

x
xxxx

x
x

 





4

2 )27cos(2)27sin(7
x

xxxx  

.)27cos(2)27sin(7
3x

xxx 
  

Пример 2. Найти производную функции xy 2sin
1

2 . 
Решение. Применяя формулу для производной сложной функ-

ции получим: 

.
sin
cos2ln2

)(sin
sin

22ln2
sin

12ln22

3
sin

1

3
sin

1

2
sin

1
sin

1

2

222

x
x

x
xx

x

xxx










 
































 

Пример 3. Найти производную функции xx eey 21   . 
Решение. Используя правило дифференцирования произведе-

ния и правило дифференцирования сложной функции, имеем 



17 
 

 
   

.2
12

11

)2(
12

11

1
12

11

111 

2
2

2

2
2

2

2
2

2

222



























 











 









x
x

xxx

x
x

xxx

x
x

xxx

xxxxxx

e
e

eee

xe
e

eee

e
e

eexe

eeeeee

 

Пример 4. Найти производную функции 4 3cos1 xy  . 
Решение.  

 

 

  ).sin(cos3
)cos1(4

1

)(coscos3
)cos1(4

1

cos1
)cos1(4

1cos1

2
4 33

2
4 33

3
4 33

4 3

xx
x

xx
x

x
x

x

























 

 

Задачи для самостоятельного решения. Найти производную 
функций 

а) 
x

xy
2sin

1
 ,     б) xy 31arccos  , 

в) xtgy 29  ,   г) .2sin
2

sin xxy   

Пример 5. Найти производную функции   xxy sincos . 
Решение. Так как в этом примере основание и показатель сте-

пени зависят от x (то есть нельзя использовать ни строку с производ-
ной показательной функции, ни строку с производной степенной 
функции), то применим способ логарифмического дифференцирова-
ния. Прологарифмируем исходную функцию 

   xxxxy x coslnsincosln)(ln sin  . 
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Продифференцируем левую и правую части последнего равен-
ства  

 






)(cos
cos

1sincoslncos

coslnsincosln)(sin

x
x

xxx

xxxx
y
y

 

)sin(
cos

1sincoslncos x
x

xxx   

и окончательно получим: 

  .
cos
sincoslncoscos

cos
sincoslncos)(

2
sin

2
























x
xxxx

x
xxxxyy x

 
Пример 6. Найти производную неявно заданной функции 

xyx 2)2arccos(  . 
Решение. Это уравнение не разрешимо относительно y , следо-

вательно, функция )(xy  задана неявно. В общем виде это записыва-
ется так: 0),( yxF . Чтобы найти производную )(xy , нужно обе 
части уравнения 0),( yxF  продифференцировать по x , рассматри-
вая y  как функцию от x . А потом из полученного уравнения выра-
жаем искомую производную y : 

 

 

   ;2ln2)2(
)2(1

1;)2()2arccos(
2




 xx xy
xy

yx  

.
2

412ln2
   

   ;2ln2
41

2

41

2

;2ln2)(
41

2  

22

2222

22

x
yx

x
yy

yx

y

yx

yx

yxy
yx

x

x

x
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Пример 7. Найти производную параметрически заданной 

функции  









2

2

cos3

sin2

ty

tx
. 

Решение. Если функция задана параметрически 







)(
)(

ty
tx




, то 

 
 

 
 

  .
2
3

cos2
sin3

2cos2
2sin3

)(cos2
sin3

sin2

cos3

.;

2
2

2

2

2

22

22

2

2

3

tgt
t
t

tt
tt

tt
tt

t

t
y

x
xyxy

x
yy

x
yy

t

t
x

t

tttt

t

tt
xx

t

t
x
































 
Задачи для самостоятельного решения. Найти производную 

функций 

а)  lnln xy x ,   б) 2 2( ) 1ctg x y  , в) 
ln

tx e
y t

 



. 

     г)   xxy cos ;      д) .,)1ln( 2 arctgttytx   
 

Пример 8. Исследовать функцию  и построить ее 

график. 
Решение. 1. Функция не определена в точках, где знаменатель 

обращается в нуль, то есть при , . Следовательно, 
. 

2. Определим точки пересечения графика с координатными 
осями. Единственной такой точкой будет O(0,0). 

3. Исследуем функцию на четность, нечетность, периодич-

ность. Имеем , следовательно, f(x)- 

нечетная. 

32

3




x
xy

31 x 32 x
),3()3,3()3,()( fD

)(
3)(

)(
3

)( 2

3

2

3
xf

x
x

x
xxf 
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При исследовании функции можно ограничиться значениями 
х0, а затем продолжить функцию, пользуясь свойством нечетности 
(график симметричен относительно начала координат). 

4. Исследуем функцию на наличие у ее графика асимптот. 
а) Вертикальные асимптоты. 

 ,    . 

Следовательно, - вертикальная асимптота. 
б) Наклонные асимптоты 

, 

. 

Таким образом, прямая y = x – наклонная асимптота. 
5. Определим точки возможного экстремума. Для этого найдем 

производную. 

 

Критическая точка первого рода: . 
Точки не могут быть точками экстремума, так как 

они не входят в область определения функции. 
6. Определим точки возможного перегиба. Для этого найдем 

вторую производную. 

 

Существует одна критическая точка второго рода: . 
Найдем промежутки возрастания и убывания, точки экстрему-

ма, промежутки выпуклости, и точки перегиба. 
Результаты исследования оформим в виде таблицы, в которой 

отражены изменения знака первой и второй производных. 
 
 


 3

lim 2

3

03 x
x

x


 3
lim 2

3

03 x
x

x

3x

1
3

lim)(lim 2

2





 x
x

x
xfk

xx

0)
3

(lim))((lim 2

3






x

x
xxxfb

xx

.0
)3(

)9(
)3(

2)3(3
3

)( 22

22

22

322

2

3



























x
xx

x
xxxx

x
xxf

01 x
35,4 x

.0
)3(

)9(6
)3(

)9(
3

)( 32

2

22

22

2

3









































x
xx

x
xx

x
xxf
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Таблица 
x (-∞,-3) -3 )3,3(  3  0    3 (3,∞) 

 + 0  Не 
сущ
. 

 0  Не 
сущ
. 

 0 + 

    Не 
сущ
. 

+ 0  Не 
сущ
. 

+ + + 

f(x) Возр. 
вып. 

Max 
ymax = 
-4,5 

Убыв.
,  
вып. 

Не 
сущ
. 

Убыв
. 
 вогн. 

Точка 
пе-
рег. 
yтп=0 

Убыв 
вып.  

Не 
сущ
. 

Убыв
. 
вогн
. 

Min 
ymin 
=4,5 

Возр.,
вогн
. 

 
Используя полученные результаты, строим график, функции, 

предварительно нанеся на чертеж точки пересечения с осями коорди-
нат, точки экстремума, точки перегиба и асимптоты. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

)0,3( )3,0( 3 )3,3(
)(xf 

)(xf 

0 -   3  3-3 

y 

x 3 

 

   Рис. 2 
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II СЕМЕСТР 
 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 1  
 
Пример 1. Найти неопределенный интеграл  dxxx   )cos( 2 . 
Решение. 

 )( )cos(
2
1)

2
( )cos(  )cos( 22

2
22 xdxxdxdxxx . 

Согласно инвариантности формул таблицы интегралов в каж-
дой строке таблицы переменную интегрирования x можно заменить 
на любую функцию x, то есть если Cxdxx  sincos , то 

Cxxdx  )sin()()cos( 222 . Таким образом, 

Cxxdxxdxdxxx  )sin(
2
1)( )cos(

2
1)

2
( )cos(  )cos( 222

2
22  

 
Пример 2. Проинтегрировать  dxxe x  3cos3sin . 
Решение: Введем новую переменную интегрирования: 

xt 3sin , и dxxdt  3cos3 . Проведем замену переменной интегриро-
вания в неопределенном интеграле: 

CeCedte
xdxdt
xt

dxxe
xt

tx 


 3333cos3
3sin

 3cos
3sin

3sin . 

Еще один вариант замены переменной t определяется соотно-
шением x=ψ(t)  Тогда  dttdx     и  

      dtttfdxxf     

Пример 3. Проинтегрировать 
 412xe

dx . 

Решение: Введем новую переменную интегрирования: te x 12  

или 
2
ln1 tx 

 . Проведем замену переменной: 
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 4)2(
)2(

2
1

)4(2
1

2

)1(ln
2
1

4 212 t
td

tt
dt

t
dtdx

tx

e
dx

x  

C
e

eC
t

tC
t
t

x

x











 



4
ln

8
1

4
ln

8
1

2)2(
2)2(ln

8
1

12

12
. 

Пример 4. Найти интеграл 


 dx
xx

x
52

2
2 . 

Решение. Преобразуем подынтегральную функцию, выделив в 
числителе производную знаменателя. Для этого числитель предста-
вим в виде 1

2
1)22(2  xx . Тогда 












 dx
xx

dx
xx

xdx
xx

x
52

1
52

)1(2
2
1

52
2

222 . 

В первом интеграле сделаем замену переменной 

txx  522 ,  dtdxx  )1(2 . Получим 

CxxCt
t
dtdx

xx
x

 


 52ln
2
1ln

2
1

2
1

52
)1(2

2
1 2

2 . 

Для вычисления второго интеграла выделим в знаменателе 
полный квадрат 222)1(41252 22  xxxxx . 

Cxarctgdx
x

dxdx
xx








 2

1
2
1

4)1(52
1

22 . 

Окончательно получим 




 dx
xx

x
52

2
2  52ln

2
1 2 xx Cxarctg 


2

1
2
1 . 

Задачи для самостоятельного решения. Найти неопределен-
ный интеграл посредством метода замены переменной 

а) 
x

dxxcos , б) 


 dx
xx
x

22
29

2 , в) dxxx 





   1 3 2 . 

Пример 5. Проинтегрировать по частям   dxxx  7cos)25( . 
Решение: 
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  dxxxxxvdxxdv

dxduxu
xdxx

7
7sin5

7
7sin)25(

7
7sin;  7cos

5;25
7cos)25(

Cxxxxdxxx



 




49
7cos5

7
7sin)25(

)3(
7
7sin5

7
7sin)25( . 

 
Задачи для самостоятельного решения. Найти неопределен-

ный интеграл интегрированием по частям 
а)   dxxsx   in3  )5( ,    б)   .  ln  )14( 2 dxxx  

Пример 6. Найти интеграл 


 dx
xxx

xx
)106)(1(

32
2

2
. 

Решение: Учитывая, что знаменатель имеет однократный дей-
ствительный (простой) корень 11 x , а так же множитель 

)106( 2  xx  с отрицательным дискриминантом (с двумя комплекс-
но-сопряженными корнями), разлагаем на простейшие дроби  

.
)106)(1(

)1()1()106(

1061)106)(1(

32
2

2

22

2


















xxx

xCxBxxxA

xx
CBx

x
A

xxx
xx  

Приравняем числители: 
32)1()()106( 222  xxxCxxBxxA . 

Из тождественности следует равенство коэффициентов при 
одинаковых степенях x слева и справа:  

 ,231  ,3  ,1  
310   

 26   
1   

0

1

2







AAAACAB
CA

CBA
BA

x

x

x

. 

.9  ,
5
1  ,

5
6

 CBA  

Подставим найденные коэффициенты в разложение рациональ-

ной функции  .
106

9
5

1
5
6

)106)(1(
1

22 







 xx

x

xxxx
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Окончательно получим: 



















196

)9
5

(
1ln

5
6

106

9
5

15
6

)106)(1(
32

222

2

xx

dxx

xdx
xx

x

x
dxdx

xxx
xx  

 1ln
5
6 x

 

 










 


13

9
5
33

5
1

2x

dxx
1ln

5
6 x

 










 



13

5
3

2x

dxx

 










 


13

5
42

2x

dx
 1ln

5
6 x

10
1  

 







13

1)3(
2

2

x
xd   3

5
42 xarctg

1ln
5
6 x  103ln

10
1 2  xx   Cxarctg  3

5
42 . 

Задачи для самостоятельного решения. Найти неопределен-
ный интеграл  

а) 


 .
)2(
2

3 dx
xx

x ,    б) 


 .
)1)(1(

1
22 dx

xxx
x . 

Пример 7. Найти неопределенный интеграл 


 xxxx

dx
3cos53cos3sin43sin 22 . 

Решение. 







 222
1

3

3

3cos53cos3sin43sin
1

t
dtdx

txtg
dx

xxxx















543

1

1
5

1
4

1

1
3
1

2

222

2

2

tt
dt

tt
t

t
t

t
dt

 




9)2(

)2(
3
1

2t
td

 

 
  




 C
t
t

32
32ln

6
1

3
1 .

53
13ln

18
1 C

xtg
xtg





 

Задачи для самостоятельного решения. Найти неопределен-
ный интеграл  
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а) 
 x

xdx
sin45

cos3
,    б) 

 xxxx
dx

22 cos2cossinsin
. 

 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 2  
 

Пример 1. Вычислить определенный интеграл . ln4

e

e x
dxx  

Решение. Воспользуемся методом введения новой функции под 
знак дифференциала. В данном случае xln  выступает в качестве но-
вой переменной интегрирования, по которой легко указать первооб-

разную          22
244

ln4ln
2
14

2
lnln ln ln ee

e
exxdx

x
dxx e

e

e

e
 

    4ln24ln
2
1114ln

2
1 22  . 

Пример 2. Вычислить определённый интеграл dx
x

xarctg












2

0
2

3

4
2 . 

Решение. Выполним замену переменной в определенном инте-
грале: 












dx
x

xarctg2

0
2

3

4
2


















 .
4

  ,2

,0  ,0

,
4

2
2

22

11

2

tx

tx
x

dxdt

xarctgt


4

0

3
2
1


dtt
20480

4/
42

1 44 










 t . 

Пример 3. Вычислить определенный интеграл 
1

0
.  dxarctgxx  

Решение. Выполним интегрирование по частям в определенном 
интеграле: 
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1

0
2

1

0

1

0
2

2

1

0 2

221

0
2

2

12
1

2
1

81
11

2
1

8

12
1

0
1

2
2

,

1
,

  

x
dxdxdx

x
x

dx
x

xarctgxx
xvxdxdv

x
dxduarctgxu

dxarctgxx



2
1

482
1

80
1

2
1

0
1

2
1

8


 arctgxx . 

Задачи для самостоятельного решения. Вычислить опреде-
ленный интеграл  

а) 


3

1
.

)1(
1 dx
xx

,    б)  
1

0

3 .)2( dxex x . 

 

Пример 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линия-

ми: 3  ,1  ,0  ,
12 


 xxy

x
xy . 

Решение:  

    .5ln
2
12ln10ln

2
1

1
3

1ln
2
1

1
23

1
2  


 x
x
xdxS  

 

 

 

 

 

 

 
x  

y
 

S
 

O  

12 


x
xy

 

1 3  

Рис. 3 
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Пример 5. Найти объем тела, образованного вращением вокруг 
оси Ox  фигуры, ограниченной линиями 3xy  , 1x , 0y . 

Решение: 

Объём тела вращения равен 

  .
70

1
7

7
1

0

6    xdxxV  

Задачи для самостоятельного решения. Найти площадь фи-
гуры, ограниченной линиями  0,4 2  yxxy , а также объем тела 
вращения данной фигуры вокруг оси Оx. 

 

Пример 6. Найти частные производные первого порядка функ-
ции  22 5yxyxtgz  . 

Решение. Рассматривая y как постоянную величину, получим  

 
)5(cos

)2()5(
)5(cos

1
222

22
222 yxyx

yxyxyx
yxyxx

z
x












. 

Аналогично, рассматривая x как постоянную величину, полу-
чим 

 
)5(cos

)10()5(
)5(cos

1
222

22
222 yxyx

yxyxyx
yxyxy

z
y












. 

Пример 7. Найти частные производные первого порядка функ-

ции 1 y
x

ez  
Решение. Рассматривая  y как постоянную величину, получим  

1)1(
0)1(

)1(

)1()1()( 1

2
1

2
1



































 


y

e
y

xye
y

yxyx
e

x
z y

x

y
x

xxy
x

. 

Аналогично, рассматривая x как постоянную величину, полу-
чим 
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2

1

2
1

2
1

)1()1(
10)1(

)1(

)1()1()(





































 



y
ex

y
xye

y

yxyx
e

y
z y

x

y
x

yyy
x

. 

Пример 8. Найти частные производные второго порядка функ-

ции 1 y
x

ez . 
Решение. 
Воспользуемся результатами предыдущей задачи:  













 

)1(
11

y
e

x
z y

x

, 
















 

2
1

)1(y
xe

y
z y

x

. 

Взяв от полученных производных частные производные, имеем 
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Задачи для самостоятельного решения. Найти частные про-
изводные первого порядка функции 

а) 
yx

yxz



1

22
, б) )322sin( xyxz  . 

Пример 9. Даны: функция 232 yxyz  , точка A(1,–2) и век-

тор  12,9 l


. Найти: 1) градиент функции 286 yxyz   в точке 
A(1,–2), 2) производную в точке A по направлению вектора 

 12,9 l


. 
Решение. Вычислим частные производные функции в точке 

A(1,–2): 

 10122 )2,1(  ,6 2 ),(   , 4 )2,1(  , 2 ),( 















y
zyxyx

y
z

x
zyyx

x
z . 

Градиент функции z имеет вид 

jyxiyj
y
zi

x
zzgrad


)62()2( 








 ,  

  jijiAzgrad


104))2(62()4(  . 
Найдем косинусы направляющих углов, перейдя от вектора 

 12,9 l


 к соответствующему орту 

 






 




















5
4,

5
3

129

12,
)12(9

9cos,cos
2222


l
l




. 
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Производная по направлению вектора l


 в точке M  равна 

 coscos
y
z

x
z

l
z












=
5
52

5
410

5
34 






 . 

Задача для самостоятельного решения.. Дана функция 

xxyyxz 4222  , точка )2,1(A  и вектор   jil 33,1 


. Тре-
буется найти: 1) направление градиент функции z в точке А; 2) произ-

водную в точке А по направлению вектора l .  
 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 3  
 
Пример 1. Исследовать на экстремум функцию 

xyyxz 48 33  . 
Решение. Вычислим частные производные функции 

yx
x
z 424 2 



, xy
y
z 43 2 



. Найдем точки возможного экстре-

мума из решения системы 


















.0

0

y
z
x
z

   
.043
,0424

2

2








xy
yx  

Это точки )0,0(1M  и )
3
2,

3
1(2M . 

Находим частные производные второго порядка исследуемой 
функции:   ,6  ,48 yfCxfA yyxx   4   xyfB . В точке 

)0,0(1M  имеем 162  BAC <0 , то есть, в данной точке экс-

тремума нет. В точке )
3
2,

3
1(2M  имеем 16642  BAC >0. По-

скольку 16A >0, то в точке имеется минимум. 
Задача для самостоятельного решения. Найти экстремум 

функции 36494 22  yxyxz .  
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Пример 2. Найти общее решение дифференциального уравне-
ния с разделяющимися переменными  (1+ 2х )dy +ydx=0. 

Решение. Преобразуем уравнение к виду (уравнению с разде-

лёнными переменными) 21 x
dх

y
dy


 . Интегрируя, получаем 

 



12x

dx
у

dy  или Carctgxу ln . Общее решение можно запи-

сать в виде arctgxCеy  . 

Пример 3. Найти общее решение уравнения tgytgxу  . 
Решение. Разделяя переменные, приходим к уравнению 

dxtgxdyctgy      .  
Интегрируем: 

  dxtgxdyctgy   , Cxy lncoslnsinln  .  
Постоянная интегрирования выбрана в виде Cln  для упроще-

ния представления ответа. Далее находим общий интеграл 

x
Cy

cos
sin   или Cxy  cossin . 

Задача для самостоятельного решения. Найти общее реше-
ние дифференциального уравнения с разделяющимися переменными 

422  yух . 
 
Пример 4. Найти общее решение однородного дифференци-

ального уравнения  yxуx 2 . 
Решение. Чтобы привести однородное дифференциальное 

уравнение к дифференциальному уравнению с разделяющимися пе-
ременными, проводят замену )(xvxy  , где v(x) – новая неизвестная 
функция. 

Преобразуя исходное уравнение к виду, разрешенному относи-

тельно производной у  . Получим у  =
х
y21 . Полагаем vxy  , 

тогда vvxу  . Уравнение запишется в виде 
vvvx 21   или vvx  1 . 
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Решаем полученное уравнение с разделяющимися переменны-
ми  

v
dx
dvx  1   или 

x
dx

v
dv


1

. 

Интегрируя 
 x

dx
v

dv
1

,  получим  ln Cxv lnln1ln  ,  

xCv 1  или 1 xCv . 
Возвращаясь к старой переменной у по формуле )(xvxy  , 

получим общее решение хCху  2 . 
Задачи для самостоятельного решения. Найти общее реше-

ние однородного дифференциального уравнения  

а) 
22

3
yx

xyу


 ,   б) 
x
y

y
xy  . 

 
Пример 5.  Найти частное решение линейного дифференциаль-

ного уравнения первого порядка 3)1(
1

2



 x

х
yy , удовлетворяю-

щее начальному условию 1)0( у . 
Решение. Ищем решение )(xy  в виде )()()( xvxuxy  . По-

скольку vuvuy  , то уравнение принимает вид 

3)1(
1

2



 x

х
uvuvvu  или 3)1()

1
2( 


 x
х

vvuvu . 

Для нахождения частного решения v(x) решаем уравнение  

1
2



х

vv  =0. 

Разделяя переменные в этом уравнении, находим  

1
2



х

v
dx
dv

 или 
1

2



х

dx
v
dv

. 

После интегрирования обеих частей равенства, получим  
Cxv  1ln2ln , так как достаточно найти хотя бы одно отличное 

от нуля решение, то положим 0C  и опустим модули. Тогда 
2)1()(  xxv . Подставляя найденное значение v(x) в исходное урав-
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нение и учитывая, что ,0
1

2





х
vv  запишем 32 )1()1(  ххu  или 

1 x
dx
du

, откуда после интегрирования получим 

Cххu  2)1(
2
1)( . Общее решение запишется 

24 )1()1(
2
1

 хCхuvy . Найдем частное решение, удовлетво-

ряющее начальному условию 1)0( у . Имеем 1
2
1)0(  Cу , от-

куда 
2
1

C . Тогда частное решение (решение задачи Коши) запи-

шется  в виде 
2

)1()1( 24 


хху . 

Задача для самостоятельного решения. Найти частное реше-
ние линейного дифференциального уравнения первого порядка 

х
x
yy  , удовлетворяющее начальному условию 1)1( у . 

 
ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 4  

 
Пример 1. Найти общее решение линейного дифференциаль-

ного уравнения второго порядка со специальной правой частью 
.)2(67 xexyyy   

Решение. Общее решение будет иметь вид чнoo yyy  . Для 
нахождения общего решения ooy  соответствующего однородного 
уравнения 067  yyy  составляется характеристическое уравне-
ние 

0672  kk   
и находятся его корни: 11 k , 62 k . 

Тогда общее решение линейного однородного дифференциаль-
ного уравнения приобретает  вид 
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.6
2121 21 xxxkxk

oo eCeCeCeCy   
Для нахождения частного решения неоднородного уравнения 

чнy  рассмотрим правую часть .)2( xex   Правая часть данного неод-

нородного уравнения имеет вид xexP )(1  и характеризуется парамет-
ром правой части α±iβ=1±0i. Так как параметр правой части 

101  ii  совпадает с простым корнем характеристического 
уравнения, то частное решение неоднородного уравнения будем ис-
кать в форме )( BAxxey x

чн  . Подставляя это выражение в задан-
ное уравнение, будем иметь 

x

x

ex

eBxAxBAxBxAxABAxBxAx

)2(

)](6)2(7)(72)24()[( 222





или 

.)2()2510( xx exeABAx   

Приравнивая коэффициенты при одинаковых функциях xxe , 
xe , получим 








,252
,110

BA
A

 

откуда 
25
9   ,

10
1

 BA . Следовательно, частное решение будет 

иметь вид 





 

25
9

10
1 xxey x

чн .  

Общее решение:  xx eCeCy 2
6

1 





  xxex

25
9

10
1 2 . 

Пример 2. Найти общее решение дифференциального уравне-
ния .2cos54 xyyy   

Решение. 
Запишем соответствующее характеристическое уравнение: 

0542  kk , 
2

20164
2,1


k , ik  2122,1 . При нали-

чии комплексных корней характеристического уравнения общее ре-
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шение однородного уравнения имеет вид: 
 xCxCey x

oo cossin 21
2   .  

Правая часть неоднородного уравнения x2cos  имеет вид 
xxQxxP 2cos)(2sin)( 00  , где 0)(0 xP  и 1)(0 xQ – многочлены ну-

левой степени. Правая часть неоднородного уравнения описывается 
параметром ii  20 , не совпадающим с корнями характери-
стического уравнения. Частное решение чнy  ищется в виде, подоб-

ном правой части (без домножения на lx  и с коэффициентами, под-
лежащими определению):  

xBxAyчн 2cos2sin  . 
Коэффициенты A и B находятся из результата подстановки чнy  

в исходное уравнение 
      xxBxAxBxAxBxA 2cos2cos2sin52cos2sin42cos2sin  , 

    xxBxAxBxAxBxA 2cos2cos2sin52sin22cos242cos42sin4 
 

Приравниваем коэффициенты при одинаковых функциях x2sin  
и x2cos  слева и справа для вычисления A и B. 








1584
0584

BAB
ABA

  







18
08

AB
BA

  BA 8 , 164  BB , 
65
1

B , 
65
8

A . 

Частное решение неоднородного уравнения равно 

xxyчн 2cos
65
12sin

65
8

 , а общее решение равно 

  xxxCxCey x 2cos
65
12sin

65
8cossin 21

2   . 

Задача для самостоятельного решения. Найти общее реше-
ние неоднородного дифференциального уравнения 

xexyyy 4265   со специальной правой частью. 
 

Пример 3. Найти частное решение линейного неоднородного 
уравнения, удовлетворяющее начальным условиям 














2)0(
,1)0(

,sin3cos2

y
y

xxyyy
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Найдем общее решение соответствующего однородного урав-
нения 02  yyy . Составим характеристическое уравнение и 

найдем его корни .2,1  ,02 21
2  kkkk  Тогда общее 

решение соответствующего однородного уравнения: 
.2

21
xx

oo eCeCy   
Правая часть данного неоднородного уравнения xx sin3cos   

имеет вид )sincos( xQxPeox  . Так как параметр правой части 
ii 10    не является корнем характеристического уравнения, то 

частное решение будем искать в форме )sincos( xBxAучн  . Под-
ставляя это выражение вместе с производными 

)cossin( xBxAу  , )sincos( xBxAу   в заданное уравнение, 
будем иметь 

.sin3cossin)3(cos)3( xxxBAxAB   
Приравнивая коэффициенты при xcos  и xsin , получим 








,33
,13

AB
AB

, откуда 1   ,0  BA . Следовательно, частное решение 

будет иметь вид xyчн sin . 

Общее решение:   xx eCeCy 2
21 xsin . 

Найдем С1,  С2, используя начальные условия, 










,20cos2
;10sin

0
2

0
1

0
2

0
1

eCeC
eCeC  или 








.212
;1

21

21
CC
CC

 

Отсюда С1=1,  С2=0. В итоге получаем решение задачи Коши 
xey x sin . 

Пример 4. Найти частное решение линейного неоднородного 

уравнения, удовлетворяющее начальным условиям 














1)0(
,0)0(

,

y
y

eyy x

  

Решение. Найдем общее решение соответствующего однород-
ного уравнения 0 yy . Составим характеристическое уравнение 

и найдем его корни 1  ,0  ,0)1(  ,0 21
2  kkkkkk . Тогда об-
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щее решение соответствующего однородного уравнения: 
.21

x
oo eCCy   

Правая часть данного неоднородного уравнения xe  имеет вид 
))0sin(0)0cos(1( xxe x  . Так как параметр правой части 

101  ii  не совпадает с корнями характеристического урав-

нения, то частное решение будем искать в форме x
чн Aeу  . Под-

ставляя это выражение вместе с производными xAeу  , xAeу   в 

заданное уравнение, будем иметь xxx eAeAe  . 

Приравнивая коэффициенты при xe , получим 12 A , 
2
1

A . 

Следовательно, частное решение будет иметь вид 
2

x
чн

ey  . 

Общее решение: 
221
x

x eeCCy   . 

Найдем С1, С2, используя начальные условия, 













.1
2
1

;0
2
1

2

21

C

CC
 

Отсюда 01 C ,  
2
1

2 C . В итоге получаем решение задачи 

Коши 
22

xx eey 


. 

Задача для самостоятельного решения. Найти частное реше-
ние линейного неоднородного дифференциального уравнения второ-
го порядка хехуу  )13(4 , удовлетворяющее начальным усло-
виям 0)0( у , 4)0( у . 
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