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ВВЕДЕНИЕ 

            Настоящее учебное пособие содержит теоретический 

материал  и задачи по курсу «Спецглавы математики».                  

           Содержание учебного пособия соответствует программе 

курса математики для бакалавров  инженерно-технических 

специальностей втузов, утвержденной Министерством образо-

вания Российской Федерации в соответствии с новыми образо-

вательными стандартами. 

Пособие состоит из двух  частей: теории вероятностей и  

математической статистики                                       

 

ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

 

 1. СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ 

 

Любая современная математическая дисциплина основыва-

ется на некоторых исходных понятиях (аксиомах). В теории  

вероятностей такой аксиоматический подход был введен  А.Н. 

Колмогоровым. 

Аксиомы, лежащие в основе этого подхода, отражают и 

обобщают те свойства понятия вероятности случайных со-

бытий, которые использовались на интуитивном уровне с 

давних времен — с момента зарождения теории вероятностей 

как теории „азартных игр". 

В этой и следующих главах будет показано, что основные 

понятия и аксиомы теории вероятностей представляют собой  

математические отражения понятий, хорошо известных любо-

му человеку, наблюдавшему опыты со случайными исходами.  

Одним из таких понятий является пространство элементар-

ных исходов, введение которого позволяет при решении кон-

кретных практических задач оперировать общим для совре-

менной математики аппаратом теории множеств.  
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1.1. Пространство элементарных исходов 

 

Определение 1.1. Элементарным исходом (или элемен-

тарным событием) называют любой простейший (т.е. неде-

лимый в рамках данного опыта) исход опыта. Множество всех 

элементарных исходов будем называть пространством эле-

ментарных исходов. 

Другими словами, множество исходов опыта образует про-

странство элементарных исходов, если выполнены следующие 

требования: 

- в результате опыта один из исходов обязательно происхо-

дит;  

- появление одного из исходов опыта исключает появление 

остальных; 

- в рамках данного опыта нельзя разделить элементарный 

исход на более мелкие составляющие. 

В дальнейшем пространство элементарных исходов будем 

обозначать прописной буквой  , а сами элементарные исходы 

— строчной буквой  , снабженной, при необходимости, ин-

дексами. То, что элемент   принадлежит  , записывают в 

виде  , а тот факт, что множество   состоит из элемен-

тов ,...,...,, 21 п
 
и только из них, записывают в виде 

 ,...,...,, 21 п  

или в виде 

 .,...,...,2,1, пii    

В частности,   может содержать конечное число эле-

ментарных исходов. 

Рассмотрим примеры, поясняющие понятие пространства 

элементарных исходов. 

Пример 1.1. Пусть опыт состоит в однократном подбрасы-

вании монеты. При математическом описании этого опыта 

естественно отвлечься от несущественных возможностей 

(например, монета встанет на ребро) и ограничиться только 
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двумя элементарными исходами: выпадением „герба” (можно 

обозначить этот исход Г, Г  или 1 ) и выпадением  „ цифры” 

(Ц, Ц  или 2 ). Таким образом,   ,, ЦГ   ЦГ  ,  или 

 21, . 

При двукратном подбрасывании монеты (или однократном 

подбрасывании двух монет) пространство элементарных исхо-

дов будет, очевидно, содержать 4 элемента, т.е. 

 ЦЦЦГГЦГГ  ,,, , 

где ГГ  — появление „герба” и при первом, и при втором под-

брасываниях, и т.д. 

Пример 1.2. При однократном бросании игральной кости 

возможен любой из шести элементарных исходов ,,, 61    

где i , i = 6,1 , означает появление i очков на верхней грани 

кости, т.е.  6,1,  ii . 

При двукратном бросании игральной кости каждый из ше-

сти возможных исходов при первом бросании может сочетать-

ся с каждым из шести исходов при втором бросании, т.е. 

 6,1,,  jiij , 

где ij — исход опыта, при котором сначала выпало i, а затем j 

очков. 

Нетрудно подсчитать, что пространство элементарных ис-

ходов   содержит 36 элементарных исходов. 

Пример 1.3. Пусть опыт заключается в определении числа 

вызовов, поступивших на телефонную станцию в течение за-

данного промежутка времени. Разумеется, реально это число 

не превышает некоторого значения (определяемого, в частно-

сти, пропускной способностью линий связи), но, поскольку это 

значение может быть достаточно большим, в качестве про-

странства элементарных исходов можно принять множество 

целых неотрицательных чисел, т.е. 
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  ,,,1,0 п . 

Пример 1.4. Предположим, что стрелок производит един-

ственный выстрел по плоской мишени. В этом случае   есте-

ственно отождествить с множеством точек на плоскости или 

множеством пар (х;у) действительных чисел, где х — абсцисса, 

а  у — ордината точки попадания пули в мишень в некоторой 

системе координат. Таким образом, 

 

   yxyx ,:; . 

 

1.2. События, действия над ними 

 

Введем понятие случайного события. Поскольку в даль-

нейшем будем рассматривать только случайные события, то, 

начиная с этого момента, будем называть их, как правило, про-

сто событиями. 

Определение 1.2. Любой набор элементарных исходов, 

или, иными словами, произвольное подмножество простран-

ства элементарных исходов, называют событием. 

Элементарные исходы, которые являются элементами рас-

сматриваемого подмножества (события), называют элемен-

тарными исходами, благоприятствующими данному собы-

тию, или образующими это событие. 

События будем обозначать прописными латинскими бук-

вами, снабжая их при необходимости индексами, например: А, 

В, С и т.д. 

Сразу же оговоримся, что определение 1.2 события будет 

уточнено в следующем параграфе в том случае, когда   не 

является счетным множеством. Здесь же мы вводим определе-

ние 1.2 по двум причинам. 

Во-первых, основная цель настоящего параграфа — 

наглядно показать, как физическое понятие случайного собы-

тия формализуется в математических понятиях теории мно-

жеств, и описать операции над событиями. 
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Во-вторых, определение 1.2 вполне удовлетворительно 

можно применять для решения практических задач, в то время 

как строгое определение события служит лишь для построения 

теории вероятностей как раздела современной математики, 

оперирующей логически безупречными, но сложными для не-

подготовленного читателя понятиями. 

Часто используется следующая терминология: говорят, что 

событие А произошло (или наступило), если в результате опы-

та появился какой-либо из элементарных исходов  А. 

Замечание 1.1. Во многих учебниках по теории вероятно-

стей (и в данном пособии тоже) для удобства изложения мате-

риала, особенно при решении задач, термин „событие” как 

подмножество пространства элементарных событий   отож-

дествляется с термином „событие, произошло в результате 

опыта”, или „событие заключается в появлении таких-то эле-

ментарных исходов”. 

Так, в примере 1.2, где  6,1,  ii , событием А явля-

ется подмножество  531 ,,  . НО МЫ будем также говорить, 

что событие А — это появление любого из элементарных ис-

ходов i , i =1,3,5. 

Пример 1.5. В примере 1.2 было показано, что при одно-

кратном бросании игральной кости 

 

 6,1,  ii , 

 

где i  — элементарный исход, заключающийся в выпадении i 

очков. Рассмотрим следующие события: А — выпадение чет-

ного числа очков; В — выпадение нечетного числа очков; С — 

выпадение числа очков, кратного трем. Очевидно, что 

 

А= 642 ,,  , В= 531 ,,   и С= 63 , . 

 



 

 8 

Определение 1.3. Событие, состоящее из всех элементар-

ных исходов, т.е. событие, которое обязательно происходит в 

данном опыте, называют достоверным событием. 

Достоверное событие, как и пространство элементарных 

исходов, обозначают буквой  . 

 

Определение 1.4. Событие, не содержащее ни одного эле-

ментарного исхода, т.е. событие, которое никогда не происхо-

дит в данном опыте, называют невозможным событием. 

Невозможное событие будем обозначать символом  . 

 

Пример 1.6. При бросании игральной кости достоверное 

событие можно описать, например, как выпадение хотя бы од-

ного очка, а невозможное — как выпадение 7 очков.  

Часто бывает полезно наглядно представить события в виде 

диаграммы Эйлера-Венна. Изобразим все пространство эле-

ментарных исходов прямоугольником (рис. 1.1). При этом 

каждый элементарный исход   соответствует точке внутри 

прямоугольника, а каждое событие А — некоторому подмно-

жеству точек этого прямоугольника. Трактовкой диаграммы 

Эйлера — Венна может служить опыт с бросанием 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                  Рис. 1.1 

 

случайным образом частицы в прямоугольник. Тогда элемен-

тарный исход   — это попадание частицы в точку   прямо-
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угольника, а событие А— в часть прямоугольника, задаваемую 

подмножеством А.  

       Рассмотрим теперь операции (действия) над со-

бытиями, которые, по существу, совпадают с операциями над 

подмножествами. Эти операции будем иллюстрировать на диа-

граммах Эйлера-Венна. На рис. 1.2 заштрихованы области, ко-

торые соответствуют событиям, являющимся результатами та-

ких операций. 

 

Определение 1.5. Пересечением (произведением) двух со-

бытий А и В называют событие С, происходящее, тогда и 

только тогда, когда одновременно происходят оба события А и 

В, те. событие, состоящее из тех и только тех элементарных 

исходов, которые принадлежат и событию А, и событию В — 

рис. 1.2,  

 

а).Пересечение событий А и В записывают следующим об-

разом: ВАС  ,    или     С = АВ. 

 

Определение 1.6. События А и В называют несовместны-

ми, или непересекающимися, если их пересечение является 

невозможным событием, т.е. если ВА (рис. 1.2,б). В 

противном случае события называют совместными, или пе-

ресекающимися. 

 

Определение 1.7. Объединением (суммой) двух событий 

А и В называют событие С, происходящее тогда и только тогда, 

когда происходит хотя бы одно из событий А или В, т.е. собы-

тие С, состоящее из тех элементарных исходов, которые при-

надлежат хотя бы одному из подмножеств А или В (рис. 1.2, в). 

Объединение событий А и В записывают в виде 

 

ВАС  . 
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                                       Рис. 1.2 

 

Если события А и В несовместны, наряду со знаком „ ” 

для их объединения употребляют знак „+”. Обычно знак „+” 

применяют в том случае, если заведомо известно, что А и В 

несовместны, и это особо хотят подчеркнуть. Например, по-

скольку невозможное событие   несовместно с любым собы-

тием А, то 

ААА  . 

Аналогично определяют понятия произведения и суммы 

событий для любого конечного числа событий и даже для бес-

конечных последовательностей событий. Так, событие 
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п
п

п АAАА





1
21 ,......,  

состоит из элементарных исходов, принадлежащих всем собы-

тиям Ап,   Nп , а событие 

п
п

п АААА





1
21 ......  

состоит из элементарных исходов, принадлежащих хотя бы 

одному из событий An, Nп . В частности, события пААА ...21  
называют попарно несовместными (непересекающимися), 

если 

jiАА  

для любых i,j= п,1 , ji  , и несовместными (непересекающи-

мися) в совокупности, если 

nAАА ...,21 . 

Определение 1.8. Разностью двух событий А и В назы-

вают событие С, происходящее тогда и только тогда, когда 

происходит событие А, но не происходит событие В, т.е. собы-

тие С, состоящее из тех элементарных исходов, которые при-

надлежат А, но не принадлежат В (рис. 1.2, г). 

Разность событий А и В записывают в виде: 

С=А\В. 

Определение 1.9. Дополнением события А (обычно обо-

значают А ) называют событие, происходящее тогда и только 

тогда, когда не происходит событие А (рис. 1.2, д). Другими 

словами, 

А  =  \A. 

Событие А  называют также событием, противополож-

ным событию А. 

Если некоторое событие записано в виде нескольких дей-

ствий над различными событиями, то сначала переходят к до-

полнениям, а затем умножают и, наконец, складывают и вычи-

тают (слева направо) события. Так, формула 
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C=A1 А 2B1A3 В 2\B3 

эквивалентна формуле 

С={[А1( А 2)В1]  [А3( В 2)]}\В3. 

Следует отметить, что все действия над событиями можно 

получить с помощью только двух действий — объединения и 

дополнения (или пересечения и дополнения). Основанием для 

этого утверждения служат законы де Моргана, а также соот-

ношение 

А\В = А В . 

 

Кроме перечисленных выше действий над событиями нам в 

дальнейшем понадобится понятие включения. 

     Определение 1.10. Событие А включено в событие 

В, что записывают АВ, если появление события А обязатель-

но влечет за собой наступление события В (рис. 1.2, е), или 

каждый элементарный исход  , принадлежащий А, принадле-

жит и событию В. 

Ясно, что включение АВ эквивалентно равенству АВ = А.  

Используют и обратное понятие: событие В включает со-

бытие А (ВА), если АВ. 

Пример 1.7. Рассмотрим техническое устройство (ТУ), со-

стоящее из т элементов. В теории надежности принято гово-

рить, что элементы соединены последовательно, если ТУ пре-

кращает функционировать при отказе любого элемента, и со-

единены параллельно, если прекращение функционирования 

ТУ наступает только при отказе всех т элементов. Условное 

изображение последовательного и параллельного соединений 

представлено на рис 1.3, а и б соответственно. 

Обозначим А событие, означающее отказ ТУ, а iА — собы-

тие, означающее отказ i-го элемента ( mi ,1 ). Тогда события А 

и iА  связаны соотношениями:  

для рис 1.3, а   тААА  ...1 , 
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для рис. 1.3, б   тААА  ...1 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                     

Рис. 1.3 

 

Очевидно, что при параллельном соединении элементов 

событие А включено в каждое событие iА , mi ,1 , а при по-

следовательном соединении, наоборот, любое событие iА , 

mi ,1 , включено в событие А.    

Приведем основные свойства операций над событиями, 

справедливость которых нетрудно проверить, пользуясь диа-

граммами Эйлера — Венна (проделайте это самостоятельно). 

1. Коммутативность суммы и произведения: 

AВ = BА,      АВ = ВА. 

2. Ассоциативность суммы и произведения: 

ABC= А (ВС),      (АВ)С = А(ВС). 

3. Дистрибутивность относительно сложения: 

(A В)С = AC ВС. 

4. Дистрибутивность относительно умножения (новое свой-

ство, не выполняющееся для чисел): 

ABC = (AC)(BC). 

5. Включение А в В, т.е. АВ, влечет за собой включение 

В  в А , т.е. А  В . 

6. Совпадение двойного дополнения с исходным событием: 

АА  . 
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7. Совпадение суммы и произведения одинаковых событий 

с самим событием 

AA = AA = A.  

8. Законы де Моргана: 

ВАВА  ,        ВААВ  . 

Замечание 1.2. Законы де Моргана верны для любого ко-

нечного числа событий: 

пп АААААА ...... 2121   

пп АААААА  ...... 2121 . 

 

1.3. Сигма-алгебра событий 

 

 Необходимость введения настоящего параграфа обуслов-

лена тем, что современная теория вероятностей основывается 

на понятии вероятностного пространства, одним из трех 

компонентов которого является сигма-алгебра событий. 

В предыдущем параграфе мы назвали событием любое 

подмножество пространства элементарных исходов  . Такое 

определение допустимо, если   является конечным или счет-

ным множеством. Оказывается, однако, что в случае несчетно-

го множества элементарных исходов уже нельзя построить ло-

гически непротиворечивую теорию, называя событием произ-

вольное подмножество множества  . Поэтому событиями в 

этом случае называют не любые подмножества элементарных 

исходов, а только подмножества из  , принадлежащие неко-

торому классу B. Этот класс в теории множеств принято назы-

вать сигма-алгеброй событий (пишут  -алгебра). 

С точки зрения здравого смысла событие — это то, что мы 

наблюдаем после проведения опыта. В частности, если можно 

после опыта установить, произошли или нет события А и В, то 

можно также сказать, произошли или нет события А  и В , объ-

единение, пересечение и разность событий А и В. Таким обра-
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зом,  - алгебра событий обязана быть классом подмножеств, 

замкнутым относительно приведенных операций над подмно-

жествами, т.е. указанные операции над элементами (подмно-

жествами) данного класса приводят к элементам (подмноже-

ствам) того же класса. 

Дадим теперь строгое определение  -алгебры событий. 

Определение 1.11.   Сигма-алгеброй ( -алгеброй)B назы-

вают непустую систему подмножеств некоторого множества J 

удовлетворяющую следующим двум условиям. 

1. Если подмножество А принадлежит B, то дополнение А  

принадлежит B. 

2. Если подмножества, А2,…,Ап,... принадлежат, то их объ-

единение 1А А2  ... Ап  ... и их пересечение 1А А2 ... Ап ... 

принадлежит B. 

Поскольку J = A А  и = J , то множество J и пустое 

множество   принадлежат B. 

Рассмотрим пространство элементарных исходов  . Эле-

менты некоторой  -алгебры B, заданной на  , будем назы-

вать событиями. В этом случае  -алгебру B принято назы-

вать сигма-алгеброй ( -алгеброй) событий. 

Любая  -алгебра событий содержит достоверное событие 

  и невозможное событие  . 

В случае конечного или счетного пространства элементар-

ных исходов   в качестве  -алгебры событий обычно рас-

сматривают множество всех подмножеств  . 

Замечание 1.3. Если в условии 2 счетное множество собы-

тий заменить на конечное, то получим определение алгебры 

событий. Любая  -алгебра событий обязательно является ал-

геброй событий. Обратное утверждение, вообще говоря, не 

верно. 

Пример 1.8. Пусть опыт состоит в подбрасывании один раз 

тетраэдра, каждая грань которого помечена одним из чисел 1, 

2, 3 и 4. 
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Очевидно, что пространство элементарных исходов   в 

этом опыте имеет вид 

 4321 ,,,  , 

где i — падение тетраэдра на грань с числом i, 4,1i .  

Поскольку в рассматриваемом опыте может происходить 

одно из следующих событий: 

       ,,,,

,

4321 


 

           ,,,,,,,,,,,, 434232413121   

       ,,,,,,,,,,,, 432431421321   

 4321 ,,,  , 

то алгебра событий будет содержать все подмножества 

 , включая   (достоверное событие) и   (невозможное со-

бытие). 

Пример 1.9. Пусть опыт состоит в случайном бросании 

точки на числовую прямую R
1
 =   , , которая в данном 

случае будет представлять собой пространство элементарных 

исходов  . Ясно, что, зная результат опыта, всегда можно 

установить, попала или нет точка в любой из промежутков [а, 

b], [а, b), (а, b], (а, b). Поэтому относительно  -алгебры собы-

тий B предполагают, что она содержит все эти промежутки. 

В принципе могут существовать различные  -алгебры, 

удовлетворяющие этому требованию. Но среди них есть одна 

 -алгебра, элементы которой принадлежат всем остальным. 

Ее называют минимальной, или борелевской,  -алгеброй на 

числовой прямой. 

Аналогично определяют борелевскую  -алгебру и в R
n
, 

п>1.    

В заключение заметим, что с точки зрения повседневной 

практики подмножества пространства   элементарных исхо-

дов, не являющиеся событиями, представляют собой чистую 
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математическую абстракцию и в практических задачах никогда 

не встречаются. Даже само доказательство их существования 

представляет весьма сложную задачу. Поэтому мы предлагаем 

при первоначальном знакомстве с теорией вероятностей под 

событием понимать произвольное подмножество пространства 

  элементарных исходов, а под  -алгеброй событий — сово-

купность всех подмножеств множества  . 

 

 Решение типовых примеров 

Пример 1.10. Опыт состоит в однократном бросании иг-

ральной кости. Опишем пространство элементарных исходов 

  и укажем состав подмножеств, соответствующих следую-

щим событиям: 

а) A — число очков, выпавших на верхней грани игральной 

кости, кратно трем; 

б) В — на верхней грани игральной кости выпало нечетное 

число очков; 

в) С — число очков, выпавших на верхней грани игральной 

кости, больше трех; 

г) D — число очков, выпавших на верхней грани игральной 

кости, меньше семи; 

д) Е — число очков, выпавших на верхней грани игральной 

кости, не является целым числом; 

е) F — число очков, выпавших на верхней грани игральной 

кости, заключено в пределах от 0,5 до 1,5. 

Установим пары совместных событий. 

Пространство элементарных исходов в данном опыте имеет  

вид 

 ,,,,,, 654321   

где i  — выпадение на верхней грани игральной кости i очков. 

а) Очевидно, что событие А происходит тогда и только то-

гда, когда выпадает либо 3, либо 6 очков, т.е. 

 ., 63 А  
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Аналогично получаем следующие выражения для осталь-

ных описанных событий: 

б)  ;,, 531 В  

в)  ;,, 654 С  

г) D =   ;,,,,, 654321   

д) Е= ;  

е) F =  .1  

Сопоставляя попарно события и проверяя наличие общих 

элементов, находим пары совместных событий: А и В; А и С; А 

и D; В и С; В и D; В и F; С и D; D и F. 

 

Пример 1.11. Игральную кость бросают один раз. События 

А, В, С, D, Е и F определены в примере 1.10. Опишем следую-

щие события: 

а) BG 1 ; 

б) СG 2 ; 

в) АВG 3 ; 

г) ВАG 4 ; 

д) ВАG \5  ; 

е) DEG 6 ; 

ж) EFG 7 . 

а) Событием, противоположным событию В, является вы-

падение четного числа очков, т.е.  6421 ,, G . 

Аналогичные рассуждения приводят нас к следующим ре-

зультатам: 

б)  3212 ,, G — выпало не более 3 очков; 

в)  33 G  — выпавшее число очков нечетно и кратно 

трем, т.е. равно трем; 
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г)  65314 ,,, G  — выпавшее число очков или нечет-

но, или кратно трем; 

Д) 35 GABG  ; 

е)  DDG6 ; 

ж)  FG7 . 

Пример 1.12. Из множества супружеских пар наугад выби-

рают одну пару. Событие А — мужу больше 30 лет, событие В 

— муж старше жены, событие С — жене больше 30 лет. Выяс-

ним смысл событий: 

а) ABC; б) А\АВ; в) СВА . 

Покажем, что ВСА  . 

а) ABC — оба супруга старше 30 лет, причем муж старше 

жены; 

б) А\АВ — мужу больше 30 лет, но он не старше своей же-

ны; 

в) СВА  — оба супруга старше 30 лет, причем муж не 

старше своей жены. 

СА  — пересечение событий; мужу больше 30 лет, а жене 

не больше 30 лет. Следовательно, муж старше жены, т.е 

ВСА  . 

Пример 1.13. Пусть А, В — произвольные события. Дока-

жем следующие равенства: 

а)    АВАВА  ; 

б)     АВВАВАВА  . 

Пользуясь свойствами операций' над событиями, имеем: 

а) 

     АВВААВВВААВААВАВА  ; 

б)       АВВААВАВАВА  . 

Пример 1.14. Выясним, в каких случаях совместны (в со-

вокупности) события ВА , ВА  и ВА ? 
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Так как     АВВАВАВА  , то события ВА , 

ВА  и ВА совместны тогда и только тогда, когда совмест-

ны события А и В. 

Пример 1.15. Схема электрической цепи приведена на  

рис. 1.4. Выход из строя элемента i — событие, 4,1i . Запи-

шем выражения для событий А и А , если А означает разрыв 

цепи. 

Разрыв цепи произойдет, если выйдет из строя элемент 

1 или все три элемента 2, 3, 4, т.е. произойдут событие 1А  

или событие 432 ААА . Поэтому 

4321 ААААА  . 

В соответствии с законами де Моргана находим 

 43214321 ААААААААА  . 

 

 

 

 

 

 

                                     Рис. 1.4 

 

Вопросы и задачи 

1.1. Что понимают под пространством элементарных исхо-

дов? 

1.2. Что называют случайным событием? 

1.3. Какое событие называют достоверным? Какое событие 

называют невозможным? 

1.4. Какие действия над событиями Вы знаете? 

1.5. Какие два события называют несовместными? Какие 

события называют совместными? 
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1.6. Какие п событий (п > 2) называют несовместными по-

парно? в совокупности? 

1.7. Какие события называют противоположными? 

1.8. Перечислите свойства операций над событиями. 

1.9. В каком случае говорят, что событие А включено в со-

бытие В? 

1.10. Какими свойствами должна обладать некоторая си-

стема подмножеств пространства элементарных исходов   

для того, чтобы быть  -алгеброй событий? алгеброй событий? 

1.11. Что называют борелевской  -алгеброй на числовой 

прямой? 

1.12. Случайным образом выбирают одну из 28 костей до-

мино. Опишите пространство элементарных исходов  . 

Перечислите все элементарные исходы, из которых состоят 

следующие события: 

а) А — на выбранной кости очки совпадают; 

б) В — сумма очков на выбранной кости равна 6; 

в) С — произведение числа очков на кости нечетно;  

г)В\А; д) АВ; е) АС; ж) АВ\С;      з)  СВА .  

Ответ:   jijiji  ,6,0,,, ; 

а) А = {(0,0),(1,1),...,(6,6)}; 

б) В = {(0,6), (1,5), (2,4), (3,3)}; 

в) С = {(1,1), (1,3), (1,5), (3,3), (3,5), (5,5)}; 

г) В \А = {(0,6), (1,5) (2,4)};      д) АВ = {(3,3)};      

е) АС = {(1,1), (3,3), (5,5)};      ж) АВ\С= ; 

з) (AB)С = {(1,1),(1,5),(3,3),(5,5)}. 

1.13. Производят обследование случайным образом вы-

бранной семьи, имеющей четырех детей, с целью определения 

пола этих детей. Пол каждого ребенка отмечают в порядке 

старшинства. Определите: 

а) из какого числа элементарных исходов состоит про-

странство элементарных исходов; 
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б) сколько элементарных исходов соответствуют семьям, в 

которых первый ребенок — девочка; 

в) сколько элементарных исходов соответствуют семьям, в 

которых есть дети обоего пола. 

Ответ: а) 16; б) 8; в) 14. 

1.14. По мишени производят три выстрела. Пусть событие 

iА , i = 1,2,3, — попадание при i-м выстреле. Представьте в ви-

де объединения и пересечения событий iА  или iA  следующие 

события: 

а) А — три попадания в мишень; 

б) В — три промаха; 

в) С — хотя бы одно попадание; 

г) D — хотя бы один промах; 

д) Е — не менее двух попаданий; 

е) F — не больше одного попадания; 

ж) G — попадание в мишень не раньше, чем при третьем 

выстреле. 

Ответ: 

а) А = 321 ААА ; б) В = 321 ААА ; в) С = 321 ААА  ; 

г) D = 321 ААА  ; 

д) E= 321321321321 АААААААААААА  ;  

е) F = 321321321321 АААААААААААА  ;     

ж) G= 21 АА . 

1.15. Монету подбрасывают три раза. Опишите простран-

ство элементарных исходов   и определите подмножества, 

соответствующие следующим событиям: 

а) А — „герб” выпал ровно один раз; 

б) В — ни разу не выпала „цифра”; 

в) С — выпало больше „гербов", чем „цифр”; 

г) D —„герб” выпал не менее двух раз подряд.  

Ответ: 
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 ={(Г,Г,Г),(Ц,Г,Г),(Г,Ц,Г), 

(Г,Г,Ц),(Г,Ц,Ц),(Ц,Г,Ц),(Ц,Ц,Г),(Ц,Ц,Ц)}; 

а) А = {(Г,Ц,Ц),(Ц,Г,Ц),(Ц,Ц,Г)};            

б)В = {(Г,Г,Г)}; 

в) С = {(Г,Г,Г),(Ц,Г,Г),(Г,Ц,Г),(Г,Г,Ц)};   

г)D = {(Г,Г,Г),(Ц,Г,Г),(Г,Г,Ц)}. 

1.16. Пусть А, В, С — случайные события. Выясните смысл 

неравенств: 

а) АВС = А;        б) ABC = А.  

Ответ: 

а) А BС, т.е. событие ВС происходит всегда, когда проис-

ходит событие А; 

б) В   А, С   А, т.е. всякий раз, когда происходит В или С, 

происходит также и А. 

1.17. Пусть АВ. Упростите выражения: 

а) АВ;      б) AB;      в) ABC;      г)ABC.  

Ответ: 

а) АВ = А;      б) AB = В;      в) ABC = АС;        г)ABC 

= BC. 

1.18. Используя свойства операций над событиями, докажи-

те следующие равенства: 

a) СВАСВА    ;      б) СВААВС   . 

1.19. Два игрока играют в шахматы. Событие А — выиграл 

первый игрок, событие В — выиграл второй игрок. Что озна-

чают события: 

а) ВА ;      б) В \А;      в) А \В?  

Ответ: Во всех случаях ничья. 

1.20. Схема электрической цепи приведена на рис. 1.5. Че-

рез участок схемы, вышедший из строя, ток не проходит. 

Пусть событие iА  — выход из строя элемента i, i = 6,1 ,. Выра-

зите события А и А  через события iА , если А — выход из 

строя  всей схемы. 
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Ответ:   643521 ААААААА  , 

     643521 ААААААА  . 

 

1.21. На рис. 1.6 представлена структурная схема надежно-

сти некоторой системы. Пусть события А и iА  означают отказ 

системы и i -гo элемента соответственно, i = 4,1 . Выразите со-

бытия А и А  через события iА  и iА , i = 4,1 . 

Ответ:   4321 ААААА  ,   4321 AАААА  . 

 

                                                 

 

 

 

 

 

 

 

 

              Рис. 1.5                                       Рис. 1.6 

 

2. ВЕРОЯТНОСТЬ 

 

Говоря о событиях, мы с различной степенью уверенности 

относимся к возможности их наступления. Так, с большей уве-

ренностью можно утверждать, что при однократном подбрасы-

вании монеты выпадет „герб", чем при однократном бросании 

игральной кости — 6 очков. Говорят, что первое событие более 

вероятно, чем второе. 

Что же такое вероятность события? Напрашивается каж-

дому событию А поставить в соответствие число Р(А), которое 

будет являться мерой возможности его появления. Если при-

нять P( ) = 1, а Р( ) = 0 (хотя можно было взять другую 
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единицу измерения), то тогда для любого события А естествен-

но ожидать, что   1AР0  . 

Определение вероятности как меры возможности появле-

ния события в современной математике вводится на основании 

аксиом. Но, прежде чем перейти к аксиоматическому опреде-

лению, остановимся на нескольких других определениях, ко-

торые исторически возникли раньше. Они, с одной стороны, 

позволяют лучше понять смысл аксиоматического определе-

ния, а с другой — во многих случаях являются рабочим ин-

струментом для решения практических задач. Приведем их, 

следуя хронологическому порядку появления. 

 

 

2.1. Классическое определение вероятности 

 

В классическом определении вероятности исходят из того, 

что пространство элементарных исходов   содержит ко-

нечное число элементарных исходов, причем все они равно-

возможны. Понятие равновозможности поясним следующим 

образом. 

Элементарные исходы в некотором опыте называют рав-

новозможными, если в силу условий проведения опыта можно 

считать, что ни один из них не является объективно более воз-

можным, чем другие. Опыт, удовлетворяющий условию равно-

возможности элементарных исходов, часто называют также „ 

классической схемой". 

Пусть N — общее число равновозможных элементарных 

исходов в  , a AN  — число элементарных исходов, образу-

ющих событие А (или, как говорят, благоприятствующих 

событию А. 

Определение 2.1. Вероятностью события А называют 

отношение числа AN  благоприятствующих событию А элемен-
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тарных исходов к общему числу N равновозможных элемен-

тарных исходов, т.е. 

 
N

N
АР A . 

Данное определение вероятности события принято назы-

вать классическим определением вероятности. 

Заметим, что наряду с названием „классическая схема" ис-

пользуют также названия „случайный выбор", „равновероят-

ный выбор" и т.д. 

Пример 2.1. Из урны, содержащей k = 10 белых и l = 20 

черных шаров (шары отличаются лишь цветом), наугад выни-

мают один шар. Требуется найти вероятность Р(А) события А, 

заключающегося в том, что из урны извлечен белый шар. 

Для решения поставленной задачи заметим, что число эле-

ментарных исходов в данном опыте совпадает с общим числом 

шаров в урне 

N = k+l = 30, 

причем все исходы равновозможны, а число благоприят-

ствующих событию А исходов 

AN  = k = 10. 

Поэтому в соответствии с определением классической ве-

роятности ,       

 
3

1





lk

k
АР .         

Используя классическое определение вероятности события, 

докажем следующие свойства. 

Свойство 2.1. Для любого события А вероятность удовле-

творяет неравенству 

  0AР . 

Свойство очевидно, так как отношение AN /N не может 

быть отрицательным. 

Свойство 2.2. Для достоверного события   (которое со-

держит все N элементарных исходов) 
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P( ) = 1. 

Свойство 2.3. Если события А и В несовместны (АВ =  ), 

то 

Р(А + В) = Р(А)+Р(В).  

Действительно, если событию А благоприятствуют 1N  ис-

ходов, а событию В — N2 исходов, то в силу несовместности А 

и В событию А + В благоприятствуют 1N  + N2 исходов. Следо-

вательно, 

 

     BPAP
N

N

N

N

N

NN
ВАР 


 2121 . 

 

Оказывается, что эти три свойства являются основными. Из 

них как следствия можно получить другие полезные свойства 

(подробнее они будут рассмотрены ниже), например:  

   АРАР 1 ;        0Р ; 

 

   ВРАР  ,   если    ВА . 

 Недостаток классического определения заключается в том, 

что оно применимо только к пространствам элементарных ис-

ходов, состоящим из конечного числа равновозможных исхо-

дов. Этим определением нельзя воспользоваться даже в тех 

случаях, когда пространство элементарных исходов конечно, 

но среди исходов есть более предпочтительные или менее 

предпочтительные. 

 

2.2  Вычисление  вероятностей с  помощью 

формул   комбинаторики 

 

При решении задач, заключающихся в определении веро-

ятности, наибольшую трудность представляет подсчет обще-

го числа элементарных исходов, благоприятствующих данно-
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му событию. В этом случае полезно обратиться к формулам 

комбинаторики. 

Теорема 2.1. Пусть даны т групп элементов, причем i-я 

группа состоит из in  элементов. Общее число N способов, с 

помощью которых можно осуществить указанный выбор, 

определяется равенством mnnnN 21 . 

Это выражение называют основной формулой комбинато-

рики. 

Воспользуемся методом математической индукции по 

числу групп m. 

Очевидно, что основная формула комбинаторики справед-

лива для т = 1. Предполагая ее справедливость для т 1, по-

кажем, что она выполняется также для т+ 1. Действительно, 

поскольку первые т элементов можно выбрать способами, а (т 

+ 1)-й элемент можно выбрать 1mn способами, то все т+ 1 

элементов можно выбрать ( mnnn 21 ) 1mn = 121 mnnn   спосо-

бами.  

Пример 2.2. В трех ящиках находятся радиодетали тpex 

типов с различными значениями параметров. В первом ящике 

находится 1n = 20 резисторов, во втором — п2 = 15 конденсато-

ров и в третьем — 3n  = 10 транзисторов. 

Найдем вероятность Р(А) того, что схема, собранная из вы-

бранных наугад трех элементов разного типа, будет содержать 

элементы с минимальными значениями параметров. Согласно 

определению 2.1 классической вероятности, 

 
N

N
АР A , 

где N — общее число элементарных исходов; AN  — число ис-

ходов, благоприятствующих событию А. Очевидно, что 

AN =1, 

а в силу основной формулы комбинаторики 
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3000321  nnnN . 

Поэтому искомая вероятность 

 
3000

1
АР .     

Предположим теперь, что имеется группа из п различных 

элементов и из этой группы нужно выбрать m элементов. 

Определение 2.2. Результат выбора m элементов из груп-

пы, содержащей п элементов, будем называть выборкой из п 

элементов по m. Если при этом элемент после выбора снова 

возвращается в группу, то выборку называют выборкой с воз-

вращением. Если же выбранный элемент не участвует в даль-

нейшем выборе, то выборку называют выборкой без возвра-

щения. Заметим, что в любом случае результат выбора  эле-

ментов из группы, содержащей п элементов, будем называть 

выборкой. 

Определение 2.3. Выборку, в которой не учитывают поря-

док выбора элементов, называют сочетанием, а выборку, в 

которой учитывают порядок выбора элементов, — размеще-

нием. При этом если рассматривают выборку с возвращением, 

то сочетание (размещение) называют сочетанием (размеще-

нием) с повторениями, а если рассматривают выборку без 

возвращения, то сочетание (размещение) называют сочетани-

ем (размещением) без повторений, или просто сочетанием 

(размещением). 

Замечание 2.1. Размещение без повторений из п элементов 

по п элементов называют перестановкой из п элементов. 

Теорема 2.2. Число размещений (без повторений) из п эле-

ментов по m определяется формулой 

   
 

    !
!

121

121
11

тп

п

тптп

пп
тпппАт

п











 . 

Число 
т

пА  размещений (без повторений) подсчитаем следую-

щим образом: первым можно выбрать любой из п элемен- 
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тов, вторым — любой из п- 1 оставшихся,..., m-м — любой 

из п — m + 1 элементов. Воспользовавшись основной форму-

лой комбинаторики (выбор осуществляется из групп размером 

п, 

 п-1,...,п-m + 1), приходим к утверждению теоремы.  

Замечание 2.2. Из этой теоремы, в частности, следует, что 

число Рп перестановок из п элементов равно п! 

Пример 2.3. Из шести карточек, образующих слово „МА-

СТЕР", наудачу выбирают четыре и выкладывают слева напра-

во. Найдем вероятность Р(А) того, что в результате получится 

слово „ТЕМА". 

Элементарным исходом в данном опыте является любая 

четверка карточек с учетом порядка их выбора, т.е. размеще-

ние из п = 6 элементов по т = 4 элементов. Поэтому число 

этих исходов равно числу размещений из шести элементов по 

четыре элемента, т.е. 

3604

6  AN . 

Очевидно, что число исходов, благоприятствующих собы-

тию А, 

AN  = 1.    

Следовательно, 

 
360

1


N

N
АР A . 

Пример 2.4. К Новому году четырем детям были приготов-

лены подарки. Дед Мороз перепутал подарки и вручил их де-

тям случайным образом. 

Найдем вероятность Р(А) того, что каждый ребенок полу-

чил свой подарок. В данном случае число элементарных исхо-

дов равно числу перестановок из n = 4 элементов, т.е. 

244  PN . 

Поскольку число благоприятствующих событию А исходов 

AN =1, 
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то   
24

1
АР . 

Теорема 2.3. Число 
т

пС  сочетаний (без повторений) из п 

элементов по m определяется формулой 

 !!

!

тпт

п
С т

п


 . 

Для нахождения числа сочетаний (без повторений) заме-

тим, что сочетание от размещения отличается только тем, что 

входящие в него элементы не упорядочены, т.е. могут быть 

выбраны в любой последовательности. Но число способов, ко-

торыми можно упорядочить m элементов, совпадает с числом 

перестановок из m элементов, т.е. равно m! Значит, каждое со-

четание соответствует m! размещениям и 

!т

А
С

т

пт

п  . 

Отсюда получаем утверждение теоремы.  

Замечание 2.3. Число 
т

пС  называют также биномиальным 

коэффициентом. 

Пример 2.5. Группа состоит из п = 20 студентов. Для де-

журства по институту наудачу выбирают m = 3 студента. Тре-

буется найти вероятность Р(А) того, что будут выбраны первые 

три студента по списку. 

Для решения поставленной задачи достаточно заметить, 

что, поскольку порядок выбора студентов не существен, общее 

число элементарных исходов равно числу сочетаний из 20 по   

3, т.е. 

11403

20 CN . 

Учитывая, что число благоприятствующих событию А ис-

ходов 

AN =1, 

получаем 
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  4108,8
1140

1 АР . 

Теорема 2.4. Число т

пA
~

 размещений с повторениями из п 

элементов по m определяется формулой 
mт

п nA 
~

. 

Поскольку выбор осуществляется из одной и той же груп-

пы, причем элемент после возвращения каждый раз снова воз-

вращается в группу, то в силу основной формулы комбинато-

рики число всех выборок с возвращением из п элементов по т 

равно n
m
.   

Пример 2.6. Замок камеры хранения открывается при 

наборе определенной комбинации из четырех цифр от 0 до 9. 

Пассажир забыл свой номер и набирает комбинацию наугад. 

Найдем вероятность Р(А) того, что он откроет замок с пер-

вого раза. Элементарным исходом является появление любой 

четверки из цифр 9,0 , т.е. любое размещение с повторением из 

п = 10 элементов по т = 4 элемента. Значит, 

10000  10
~ 44

10  ANA . 

Поскольку благоприятствующий событию А исход один, то 

  0001,0
10000

1
АР . 

Теорема 2.5, Число 
т

пС
~

 сочетаний с повторениями из п 

элементов по m определяется формулой 
т

тп

т

п СС 1

~
 . 

Рассмотрим разность 
1

1

1 





  т

тп

т

тп СС . 

Подставляя в нее вместо 
1



т

тпС  и 
1

1





т

тпС  их значения (см. 

теорему 2.3), имеем 
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 
   

 
   










 






!2!1

!1

!1!1

!1

1

1

пт

тп

пт

тп
СС т

тп

т

тп

  
    

 
   











!2!1

!1

!21!1

!1

пт

тп

ппт

тптп
 

 

   
   

 
 

т

тпС
пт

тп

пт

тпптп
1

!1!

!1

!1!1

!1!1










 . 

 

Воспользуемся теперь методом математической индукции 

по переменной т. Поскольку число выборок из п элементов по 

одному элементу равно п = 
11 ~
пп СС  то формула (2.1) справед-

лива при m = 1. 

Пусть теперь формула (2.1) справедлива для некоторого 

1т . Покажем, что она справедлива и для m + 1. Для этого 

разобьем все выборки с повторениями из п элементов по m + 1 

элементов на п типов. К первому типу отнесем те выборки, в 

которых хотя бы один раз встречается первый элемент, ко вто-

рому — выборки,  в которых отсутствует первый элемент, но 

при этом хотя бы один раз встречается второй элемент, к тре-

тьему — выборки, в которых отсутствуют первый и второй 

элементы, но хотя бы один раз встречается третий элемент и 

т.д. Наконец, в выборке n-го типа (единственной!) встречается 

только п-й элемент. Число выборок i-го типа равно 
m

iпС 1

~
 , так 

как выбор m элементов производится из группы, содержащей n 

- i + 1 элементов. Поэтому 
т

т

т

тп

т

тп

mт

п

m

п

m

п ССССССС  

 ...
~

...
~~~

2111

1
. 

Используя теперь доказанное равенство  
1

1

1

1







  т

тk

т

тk

т

тk ССС  

при k = n, n—1,...,1, получаем 

    11

1

1

1

1

2

1

1

11 ...
~ 























  т

тn

т

т

т

т

т

т

т

тn

т

тn

m

п ССССССС . Фор-

мулы для числа размещений и сочетаний можно применять и 



 

 34 

при решении задач комбинаторики, описываемых в несколько 

отличных от приведенных выше постановках. 

 В частности, при распределении частиц по ячейкам:  

- число способов, с помощью которых можно заполнить п 

Разных ячеек m различимыми частицами, причем в каждой 

ячейке может находиться не более одной частицы, равно числу 

т

пА  размещений из п элементов по m элементов, 
 !

!

тп

п
Ат

п


 ; 

       - число способов, с помощью которых можно за-

полнить п различных ячеек га неразличимыми частицами, при-

чем в каждой ячейке может находиться не более одной части-

цы, равно числу 
т

пС  сочетаний из п элементов по m элементов, 

 !!

!

тпт

п
С т

п


 ; 

- число способов, с помощью которых можно заполнить п 

различных ячеек m различимыми частицами без ограничения 

на число попавших в каждую ячейку частиц, равно числу 
т

пА
~

 

размещений с повторениями из п элементов по га элементов, 
т

пА
~

 = п
т
; 

- число способов, с помощью которых можно заполнить п 

различных ячеек m неразличимыми частицами без ограничения 

на число попавших в каждую ячейку частиц, равно числу 
т

пС
~

 

сочетаний с повторениями из п элементов по m элементов, 
т

тп

т

п СС 1

~
 . 

Рассмотрим еще одну часто встречающуюся на практике 

задачу комбинаторики. Требуется найти число размещений с 

повторениями из п элементов по m элементов, в которых пер-

вый элемент встречается ровно 1т  раз, второй элемент встре-

чается ровно 2т  раз,..., n-й элемент встречается ровно тп раз 
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( 1т  + 2т  + ... тп = m). Число таких размещений обозначим 

C( 1т ,...,mn). 

Теорема 2.6. Число C( 1т ,...,mn) определяется формулой 

 
!!...

!
,...,

1

1

п

п
тт

т
ттС  . 

Для нахождения C( 1т ,...,mn)  вычислим сначала число раз-

личных способов, с помощью которых можно выбрать первый 

элемент. Это число равно 1т

тС . После определения места, на 

котором появился первый элемент, вычислим число способов, 

с помощью которых можно выбрать второй элемент. Посколь-

ку число мест теперь равно 1тт  , то число таких способов 

равно 2

1

т

ттС  . Число способов выбора третьего элемента равно 

3

21

т

тттС  и т.д.  Используя теперь основную формулу комбина-

торики, получаем 

  


п

п

т

ттт

т

тт

т

тп СССттС
11

2

1

1

...1 ...,...,  

                      
   

    !!...

!

!0!!...!!!

!...!...!

121211

111

пп

п

тт

т

тттттттт

тттттт





  .  

Число C( 1т ,...,mn) совпадает с числом способов, с помо-

щью которых можно заполнить т разных ячеек п различимыми 

частицами без ограничения на число попавших в каждую 

ячейку частиц таким образом, чтобы в первой ячейке находи-

лось 1т  частиц,..., в n-й ячейке находилось mn частиц. 

Замечание 2.4. Число C( 1т ,...,mn) называют также поли-

номиальным (мультиноминальным) коэффициентом, по-

скольку оно появляется как коэффициент при пт

п

т
хх ...1

1  в раз-

ложении функции  тпхх  ...1 по степеням пхх ,...,1 . 
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Пример 2.7. Из цифр 1,2 и 3 случайным образом составля-

ют шестизначное число. Требуется найти вероятность Р(А) то-

го, что в этом числе цифра 1 будут встречаться один раз, цифра 

2 — два раза и цифра 3 — три раза. 

Элементарными исходами опыта являются всевозможные 

Размещения с повторениями из трех элементов по шесть эле-

ментов, т.е. 

7293
~ 66

3  AN . 

Число исходов, благоприятствующих данному событию, 

равно 

  603,2,1 CN A . 

Поэтому 

  082,0
729

60
AP .   

В заключение приведем решение часто встречающейся в 

приложениях вероятностной задачи, которую формулируют в 

рамках классической схемы. 

Пусть имеется knnn  ...1  различных элементов, причем 

из них 1n  элементов первого типа, 2n  — второго типа, ..., kn — 

k-го типа. Случайным образом из этих элементов выбираются 

т элементов. Вероятность события А, состоящего в том, что 

среди выбранных элементов окажется ровно 11 пт   элементов 

первого типа, 22 пт   второго типа, ..., kk пт   элементов k-го 

типа, mmт k  ...1 , обозначают Р( kmт ...1 ). 

Определение 2.4. Рассмотренный способ выбора элементов 

называют гипергеометрической схемой, а совокупность веро-

ятностей Р( kmт 1 ) в гипергеометрической схеме при фикси-

рованных n, m, ni, i = k,1  и различных mi, i = k,1 , 

mmт k  ...1  называют гипергеометрическим распределе-

нием. 
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Теорема 2.7. Вероятности Р( kmт ...1 )  в гипергеометриче-

ской схеме определяют по формуле 

 
m

n

m

n

m

n

m

n

k
C

CCC
ттР

k

k
...

...
2

2

1

1

1   

Поскольку порядок выбора элементов не существен, то при 

определении общего числа элементарных исходов и числа бла-

гоприятствующих исходов будем пользоваться формулой для 

числа сочетаний. Общее число элементарных исходов есть 

число сочетаний из п элементов по т, т.е. 
m

nC . Далее 1т  эле-

ментов первого типа можно выбрать 1

1

m

nC  способами, 2т  эле-

ментов второго типа — 2

2

m

nC способами,…, kт  элементов k-го 

типа— k

k

m

nC  способами. При этом любой способ выбора эле-

ментов определенного типа можно комбинировать с любыми 

способами выбора элементов остальных типов. Значит, в силу 

основной формулы комбинаторики (см. теорему 2.1) число 

благоприятствующих событию А исходов равно k

k

m

n

m

n

m

n CCC ...2

2

1

1
. 

Поэтому 

 
m

n

m

n

m

n

m

n

k
C

CCC
ттР

k

k
...

...
2

2

1

1

1  , 

что и доказывает теорему.  

Пример 2.8. Из колоды в 36 карт наудачу извлекают 10 

карт. Найдем вероятность Р(А) того, что среди выбранных карт 

окажутся четыре карты пиковой масти, три — трефовой, две — 

бубновой и одна — червовой. Для этого воспользуемся гипер-

геометрической схемой, в которой п = 36, 321 ппп  = 9, 1т  = 

4, 2т = 3 3т  = 2, m4 = 1. Следовательно, 

    0091,01,2,3,4
10

36

1

9

2

9

3

9

4

9 
С

СССС
РАР .    
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Во многих случаях вычисление вероятности по схеме клас-

сической вероятности удобно проводить с помощью условной 

вероятности, которую мы введем в следующей главе. 

 

2.3. Геометрическое определение вероятности 

 

Геометрическое определение вероятности обобщает клас-

сическое на случай бесконечного множества элементарных 

исходов   тогда, когда   представляет собой подмножество 

пространства R (числовой прямой), R
2
 (плоскости), R

n
 (n-

мерного евклидова пространства). 

В пространстве R в качестве подмножеств будем рассмат-

ривать лишь промежутки или их объединения, т.е. подмно-

жества, которые имеют длину. В пространстве R
2
 — те под-

множества, которые имеют площадь, и т.д. 

Под мерой  (А) подмножества А будем понимать его дли-

ну, площадь или объем (обобщенный объем) в зависимости от 

того, какому пространству принадлежит  : в R, в R
2
 или в R

3
 

(R
n
). Будем также считать, что пространство элементарных ис-

ходов   имеет конечную меру, а вероятность попадания „слу-

чайно брошенной" точки в любое подмножество  пропорцио-

нальна мере этого подмножества и не зависит от его располо-

жения и формы. В этом случае говорят, что рассматривается 

„геометрическая схема" или „точку наудачу бросают в область 

 ". 

Определение 2.5. Вероятностью события А называют 

число Р(А), равное отношению меры множества А к мере мно-

жества  : 

)(

)(
)(





 A
AP , 

где )(A  — мера множества А. 

Данное определение вероятности события принято назы-

вать геометрическим определением вероятности. 
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Заметим, что в литературе вероятность события А, опреде-

ленную выше, на основе геометрической схемы, часто назы-

вают геометрической вероятностью. 

Геометрическая вероятность, очевидно, сохраняет отме-

ченные ранее свойства вероятности Р(А) в условиях классиче-

ской схемы.  

Замечание 2.5. Приведенное определение геометрической 

вероятности с математической точки зрения не является кор-

ректным, поскольку в n-мерном пространстве существуют 

подмножества, не имеющие меры. Поэтому для строгости 

необходимо в качестве событий А рассматривать только эле-

менты борелевской  -алгебры B (см. 1.3), что, впрочем, более 

чем достаточно для практических потребностей. 

Пример 2.9. Студент и студентка договорились встретить-

ся в определенном месте между двенадцатью часами и часом 

дня. Необходимо найти вероятность встречи, если приход каж-

дого из них в течение указанного часа происходит наудачу, 

причем известно, что студент ждет студентку ровно 20 минут, 

а студентка студента — 5 минут. 

Для решения задачи воспользуемся геометрической схемой 

вероятности. Обозначим момент прихода студента через х, а 

студентки через у. Тогда любой элементарный исход   в дан-

ной задаче можно отождествить с некоторой точкой (х; у) на 

плоскости хОу.  Выберем за начало отсчета 12 часов, а за еди-

ницу измерения 1 минуту и построим на плоскости хОу про-

странство элементарных исходов  . Очевидно, что это будет 

квадрат со стороной 60 (рис. 2.1). Событие А (студент и сту-

дентка встретятся) произойдет тогда, когда разность у - х не 

превысит 1t  = 20, а разность х - у не превысит 2t  = 5, т.е. усло-

вие встречи определяет систему неравенств. 









.5

;20

yx

xy
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                                         Рис. 2.1 

 

Область А элементарных исходов, благоприятствующих 

этому событию, на рис. 2.1 заштрихована. Ее площадь SA равна 

площади квадрата без двух угловых треугольников, т.е.  

 

5,1287
2

)60(

2

)60(
60

2

2

2

12 






tt

S A  

Тогда, согласно определению 2.5, находим 

 

36,0
3600

5,1287
)( 

S

S
AP A . 

 

2.4. Статистическое определение вероятности 

 

В основе статистического определения вероятности лежит 

общий принцип, в соответствии с которым методы теории ве-

роятностей применимы только к таким испытаниям, которые 

могут быть, по крайней мере теоретически, повторены беско-

нечное число раз, и при этом имеет место свойство устойчи-

вости частот появления связанных с этими испытаниями со-

бытий (см. Введение). 

Пусть произведено п повторений опыта, причем в An   из 

них появилось событие А. Обозначим nnr AA /  наблюденную 
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частоту события А. Практика показывает, что в тех экспери-

ментах, для которых применимы методы теории вероятностей, 

частота события А с увеличением числа опытов п стабилизиру-

ется, т.е. стремится к некоторому пределу (допуская некото-

рую вольность речи). 

Определение 2.6. Вероятностью события А называют 

(эмпирический) предел Р(А), к которому стремится частота Ar  

события А при неограниченном увеличении числа п опытов. 

Данное определение вероятности события принято назы-

вать статистическим определением вероятности. 

Можно показать, что при статистическом определении ве-

роятности события сохраняются свойства вероятности собы-

тия, справедливые в условиях классической схемы, т.е. 

1) ;0)( AP   

2) ;1)( P  

3) )()()( BPAPBAP  , если АВ = . 

С практической точки зрения статистическое определение 

вероятности является наиболее разумным. Однако с позиции 

теории вероятностей как раздела современной математики не-

достаток статистического определения очевиден: нельзя про-

вести бесконечное число повторений опыта, а при конечном 

числе повторений наблюденная частота, естественно, будет 

разной при различном числе повторений. 

Заметим, что связь между классическим и статистическим 

определениями была выявлена еще в период становления тео-

рии вероятностей как теории азартных игр. Было установлено, 

что при корректном использовании классического определения 

вероятность событий практически совпадает с их частотами 

при большом числе повторений эксперимента.И хотя игроков 

интересовала частота определенных событий, решение задач, 

полученное на основе классического определения вероятности, 

их вполне устраивало. Иными словами, даже игроки азартных 

игр знали о совпадении статистического определения с други-
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ми (классическим и его обобщением — геометриче-

ским).Собственно говоря, задача определения связи вероятно-

сти с частотой не потеряла актуальности и в наши дни, когда в 

теории вероятностей повсеместно используется аксиоматиче-

ское определение вероятностей Колмогорова. 

 Это привело к появлению и широкому внедрению в 

практику обширного раздела теории вероятностей — матема-

тической статистики. 

 

2.5. Аксиоматическое определение вероятности 

 

Для того чтобы понять смысл аксиоматического опреде-

ления вероятности, рассмотрим классическую схему. В этом 

случае вероятность любого элементарного исхода 

./1)(,,1, NPNi ii   . 

Вероятность любого события А при этом равна 

,/)( NNAP A , где AN  — число исходов, благоприятствую-

щих событию А. 

 Вероятность )(AP  можно записать также в следующем ви-

де 





A

i

i

PAP


 )()( , 

где суммирование ведется по всем значениям индекса i, при 

которых элементарные исходы i  образуют событие А. 

Однако задать вероятность события по такому принципу 

уже в случае геометрической схемы нельзя, так как при этом 

вероятность любого элементарного события равна нулю. 

Поэтому следует дать определение вероятности события 

для любого пространства элементарных исходов  , не связан-

ное с вероятностями элементарных исходов, а учитывающее те 

свойства вероятности событий, которые имеют место для всех 

предыдущих определений вероятности события (классическо-

го, геометрического, статистического). 
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Напомним, что этими свойствами являются следующие: 

1) ;0)( AP  2) ;1)( P  

3) )(...)()...( 11 mm APAPAAP  , если события 1A ,…, 

mA  попарно несовместны. 

Именно эти три свойства лежат в основе аксиоматического 

определения вероятности. При этом свойство 3 постулируется 

для суммы счетного множества попарно несовместных собы-

тий. 

Определение 2.7. Пусть каждому событию А (т.е. подмно-

жеству А пространства элементарных исходов  , принадле-

жащему  -алгебры B) поставлено в соответствие число Р(А). 

Числовую функцию Р (заданную на  -алгебры B) называют 

вероятностью (или вероятностной мерой), если она удовле-

творяет следующим аксиомам: 

Аксиома 1 (аксиома неотрицательности): ;0)( AP  

Аксиома 2 (аксиома нормированности): ;1)( P  

Аксиома 3 (расширенная аксиома сложения): для любых 

попарно несовместных событий 1A ,..., nA ,... справедливо ра-

венство 

...)(...)(...)...( 11  mm APAPAAP  

Значение Р(А) называют вероятностью события А. 

Замечание 2.6. Если пространство элементарных исходов 

  является конечным или счетным множеством, то каждому 

элементарному исходу i , I = 1,2,...,  можно поставить в 

соответствие число 0)(  ii pP   так, что 

.1)(
1




 i

ii pP
i

  

Тогда для любого события A в силу аксиомы 3 вероят-

ность Р(А) равна сумме вероятностей )( iP  всех тех элемен-

тарных исходов, которые входят в событие A, т.е. 
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.)()( 



A

i

i

PAP


  

Таким образом, мы определили вероятность любого собы-

тия, используя вероятности элементарных исходов. Заметим, 

что вероятности элементарных исходов можно задавать со-

вершенно произвольно, лишь бы они были неотрицательными 

и в сумме составляли единицу. Именно в этом и состоит идея 

аксиоматического определения вероятности.  

В следующей теореме докажем утверждения, описываю-

щие ряд полезных свойств вероятности. 

Теорема 2.8. Вероятность удовлетворяет следующим свой-

ствам. 

1. Вероятность противоположного события 

)(1)( APAP  . 

2. Вероятность невозможного события 

Р( ) = 0. 

3. Если BA  , то 

)()( BPAP   

(„большему” события соответствует большая вероятность). 

4. Вероятность заключена между 0 и 1: 
.1)(0  AP  

5. Вероятность объединения двух событий 
).()()()( ABPBPAPBAP   

6. Вероятность объединения любого конечного числа собы-

тий 

).()1(...)()(

...)()(...)()...(

21

1

3211

2111

n

n

nn

nn

AAAPAAAPAAP

AAPAPAPAAP



 


 

Поскольку 

,AA   

то, согласно расширенной аксиоме сложения, 

),()()( APAPP   
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откуда с учетом аксиомы нормированности получаем 

утверждение 1. 

Утверждение 2 вытекает из равенства 

А = А +   

и расширенной аксиомы сложения.  

Пусть BA  . Тогда 

В = А + (В\А). 

В соответствии с расширенной аксиомой сложения 

Р(В) = Р(А) + Р(В\А). 

Отсюда и из аксиомы неотрицательности приходим к 

утверждению 3. 

В частности, так как всегда A , то с учетом аксиомы 

неотрицательности получаем утверждение 4.  

Поскольку 
),\( ABABA       ,)\( ABABB   

то, используя расширенную аксиому сложения, находим  
),\()()( ABPAPBAP   

и 
).()\()( ABPABPBP   

Подставляя в первое из последних двух равенств вероят-

ность Р(В\А), выраженную из второго равенства, приходим к 

утверждению 5. 

Утверждение 6 можно доказать с помощью метода матема-

тической индукции по n. Так, для трех событий А, В и С 

).()()()()()()(

)()()()()(

))(()()()(

ABCPACPABPBCPCPBPAP

ACABPBCPCPBPAP

CBAPCBPAPCBAP







 

Для четырех и более событий это утверждение проверьте 

самостоятельно.  

Замечание 2.7. Утверждения 5 и 6 называют теоремами 

сложения вероятностей для двух и для п событий соответ-

ственно. 
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Приведем пример, показывающий, что без учета того, что 

события совместные, можно прийти к неправильному ре-

зультату. 

Пример 2.10. Опыт состоит в двукратном подбрасывании 

симметричной монеты. Найдем вероятность события А, озна-

чающего появление „герба” хотя бы один раз. Обозначим iA -

появление „герба” при i-м подбрасывании, i = 1,2. Ясно, что 

21 AAA  , 

и в соответствии с классической схемой вероятности 

2

1
)()( 21  APAP . 

Если не учитывать, что 1A  и 2A  — совместные события, то 

можно получить  „результат” 

1
2

1

2

1
)()()( 21  APAPAP , 

противоречащий здравому смыслу, поскольку ясно, что 

событие А не является достоверным. Применяя теорему сло-

жения для двух совместных событий и учитывая равенство 

4

1
)( 21 AAP , 

находим 

.
4

3

4

1

2

1

2

1
)()()()( 2121  AAPAPAPAP  

Иногда вместо аксиомы 3 удобно использовать две другие 

аксиомы. 

Аксиома 3' (аксиома сложения): для любых попарно не-

пересекающихся событий 1A ,…, nA  справедливо равенство 

)(...)()...( 11 nn APAPAAP  . 

Аксиома 4 (аксиома непрерывности): если последова-

тельность событий 1A ,…, nA , … такова, что NnAA nn   ,1 , и 

AAA n  ......1 , 
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то 

)()(lim APAP n
n




 

Можно доказать, что аксиомы 3' и 4 в совокупности равно-

сильны аксиоме 3. 

Покажем, как конструктивно можно задать вероятность для 

некоторых наиболее часто встречающихся на практике про-

странств элементарных исходов, содержащих бесконечное 

число элементарных исходов. 

Пусть  , содержит счетное множество элементарных ис-

ходов ,...,...,1 n  В этом случае любую вероятностную меру Р 

можно получить, задав вероятности 

),...(),...,( 11 nn PpPp    

элементарных исходов, причем последовательность 

,...,...,1 npp должна удовлетворять только условиям неотрица-

тельности 

,0ip    ,Ni  

и нормированности 

,1......1  npp  

т.е. 


1i

ip  является числовым рядом, сумма которого равна 

единице. Вероятность любого события А равна сумме  ip  

вероятностей всех входящих в А элементарных исходов i . 

Предположим теперь, что пространство элементарных ис-

ходов   представляет собой числовую прямую ),(  с бо-

релевской  -алгеброй на ней. Для задания вероятностной ме-

ры на числовой прямой можно взять произвольную неубыва-

ющую для любого Rx непрерывную слева функцию F(x), 

yдовлетворяющую условиям 

0)(lim)( 


xFF
x

,      1)(lim)( 


xFF
x

, 
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и каждому событию ),( xAx   поставить в соответствие ве-

роятность 

)()( xFAP x  , 

а событию ),[ 21 xxA  — вероятность 

)()()( 12 xFxFAP  . 

Найденная таким образом для всех событий ),[ 21 xxA  

числовая функция )(AP  будет удовлетворять аксиомам в опре-

делении 2.7. Для других событий из борелевской  -алгебры на 

числовой прямой, вероятность определяется единственным об-

разом с помощью так называемой теоремы о продолжении ме-

ры, формулировку и доказательство которой можно найти в 

специальной литературе. 

Определение 2.8. Тройку ( , B, P), состоящую из про-

странства элементарных исходов  , с  -алгеброй событий B 

и определенной на B вероятности P, называют вероятност-

ным пространством. 

Таким образом, понятие вероятностного пространства объ-

единяет хорошо известные физические понятия: исход опыта, 

событие, вероятность события. 

 

 Решение типовых примеров 

 

Пример 2.11. Куб с окрашенными гранями распилен на 27 

одинаковых кубиков. Найдем вероятность того, что у вы-

бранного наудачу кубика будет окрашена одна грань (две гра-

ни, три грани). 

Общее число элементарных исходов в данном опыте N = 

27. Обозначим: А — событие, заключающееся в том, что у вы-

бранного кубика окрашена одна грань; В — две грани и С — 

три грани. Событию А благоприятствует AN  = 6 элементарных 

исходов (число граней у исходного куба), событию В — BN  = 
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12 исходов (число ребер у исходного куба), а событию С — 8 

исходов (число вершин у исходного куба). Поэтому 

27

6
)( AP ,  

27

12
)( BP ,  

27

8
)( CP . 

Пример 2.12. Из 33 карточек с написанными на них раз-

личными буквами русского алфавита наугад извлекаются пять 

карточек и располагаются слева направо в порядке извлечения. 

Найдем вероятность появления слова „РАДИО” (событие А). 

Поскольку карточки обратно не возвращаются и порядок 

выбора существен, то общее число элементарных исходов рав-

но числу размещений без повторений из 33 элементов по пять 

элементов: 

284803205

33  AN . 

Событию А благоприятствует только один элементарный 

исход ( AN  =1). Значит, 

8105,3
28480320

1
)( AP . 

Пример 2.13. Из колоды в 52 игральные карты выбирают 

наудачу три карты. Найдем вероятность того, что среди этих 

карт будут тройка „пик”, семерка „пик”, туз „пик”. 

Поскольку порядок выбора в данном случае не существен и 

карты обратно в колоду не возвращаются, то число элементар-

ных исходов равно числу сочетаний без повторений из 52 

элементов по три элемента, т.е.   221003

52 CN . 

Рассматриваемому событию А благоприятствует един-

ственный исход ( AN  = 1). Поэтому  .000045,0
22100

1
)( AP  

Пример 2.14. Группа, состоящая из восьми человек, зани-

мает место за круглым столом. Найдем вероятность того, что 

при этом два определенных лица окажутся сидящими рядом. 
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Так как упорядочивается все множество из восьми элемен-

тов, то мы имеем дело с перестановкой из восьми элементов, 

т.е. 

!88  PN  

Рассматриваемому событию А благоприятствуют такие пе-

рестановки, когда два отмеченных лица садятся рядом: всего 

восемь различных пар мест за столом и за каждую пару мест 

данные лица могут сесть двумя способами. При этом осталь-

ные шесть человек могут разместиться на оставшихся местах 

произвольно. Значит, 

!68282 6  PN A   
и   .29,0

7

2
)( AP  

Для сравнения приведем еще одно решение поставленной 

задачи. Заметим, что поскольку нас интересуют только два 

определенных лица, то порядок размещения остальных не иг-

рает роли. В свою очередь, если первый человек сел на опреде-

ленное место, то второй может сесть на оставшиеся семь мест. 

При этом в двух случаях оба лица окажутся рядом и .
7

2
)( AP  

Пример 2.15. Из 10 первых букв русского алфавита состав-

лены всевозможные трехбуквенные „слова”. Найдем вероят-

ность того, что случайно выбранное „слово” окажется „сло-

вом” „НИИ”. 

Число различных „слов” равно числу размещений с повто-

рениями из 10 элементов по три элемента, т.е. 

.10
~ 33

10  AN  

Поскольку благоприятствующий исход только один, то 
.001,0)( AP  

Пример 2.16. Опыт состоит в четырехкратном случайном 

выборе с возвращением одной буквы из букв алфавита „А”, Б”, 

„К”, „О” и „М” и записывании результата выбора слева напра-

во в порядке поступления букв. Найдем вероятность того, что в 

результате будет записано слово „МАМА”. 
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Число элементарных исходов равно числу размещений с 

повторениями из пяти элементов по четыре элемента, т.е. 

.5
~ 44

5  AN  

Слову „МАМА” соответствует лишь один исход. Поэтому 

.0016,0
625

1
)( AP  

Пример 2.17. В урне имеются четыре шара различного 

цвета. Наудачу из урны извлекают шар и после определения 

его цвета возвращают обратно. Найдем вероятность того, что 

среди восьми выбранных шаров будут только шары одного 

цвета (событие A)? будет по два шара разного цвета (событие 

В). Число элементарных исходов равно числу размещений 
88

4 4
~

 AN  

с повторениями из четырех элементов по восемь элементов. 

Для того чтобы найти число исходов, благоприятствующих 

событию А, предположим сначала, что вынимают только шары 

первого цвета. Это можно сделать только одним способом. 

Аналогично только одним способом можно выбрать шары вто-

рого, третьего и четвертого цветов. Поэтому AN  = 4 и 

.00061,0
4

1
)(

7
AP  

Число исходов, благоприятствующих событию В, равно 

числу тех сочетаний с повторениями из четырех элементов по 

восемь элементов, в которых каждый элемент повторяется по 

два раза, т.е. 2520)2,2,2,2( CNB . 

Значит, 

0385,0
4

2520
)(

8
BP . 

Пример 2.18. Первенство по баскетболу оспаривают 18 

команд, которые путем жеребьевки распределены на две под-

группы по девять команд в каждой. Пять команд обычно зани-

мают первые места. Найдем вероятность попадания всех лиди-
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рующих команд в одну подгруппу (событие А); трех лидирую-

щих команд в одну подгруппу, а двух — в другую (событие B). 

Пространство элементарных исходов в данном случае состоит 

из всевозможных способов выбрать из 18 команд, среди кото-

рых пять лидирующих, девять команд в первую подгруппу (то-

гда вторую подгруппу будут составлять оставшиеся девять ко-

манд), причем события А и В происходят тогда, когда в первую 

подгруппу попадет определенное число лидирующих команд и 

команд аутсайдеров. Значит, мы имеем дело с гипер-

геометрической схемой, в которой k = 2, п = 18, 1n  = 5, т = 9. 

Событие А происходит тогда, когда в первую подгруппу 

попадают или пять лидирующих команд и четыре команды-

аутсайдера ( 1m  = 5, 2m  = 4), или девять команд-аутсайдеров 

( 1m  = 0, 2m  = 9). Значит, 

.029,0
34

1
)9,0()4,5()(

9

18

9

13

0

5

4

13

5

5 



C

CCCC
PPAP  

Аналогично событие В происходит тогда, когда в первую 

подгруппу попадут или три лидирующие команды и шесть ко-

манд-аутсайдеров ( 1m  =3, 2m  = 6) или две лидирующие коман-

ды и семь команд-аутсайдеров ( 1m  =2, 2m  = 7). Таким образом, 

.71,0
17

12
)7,2()6,3()(

9

18

7

13

2

5

6

13

3

5 



C

CCCC
PPBP  

Пример 2.19. На бесконечную шахматную доску со сторо-

ной квадрата а наудачу бросают монету радиуса r, r < a/2. 

Найдем вероятность того, что монета попадет целиком внутрь 

одного квадрата. 

Пусть (x; у) — координаты центра упавшей монеты. В силу 

бесконечности шахматной доски можно считать, что элемен-

тарные исходы данного эксперимента полностью определяют-

ся положением центра упавшей монеты относительно вершин 

квадрата, содержащего этот центр. Помещая начало координат 



 

 53 

в одну из вершин указанного квадрата (рис. 2.2), можно запи-

сать множество элементарных исходов в виде 

}.0,0:),{( ayaxyx   

 

 

 

                                              

 

 

                                            

 

 

Рис. 2.2 

 

Область А, соответствующая рассматриваемому собы-

тию, имеет вид    },,:),{( rayrraxryxA   т.е. яв-

ляется квадратом со стороной а – 2r. В соответствии с форму-

лой геометрической вероятности находим 

.
)2(

)(

)(
)(

2

2

a

raA
AP









 

Пример 2.20. В любые моменты интервала времени Т рав-

новозможны поступления в приемник двух независимых сиг-

налов. Сигналы искажаются, если разность между моментами 

их поступления меньше  . Определим вероятность того, что 

сигналы будут искажены. 

Изобразим случайные моменты 1t  и 2t  поступления сигна-

лов в приемник в виде точки на плоскости с координатами  

(х; у). Областью возможных значений является квадрат площа-

дью 
2)( T   (рис. 2.3). Сигналы будут искажены, если 

 21 tt . Эта область лежит между прямыми  12 tt и 

 21 tt . Площадь ее равна 

.)()( 22   TTA  
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Следовательно, 

2

2

2

22 )(
1

)(

)(

)(
)(

T

T

T

TTA
AP





 






 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

                  

Рис. 2.3 

 

Вопросы и задачи 

2.1. Приведите классическое определение вероятности. 

2.2. Напишите основную формулу комбинаторики. 

2.3. Что называют выбором с возвращением? без возвраще-

ния? 

2.4. Что называют сочетанием? размещением? перестанов-

кой? 

2.5. Приведите формулы для числа сочетаний и размеще-

ний из п элементов по m элементов с повторениями и без по-

вторений и для числа перестановок из п элементов. 

2.6. Чему равно число размещений с повторениями из п 

элементов по m элементов, в которых первый элемент встреча-

ется ровно 1m  раз, второй элемент — 2m  раз,…, n-й элемент — 

nm  раз? 

2.7. Что называют гипергеометрической схемой? Напишите 

формулу, используя которую можно вычислить вероятности 

событий в гипергеометрической схеме. 

2.8. Приведите геометрическое определение вероятности. 

2.9. Приведите статистическое определение вероятности. 
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2.10. Дайте аксиоматическое определение вероятности. 

2.11. Перечислите основные свойства вероятности. 

2.12. Как можно задать вероятность в случае конечного 

пространства элементарных исходов? счетного пространства 

элементарных исходов? 

2.13. Как можно задать вероятность на числовой прямой? 

2.14. Что называют вероятностным пространством? 

2.15. У человека имеется N ключей, из которых только 

один подходит к его двери. Он последовательно испытывает 

их, выбирая случайным образом (без возвращения). Найдите 

вероятность того, что этот процесс закончится на k-м испыта-

нии .Nk   

Ответ: ./1 NP   

2.16. Из десяти первых букв русского алфавита выбирают 

наудачу без возвращения четыре буквы и записывают в поряд-

ке поступления слева направо.   Какова вероятность того, что 

составленное „слово” будет оканчиваться на букву „А”?  

Ответ: Р= 1/10. 

2.17. Из шести карточек с буквами „Л”, „И”, „Т”, „Е”, „Р”, 

„А” выбирают наугад в определенном порядке четыре. Найди-

те вероятность того, что при этом получится слово „ТИРЕ”. 

Ответ: .0028,0/1 4

6  AP  

2.18. Набирая номер телефона, абонент забыл две послед-

ние цифры и, помня лишь то, что эти цифры различны, набрал 

их наугад. Определите вероятность того, что набраны нужные 

цифры.   

Ответ: .011,0/1 2

10  AP  

2.19. При наборе телефонного номера абонент забыл две 

последние цифры и набрал их наудачу, помня только, что эти 

цифры нечетные и разные. Найдите вероятность того, что но-

мер набран правильно. 

Ответ: .05,0/1 2

5  AP  
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2.20. Среди 25 экзаменационных билетов пять „хороших”. 

Три студента по очереди берут по одному билету. Найдите ве-

роятности следующих событий: А — третий студент взял „хо-

роший” билет; В — все три студента взяли „хороший” билет. 

Ответ: 25/5)( AP ;   0044,0230/1)( BP . 

2.21. В урне пять белых и четыре черных шара. Из урны в 

случайном порядке извлекают все находящиеся в ней шары. 

Найдите вероятность того, что вторым по порядку будет вынут 

белый шар. 

Ответ: 56,09/5 P . 

2.22. Кодовые комбинации содержат пять различных цифр 

от 1 до 5. Какова вероятность того, что цифры в случайным 

образом выбранной кодовой комбинации образуют последова-

тельность 1,2,3,4,5? 

Ответ: .0083,0!5/1 P  

2.23. Из урны, содержащей 10 перенумерованных шаров, 

наугад выбирают один за другим все находящиеся в ней шары. 

Найдите вероятность того, что все номера вынутых шаров бу-

дут идти по порядку.  

Ответ: 7108,2!10/1 P . 

2.24. В шкафу находятся 10 пар ботинок. Из них наугад вы-

бирают четыре ботинка. Найдите вероятность того, что среди 

выбранных ботинок отсутствуют парные. 

Ответ: 69,0/2 4

20

4

10

4  CCP . 

2.25. Из урны, содержащей шары с номерами 1,2,...,9, пять 

раз наугад вынимают шар и каждый раз возвращают обратно. 

Найдите вероятность того, что из номеров шаров можно соста-

вить возрастающую последовательность.  

Ответ: 0021,09/ 55

9 CP . 

2.26. В лифт семиэтажного дома на первом этаже вошли 

три человека. Каждый из них случайным образом может выйти 

на любом из этажей, начиная со второго. Найдите вероятности 

следующих событий: А — все пассажиры выйдут на четвертом 
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этаже; В — все пассажиры выйдут на одном и том же этаже; С 

— все пассажиры выйдут на разных этажах. 

Ответ: 0046,06/1)( 3 AP ; 028,06/6)( 3 BP ; 

56,06/)( 33

6  ACP . 

2.27. Какова вероятность того, что в группе из )365( nn  

случайно отобранных студентов хотя бы у двоих окажется 

один и тот же день рождения? 

Ответ: nnAP 365/1 365 . 

2.28. Найдите вероятность того, что дни рождения 12 слу-

чайным образом выбранных человек придутся на разные меся-

цы года. 

Ответ: 612 104,512/!12 P . 

2.29. Десять студентов договорились о поездке за город, но 

не договорились о вагоне. Любой из студентов наугад может 

сесть в любой из десяти вагонов поезда. Какова вероятность 

того, что они все попадут в разные вагоны? 

Ответ: 00036,010/!10 10 P . 

2.30. В отделение связи поступило шесть телеграмм. Теле-

граммы случайным образом распределяют по четырем кана-

лам, причем каждая телеграмма может быть передана по лю-

бому из четырех каналов. Найдите вероятность того, что на 

первый канал попадут три телеграммы, на второй — две теле-

граммы, на третий — одна телеграмма и четвертый канал не 

будет загружен. 

Ответ: 23,04/)0,1,2,3( 4 CP . 

2.31. Чему равна вероятность того, что дни рождения шести 

наугад выбранных человек придутся в точности на два месяца?  

Ответ: 000092,0])12/1(2)6/1[(( 662

12 CP . 

2.32. В партии из 50 изделий четыре нестандартных. Опре-

делите вероятность того, что среди выбранных наугад 10 изде-

лий есть хотя бы одно нестандартное. 



 

 58 

Ответ: 60,0/1 10

50

10

46

0

4  CCCP . 

2.33. На стеллаже в библиотеке стоят 15 учебников, причем 

пять из них в переплете. Библиотекарь берет наудачу три 

учебника. Найдите вероятность того, что хотя бы один из взя-

тых учебников окажется в переплете. 

Ответ: 74,0/1 3

15

3

10

0

5  CCCP . 

2.34. Колоду из 52 карт случайным образом делят пополам. 

Найдите вероятность того, что в каждой половине будет по два 

„туза". 

Ответ: 39,0/ 26

52

24

48

2

4  CCCP . 

2.35. Какова вероятность того, что среди выбранных науда-

чу четырех карт из колоды в 52 карты ровно две окажутся тре-

фовой масти? 

О т в е т: 39,0/ 4

52

2

39

2

13  CCCP . 

2.36. Некто купил карточку „Спортлото 6 из 49” и отметил 

в ней шесть из имеющихся 49 номеров. В тираже разыгрыва-

ются шесть „выигрышных” номеров. Найдите вероятности 

следующих событий: 3A  — угадано три номера; 4A  — угадано 

четыре номера; 5A  — угадано пять номеров; 6A  — угадано 

шесть номеров. 

Ответ: 018,0/)( 6

49

3

43

3

63  CCCAP ; 

00097,0/)( 6

49

2

43

4

64  CCCAP ; 56

49

1

43

5

65 108,1/)(  CCCAP ; 
86

49

0

43

6

66 102,7/)(  CCCAP . 

2.37. Из колоды в 32 карты наугад выбирают четыре карты. 

Найдите вероятности того, что среди них окажется: один „туз” 

(событие А); хотя бы один „туз” (событие В); хотя бы один 

„туз" и обязательно „туз пик” (событие С). 

 Ответ: 36,0/)( 4

32

3

28

1

4  CCCAP  ; 

43,0/1)( 4

32

4

28

0

4  CCCBP ; Р 125,0/)( 4

32

3

31

1

1  CCCCP . 
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2.38. Стержень длиной l ломают на три части, причем точки 

разлома выбирают наудачу. Найдите вероятность того, что из 

получившихся частей можно составить треугольник.  

Ответ: Р= 1/4 = 0,25; 

   2.39. Два приятеля условились встретиться в определенном 

месте между двумя и тремя часами дня. Пришедший первым 

ждет другого в течение 10 минут, после чего уходит.Чему рав-

на вероятность встречи приятелей, если приход каждого из них 

в течение указанного часа может произойти в любое время? 

Ответ: Р = 11/360,31. 

 

3. УСЛОВНАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ. СХЕМА БЕРНУЛЛИ 

 

Рассмотрим события А и В, связанные с одним и тем же 

опытом. Пусть из каких-то источников нам стало известно, что 

событие В наступило, но не известно, какой конкретно из эле-

ментарных исходов, составляющих событие В, произошел. 

Что можно сказать в этом случае о вероятности события А? 

Вероятность события А, вычисленную в предположении, 

что событие В произошло, принято называть условной веро-

ятностью и обозначать Р(А|В). 

Понятие условной вероятности играет важнейшую роль в 

современной теории вероятностей. Условная вероятность поз-

воляет учитывать дополнительную информацию при опреде-

лении вероятности события. В ряде случаев при помощи 

условной вероятности можно существенно упростить вычис-

ление вероятности. Понятию условной вероятности и посвя-

щена настоящая глава. 

 

3.1. Определение условной вероятности 

 

Предположим сначала, что мы находимся в рамках класси-

ческой схемы. Пусть событиям А к В благоприятствуют 

AN  и BN  элементарных исходов соответственно. Посмотрим, 
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что дает нам имеющаяся информация о событии В. Поскольку 

событие В произошло, то достоверно известно, что в результа-

те опыта появился один из BN  элементарных исходов, состав-

ляющих событие В. Значит, теперь уже при определении сте-

пени возможности события А необходимо выбирать только 

из BN    возможных исходов, причем событию А благоприят-

ствуют АBN  исходов, при которых происходят и событие А, и 

событие В, или, другими словами, происходит событие АВ. 

При этом по-прежнему будем считать все BN   входящих в со-

бытие В исходов равновероятными. Поэтому условную веро-

ятность Р(А|В) события А при условии события В в рамках 

классической схемы вероятности естественно определить как 

отношение числа исходов АBN , благоприятствующих совмест-

ному осуществлению событий А и В, к числу BN  исходов, бла-

гоприятствующих событию В, т.е. 

 
B

AB

N

N
ВАР  . 

Если теперь поделить числитель и знаменатель полученно-

го выражения на общее число N элементарных исходов, то 

придем к формуле    
 BP
ABP

NN

NN
ВАР

B

AB 
/

/
. 

Обратимся теперь к статистическому определению вероят-

ности. 

Пусть п — общее число экспериментов; An — число экспе-

риментов, в которых наблюдалось событие А; Bn  — число экс-

периментов, в которых наблюдалось событие В, ABn — число 

экспериментов, в которых наблюдалось событие АВ. Напом-

ним, что частота события А — это отношение 

n

n
r A
A  . 
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Условной частотой события А при условии, что В про-

изошло (будем обозначать ее 
BA

r ) естественно назвать частоту 

события А, но только не среди всех повторений опыта п, а 

лишь среди тех, в которых наблюдалось событие В, т.е. 

B

AB

BA
n

n
r   

Последнее выражение можно представить в виде  

B

AB

B

AB

B

AB

BA
r

r

nn

nn

n

n
r 

/

/
. 

При п  , согласно определению 2.6 статистической 

вероятности, )(ABPrAB  , )(BPrB   и, следовательно, 

условная частота 

 
 BP
ABP

r
BA
 , 

т.е. условной вероятностью события А при условии события В 

естественно назвать число  ВАР = Р(АВ)/Р(В). 

Таким образом, мы пришли к тому же самому выражению, 

что и в случае классической схемы. 

На основании изложенного выше можно дать следующее 

определение. 

Определение 3.1. Условной вероятностью события А при 

условии (наступлении) события В называют отношение веро-

ятности пересечения событий А и В к вероятности события В: 

       
 BP
ABP

ВАР  .                                                     (3.1) 

При этом предполагают, что Р(В)  0. 

В связи с появлением термина „условная вероятность” бу-

дем вероятность события называть также безусловной вероят-

ностью события. 

Рассмотрим теперь условную вероятность Р(А|В) как функ-

цию события А. 
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Теорема 3.1. Условная вероятность Р(А|В) обладает всеми 

свойствами безусловной вероятности Р(А). 

 Для доказательства достаточно показать, что условная ве-

роятность Р(А|В) удовлетворяет аксиомам 1, 2 и 3. 

Из определения 3.1 следует, что условная вероятность, удо-

влетворяет аксиоме неотрицательности, так как числитель дро-

би является неотрицательным числом, а знаменатель — поло-

жительным числом. 

Поскольку  B = В, то 

   
 

 
 

1



ВР

ВР

ВР

ВР
ВР , 

т.е. условная вероятность удовлетворяет аксиоме нормирован-

ности. 

Наконец, пусть ,...,...,1 пАА — попарно непересекающиеся 

события. Тогда 

.........)...( 11  ВАВАВАА пп  

и 

   
 





ВР

ВАРВАР
ВААР п

п

......
)|......( 1

1  

    ......1  ВАРВАР
п

, 

где в последнем равенстве использовано свойство 

умножения сходящегося ряда на постоянную. Следовательно, 

условная вероятность удовлетворяет расширенной аксиоме 

сложения 3. Смысл теоремы 3.1 заключается в том, что 

условная вероятность представляет собой безусловную веро-

ятность, заданную на новом пространстве 1  элементарных 

исходов, совпадающем с событием В. 

Пример 3.1. Рассмотрим опыт с однократным бросанием 

игральной кости, но не обычной, а с раскрашенными гранями: 

грани с цифрами 1, 3 и 6 окрашены красным, а грани с цифра-

ми 2, 4 и 5 — белым цветом. Введем события: 1А — впадение 
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нечетного числа очков; 2А  — выпадение четного числа очков; 

В — появление грани красного цвета. 

Интуитивно ясно, что если произошло событие В, то услов-

ная вероятность события 1А   больше, чем условная вероят-

ность события А2, поскольку на красных гранях нечетных чи-

сел в два раза больше, чем четных. Заметим, что безусловные 

вероятности событий 1А  и А2 при этом одинаковы и равны, 

очевидно, 1/2. 

Найдем условные вероятности событий 1А  и А2 при усло-

вии события В. Очевидно, что 

 

 

  .
2

1

6

3

,
6

1

,
3

1

6

2

2

1

2

1







ВР

N

N
ВАР

N

N
ВАР

BA

BA

 

Следовательно, в силу определения 3.1 условной веро-

ятности имеем  
3

2

2/1

3/1
|1 ВАР

 
и  

3

1

2/1

6/1
|2 ВАР , 

что подтверждает наше предположение. 

Геометрическая интерпретация условной вероятности. 

При практическом вычислении условной вероятности события 

А при условии, что событие В произошло, часто удобно трак-

товать условную вероятность как безусловную, но заданную не 

на исходном пространстве  , элементарных исходов, а на но-

вом пространстве 1  = В элементарных исходов. Действи-

тельно, используя геометрическое определение вероятно-

сти, получаем для безусловной и условной вероятностей со-

бытия А (на рис. 3.1 заштрихованная область соответствует со-

бытию АВ). 
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                                     Рис. 3.1 
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Здесь SSA, и т.д. обозначают соответственно площади А,  

 и т.д. Таким образом, выражение для Р(А|В) будет совпадать 

с выражением для Р(А), вычисленным в соответствии со схе-

мой геометрической вероятности, если исходное простран-

ство   элементарных исходов заменить новым пространством 

1 = В. 

Пример 3.2. Из урны, в которой а = 7 белых и b = 3 черных 

шаров, наугад без возвращения извлекают два шара. Пусть со-

бытие 1А  состоит в том, что первый извлеченный из урны шар 

является белым, а 2А  — белым является второй шар. Требует-

ся найти P( 12 | AА ). 

Приведем решение этой задачи двумя способами. 

Первый способ. В соответствии с определением условной 

вероятности имеем (опуская пояснения): 

 

.
3

2/

)(

)(
)|(

1

10

1

7

2

10

2

7

1

21
12 

CC

CC

AP

AAP
AAP

 
Второй способ. Перейдем к новому пространству 1 эле-

ментарных исходов. Так как событие 1А  произошло, то это 
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означает, что в новом пространстве элементарных исходов все-

го равновозможных исходов 

,91
1

 baN  

а событию 2А  благоприятствует при этом 

 

61
2

 aNA  
 

исходов. Следовательно, 

3

2

9

6
)|( 12 AAP . 

Пример 3.3. Пусть событие В — выпадение 4 или 6 очков 

на игральной кости, событие 1А  — выпадение четного числа 

очков, событие 2А  — выпадение 3, 4 или 5 очков, событие 3А  

— выпадение нечетного числа очков. 

Найдем условные вероятности событий 1А , 2А  и 3А  при 

условии события В. 

Так как событие В принадлежит событию 1А , то при 

наступлении события В событие 1А  обязательно произойдет, 

т.е. событие 1А  имеет условную вероятность 

1)|( 1 BАP . 

Поскольку события 3А  и В несовместные, то при наступле-

нии события В событие 3А  уже не может произойти и его 

условная вероятность 

0)|( 3 BАP . 

Наконец, в соответствии с классической схемой вероятно-

сти приходим к следующему значению условной вероятности 

события 2А  при условии события В: 

2

1
)|( 2 BАP . 
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Заметим, что условная вероятность события 2А  при усло-

вии В совпадает с безусловной вероятностью события 2А . 

 

3.2. Формула умножения вероятностей 

 

При решении различных задач вероятностного характера 

часто интересующее нас событие А можно достаточно просто 

выразить через некоторые события пАAА ,...,, 21  с помощью 

операций объединения или пересечения. Если 

пАAАA ...21 , 

то для нахождения вероятности Р(А) события А обычно удоб-

но использовать следующую теорему. 

 

Теорема  3.2  (теорема умножения вероятностей). 

 

Пусть событие пАAАA ...21  

(т.е. А — пересечение событий пАAА ,...,, 21  и Р(А) > 0). То-

гда справедливо равенство 

)...|()...|()|()()( 121213121  nn AAAAPAAAPAAPAPAP , назы-

ваемое формулой умножения вероятностей. 

 Поскольку Р(А) = P( пАAА ...21 ) > 0, а 

пk АAААAА ...... 2121     )1,1(  nk , 

то и Р(А).= P( kАAА ...21 ) > 0.   Учитывая это неравенство, со-

гласно определению 3.1 условной вероятности, имеем 

.
)...(

)...(
)...|(

121

21
121



 
п

п
пn

АAАP

АAАP
АAАAP  

Умножая обе части этого равенства на )( 121 пАAАP  , 

получаем 

)...|()...()...( 12112121  пnпп АAАAPАAАPАAАP  

Аналогично находим 
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)...|()...()...( 2211221121   пnпп АAАAPАAАPАAАP . 

Тогда 

)...|()...|()...()...( 11211211   пnпnпп ААAPААAPААPААP  

Продолжая эту процедуру, получаем формулу умножения ве-

роятностей.  

Замечание 3.1. Из свойства коммутативности пересечения 

событий следует, что правая часть формулы умножения для 

пересечения одних и тех же событий может быть записана по-

разному. Например, как 

),|()()( 12121 AAPAPAАP   

так и в виде )|()()()( 2121221 AAPAPAАPAАP  . 

Обычно выбирают тот вариант формулы, который при-

водит к более простым вычислениям. 

Пример 3.4. На семи карточках написаны буквы, образую-

щие слово „СОЛОВЕЙ”. Карточки перемешивают и из них 

наугад последовательно извлекают и выкладывают слева 

направо три карточки. Найдем вероятность того, что получится 

слово „ВОЛ” (событие А). 

Введем события: 1А  — на первой выбранной карточке 

написана буква „В”; 2А  — на второй карточке — буква „О”; 

3А  — на третьей карточке — буква „Л”. Тогда событие А есть 

пересечение событий 1А , 2А  и 3А . Следовательно, в соответ-

ствии с формулой умножения вероятностей 

).|()|()()()( 213121321 AAAPAAPAPAAАPАP   

Согласно классическому определению 2.1 вероятности, 

имеем 

.
7

1
)( 1 АP  

Если событие 1А  произошло, то на шести оставшихся кар-

точках буква „О” встречается два раза, поэтому условная веро-

ятность 
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.
3

1

6

2
)|( 12 AАP  

Аналогично определяем .
5

1
)|( 213 AAАP  

 Окончательно получаем 

).0095,0
105

1

5

1

3

1

7

1
)()( 321  AAАPАP  

 

3.3. Независимые и зависимые события 

 

Из рассмотренных выше примеров видно, что условная ве-

роятность Р(А|В) события А при условии, что событие В 

произошло, может как совпадать с безусловной вероятностью 

Р(А), так и не совпадать, т.е. наступление события В может 

влиять или не влиять на вероятность события А. Поэтому 

естественно степень связи (или степень зависимости) событий 

А и В оценивать путем сопоставления их условных вероятно-

стей Р(А|В), Р(В|А) с безусловными. 

 

Определение 3.2. События А и В, имеющие ненулевую 

вероятность, называют независимыми, если условная вероят-

ность А при условии В совпадает с безусловной вероятностью 

А или если условная вероятность В при условии А совпадает с 

безусловной вероятностью В, т.е. 

 

                   Р(А|В) = Р(А)                                               (3.2) 

или              

 Р(В|А) = Р(В)                                              (3.3) 

 

в противном случае события А и В называют зависи-

мыми. 

Теорема 3.3. События А и В, имеющие ненулевую вероят-

ность, являются независимыми тогда и только тогда, когда 
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Р(АВ) = Р(А)Р(В). 

Пусть выполнено равенство (3.3). Воспользовавшись 

формулой умножения вероятностей для двух событий, по-

лучим Р(АВ) = Р(А)Р(В|А) = Р(А)Р(В). 

К аналогичному выводу приходим и в случае выполнения 

равенства (3.2), т.е. из условия независимости событий следует 

(3.4). 

Обратно, пусть выполнено равенство (3.4). Тогда, согласно 

определению 3.1 условной вероятности, 

 
 

),()|( АР
ВР

АВР
ВАР 

   

 
 

)()|( ВР
АР

АВР
АВР  , 

т.е. в силу определения 3.2 события А и В независимы.  

Таким образом, в качестве эквивалентного определения не-

зависимости двух событий, имеющих ненулевую вероятность, 

может служить следующее определение. 

Определение 3.3. События А и В называют независимыми, 

если выполняется равенство (3.4). 

Отметим, что последним определением можно пользовать-

ся даже в том случае, когда вероятности событий А или В рав-

ны нулю. 

Замечание 3.2. Из теоремы 3.3 следует, что если в опреде-

лении 3.2 независимости выполняется одно из равенств (3.2) 

или (3.3), то выполняется автоматически и другое, т.е. в опре-

делении 3.2 достаточно потребовать выполнения любого одно-

го из них. 

Пример 3.5. Из колоды карт, содержащей п = 36 карт, 

наугад извлекают одну карту. Обозначим через А событие, со-

ответствующее тому, что извлеченная карта будет пиковой ма-

сти, а В — событие, соответствующее появлению „дамы". 

Определим, являются ли зависимыми события А и В. После 

вычислений получаем 
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т.е. события А и В независимы. Как отмечалось в заме-

чании 3.2, имеет место и равенство 

             )(
4

1

36/4

36/1

)(

)(
)|( АР

АР

АВР
ВАР  .           

Следовательно, события А и В независимы. 

Изменим теперь условия опыта, дополнительно добавив в 

колоду, допустим, N = 100 „пустых” карт (без рисунка). Изме-

нится ли ответ? Имеем 

,
34

1

136

4
)( ВР  

т.е. безусловная вероятность события В уменьшилась. 

Однако условная вероятность 

9

1

136/9

136/1

)(
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)|( 

АР

АВР
АВР  

не изменилась, т.е события А и В стали зависимыми. 

Теорема 3.4, Если события А и В независимые, то незави-

симыми также являются пары событий А  и В, А и В , А  и В , 

если вероятности соответствующих событий ненулевые. 

В силу теоремы 3.1 и независимости событий А и В имеем: 

Р( А |В) = 1 - Р(A|В) = 1 - Р(А) = Р( А ), 

что означает независимость событий А  и B. Независимость 

остальных пар событий можно доказать аналогично.  

Определение 3.4. События пААА ,...,, 21  называют незави-

симыми в совокупности, если вероятность пересечения лю-

бых двух различных событий равна произведению вероятно-

стей этих событий; вероятность пересечения любых трех собы-

тий равна произведению их вероятностей; вероятность пересе-

чения всех событий равна произведению их вероятностей. 
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Для событий пААА ,...,, 21  независимых в совокупности, 

имеет место утверждение, аналогичное утверждению теоремы 

3.4. 

Теорема 3.5. Если события пААА ,...,, 21  независимы в сово-

купности, то и события пААА ,...,, 21  независимы в совокупно-

сти.    

Если только любые два события из данной совокупности 

являются независимыми, то говорят о попарной независимо-

сти событий из этой совокупности. 

Так же как и в случае двух событий, можно показать, что на 

вероятность каждого из независимых в совокупности событий 

не оказывает влияние появление или непоявление остальных 

событий. 

Замечание 3.3. В силу определения независимости собы-

тий в совокупности формула умножения вероятностей для 

независимых в совокупности событий имеет вид 

 

     пп АРАРАРАААР ...),...,,( 2121  .  

Из независимости событий с ненулевыми вероятностями в 

совокупности, согласно теореме 3.3, следует их попарная неза-

висимость. Однако из попарной независимости, вообще гово-

ря, независимость в совокупности не следует, что демонстри-

рует следующий пример. 

Пример 3.6. Опыт состоит в однократном подбрасывании 

тетраэдра, грани которого „пронумерованы" следующим обра-

зом: на трех гранях стоят цифры 1, 2 и 3 соответственно (одна 

цифра на каждой из них), а на четвертой присутствуют все 

цифры 1, 2 и 3. 

Введем события iА  — падение тетраэдра на грань, на кото-

рой присутствует цифра i, i = 3 1, . Покажем, что события 1А , 2А  

и 3А  попарно независимы, но зависимы в совокупности. 
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Согласно классическому определению вероятности, полу-

чаем 

,
2
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2
)( iАР                i = 3 1, , 
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Аналогично 

2

1
)|( ji АAР  

при любых i, j = 3 1, , i j, т.е. события 1А , 2А  и 3А  яв-

ляются попарно независимыми. Однако, например, 

)(1
4/1

4/1
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)(
)|( 1

32

321
321 AР

ААР

АAАР
ААAР  , 

т.е. события 1А , 2А  и 3А  зависимы в совокупности. 

Заметим, что, когда говорят о независимости событий 

пАА ,...,1 , подразумевают именно независимость событий в со-

вокупности, в отличие от попарной независимости событий  

пАА ,...,1 . 

Запишем формулу для вероятности объединения независи-

мых событий. Пусть 

пААА  ...1 . 

Тогда в соответствии с законом де Моргана 

пААА ...1 . 

Если события пАА ,...,1  независимые, то, согласно тео-

реме 3.5, события пАА ...1  также независимые и, значит, 

)()...()( 1 пАРАРАР  . 

Отсюда окончательно получаем формулу для вероят-

ности объединения независимых событий: 

       пп АРАРААР  1...11... 11 . 
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Замечание 3.4. (о связи между совместными и зависи-

мыми событиями). Между понятиями „несовместные" и „не-

зависимые" события имеется следующая связь: 

1) если А и В — несовместные события (и  Р(А)  0, и Р(В) 
  0), то они обязательно зависимые (убедитесь самостоятель-

но) ; 

2) если А и В — совместные события, то они могут быть и 

зависимыми и независимыми; 

3) если А и В — зависимые события, то они могут быть и 

совместными и несовместными.   

Следует помнить, что при использовании теоремы сложе-

ния вероятностей нужно проверять несовместность событий, а 

при использовании теоремы умножения — независимость со-

бытий. 

В заключение отметим, что понятие независимости явля-

ется очень важным в теории вероятностей. При этом следует 

различать формальное понятие независимости событий, опре-

деляемое свойствами вероятностной модели, и понятие незави-

симости событий, возникающее в прикладных задачах и озна-

чающее, что события не связаны причинно. При корректном 

построении вероятностной модели второе трансформируется в 

первое, но это может быть не всегда. 

 

3.4. Формула полной вероятности 

 

Предположим, что в результате опыта может произойти 

одно из п событий пННН ,...,, 21 ,  которые удовлетворяют сле-

дующим двум условиям: 

1) они являются попарно несовместными, т.е. 

jiНН
             

при i j; 

2) хотя бы одно из них обязательно должно произойти в ре-

зультате опыта, другими словами, их объединение есть досто-

верное событие, т.е. 
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 пНН ...1 . 

Определение 3.5. События пННН ,...,, 21  удовлетворяющие 

условиям 1 и 2, называют гипотезами. 

Заметим, что если события удовлетворяют второму из двух 

указанных требований, то их совокупность называют полной 

группой событий. Таким образом, гипотезы — это попарно 

несовместные события, образующие полную группу событий. 

Пусть также имеется некоторое событие А и известны ве-

роятности гипотез    пНРНР ,...,1 , которые предполагаются 

ненулевыми, и условные вероятности    пНAРНAР |,...,| 1  

события А при выполнении этих гипотез. Задача состоит в вы-

числении безусловной вероятности события А. Для решения 

этой задачи используют следующую теорему. 

Теорема 3.6. Пусть для некоторого события А и гипо-

тез пНН ,...,1   известны    пНРНР ,...,1 , которые положитель-

ны, и  

    1...1  пНРНР .                                     (3.4) 

Тогда безусловную вероятность Р(А) определяют по фор-

муле 

         пп НAРНРНAРНРАР |...| 11  ,      (3.5) 

которую называют формулой полной вероятности. 

Представим событие А в виде 

  пп АНАНННААА  ...... 11  

(на рис. 3.2, область, соответствующая событию А, за-

штрихована) . 

С учетом того, что события niАН i ,1,   несовместны, име-

ем 

P(A) =    пАНРАНР  ...1 . 

В соответствии с формулой умножения вероятностей 

получаем 

           nnn НАPНPАНPНАPНPАНP |...| 111  . 
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Поэтому 

         nn НАPНPНАPНPАP |...| 11  .       

Формула полной вероятности при всей своей простоте иг-

рает весьма существенную роль в теории вероятностей. 

Пример 3.7. Путник должен попасть из пункта В в пункт А 

в соответствии со схемой дорог изображенной на рис. 3.3. Вы-

бор любой дороги в любом пункте равновозможен. Найдем ве-

роятность события А — достижения путником намеченной це-

ли.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                      Рис. 3.2 

 

Для того чтобы попасть в пункт А, путник должен пройти 

один из промежуточных пунктов 21,НН  или 3Н . Введем гипо-

тезы iН , где iН  означает, что путник выбрал в пункте В путь, 

ведущий в пункт iН , i = 1,2,3. Ясно, что события iН  несов-

местные и одно из них обязательно происходит, причем в силу 

равновозможности выбора дорог из B в iН  

 
3

1
iНР . 
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     Остается вычислить условные вероятности  iНAР | , кото-

рые легко найти, если рассматривать новое пространство 

элементарных исходов, соответствующее выбранной гипотезе 

iН . 

Например, появление 1Н  означает, что есть два равновоз-

можных исхода (из пункта 1Н  выходят две дороги), из кото-

рых лишь один благоприятствует событию А, т.е.  
2

1
| 1 НAР . 

Аналогично находим, что       .0|,
4

1
| 32  НAРНAР  

Согласно формуле 3.5 полной вероятности, получаем 

  25,00
4

1

2

1

3

1









AР .   

   Заметим, что данная задача может иметь техническую интер-

претацию: сеть дорог — это сеть каналов передачи информа-

ции, а Р(А) — вероятность передачи сообщения по такой сети. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.3 

 

Пример 3.8. Студент выучил все N = 30 экзаменационных 

билетов, но из них на „пять” — лишь 1N  = 6. Определим, зави-

сит или нет вероятность извлечения „счастливого" билета (со-

бытие А) от того, первым или вторым выбирает студент свой 

билет.  

Рассмотрим две ситуации. 
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Студент выбирает билет первым. Тогда   

 

 
5

1

30

61 
N

N
АР . 

 

Студент выбирает билет вторым. Введем гипотезы: 1Н — 

первый извлеченный билет оказался „счастливым”, 2Н  — „не-

счастливым”. Ясно, что 

 

   

    .
29

6

1
|,

29

5

1

1
|

,
5

4
,

5

1

1
2

1
1

1
2

1
1















N

N
НAР

N

N
НAР

N

NN
НР

N

N
НР

 

 

В силу формулы (3.5) полной вероятности 

 
N

N
AP 1

5

1

29

6
*

5

4

29

5
*

5

1
 , 

что совпадает с первой ситуацией. 

 

3.5. Формула Байеса 

 

Пусть по-прежнему некоторое событие А может произойти 

с одним из событий пНН ,...,1 , образующих полную группу по-

парно несовместных событий, называемых, как уже отмеча-

лось, гипотезами. Предположим, что известны вероятности 

гипотез    пНРНР ,...,1  (   0iНР , ni ,1 ) и что в результате 

опыта событие А произошло, т.е. получена дополнительная 

информация. Спрашивается, как „изменятся" вероятности ги-

потез, т.е. чему будут равны условные вероятности 

   пНAРНAР |,...,| 1  , если известны также условные вероят-
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ности    пНAРНAР |,...,| 1  события А? Для ответа на этот во-

прос используют следующую теорему. 

Теорема 3.7. Пусть для некоторого события А, Р(А) > 0, и 

гипотез пНН ,...,1   известны    пНРНР ,...,1  (   0iНР , ni ,1 ) 

и     пНAРНAР |,...,| 1 . Тогда условная вероятность  

  0iНР , ni ,1 , гипотезы iН , при условии  события А опре-

деляется формулой Байеса 

 
   

       nn

ii
i

HAPHPHAPHP

HAPHP
AHP

|...|

|
|

11 
 .                        (3.6) 

Согласно определению 3.1 условной вероятности, 

 
 
 AP
AHP

AHP i
i | . 

Выражая теперь по формуле умножения вероятностей 

 iНР  через  iНAР |  и  iНР , получаем 

     iii HAPHPAHP | .   

Поэтому   
   

 AP
HAPHP

AHP ii
i

|
|  . 

Подставляя вместо вероятности Р(А) ее значение, вычинен-

ное в соответствии с формулой (3.5) полной вероятности, 

Приходим к утверждению теоремы.  

Формула Байеса находят широкое применение в математи-

ческой статистике, теории вероятности решений и их прило-

жениях. Заметим, что вероятности    пНРНР ,...,1  обычно 

называют априорным (т.е. полученными до “опыта”), а услов-

ные вероятности    пНAРНAР |,...,| 1  - апостериорными 

(т.е. полученными “после опыта”). 

Пример 3.9. Врач после осмотра больного считает, что 

возможно одно из двух заболеваний, которые мы зашифруем 

номерами 1 и 2, причем степень своей уверенности в отноше-

нии правильности диагноза он оценивает как 40% и 60% соот-
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ветственно. Для уточнения диагноза бального направляют на 

анализ, исход которого дает положительную реакцию при за-

болевании 1 в 90% случаев и при заболевании 2 – в 20% случа-

ев. Анализ дал положительную реакцию. Как изменится мне-

ние врача после этого? 

Обозначим через А событие, означающее, что анализ дал 

положительную реакцию. Естественно ввести следующие ги-

потезы: 1Н  - имеет место заболевание 1; 2Н  - имеет место за-

болевание 2. Из условий задачи ясно, что априорные вероятно-

сти гипотез равны: 

  4,01 НР            и                 6,02 НР , 

а условные вероятности события А при наличии гипотез 1Н  и 

2Н  равны 0,9 и 0,2 соответственно. Используя формулу Байе-

са, находим 

  75,0
2,06,09,04,0

9,04,0
| 




AHP i . 

       Итак, врач с большей уверенностью признает наличие за-

болевания 1. 

Пример 1.10. Рассмотрим случай когда 

  niCconstAHP i ,1,|  , 

т.е. на вероятность появления события А все гипотезы влияют 

одинаково. Тогда, согласно формуле Байеса, получаем  

   ii HPAHP | , т.е. дополнительная информация о появле-

нии события А не имеет никакой ценности, поскольку не меня-

ет наших представлений об априорных вероятностях гипотез. 

 

3.6. Схема Бернулли 

 

Повторные испытания – это последовательное проведение 

п раз одного и того же опыта или одновременное проведение п 

одинаковых опытов. Например, при контроле уровня надежно-

сти прибора могут либо проводить п испытаний с одним и тем 
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же прибором, если после отказа полностью восстанавливают 

его исходные свойства, либо ставить на испытание п опытных 

образцов этого прибора, которые считают идентичными. 

Определение 3.6. Схемой Бернулли ( или последователь-

ностью независимых одинаковых испытаний, или биноми-

альной схемой испытаний) называют последовательность ис-

пытаний, удовлетворяющею следующим условиям: 

1) при каждом испытании различают лишь два исхода: 

появление некоторого события А , называемого 

“успехом”, либо появление его дополнения А , 

называемого “неудачей”; 

2) испытания являются независимыми, т.е. вероятность 

успеха в k-м испытании не зависит от исходов всех 

испытаний до k-го; 

3) вероятность успеха во всех испытаниях постоянна 

и равна 

Р(А)=p. 

Вероятность неудачи в каждом испытании обозначим q, т.е. 

P( А )=1-p=q. 

Приведем примеры реальных испытаний, которые в той 

или иной степени „вписываются” в рамки сформулированной 

модели испытаний по схеме Бернулли. 

1. Последовательное подбрасывание п раз симметричной 

монеты (здесь успехом является появление „герба” с вероятно-

стью р = 1/2) или последовательное бросание п раз игральной 

кости (здесь успехом можно считать, например, появление ше-

стерки с вероятностью р = 1/6). Эти две реальные схемы испы-

таний являются примером идеального соответствия схеме ис-

пытаний Бернулли. 

2. Последовательность п выстрелов стрелка по мишени 

можно лишь приближенно рассматривать как схему испытаний 

Бернулли, так как независимость результатов стрельбы может 

нарушаться либо из-за „пристрелки” спортсмена, либо в след-

ствии его утомляемости. 



 

 81 

3. Испытания п изделий в течение заданного срока при кон-

троле уровня их надежности, как правило, хорошо согласуются 

с моделью испытаний по схеме Бернулли, если на испытания 

поставлены идентичные образцы. 

При рассмотрении схемы испытаний Бернулли основной 

задачей является нахождение вероятности события kА , состо-

ящего в том, что в п испытаниях успех наступит ровно к раз, 

nk ,0 , п. Для решения этой задачи используют следующую 

теорему, обозначая вероятность Р( kА ) через Рп(k). 

Теорема 3.8. Вероятность Рп(k) того, что в п испытаниях по 

схеме Бернулли произойдет ровно k успехов, определяется 

формулой Бернулли 

  nkqpCkР knkk

nп ,0,   .                                       (3.7) 

 Результат каждого опыта можно записать в виде последо-

вательности УНН...У, состоящей из п букв „У” и „Н”, причем 

буква „У” на i-м месте означает, что в i-м испытании произо-

шел успех, а „Н” — неудача. Пространство элементарных ис-

ходов    состоит из 
n2  исходов, каждый из которых отож-

дествляется с определенной последовательностью УНН...У. 

Каждому элементарному исходу   =УНН...У можно поставить 

в соответствие вероятность 

Р( ) = Р(УНН...У). 

В силу независимости испытаний события У,Н,Н,...,У яв-

ляются независимыми в совокупности, и потому по теореме 

умножения вероятностей имеем   niqpP ini ,0,   , 

если в п испытаниях успех „У” имел место г раз, а не-

успех „Н”, следовательно, п — i раз. 

Событие kА  происходит всякий раз, когда реализуется эле-

ментарный исход и, в котором i = k. Вероятность любого тако-

го элементарного исхода равна 
knkqp 
. 
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Число таких исходов совпадает с числом способов, кото-

рыми можно расставить k букв „У” на п местах, не учитывая 

порядок, в котором их расставляют. Число таких способов рав-

но k

nС . 

Так как kА  есть объединение (сумма) всех указанных эле-

ментарных исходов, то окончательно получаем для вероятно-

сти Р( kА ) = Рп(k) формулу (3.7).  

Формулу (3.7) называют также биномиальной, так как ее 

правая часть представляет собой (k + 1)-й член формулы бино-

ма Ньютона. 

  nn

n

knkk

n

n

n

n

n

n
pCqpCqpCqCqp   ......1 1110 . 

Набор вероятностей Рп(k), nk ,0 , называют биномиаль-

ным распределением вероятностей. 

Из формулы Бернулли вытекают два следствия.  

1. Вероятность появления успеха (события А) в п испыта-

ниях не более 1k  раз и не менее 2k   раз равна: 

           



2

1

21

k

kk

knkk

n qpCkkkР  .                       (3.8) 

Это следует из того, что события kА  при разных k являются 

несовместными. 

2. В частном случае при 1k  = 1 и 2k = п из (3.8) получаем 

формулу для вычисления вероятности хотя бы одного успеха в 

п испытаниях: 

  nqkP  11 . 

Пример 3.11. Монету (симметричную) подбрасывают п = = 

10 раз. Определим вероятность выпадения „герба”: 

а) ровно пять раз; 

б) не более пять раз; 

в) хотя бы один раз. 

В соответствии с формулой (3.7) Бернулли имеем: 



 

 83 

а)     146,0
1024

252
5

101

2

5

1010 CP ; 

б)   623,0
1024

683

1024
5

5

10

4

10

3

10

2

10

1

10

0

10 



CCCCCC

kP ; 

в)   999,0
2

1
11

10









kP . 

Пример 3.12. Вероятность выигрыша на один лотерейный 

билет равна 0,01. Определим, сколько билетов нужно купить, 

чтобы вероятность хотя бы одного выигрыша в лотерее была 

не менее заданного значения Р3 = 0,9. 

Пусть куплено п билетов. Предположим, что общее число 

билетов, разыгрывающихся в лотерее велико (во много раз 

больше купленных билетов). При этом можно считать, что 

каждый билет выигрывает независимо от остальных с вероят-

ностью р = 0,01. Тогда вероятность получить к выигрышных 

билетов можно определить, используя формулу Бернулли. В 

частности, согласно (3.9), имеем при q = 1 — р: 

    З

nn Ppqkp  1111 , 

откуда получаем 

 
 

230
99,0ln

1,0ln

1ln

1ln 3 





p

P
n . 

Таким образом, нужно купить не менее 230 лотерейных би-

летов.   

При больших значениях числа испытаний п использование 

формулы Бернулли затруднительно в вычислительном плане. 

Здесь существенную помощь могут оказать приближенные 

формулы. 

Формула Пуассона. Пусть число испытаний п по схеме 

Бернулли „велико”,  а вероятность успеха р в одном испытании 

„мала”, причем „мало” также произведение  = пр. Тогда Рп(k) 

определяют по приближенной формуле 
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  nke
k

kP
k

n ,0,
!

 
, 

называемой формулой Пуассона. Совокупность вероят-

ностей Р(k;   ) =   ,1,0,!/,   kkekP k  , называют рас-

пределением Пуассона. 

Значения функции Р(k;   ) для некоторых   приведены в  

табл. П.1. 

Формула Пуассона справедлива также для числа неудач, но 

только в том случае, когда „мало”  ' = пq. 

Замечание 3.5. Слова „мало” и „велико” здесь и далее но-

сят относительный характер. Рекомендации по выбору числен-

ных значений соответствующих величин будут приведены ни-

же. 

Пример 3.13. Вероятность выпуска бракованного сверла 

равна 0,015. Сверла укладывают в коробки по 100 штук. 

Найдем вероятность того, что в коробке, выбранной наудачу,  

Не окажется ни одного бракованного сверла. 

Очевидно, что мы имеем дело со схемой Бернулли, причем 

п = 100,  р = 0,015 и k = 0. Поскольку число п испытаний „ве-

лико”, а вероятность успеха р в каждом испытании „мала”, 

воспользуемся приближенной формулой Пуассона, в которой 

 = пр= 100 • 0,015 = 1,5. 

Тогда искомая вероятность 

 

 5,1;0
!0

5,1 05,1

P
e

Р 


. 

 По табл. П.1  находим 

Р(0; 1,5) = 0,22313. 

Локальная формула Муавра — Лапласа. Если в схеме 

Бернулли число испытаний п „велико”, причем „велики” также 

вероятности р успеха и q неудачи, то для всех k справедлива 

приближенная формула 
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   xkPпрq n  , 

называемая локальной формулой Муавра — Лапласа, 

где 

  .
2

1

,

2/2xex

npq

npk
x









 

Функцию (р называют плотностью стандартного нор-

мального (или гауссова) распределения. 

Значения функции   для некоторых х приведены в прило-

жении (табл. П.2). Поскольку функция   является четной, то 

при определении   для отрицательных х нужно воспользо-

ваться равенством 

  (х) =   (-х). 

Пример 3.14. Вероятность попадания в цель при одном вы-

стреле равна 0,8. Определим вероятность того, что при 400 вы-

стрелах произойдет ровно 300 попаданий. 

В данном случае „велики” и число п = 400 испытаний, и ве-

роятности р = 0,8 успеха и q = 1 — р = 0,2 неудачи в одном ис-

пытании, поэтому воспользуемся локальной формулой Муавра 

— Лапласа при к = 300. Получим: 

5,2
8

320300

,82,08,0400











npq

npk
x

npq

 

и 

 
8

5,2



P . 

Отсюда, учитывая четность функции  (х), с помощью 

табл. П.2 окончательно получаем 
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0022,0
8

01753,0
P . 

Интегральная формула Муавра — Лапласа. Если число 

п испытаний по схеме Бернулли „велико”, причем „велики” 

также вероятности р успеха и q неудачи, то для вероятности 

 21 kkkР   того, что число успехов к заключено в пределах 

от 1k  до 2k , справедливо приближенное соотношение 

     2121 хФхФkkkР  , 

называемое интегральной формулой Муавра — 

Лапласа, где 

    














x

y

x

dyedyухФ

npq

npk
x

npq

npk
x

.
2

1

,,

2/

2
2

1
1

2




 

Функцию Ф(х) называют функцией стандартного нор-

мального (или гауссова) распределения. 

Определение 3.7. Функцию 

    


x

y

x

dyedyухФ
0

2/

0

2

2

1


  

называют интегралом Лапласа. 

В табл. П.З   приведены значения 0Ф (х)  

для положительных х. В силу четности  (х) интеграл 

Лапласа 0Ф (х) является нечетной функцией, т.е. 0Ф  (-х) = - 0Ф  

(х), 

и, кроме того, 

   
2

1
0  хФхФ . 

Используя интеграл Лапласа, интегральную формулу Муа-

вра — Лапласа можно записать в виде 

     102021 хФхФkkkР  . 
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Пример 3.15. Найдем вероятность того, что при 600 броса-

ниях игральной кости выпадет от 90 до 120 „шестерок”. 

Воспользуемся интегральной формулой Муавра — Лапла-

са, в которой нужно положить 

10,1
6/56/1600

6/160090
1 




х  

и 

19,2
6/56/1600

6/1600120
2 




х . 

Тогда искомая вероятность приближенно равна: Р   0Ф  

(2,19)-
 0Ф   (-1,10). 

В соответствии с табл. П.3  имеем 

Р   0,48574 + 0,36433 = 0,85007.    

Дадим некоторые рекомендации (носящие, вообще говоря, 

условный характер) по применению приближенных формул. 

Если число испытаний п = 10, 20, то приближенные форму-

лы используют для грубых прикидочных расчетов. При этом 

формулу Пуассона применяют в том случае, когда А = пр или 

У = nq изменяются в пределах от 0 до 2 (при п = 10) и от 0 до 3 

(при п = 20); в противном случае необходимо пользоваться 

формулами Муавра — Лапласа. 

При п = 20,100 приближенные формулы уже можно ис-

пользовать для прикладных инженерных расчетов. Формулу 

Пуассона рекомендуется применять, когда А или А' заключены 

в пределах от 0 —3 (п = 20) до 0 — 7 (п = 100). 

Если п = 100,1000, то практически при любых инженерных 

расчетах можно обойтись приближенными формулами. Фор-

мулу Пуассона используют в случае, когда   или   ' изменя-

ются в пределах от 0 — 7 (п = 100) до 0 —15 (п = 1000). 

Наконец, при п > 1000 даже специальные таблицы рассчи-

тывают с помощью приближенных формул (правда, для увели-

чения точности используют специальные поправки). В этом 

случае для применения формулы Пуассона необходимо, чтобы 
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  или   ' лежали в пределах от 0 до а, где a = 15 при п = 1000 

и увеличивается с ростом п. 

Во многих задачах рассматривают такие независимые оди-

наковые испытания, в каждом из которых может произойти не 

одно из двух несовместных событий (успех и неудача), как в 

схеме Бернулли, а одно из т таких событий. 

Определение 3.8.  Опыт, состоящий в n-кратном повторе-

нии одинаковых независимых испытаний, в каждом из Кото-

рых может произойти одно и только одно из т несовместных 

событий тАА ,...,1 , причем событие iА  наступает с вероятно-

стью ip , называют полиномиальной (мультиноминальной) 

схемой. 

Теорема 3.9. Вероятность  mnnP ,...,1  того, что в п испыта-

ниях событие 1А  произойдет ровно 1n  раз, ..., событие Ат про-

изойдет ровно пт раз ( 1n  + ... + mn  = п), определяется выраже-

нием 

  mn

m

n

m

m pp
nn

n
nnP ...

!!

!
,..., 1

1

1

1
L

  

По аналогии со схемой Бернулли в полиномиальной схеме 

исход каждого опыта можно записать в виде набора чисел 

mkkk in ,1,,...,1   число ik   на i-м месте означает, что в i -м ис-

пытании произошло событие 
ik

A . Поскольку испытания явля-

ются независимыми, то исходу nkk ,...,1  соответствует вероят-

ность 
nkk pp ,...,

1
 которую можно записать в виде mn

m

n
pp ...1

1
, где 

mknk ,1,  , — число испытаний, в которых произошло собы-

тие 
ik

A . 

Теперь, для того чтобы найти вероятность  mnnP ,...,1 , 

необходимо подсчитать число способов, которыми 1n  симво-

лов 1A , 2n  символов А2, …, mn  символов Ат можно расставить 
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на п местах (см. также 2.2). Поскольку порядок расстановки не 

существенен, то 1n  символов 1A  можно расставить на п местах 

1n

nC  способами. Затем 2n  символов А2 можно расставить на 

оставшихся п - 1n  местах 2

1

n

nnC   способами. Продолжая эту про-

цедуру и используя основную формулу комбинаторики, по-

лучаем, что общее число способов равно: 

!!...!

!
...

21

... 11

1

m

n

nnn

n

n
nnn

n
CC m

m



. 

Отсюда приходим к утверждению теоремы.  

Набор вероятностей  mnnP ,...,1  также называют полино-

миальным распределением. 

Вероятность  mnnP ,...,1  можно получить как коэффициент 

при mn

m

n
xx ...1

1
 в разложении полинома 

 пттхрхр  ...11  

по степеням тхх ,...,1 . 

Пример З.16. В некотором государстве живут 60% блонди-

нов, 25 % брюнетов и 15 % шатенов. Найдем вероятность того, 

что среди восьми наудачу отобранных подданных этого госу-

дарства окажутся четыре блондина, три брюнета и один шатен. 

В данном случае мы имеем дело с полиномиальной схемой, 

в которой т = 3, 1р = 0,6, р2 = 0,25, 3р  = 0,15, п = 8, 1п  = 4, п2 = 

3 и 3п  = 1. Тогда 

  085,0
!1!3!4

15,025,06,0!8
1,3,4

134





 РР . 

Замечание 3.6. Иногда в практических приложениях рас-

сматривают обобщенную схему Бернулли или обощенную по-

линомиальную (мультиноминальную) схему, для которой 

третье условие в определениях схемы Бернулли или полино-

миальной схемы заменяют следующим: вероятность р успеха 
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или вероятность kр  появления события kA   в i-м испытании 

могут меняться с изменением номера ni ,1 . Для обобщенных 

схем также можно указать соответствующие формулы для ве-

роятностей сложных событий, рассматривавшихся выше. 

 Решение типовых примеров 

Пример 3.17. Одновременно бросают две игральные кости 

(белую и черную). Рассмотрим следующие события: А — на 

белой кости выпало более двух очков; В — в сумме выпало 

четное число очков; С — в сумме выпало менее десяти очков. 

Вычислим условные вероятности Р(А|В), Р(В|А), Р(А|С), 

Р(С|А), Р(В|С) и Р(С|В) и определим, какие из событий А, В и 

С являются независимыми. 

Нетрудно подсчитать в соответствии с классическим опре-

делением вероятности, что 

     

      .
18

7
,

2

1
,

3

1

,
6

5
,

2

1
,
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2





ВСРАСРАВР

СРВРАР

 

Поэтому 

     

      .
9

7
|,

15

7
|,

4

3
|

,
5

3
|,

2

1
|,

3

2
|





ВCРСBРACР

CAРAВРBАР

 

Отсюда, в частности, следует, что независимыми являются 

события А и В. События А и С, В и С зависимые. Поэтому со-

бытия А, В и С не являются независимыми в совокупности. 

Пример 3.18. Каждая буква слова „МАТЕМАТИКА” напи-

сана на отдельной карточке. Карточки тщательно перемешаны. 

Последовательно извлекают четыре карточки. Найдем вероят-

ность события А — получить слово „ТЕМА”? 
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Пусть 321 ,, АAА  и 4А - события, состоящие в последова-

тельном извлечении букв „Т”, „Е”, „М”, „А”. Тогда соответ-

ствующие вероятности равны: 

   

    .
7

3
|,

4

1
|

,
9

1
|,

5

1

3214213

121





AAAAРAAAР

AAРАР
 

Отсюда, согласно формуле умножения вероятностей, 

 получаем 

7

3

4

1

9

1

5

1
)|()|()|()()( 321213121  AAAAPAAAPAAPAPAP n . 

Пример 3.19. Обнаружение воздушной цели проводится 

независимо двумя радиолокационными станциями. Вероят-

ность Р(А) обнаружения цели первой станцией равна 0,7. веро-

ятность Р(В) обнаружения цели второй станцией равна 0,8. 

Определим вероятность Р(С) того, что цель будет обнаружена 

хотя бы одной станцией. 

По условию события А и В являются независимыми, поэто-

му по формуле умножения вероятностей для независимых со-

бытий вероятность события АВ (цель обнаружена обеими 

станциями) равна: 

Р(АВ) = Р(А)Р(В) = 0,7 • 0,8 = 0,56. 

Значит, в силу теоремы сложения вероятностей 

Р(С) = Р(А   В) = Р(А) + Р(В) - Р(АВ) = 0,94. 

Так как события А и В независимые, то Р(С) можно найти 

путем перехода к противоположным событиям А и В. В этом 

случае, используя закон де Моргана и теорему 3.4, имеем 

          94,011  ВРАРАВРВАРАВР . 

Пример 3.20. Система управления состоит из четырех уз-

лов с номерами 1, 2, 3 и 4 (рис. 3.4). Вероятности iР  безотказ-

ной работы узлов равны 1Р  = 0,7, Р2 = 0,6, Р3 = 0,8 и Р4 = 0,9 

соответственно. Вычислим вероятность безотказной работы 
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всей системы управления, считая отказы узлов независимыми 

событиями. 

Вероятность 12Р  работы Участка 1 — 2 цепи, состоящего 

из двух соединенных последовательно элементов 1 и 2, 

равна: 12Р = 1Р 2Р = 0,42. Вероятность Р34 работы участка 3 

— 4 цепи, состоящего из двух соединенных последовательно 

элементов 3 и 4, равна: 

   98,0111 4334  РРР . 

Поскольку вся система состоит из параллельно соединен-

ных участков 1 — 2 и 3 — 4, то вероятность ее безотказной ра-

боты равна: 

      99,098,0142,011111 3412  РРР . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                            Рис. 3.4 

 

Пример 3.21. Партия транзисторов, среди которых 10% 

дефектных, поступила на проверку. Схема проверки такова, 

что с вероятностью 0,95 обнаруживается дефект, если он есть, 

и существует ненулевая вероятность 0,03 того, что исправный 

транзистор будет признан негодным. Найдем вероятность того, 

что проверяемый транзистор будет признан негодным? 

Пусть А — событие, состоящее в том, что проверяемый 

транзистор признан негодным. С этим событием связаны две 
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гипотезы: 1Н  — проверяемый транзистор дефектный и Н2 — 

проверяемый транзистор исправный. По условию 

   
    .03,0|,95,0|

,1,0,1,0

11

21





НАРНАР

НРНР
 

Тогда в силу формулы полной вероятности  

Р(А) = 0,1 • 0,95 + 0,9 • 0,03 = 0,122. 

Пример 3.22. В поступивших на склад трех партиях дета-

лей годные составляют 89%, 92% и 97% соответственно, а ко-

личества деталей в партиях относятся как 1:2:3. Ответим на два 

вопроса. 

1. Чему равна вероятность того, что случайно выбранная со 

склада деталь окажется негодной? 

      2. Пусть известно, что случайно выбранная деталь оказа-

лась негодной. Найдем вероятности того, что она принадлежит 

первой, второй и третьей партиям. 

    Обозначим Н1, Н2 и Н3 события, состоящие в том, что 

деталь принадлежит первой, второй и третьей партиям соот-

ветственно. Поскольку эти события попарно несовместные и 

образуют полную группу событий, то они являются гипотеза-

ми, причем, как нетрудно подсчитать, 

 

P(H1)=1/6,     P(H2)=2/6,         P(H3)=3/6. 
 

Событие А — выбранная деталь является негодной. 

Условные вероятности события А равны: 

 

11,0)( 1 HAP ,  08,0)( 1 HAP , 03,0)( 1 HAP . 

 

Согласно формуле полной вероятности, найдем 

 

P(A) = 
6

1
*0,11+

6

2
*0,08+

6

3
*0,03=0,06 
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Вероятности того, что негодная деталь принадлежит 

первой, второй и третьей партиям, определяй, используя фор-

мулу Байеса: 

31,006,0/11,0
6

1
)( 1 AHP , 44,006,0/08,0

6

2
)( 2 AHP , 

25,006,0/03,0
6

3
)( 3 AHP  

        Пример 3.23. По каналу связи, подверженному воздей-

ствию помех, передают одну из двух команд управления в виде 

кодовых комбинаций 11111 или 00000, причем априорные ве-

роятности передачи этих команд равны 0,7 и 0,3 соответствен-

но. За счет помех вероятности правильного приема каждого из 

символов 1 и 0 уменьшаются до 0,6. Предполагается, что сим-

волы кодовых комбинаций искажаются независимо один от 

другого. На выходе зарегистрирована комбинация 10110. 

Определим, какая из команд наиболее вероятно была передана. 

Пусть А — событие, состоящее в приеме комбинации 

10110. К этому событию ведут две гипотезы: Н1 — была пере-

дана комбинация 11111; Н2 — была передана комбинация 

00000. По условию задачи Р(Н1)= 0,7 и Р(Н2) = 0,3. 

Определим условные вероятности P(А|Н1)и P(A|Н2). В силу 

независимости искажения символов имеем: 

;035,04,06,06,04,06,0)( 1 HAP  

.023,06,04,04,06,04,0)( 2 HAP  

Воспользовавшись теперь формулой Байеса, получим: 

 

;78,0
023,03,0035,07,0

035,07,0
)( 1 




AHP  

 

.22,0
023,03,0035,07,0

035,03,0
)( 2 




AHP  
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Сравнивая найденные вероятности, заключаем, что при по-

явлении комбинации 10110 с большей вероятностью 0,78 была 

передана команда 11111. 

Пример 3.24. По цели производят шесть независимых вы-

стрелов. Вероятность попадания при каждом выстреле р =0,75. 

Вычислим: 

а) вероятность ровно пяти попаданий (событие А); 

б) вероятность не менее пяти попаданий (событие В); 

Очевидно, мы имеем дело со схемой Бернулли, в кото-

рой п=6,p=0,75 и q=0,25.  

Воспользовавшись формулой Бернулли, будем иметь: 

a) P(A) = P6(5) = ;356,025,075,0 155

6 C  

б) 

P(B)=P(k 5 )=  155

6 25,075,0C .534,025,075,0 066

6 C  

Пример 3.25. В коробке лежит 200 конденсаторов, причем 

два из них нужной емкости. Случайным образом из коробки 

вынимают один конденсатор и после определения его емкости 

возвращают обратно в коробку. Выясним, сколько раз нужно 

осуществить указанную операцию, чтобы вероятность хотя бы 

один встретить конденсатор нужной емкости была не меньше 

0,95. 

Поскольку выбор производят с возвращением, то имеем де-

ло со схемой Бернулли, в которой 

P = 2/200           и         q = 1-p = 0,99. 

Пусть А — интересующее нас событие. Тогда A  — собы-

тие, состоящее в том, что при п испытаниях ни разу не появил-

ся конденсатор нужной емкости. Из условия задачи следует: 

P( A ) = 0,99
n1-0,95 = 0,05. 

     Поэтому 

.296
99,0ln

05,0ln
n  

Итак, указанную операцию необходимо осуществить, по 

крайней мере, 296 раз. 
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Пример 3.26. Вероятность искажения одного символа при 

передаче сообщения по линий связи равна 0,001. Сообщение 

считают принятым, если в нем отсутствуют искажения. 

Haйдем вероятность того, что будет принято сообщение, со-

стоящее из 20 слов по 100 символов каждое. 

Передаваемое сообщение содержит 2000 символов. Пред.- 

полагая, что символы искажаются независимо, имеем дело со 

схемой Бернулли, в которой п = 2000, р = 0,001, к = 0. По-

скольку п „велико”, причем  2 np  „мало” , то для вычис-

ления интересующей нас вероятности применим приближен-

ную формулу Пуассона. Тогда, используя табл. П.1, получаем 

PP(0,2)=0,13534. 

Пример 3.27. На факультете обучаются 300 студентов. 

Предполагая, что вероятность родиться в каждый день года 

одинакова, найдем вероятность того, что ровно 80 студентов 

факультета будут праздновать дни рождения летом. 

Вероятность того, что ровно к студентов будут отмечать 

летом день рождения, определяется по формуле Бернулли, в 

которой п = 300, р = 1/4 и q = 3/4. Так как n,p и q „велики” и 

75 np   и  ,225 nq      

то для вычисления искомой вероятности необходимо приме-

нить одну из формул Муавра — Лапласа. Поскольку в задаче 

нужно найти вероятность наступления ровно к успехов, то 

применим локальную формулу Муавра — Лапласа, в которой 

,75npq   .67,0
5,7

7580








npq

npk
x  

Воспользовавшись табл. П. 2, имеем 

.0425,0
5,7

31874,0

5,7

)67,0(



P

 
Пример 3.28. Определим вероятность того, что при 900 

бросаниях игральной кости „шестерка” выпадет от 130 до 300 

раз. 

Поскольку в данном примере „велики ” n = 800,  
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λ= np =150  и  ,750 nq       

то, согласно интегральной формуле Муавра — Лапласа, 

имем: 

 

.90,1
6/56/1800

1501301
1 









npq

npk
x  

.23,14
6/56/1800

1503002
2 









npq

npk
x  

 

Так как в табл. П.З значение Ф0(14,23) отсутствует, заме-

ним его на 0,5. Тогда 

PФ0(14,23) – Ф0(-1,90) = 0,5 +0,47128 = 0,97128. 

Пример 3.29. Игральную кость бросают 10 раз. Требуется 

найти вероятность того, что „шестерка” выпадет два раза, а 

„пятерка” — 3 раза. 

В данном опыте имеем дело с 10 независимыми испытани-

ями, причем в каждом испытании с вероятностью 1/6 происхо-

дит событие А — выпадает „шестерка”, с той же вероятностью 

1/6 происходит событие A2 — выпадает „пятерка” и, наконец, с 

вероятностью 4/6 происходит событие Аз — выпадает любое 

другое число очков. Поэтому искомую вероятность определя-

ют, используя теорему 3.9, т.е. 

 

P = P(2,3,5) = .043,0
!5!3!2

)6/1()6/1()6/1(!10 532

  

 

4. ОДНОМЕРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

 

В предыдущих главах мы изучали случайные события, что 

позволяло нам исследовать вероятностные свойства (законо-

мерности) случайных экспериментов на качественном уровне 

(„да" — „нет"): попадание в цель — промах, отказал прибор за 
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время t — не отказал и т.д. Однако с момента возникновения 

теории вероятностей ее основной задачей было изучение не 

вероятностных свойств экспериментов со случайными исхода-

ми, а связанных с этими экспериментами числовых величин, 

которые естественно назвать случайными величинами. Начи-

ная, с настоящей главы и до конца книги мы будем изучать 

именно случайные величины. 

 

4.1. Определение случайной величины 

 

Для того чтобы лучше осознать связь, существующую 

между случайными величинами и случайными событиями, 

начнем с пояснения понятия случайной величины. 

Случайной величиной естественно называть числовую ве-

личину, значение которой зависит от того, какой именно эле-

ментарный исход произошел в результате эксперимента со 

случайным исходом. Множество всех значений, которые слу-

чайная величина может принимать, называют множеством 

возможных значений этой случайной величины. 

Следовательно, для задания случайной величины необходи-

мо каждому элементарному исходу поставить в соответствие 

число — значение, которое примет случайная величина, если в 

результате испытания произойдет именно этот исход. 

      Случайные величины будем обозначать прописными 

латинскими буквами, снабжая их при необходимости индекса-

ми: X, Y, Z и т.д., а их возможные значения — соответствую-

щими строчными буквами: x, y, z. В русскоязычной литературе 

принято также обозначение случайных величин греческими 

буквами: i ,, 1   и т.д. 

Рассмотрим примеры. 

Пример 4.1. В опыте с однократным бросанием играль-

ной кости случайной величиной является число X выпавших 

очков. Множество возможных значений случайной величины X 

имеет вид 
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{  = l,  = 2, …,  = 6}. 

Если вспомнить, как выглядит пространство элементарных 

исходов в этом опыте, то будет очевидно следующее соответ-

ствие между элементарными исходами ω и значениями слу-

чайной величины X: 

         

                

         X =1    2  ...  6. 

Иными словами, каждому элементарному исходу 

, 

ставится в соответствие число i. 

Пример 4.2. Монету подбрасывают до первого появления 

„герба". В этом опыте можно ввести, например, такие случай-

ные величины: X — число бросаний до первого появления 

„герба" с множеством возможных значений {1, 2, 3, ...} и Y — 

число „цифр", выпавших до первого появления „герба", с мно-

жеством возможных значений {0, 1, 2, ...} (ясно, что X =Y + 1). 

В данном опыте пространство элементарных исходов й можно 

отождествить с множеством 

{Г, ЦГ, ЦЦГ,…Ц...ЦГ, ...}, 

причем элементарному исходу Ц...ЦГ ставится в соответ-

ствие число m + 1 или т, где т — число повторений буквы 

„Ц". 

Пример 4.3. На плоский экран падает частица. Будем счи-

тать, что нам известна вероятность попадания частицы в любое 

(измеримое, т.е. имеющее площадь) множество на экране. 

Случайными величинами в данном случае будут, например, 

расстояние X от центра экрана до точки падения, квадрат этого 

расстояния Y = X
2
, угол Z в полярной системе координат и т.д.     

Теперь мы можем дать определение случайной величины. 

Определение 4.1. Скалярную функцию Х(ω), заданную на 

пространстве элементарных исходов, называют случайной ве-

личиной, если для любого x  R {ω: Х(ω) < х} — множество 
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элементарных исходов, для которых Х(ω) < х является событи-

ем. 

Для краткости условимся в дальнейшем вместо записи {ω: 

Х(ω) < х} использовать запись {Х(ω) < x}, если необходимо 

подчеркнуть связь случайной величины с пространством эле-

ментарных исходов Ω, или даже запись {X < x}, если не ак-

центируется внимание на этой связи. 

 

4.2. Функция распределения случайной величины 

 

Для исследования вероятностных свойств случайной вели-

чины необходимо знать правило, позволяющее находить веро-

ятность того, что случайная величина примет значение из под-

множества ее значений. Любое такое правило называют зако-

ном распределения вероятностей, или распределением (ве-

роятностей) случайной величины. При этом слово „вероятно-

стей" обычно опускают. 

Общим законом распределения, присущим всем случайным 

величинам, является функция распределения. 

Определение 4.2. Функцией распределения (вероятно-

стей) случайной величины X называют функцию F(x), значе-

ние которой в точке х равно вероятности события {X < х}, 

т.е.события, состоящего из тех и только тех элементарных ис-

ходов ω, для которых Х(ω) < х: 

F(x) = Р{Х < х}. 

Обычно говорят, что значение функции распределения в 

точке х равно вероятности того, что случайная величина X 

примет значение, меньшее х. 

Теорема 4.1. Функция распределения удовлетворяет сле-

дующим свойствам. 

1. 0F(x) 1. 

2. F(x1) F(x2)  при  x1 x2    (F(x) – неубывающая функ-

ция). 
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3. 0)(lim)( 


xFF
x

, .1)(lim)( 


xFF
x

 

4. )()(}{ 1221 xFxFxXxP  . 

5. F(x)=F(x-0), где  F(x-0)= )(lim
0

yF
xy 

( F(x) – непрерывная  

слева функция). 

 При доказательстве будем использовать свойства вероят-

ностей событий, доказанные в теореме 2.8. 

Поскольку значение функции распределения в любой точке 

х является вероятностью, то из свойства 4 вероятности вытека-

ет Утверждение 1. 

Если х1 < х2, то событие {X<  ) включено в событие  

{X <x2} и, согласно свойству 3, Р{Х < х1} < Р{Х < х2}, 

т.е. в соответствии с определением 4.2 выполнено утверждение 

2. 

Пусть x1, ..., хп, ... — любая возрастающая последователь-

ность чисел, стремящаяся к +∞. Событие {X < +∞}, с одной 

стороны, является достоверным, ас другой стороны, предста-

вит собой объединение событий {X < хп}. Отсюда в силу акси-

омы непрерывности следует второе равенство в утверждении 

3. Аналогично доказывают и первое равенство. 

Событие {X < х2} при х1 < х2 представляет собой объеди-

нение двух непересекающихся событий: {X < х1} случайная ве-

личина X приняла значение, меньшее х1, и {х1 ≤ X < х2} слу-

чайная величина X приняла значение, лежащее в промежутке 

[x1,x2] Поэтому в соответствии с аксиомой сложения получаем 

утверждение 4. 

Наконец, пусть х1,...,хп,... - любая возрастающая последова-

тельность чисел, стремящаяся к х. Событие  {X <х}является 

объединением событий {X < хп}. Снова воспользовавшись ак-

сиомой непрерывности, приходим к утверждению 5. 
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На рис. 4.1 приведен типичный вид функции распределения.                                

 
                                 Рис. 4.1 

 

Замечание 4.1. Можно показать, что любая неубывающая 

непрерывная слева функция F(x), удовлетворяющая условиям 

F(-∞) =0                          и                       F(+∞) = l, 

является функцией распределения некоторой случайной 

величины X.   

Для того чтобы подчеркнуть, какой именно случайной ве-

личине принадлежит функция распределения F(x), далее ино-

гда
 
будем приписывать этой функции нижний индекс, обозна-

чающий конкретную случайную величину. Например, для слу-

чайной величины X
 

Fx(x) = P{X<x}. 

В некоторых учебниках функцией распределения называют 

функцию, значение которой в точке х равно вероятности собы-

тия {X≤x }. Такое определение ничего не меняет во всех наших 

рассуждениях. Единственное изменение касается свойства 5: 

функция F(x) будет непрерывна справа. 

Чтобы избежать сложных математических конструкций, 

обычно при первоначальном изучении теории вероятностей 

ограничиваются только дискретными и непрерывными слу-

чайными величинами. Не давая пока строгие определения, 

приведем примеры: 
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- дискретных случайных величин (число очков, выпавших 

при бросании игральной кости; число бросаний монеты до 

первого появления „герба"; оценка студента на экзамене и т. 

д.); 

- непрерывных случайных величин (погрешность измере-

ний; время до отказа прибора; время опоздания студента на 

лекцию и т. п). 

 

4.3. Дискретные случайные величины 

 

Определение 4.3. Случайную величину X называют дис-

кретной, если множество ее возможных значений конечно или 

счетно.  

Распределение дискретной случайной величины удобно  

исследовать с помощью ряда распределения. 

 

                                                   Таблица 4.1 

 

 

 

 

Определение 4.4. Рядом распределения (вероятностей) 

дискретной случайной величины X называют таблицу (табл. 

4.1), состоящую из двух строк: в верхней строке перечислены 

все возможные значения случайной величины, а в нижней — 

вероятности pi = Р{Х = хi } того, что случайная величина при-

мет эти значения. Чтобы подчеркнуть, ряд распределения от-

носится именно к случайной величине X, будем наряду с обо-

значением рi употреблять также обозначение pxi-Для проверки 

правильности составления табл. 4.1 рекомендуется просумми-

ровать вероятности pi. В силу аксиомы нормированности эта 

сумма должна быть равна единице: 

Покажем теперь, как по ряду распределения дискретной 

случайной величины построить ее функцию распределения 
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F(x). Пусть X — дискретная случайная величина, заданная сво-

им рядом распределения, причем значения Х1, Х2,…Xn распо-

ложены в порядке возрастания. Тогда для всех х ≤х1 событие 

{X < х} является невозможным и поэтому в соответствии с 

определением 4.2 F(x) = 0 (рис. 4.2). Если х1 < х ≤ x2, 

 

 
Рис. 4.2 

 

 событие {X < х} состоит из тех и только тех элементарных 

исходов ω, для которых Х(ω) = x1 и, следовательно, F(x)=p1.. 

Аналогично при x2 < х≤ х3 событие {X < х} состоит из эле-

ментарных исходов ω,  для которых либо X(ω) = x1, либо 

X(ω)=x2, т.е. {X <х} = {Х = х1} + {Х = х2},  а следовательно, F(x) 

=p1+p2   и т.д.  Наконец, при х > хп событие {X < х} достоверно 

и   F(x) = 1. 

Таким образом, функция распределения дискретной слу-

чайной величины является кусочно-постоянной функцией, 

принимающей на промежутке (-∞,x1] значение 0, на промежут-

ках[i,xi +1], 1≤ i < n, — значение р1 +… +pi и на промежутке 

(xn,+∞) — значение 1. 

Для задания закона распределения дискретной случайной 

величины, наряду с рядом распределения и функцией распре-

деления используют другие способы. Так, его можно задать 

аналитически в виде некоторой формулы или графически. 
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Например, распределение игральной кости (см. пример 4.1) 

описывают формулой    P{X=i}=1/6,        i= 6,1 . 

Графическое изображение этого распределения приведено 

на рис. 4.3. 

 
Рис. 4.3 

 

4.4. Некоторые дискретные случайные величины 

 

В этом параграфе рассмотрим некоторые наиболее часто 

встречающиеся на практике распределения дискретных слу-

чайных величин. 

Биномиальное распределение. Дискретная случайная ве-

личина X распределена по биномиальному закону, если она 

принимает значения 0,1, 2,..., n  в соответствии с распреде-

лением, заданным формулой Р{Х = i}=Pn (i)=
1nii

n qpC  ,       

i= n,0   или, что тоже самое, рядом распределения, представ-

ленным в табл. 4.2, где 0<р, q<1и р + q = 1. 

 

                                                     Таблица 4. 2 
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Проверим корректность определения биномиального рас-

пределения. Действительно,  Рn(i)>0 

 
Биномиальное распределение является не чем иным, как 

распределением числа успехов X в п испытаниях по схеме Бер-

нулли с вероятностью успеха р и неудачи q= 1- р. 

Распределение Пуассона. Дискретная случайная величина 

X распределена по закону Пуассона, если она принимает це-

лые неотрицательные значения с вероятностями 

 
или, по-другому,с вероятностями, представленными рядом 

распределения в табл.4.3, где λ >0-параметр распределения 

Пуассона 

                                              Таблица 4.3 

 
Проверка корректности определения распределения Пуас-

сона дает: 

                             

 
С распределением Пуассона мы тоже уже встречались в 

формуле Пуассона (см. 3.6). Распределение Пуассона также 

называют законом редких событий, поскольку оно всегда По-

является там, где производится большое число испытаний, в 

каждом из которых с малой вероятностью происходит „редкое" 

событие. В соответствии с законом Пуассона распределены, 
 

например, число вызовов, поступивших в течение суток на те-

лефонную станцию; число метеоритов, упавших в определен-
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ном районе; число распавшихся частиц при радиоактивном 

распад вещества. 

Геометрическое распределение. Снова рассмотрим схему 

Бернулли. Пусть X — число испытаний, которое необходимо 

провести, прежде чем появится первый успех. Тогда X — дис-

кретная случайная величина, принимающая значения 0,1, 

2,...,n,... Определим вероятность события {X =n}. Очевидно, 

что X = О, если в первом же испытании произойдет успех. По-

этому  Р{Х = 0}=р. 

Далее, X = 1 в том случае, когда в первом испытании про-

изошла неудача, а во втором — успех. Но вероятность такого 

события (см. теорему 3.8), равна qp, т.е. Р{Х = 1} = qp. Анало-

гично X = 2, если в первых двух испытаниях произошли не-

удачи, а в третьем — успех, и, значит, P{X = 2} = qqp.  Про-

должая эту процедуру, получаем P{X = i} = pq
i
      i = 0,1,... 

 Таким образом, случайная величина X имеет ряд распреде-

ления, представленный в табл. 4.4. 

                            Таблица 4.4 

 
Случайную величину с таким рядом распределения назы-

вают распределенной согласно геометрическому закону. Пра-

вильность составления табл. 4.4 вытекает из равенства 

    
 

4.5. Непрерывные случайные величины 

 

Определение 4.5. Непрерывной называют случайную ве-

личину X, функцию распределения которой F(x) можно пред-

ставить в виде       F(x)= 


x

dyyp )(                                          (4.1) 
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функцию р(х) называют плотностью распределения (ве-

роятностей) случайной величины X. 

Предполагают, что несобственный интеграл в представле-

нии (4.1) сходится. Как и прежде, для того чтобы подчеркнуть 

принадлежность плотности распределения случайной величине 

X, будем наряду с записью р(х) употреблять запись (х). 

Все реально встречающиеся плотности распределения слу-

чайных величин являются непрерывными (за исключением, 

быть может, конечного числа точек) функциями. Следователь-

но, функция распределения для непрерывной случайной вели-

чины является непрерывной на всей числовой оси и в точках 

непрерывности плотности распределения р(х) имеет место ра-

венство 

p(x) = F'(x),                                                 (4.2) 

что следует из свойств интеграла с переменным верхним пре-

делом . Только такие случайные величины мы и будем рас-

сматривать в дальнейшем. 

Замечание 4.2. Соотношения (4.1) и (4.2), связывающие 

между собой функцию и плотность распределения, делают по-

нятной следующую терминологию, часто употребляемую На 

практике. Функцию распределения F(x) называют инте-

гралъным законом распределения случайной величины, а 

плотность распределения р(х) — дифференциальным законом 

распределения той же случайной величины. На рис. 4.4 изоб-

ражен типичный вид плотности распределения Р(х) 

 

 
Рис.4.4 
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Теорема 4.2. Плотность распределения имеет свойства: 

 
Утверждение 1 следует из того, что плотность распределе-

ния является производной от функции распределения, в силу 

свойства 1 функции распределения она является неубывающей
 

функцией, а производная неубывающей функции неотрица-

тельна. Согласно свойству 2 функции распределения, 

P{ ≤  X < х2} = F(x2) - F( ). 

 Отсюда в соответствии с определением непрерывной слу-

чайной величины и свойством аддитивности сходящегося не-

собственного интеграла имеем 

что и доказывает утверждение 2. 

В частности, если х1   , х2  , то событие  

{   < X < } является достоверным, и поэтому спра-

ведливо утверждение 3. 

Согласно свойству 4 (см. теорему 4.1), 

Р{x < X < х + Δх) = (x + Δх) - F(x) = ΔF(x). 

Если Δх мало (см. рис. 4.4), то ,)()()()( xxpxFxdFxF   

что и доказывает утверждение 4. 
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Наконец, поскольку в силу определения 4.5 функция рас-

пределения случайной величины есть несобственный интеграл 

от плотности, то она является непрерывной, что приводит нас к 

утверждению 5.  

Замечание 4.3. В силу свойства 2 плотности распределения 

вероятность попадания непрерывной случайной величины  в 

промежуток [x1,х2] численно равна площади криволинейной 

трапеции, заштрихованной на рис. 4.4. 

Согласно свойству 3 площадь, заключенная под всей кри-

вой, изображающей плотность распределения, равна единице. 

В соответствии со свойством 4 вероятность попадания слу-

чайной величины X в некоторый „малый" промежуток  

(х, х + Δх) практически пропорциональна Δх с коэффи-

циентом пропорциональности, равным значению плотности 

распределения в точке х. Поэтому выражение р(х)Δх или p(x)dx 

называют иногда элементом вероятности. Можно также ска-

зать, что непрерывная случайная величина реализует геомет-

рическую схему с коэффициентом пропорциональности но 

только в „малой" окрестности точки х. 

Наконец, согласно свойству 5, вероятность попадания в 

любую (заданную до опыта) точку для непрерывной случайной 

величины равна нулю.   

В заключение отметим, что на практике иногда встречают-

ся случайные величины, которые нельзя отнести ни к дискрет-

ным, ни к непрерывным случайным величинам, как показывает 

следующий пример. 

Пример 4.4. На перекрестке стоит автоматический свето-

фор, в котором  = 1 мин горит зеленый свет,  = 0,5 мин — 

красный, опять 1 мин — зеленый, 0,5 мин — красный и т.д. В 

случайный момент времени, не связанный с работой светофо-

ра, к перекрестку подъезжает автомобиль. 

Пусть X — время ожидания у перекрестка. Покажем, что X 

не является ни дискретной, ни непрерывной случайной вели-

чиной. 
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Обозначим t =  +  = 1,5 мин цикл работы светофора. 

Естественно считать, что автомобиль подъезжает к перекрест-

ку в случайный момент времени по отношению к циклу работы 

светофора. Тогда, с одной стороны, с вероятностью  = 2/3 

автомобиль проедет перекресток не останавливаясь, т.е. X при-

нимает значение 0 с вероятностью 2/3 > 0. Поэтому X не может 

быть непрерывной случайной величиной. С другой стороны, на 

второй 0,5-минутной части цикла работы светофора время 

ожидания X может принять любое значение от 0 до 0,5. Значит, 

X не может быть также дискретной случайной величиной. 

Для того чтобы лучше понять существо дела, построим 

функцию распределения F(x) случайной величины X. Посколь-

ку время ожидания не может принять отрицательное значение, 

то  F(x) = 0 для всех х < 0. Далее если 0 < х < 0,5, то событие {X 

< х} происходит в том случае, когда автомобиль либо попадет 

на первую часть цикла работы светофора (зеленый свет), либо 

подъедет к светофору при красном свете, но до включения зе-

леного света останется время, меньшее х. В соответствии с 

определением геометрической вероятности 

                                           
Наконец, поскольку автомобиль в любом случае проведет у 

перекрестка не более 0,5 мин, то F(x) = 1,               x>0,5 

Таким образом,  

                                            
График функции распределения F(x) приведен на рис. 4.5. 

Отметим, что в рассмотренном примере случайная величи-

на X представляла собой „смесь" дискретной и непрерывной 

случайных величин, причем Р{Х = 0} = F(+0) - F(0) — скачку 

Функции распределения в точке х = 0. Можно привести и более 
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сложные примеры, в которых случайные величины уже не яв-

ляются „смесью" дискретной и непрерывной составляющих, 

однако эти примеры нужно отнести к разряду математических 

абстракций. 

 
Рис.4.5 

 

4.6. Некоторые непрерывные случайные величины 

 

Приведем примеры некоторых наиболее важных распреде-

лений непрерывных случайных величин. То, что приводимые 

функции F(x) являются функциями распределения, следует из 

замечания 4.1 и проверяться не будет. 

Равномерное распределение. Случайная величина имеет 

равномерное распределение на отрезке [а, b], если ее плот-

ность распределения  

                                       
Легко видеть, что функция распределения в этом случае 

определяется выражением 

                     
Графики плотности распределения р(х) и функции распре-

деления F(x) приведены на рис. 4.6 и 4.7. 
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             Рис. 4.6                                             Рис. 4.7 

 

Вероятность попадания равномерно распределенной слу-

чайной величины в интервал ж2)> лежащий внутри отрезка 

[а,b], равна F(x2) - F(x1) = (b– a), т.е. пропорциональна длине 

этого интервала. Таким образом, равномерное распределение 

реализует схему геометрической вероятности при бросании 

точки на отрезок [а, b]. 

Экспоненциальное распределение. Случайная величина 

распределена по экспоненциальному (показательному) зако-

ну, если она имеет плотность распределения
  

 

                            

                     

где λ > 0 — параметр экспоненциального распределения. Для 

Функции распределения в данном случае нетрудно получить 

бедующее выражение: 

                                 
Графики плотности распределения и функции распределе-

ния экспоненциально распределенной случайной величины 

приведены на рис. 4.8 и 4.9. 
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Рис. 4.8                                       Рис.4.9 

Экспоненциально распределенная случайная величина мо-

жет принимать только положительные значения. 

Примером случайной величины, имеющей экспоненциаль-

ное распределение, является время распада радиоактивных 

элементов. При этом число  /1T  называют средним време-

нем распада. Кроме того, употребляют также число /2ln0 T  

,называемое периодом полураспада. 

Название „период полураспада" основано на следующем 

физическом соображении. Пусть у нас первоначально имелось 

п атомов вещества. Тогда спустя время T0 каждый атом распа-

дется с вероятностью  

 
Поэтому в силу независимости отдельных распадов число 

распавшихся за время T0 атомов имеет биномиальное распре-

деление с р = q = 1/2. Но, как мы увидим далее, согласно зако-

ну больших чисел, при больших п это число будет примеру но 

равно n/2, т.е. период полураспада T0 представляет собой Бре-

мя, в течение которого распадается половина имеющегося ве-

щества. Экспоненциально распределенная случайная величина 

X обладает весьма важным свойством, которое естественно 

назвать отсутствием последействия. Трактуя X как время 

распада атома, рассмотрим событие А = {хг <Х <х1+х2}, 
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 найдем условную вероятность этого события при условии 

выполнения события В = {X > хг}. В соответствии с определе-

нием условной вероятности  
)(

)(
)/(

BP

ABP
BAP   

Но событие АВ, как нетрудно понять, совпадает с событием 

А. Поэтому 
)(

)(
)/(

BP

AP
BAP 

   .

Далее, используя свойство 4 

функции распределения  (см. теорему 4.1), имеем: 

    
Значит,  

 
Таким образом, вероятность распада атома за время х2 при 

Уровни, что перед этим он уже прожил время х1 совпадает с 

безусловной вероятностью распада того же самого атома за 

время x2. Именно это свойство и представляет собой отсут-

ствие последействия. Допуская некоторую вольность речи, от-

сутствие последействия можно трактовать как независимость 

остаточного времени жизни атома от того времени, которое он 

уже прожил. Можно показать и обратное: если случайная ве-

личина X обладает свойством отсутствия последействия, то она 

обязательно должна быть распределена по экспоненциальному 

закону. Таким образом, отсутствие последействия является ха-

рактеристическим свойством экспоненциально распределен-

ных случайных величин. 

Практика показывает, что экспоненциальное распределение 

имеют и другие физические величины, например: времена 

между падениями метеоритов в определенный район, времена 

между соседними поступлениями вызовов на телефонную 
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станцию и т.д. Экспоненциальное распределение тесно связано 

с распределением Пуассона, а именно: если времена между 

последовательными наступлениями некоторого события пред-

ставляют собой независимые экспоненциально распределен-

ные (с одним и тем же параметром А) случайные величины, то 

число наступлений этого события за время t распределено по 

закону Пуассона с параметром Xt. Отметим также, что дис-

кретным аналогом экспоненциального распределения является  

геометрическое распределение. 

Нормальное распределение. Случайная величина распре-

делена по нормальному (или гауссову) закону, или имеет нор-

мальное (гауссово) распределение, если ее плотность 

                
Нормальное распределение зависит от двух параметров: m, 

называемого математическим ожиданием или средним зна-

чением, и σ, называемого средним квадратичным отклоне-

нием. 

Графики плотности φm,σ(х) и функции 

                                                               

нормального распределения для различных значении m и σ 

приведены на рис. 4.10 и рис. 4.11. 

 

 
Рис. 4.10 
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Рис. 4.11 

 

Как следует из этих рисунков, параметр га определяет по-

ложение „центра симметрии" плотности нормального распре-

деления, т.е. график плотности нормального распределения 

симметричен относительно прямой х = m, а σ — разброс значе-

ний случайной величины относительно центра симметрии. Ес-

ли m= 0 и σ = 1, то такой нормальный закон называют стан-

дартным и его функцию распределения обозначают Ф(x),а 

плотность распределения — φ(x). С плотностью и Функцией 

стандартного нормального распределения мы уже встречались 

в локальной и интегральной формулах Муавра — Лапласа (см. 

3.6). Как известно из курса математического анализа, инте-

грал  не может быть выражен через элементарные 

функции. Поэтому во всех справочниках и в большинстве 

учебников по теории вероятностей приведены таблицы значе-

ний функции стандартного нормального распределения, пом-

ним, что в табл.3 даны значения интеграла Лапласа 

Ф0(х) = (y)dy. Покажем, как, используя эту таблицу, найти 

вероятность попадания случайной величины, распределенной 

по нормальному закону с произвольными параметрами m и σ в 

интервал (а, b). 

В соответствии со свойством 2 плотности распределения 

(см. теорему 4.2) вероятность попадания случайной величины 

X, распределенной по нормальному закону с параметрами m и 

σ, в интервал (а, 6) задается формулой 
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Проводя замену х = (у — m)/σ,  интеграл  будкт: 

 
Таким образом, окончательно получаем 

                      (4.3) 

Распределение Вейбулла. Случайная величина распреде-

лена по закону Вейбулла, если она имеет плотность распре-

деления 

 
Нетрудно проверить, что функция распределения в этом 

случае определяется следующим выражением: 

                      
Семейство распределений Вейбулла является двухпарамет-

рическим (α, β — параметры) и описывает положительные 

случайные величины. Графики плотности р(х) и функции F(x) 

распределения Вейбулла представлены на рис. 4.12 и 4.13. 

  
Рис.4.12                               Рис.4.13 
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Считают, что распределению Вейбулла подчиняются вре-

мена безотказной работы многих технических устройств. Если 

β=1, то распределение Вейбулла превращается в экспоненци-

альное распределение, а если β = 2 — в так называемое рапре-

деление Релея (закон Релея). 

Гамма-распределение. Другим распределением, также до-

статочно хорошо описывающим времена безотказной работы 

различных технических устройств, является гамма-

распределение с плотностью 

    
Где  

                        
есть гамма-функция Эйлера . При изучении гамма-

распределения весьма полезными являются следующие свой-

ства гамма-функции: Г(γ +1) = γГ(γ) и Г(n) = (п -1)! для целых п 

.Графики плотности р(х) и функции F(x) гамма-распределения 

изображены на рис. 4.14 и 4.15. 

 

 
Рис. 4.14                                      Рис. 4.15 

 

Как видно на рис. 4.12-4.15, распределение Вейбулла и 

гамма-распределение весьма близки между собой. Основным 

преимуществом закона Вейбулла перед гамма-распределением 

является то, что его функция распределения является элемен-
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тарной функцией. Поэтому раньше, когда ЭВМ еще не были 

достаточно распространены, распределение Вейбулла исполь-

зовалось гораздо чаще, чем гамма-распределение. Хотя в об-

щем случае гамма-распределение и не является элементарной 

функцией, гамма-распределение обладает некоторыми весьма 

полезными свойствами. Так, если γ =k т.е. γ принимает целые
 

значения, то мы получаем распределение Эрланга порядка k
 

находящее важные применения в теории массового обслужи-

вания. Если же γ = k/2, где k — нечетное число, а λ = ½, то
 
гам-

ма-распределение превращается в так называемое распределе-

ние χ
2
 (хи-квадрат), роль которого в математическое стати-

стике невозможно переоценить. Параметр k называют в этом 

случае числом степеней свободы распределения χ
2
,а само 

распределение — распределением χ
2
 (хи-квадрат) с k степе-

нями свободы.   Наконец, при γ = 1 мы имеем дело все с тем же 

экспоненциальным распределением.   Гамма-распределение 

обладает и другими интересными свойствами, которые мы 

здесь не будем рассматривать. 

 

Решение типовых примеров 

 

Пример 4.5. Игральную кость бросают один раз. Если вы-

падает четное число очков, игрок выигрывает 8 рублей, если 

нечетное, но больше одного — проигрывает 1 рубль, если вы-

падает одно очко — проигрывает 10 рублей. Найдем распреде-

ление случайной величины X — величины выигрыша в данной 

игре. 

Пространство элементарных исходов в данном случае име-

ет вид  

 
где ωi — выпадение i очков. Считая, что игральная кость сим-

метричная, имеем 
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Случайная величина X может принять всего три значения 

x1= 8, х2 = —1 и х3 = —10 (является дискретной), причем каж-

дому из этих значений соответствуют события 

 
с вероятностями 

 
Таким образом, ряд распределения случайной величины X 

можно представить в виде табл. 4.5. 

          Таблица 4.5 

 

 

 

 

Графическое изображение распределения случайной вели-

чины X приведено на рис. 4.16. 

Найдем теперь функцию распределения F{x) случайной 

величины X. В соответствии с определением функции распре-

деления 

 
График функции распределения F(x) изображен на рис. 4.17. 
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Рис. 4.16                                 Рис.4.17 

 

Пример 4.6.  Производят четыре независимых опыта, в
 

каждом из которых некоторое событие А появляется с вероят-

ностью р = 0,8.   Построим ряд распределения и функций рас-

пределения случайной величины X — числа появлений собы-

тия А в четырех опытах. 

В соответствии с условием задачи мы имеем дело со схе-

мой Бернулли, т.е. число появлений события А распределено 

по биномиальному закону с параметрами n = 4, р = 0,8и q=1-р 

=  0,2. Значит, случайная величина X может принимать только 

значения i, i = 4,0 . Согласно формуле Бернулли 

                 
определим вероятности возможных значений случайной вели-

чины X: 

 
Ряд распределения рассматриваемой случайной величины 

представлен в табл. 4.6. 

                                                                   Таблица 4.6 

 
 

Функция распределения случайной величины X имеет вид 
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График функции распределения F(x) изображен на рис. 4.18  

 
Рис. 4.18 

 

Пример 4.7. Функция распределения непрерывной случай-

ной величины X задана выражением 

                              
Найдем: 

а) плотность распределения р(х) случайной величины X; 

б) вероятность попадания случайной величины X в интер-

вал от 0,25 до 0,5; 

в) вероятность того, что случайная величина X примет зна-

чение меньшее 0,3; 

г) вероятность того, что случайная величина X примет зна-

чение большее 0,7; 

д) графики F(x) и р(х). 
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Воспользовавшись определением 4.5 и свойствами плотно-

сти распределения и функции распределения, (см. теоремы 4.1 

и 4.2, имеем: 

 

 

 
Рис. 4.19                                  Рис.4.20 

 

Пример 4.8. Функция распределения непрерывной случай-

ной величины X задается формулой  F(x)=c+barctg(x/a) Найдем: 

а) постоянные с и b; 

б) плотность распределения случайной величины X; 

в) P{x1 < X < х2}. 

В соответствии с определениями 4.2 и 4.5 и свойствами 

Функции и плотности распределения (см. теоремы 4.1, 4.2): а) 

постоянные c и b определяем из условий 

0)(lim 


xF
x

                              1)(lim 


xF
x
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Имеем:                        

 
Из системы уравнений 

 
  находим, что с=1/2и b=1/ π  и  поэтому  

F(x) = 0,5+arctg(x/a)/ ; 

б) плотность рспределения равна 
               

 

 

 

 

 

 

 

Пример 4.9. Непрерывная случайная величина X имеет следу-

ющую плотность распределения: 

Определим: 

а) коэффициент a; 

б) функцию распределения 

в) графики р(х) и F(x); 

г) вероятность Р{2 < X < 3} попадания случайной величины 

X в интервал (2, 3); 

д) вероятность того, что при четырех независимых испытаниях 

случайная величина X ни разу не попадет в интервал (2, 3). 

а) Для нахождения коэффициента о воспользуемся 

свойствoм 3 плотности распределения. Тогда 
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откуда получаем a=l. 

б) В соответствии с определением  плотности распределения 

                                  
в) Графики функций р(х) и F(x) изображены на рис. 4.21 и 4.22. 

г) P{2<X<3} = F(3)-F(2) = 2/3 -1/2 =1/6. 

д) Вероятность того, что X не попадет в интервал (2, 3) при 

одном испытании равна     1 - 1/6 = 5/6, а при четырех испыта-

ниях — (5/6)
4
 ≈ 0,48. 

 
               Рис. 4.21                              Рис. 4.22 

 

Пример 4.10. Случайное отклонение размера детали 0 но-

минала имеет нормальное распределение со средним значени-

ем т = 1 мм и средним квадратичным отклонением а  2 мм. 

Найдем: 

а) вероятность того, что отклонение от номинала будет от-

рицательным? 

б) процент деталей будет иметь отклонение от номинала в 

пределах ±5 мм? 
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в) верхнюю границу отклонения от номинала, обеспечива-

емую с вероятностью 0,9? 

Обозначим через X отклонение от номинала. Случайная ве-

личина X имеет нормальное распределение с параметрами т—

1мм и σ = 2 мм. 

Используя формулу (4.3) и табл. П.З, в которой приведены 

значения интеграла Лапласа, находим: 

 
Таким образом, в пределах допуска ±5 мм находится 

97,59% деталей. 

в) Для ответа на третий вопрос нужно найти такое число x
+
, 

при котором     Р{Х <x
+
} = 0,9. 

Поскольку 

 
то 

                                  
И x

+
 = 3,56. Значит, с вероятностью 0,9 отклонение от но-

минала будет меньше 3,56. 

Пример 4.11. Случайная величина X распределена по нор-

мальному закону с параметрами т = 0 и σ. При каком значении 

среднего квадратичного отклонения σ вероятность попадания 

случайной величины X в заданный интервал (а, b),  

0 < а < b < ∞, будет наибольшей? 



 

 128 

Вероятность попадания случайной величины X в интервал 

(а, b) можно определить по формуле (4.3): 

Р{а<Х<b}=  

Поскольку Ф0(b/σ) и Ф0(а/σ) — дифференцируемые по σ 

функции, то необходимым условием экстремума является ра-

венство нулю производной (Р{а < X < b})'σ. Отсюда, согласно 

определению интеграла Лапласа, имеем 

 
где 

                                                                    
есть плотность стандартного нормального распределения. 

Производя элементарные арифметические преобразования, 

приходим к уравнению 

                                               
относительно σ > 0. Его решение имеет вид 

                                                  
Нетрудно проверить,что при фиксированных значениях 

а и b,в силу условия 0 < а < b < +∞ справедливы соотношения 

 

 
Поэтому вероятность Р{а < X < b} при 

                                      
принимает максимальное значение. 
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5. МНОГОМЕРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

 

       В прикладных задачах обычно приходится рассматри-

вать не одну случайную величину, а несколько случайных ве-

личин, одновременно измеряемых (наблюдаемых) в экспери-

менте. При этом с каждым элементарным исходом  быва-

ет связан набор числовых значений некоторых количественных 

параметров. 

      В этой главе мы обобщим ранее полученные результаты 

на совокупность из нескольких случайных величин, заданных 

на одном и том же вероятностном пространстве.  

 

5.1. Многомерная случайная величина. Совместная 

функция распределения 

 

Определение 5.1. Совокупность случайных величин 

),(),...,(11  nn XXXX   

Заданных на одном и том же вероятностном пространстве 

( ,B, Р), называют многомерной (n-мерной) случайной вели-

чиной, или п-мерным случайным вектором. При этом сами 

случайные величины nXXX ,...,, 21  называют координатами 

случайного вектора. В частности, при п=1 говорят об одно-

мерной, при п=2 – двумерной случайной величине (или дву-

мерном случайном векторе). 

Для n-мерного случайного вектора воспользуемся обозначе-

ниями ),...,( 1 nXX  и ),...,( 1 nXXX  . В случае двумерных и 

трехмерных случайных векторов на ряду с обозначениями 

),( 21 XX  и ),,( 321 XXX  будем использовать также обозначения 

(X, Y) и (X, Y, Z).  

Приведем примеры случайных векторов. 

Пример 5.1. Отклонение точки разрыва снаряда от точки 

прицеливания при стрельбе по плоской цели можно задать 
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двумерной случайной величиной (X, Y), где Х – отклонение по 

дальности, а Y – отклонение в боковом направлении. 

При стрельбе по воздушной цели необходимо рассматривать 

трехмерный случай вектора (X, Y, Z), где X, Y, Z – координаты 

отклонения точки разрыва зенитного снаряда от точки прице-

ливания в некоторой пространственной системе координат.  

Пример 5.2. При испытании прибора на надежность сово-

купных внешних воздействий в некоторый момент времени 

можно описать случайным вектором (X, Y, Z, …). Здесь, напри-

мер, Х – температура окружающей среды, Y – атмосферное 

давление, Z – амплитуда вибрации платформы, на которой 

установлен прибор и т.д. Размерность этого вектора зависит от 

количества учитываемых факторов и может быть достаточно 

большой. 

Определение 5.2. Функцией распределения (вероятно-

стей)  

),...,(),...,( 1,...,1 1 nXXn xxFxxF
n

  

(п-мерного) случайного вектора ),...,( 1 nXX называют функ-

цию, значение которой в точке 
n

n Rxx ),...,( 1 равно вероятно-

сти совместного осуществления (пересечения) событий 

}{},...,{ 11 nn xXxХ  , т.е. 

},...{),...,(),...,( 111,...,1 1 nnnXXn xXxXPxxFxxF
n

  

Функцию распределения ),...,( 1 nxxF  называют также сов-

местной (п-местной) функцией распределения случайных 

величин nXX ,...,1 . В частности, при п=1 будем говорить об 

одномерной, при п=2 – о двумерной функции распределения. 

Значение двумерной функции распределения в точке 

);( 21 aa , согласно определению 5.2, представляет собой не что 

иное, как вероятность попадания точки с координатами 

);( 21 XX  в квадрант с вершиной в точке );( 21 aa , заштрихован-

ный на рис. 5.1. 
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Свойства двумерной функции распределения, аналогичные 

свойствам функции распределения одномерной случайной ве-

личины, доказываются в следующей теореме. 

Теорема 5.1. Двумерная функция распределения удовлетво-

ряет следующим свойствам. 

1) 1),(0 21  xxF . 

2) ),( 21 xxF - неубывающая функция по каждому из ар-

гументов 1x и 2x  

3) 0),(),( 12  xFxF . 

4) 1),( F . 

5)

),(),(),(),(}),{( 21212121212121 aaFbaFabFbbFbbaaXXP 

6) ),( 21 xxF - непрерывная слева в любой точке 2

21 ),( Rxx   по 

каждому из аргументов 1x и 2x  функция. 

7) )(),(,)(),(
221121 ,, xFxFxFxF XXXXXX  . 

 

5.2. Дискретные двумерные случайные величины 

 

Определение 5.3. Двумерную случайную величину (X,Y) 

называют дискретной, если каждая из случайных величин X и 

Y является дискретной. 

Так же как и в одномерном случае, распределение двумер-

ной случайной величины естественно описать с помощью пе-

речисления всевозможных пар ),( ji yх  значений координат 

случайного вектора (X, Y) и соответствующих вероятностей, с 

которыми эти пары значений принимают случайные величины 

X и Y  (для простоты ограничимся конечным множеством воз-

можных значений, когда случайная величина X может прини-

мать только значения nxx ,...,1 , Y — значения myy ,...,1 , а коор-

динаты двумерного случайного вектора (X, Y) — пары значе-
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ний ),( ji yх , mjni ,1,,1  . Такое перечисление удобно 

представить в виде таблицы (табл. 5.1). В этой таблице в верх-

ней строке перечислены все возможные значения mj yyy ,...,,...,1  

случайной величины Y, а в левом столбце — значения 

ni xxx ,...,,...,1 случайной величины X. На пересечении столбца 

"" jy  со строкой "" ix  находится вероятность 

},{ jiij yYxXPp   

                         Таблица 5.1 

x

X 

Y 

 

 
1y

y1 

2y

y2 

…

… 

my

yn-1 
XP

yn 

1x

x1 

11p

p11 

12p

 p12 

 
mp1

 p1n-1 
1Xp

 p1n 

2x

x2 

21p

 p21 
22p

 p22 

 
mp2

 p2n-1 
2Xp

 p2n 


… 


 


 

… 


 


… 

YP

xm 

1Yp

 pm1 
2Yp

 pm2 

 
Ymp

pmn-1 

p

pmn 

p
 

совместного осуществления событий }{},{ ji yYxX  . 

В этой таблице обычно добавляют еще одну строку " YP  " и 

столбец " XP ". 

На пересечении столбца " XP " со строкой " ix " записывают 

число  imiXi ppp  ...1 . 

Но Xip  представляет собой не что иное, как вероятность 

того, что случайная величина X примет значение ix , т.е. 

}{ iXi xXPp  . 
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Таким образом, первый и последний столбцы таблицы 

дают нам ряд распределения случайной величины X. Анало-

гично, в последней строке " YP  " помещены значения 

njjYi ppp  ...1 , 

а первая и последняя строки дают ряд распределения случай-

ной величины Y. Для контроля правильности составления таб-

лицы рекомендуется просуммировать элементы последней 

строки и последнего столбца. Если хотя бы одна из этих сумм 

не будет равна единице, то при составлении таблицы была до-

пущена ошибка. 

Используя таблицу 5.1, нетрудно определить совмест-

ную функцию распределения    ),(, yxF YX . Ясно, что для этого 

необходимо просуммировать ijp  по всем тем значениям i и j, 

для которых yyxx ji  , , т.е.  





yyj
xxi

ij

j

i

pyxF

:
:

),( . 

 

5.3. Непрерывные случайные величины 

 

Определение 5.4. Непрерывной двумерной случайной 

величиной (X, Y) называют такую двумерную случайную вели-

чину (X, Y), совместную функцию распределения которой 

},{),( 2121 xYxXPxxF   

можно представить в виде сходящегося несобственного инте-

грала: 

 
 


1 2

212121 ),(),(

x x

dydyyypxxF . 

Функцию  ),(),( 21,21 xxpxxp YX
 
называют совместной 

(двумерной) плотностью распределения случайных величин 

X и Y, или плотностью распределения случайного вектора (X, 

Y). Область интегрирования в двойном интеграле представляет 
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собой квадрант },{ 2211 xyxy   с вершиной в точке ),( 21 xх . 

Как известно, двойной интеграл можно представить в виде по-

вторного, причем в любом порядке, следовательно, 

  
  


2 11 2

1212221121 ),(),(),(

x xx x

dyyypdydyyypdyxxF . 

Так же как и в одномерном случае, будем предполагать, 

что р ),( 21 xх  непрерывная (или непрерывная за исключением 

отдельных точек или линий) функция по обоим аргументам. 

Тогда в соответствии с определением непрерывной случайной 

величины и теоремой о дифференцировании интеграла с пере-

менным верхним пределом совместная плотность распределе-

ния представляет собой (в точках ее непрерывности) вторую 

смешанную производную совместной функции распределения: 

    
12

21

2

21

21

2

21

),(),(
),(

xx

xxF

xx

xxF
xхp









 .                        (5.1) 

Заметим, что аналогичный смысл имеет совместная (n-

мерная) плотность распределения случайных величин 

nXX ,.,1  или плотность распределения случайного вектора 

( nXX ,.,1 ):            
n

n
n

xx

xxF
xхp






...

),.,(
),.,(

1

1

2

1
. 

Нетрудно доказать следующие свойства двумерной 

плотности распределения. 

Теорема 5.2. Двумерная плотность распределения об-

ладает следующими свойствами. 

1. 0),( 21 xхp . 

2. 
2

2

1

1

22112211 ),(},{

b

a

b

a

dxxxpdxbXabXaP . 

3. 1),( 2121  








dxdxxxp . 
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4. 2121222111 ),(},{ xxxxpxxYxxxXxP   

5. 0},{ 21  xYxXP  

6. 
D

dxdxxxpDYXP 2121 ),(});{( . 

7. 




 dyyxpxp YXX ),()( , . 

8. 




 dxyxpyp YXY ),()( , . 

 

5.4. Независимые случайные величины 

 

Определение 5.5. Случайные величины X и Y называют 

независимыми, если совместная функция распределения 

),(, yxF YX является произведением одномерных функций рас-

пределения )(xFX  и )(yFY : )()(),(, yFxFyxF YXYX  .В против-

ном случае случайные величины называют зависимыми. 

Теорема 5.3. Для того чтобы непрерывные случайные 

величины X и Y были независимыми, необходимо и достаточ-

но, чтобы для всех х и у )()(),(, ypxpyxp YXYX  . 

Теорема 5.4.   Дискретные случайные величины X и Y 

являются независимыми тогда и только тогда, когда для всех 

возможных значений ix и jy  

ji YXjijiji ppyYPxXPyYxXPp  }{}{},{. . 

Мы предоставляем возможность читателю доказать эту 

теорему самостоятельно. 

Определение 5.6.   Случайные величины nXX ,...,1 , за-

данные на одном и том же вероятностном пространстве, назы-

вают независимыми в совокупности, если 

)()...(),...,( 11,, 11 nXXnXX xFxFxxF
nn

K . 
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Замечание 5.3. Теоремы 5.3 и 5.4 распространяются на 

любое число случайных величин. 

Пример 5.13. Двумерная случайная величина (X, Y) 

имеет совместную функцию распределения 










 .00,1

;00,0
),(

22 22

yиxeee

yилиx
yxF

yxyx
 

Найдем: 

а) вероятности событий 

}2,1{}1,0{},31,22{  YXиYXYX ; 

б) частные функции распределения случайных величин X и Y. 

а) В соответствии со свойством 5 двумерной функции 

распределения имеем 

10626241064 200)1(1

)1,2()3,2()1,2()3,2(}31,22{

 



eeeeeeeee

FFFFYXP
. 

 Событие }1,0{  YX  представляет собой попадание 

двумерной случайной величины  (X, Y) в квадрант }1,0{  yx . 

Поэтому 

545411 00)1(1

)2,(),()2,1(),1(}2,1{

 



eeeeee

FFFFYXP

б) В соответствии со свойством 7 двумерной функции распре-

деления частные распределения случайных величин X и Y за-

даются формулами 























.0,1

;0,0
),()(

;0,1

;0,0
),()(

2

2

ye

y
yFyF

xe

x
xFxF

yY

xX

 

Пример 5.14. Двумерная случайная величина (Х, Y) 

имеет совместную функцию распределения 
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
























.2/2/

;2/02/

;2/2/0

;2/02/0

;00

,1

,sin

,sin

,sinsin

,0

),(









yиx

yиx

yиx

yиx

yилиx

y

x

yx

yxF  

Найдем: а) вероятности событий D1, D2, D3, которые заданы  

соответственно: 

;
6

,
34

,
4

,
36

,
4

1





























YXиYXYX  

б) частные функции распределения случайных величин X и Y. 

Действуя таким же образом, как в примере 5.13, имеем: 

  




































6
,1

3
,1

6
,

43
,

4
),( 1


FFFFDYXP

   

   

.
4

3
00

2

1

2

3

2

3

6
,,

6
,

3
,

3
),(

,2
2

3

2

2

2

2

2

2

2

2
1

4
,

4
,

44
,,),(

,
4

26
00

2

1

2

2

2

3

2

2

3

2




































































FFFFDYXP

FFFFDYXP

 
 

















;2/

;2/0

;0

,1

,sin

,0

)(





x

x

x

xxFX  

















.2/

;2/0

;0

,1

,sin

,0

)(





y

y

y

yyFY

 
 

Пример 5.15. Распределение вероятностей дискретной 

двумерной случайной величины (X, Y) задано табл. 5.2. 

Найдем: а) ряды распределения случайных величин X и Y; 
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                                             Таблица 5.2 

 

 

 

 

 

 

 

 

б) значения совместной функции распределения F(x,y) в 

точках (4,5; 8) и (9; 11), а также вероятность события {4   X < 

9, 8   Y < 11}. 

а) Поскольку событие {X = 3} совпадает с объединени-

ем непересекающихся событий  

{X = 3, Y = 3}, {X = 3, Y = 8} и {X = 3, Y = 12}, то 

Р{Х=3} = Р{Х=3, Y =3} + Р{Х=3, Y =8} + Р{Х=3, Y =12} = 0,55. 

Аналогично 

Р{Х=5} = Р{Х=5, Y =3} + Р{Х=5, Y =8} + Р{X=3, Y =12} 

= 0,45. 

Ряд распределения случайной величины X приведен в 

таб. 5.3. 

        Таблица 5.3                               Таблица 5.4 

 

  

   

 

 

 

 

Суммируя вероятности по столбцам (см. табл. 5.2), находим: 

Р{Y = 3} = Р{Х = 3, Y = 3} + Р{Х = 5, Y = 3} = 0,27,  

Р{Y = 8} = Р{Х = 3, Y = 8} + Р{Х = 5, Y = 8} = 0,43, 

Р{Y = 12} = Р{Х = 3, Y = 12} + Р{Х = 5, Y = 12} = 0,30.       

Ряд распределения случайной величины Y приведен в табл. 5.4. 

Ч

X 

Y 

3

3 

8

8 

1

12 

3

3 

0

0,17 

0

0,13 

0

0,25 

3

5 

0

0,10 

0

0,30 

0

0,05 

Y

Y 

3

3 

8

8 

1

12 

P

Р 

0

0,27 

0

0,43 

0

0,30 

X

X 

3

3 

5

5 

P

P 

0

0,55 

0

0,45 
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б) Используя определение 5.3 совместной функции рас-

пределения и то, что событие   {X < 4,5, Y < 8} совпадает с со-

бытием {X = 3, Y = 3}, получаем 

F(4,5, 8) = Р{Х < 4,5, Y < 8} = Р{Х = 3, Y = 3} = 0,17. 

Аналогично событие {X < 9, Y < 11} совпадает с объ-

единением непересекающихся событий  

{X = 3, Y = 3}, {X = 3, Y = 8}, {X = 5, Y = 3} и {X = 5, Y = 8}, и, 

значит, 

F(9,ll)=P{X<9, Y <ll}=P{X=3, Y =3}+P{X=3, Y =8}+ 

Р{Х = 5, Y =3}+Р{Х = 5, Y = 8} = 0,70. 

Наконец, 

Р{4   X < 9,8   Y < 11} = Р{Х = 5, Y = 8} = 0,30. 

Пример 5.16. Совместная функция распределения не-

прерывной двумерной случайной величины (X, Y) имеет вид 
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 6. ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  

СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

 

            Из результатов предыдущих глав следует, что вероятно-

сти любых событий, связанных с каждой случайной величиной 

(в том числе многомерной), полностью определяются ее зако-
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ном распределения, причем закон распределения дискретной 

случайной величины удобно задавать в виде ряда распределе-

ния, а непрерывной — в виде плотности распределения. 

Однако при решении многих задач нет необходимости 

указывать закон распределения случайной величины, а доста-

точно характеризовать ее лишь некоторыми (неслучайными) 

числами. Такие числа (в теории вероятностей их называют 

числовыми характеристиками случайной величины) будут рас-

смотрены в настоящей главе. Отметим, что основную роль на 

практике играют математическое ожидание, задающее „цен-

тральное” значение случайной величины, и дисперсия, харак-

теризующая „разброс” значений случайной величины вокруг 

ее математического ожидания.  

 

6.1. Математическое ожидание случайной величины 

 

        Как уже отмечалось выше, наиболее употребляе-

мой на практике числовой характеристикой является матема-

тическое ожидание, или, по-другому, среднее значение слу-

чайной величины.  

Определение 6.1. Математическим ожиданием  

(средним значением) MX дискретной случайной величины X 

называют сумму произведений значений ix случайной величи-

ны и вероятностей }{ ii xXPp  , с которыми случайная вели-

чина принимает эти значения: M(X) =  iii px . При этом, если 

множество возможных значений случайной величины X счет-

но, предполагается, что 







1i

ii px , 

т.е. ряд, определяющий математическое ожидание, сходится 

абсолютно; в противном случае говорят, что математическое 
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ожидание случайной величины X не существует. (В расчетах 

будем применять    MX = M(X ).) 

Математическое ожидание дискретной случайной вели-

чины имеет аналог в теоретической механике. Пусть на прямой 

расположена система материальных точек с массами 

)1( 
i

ii pp  и пусть ix — координата i-й точки. Тогда центр 

масс системы будет иметь координату 









i

ii
i

ii

i

i

i

ii

px

px

p

px

X
1

, 

совпадающую с математическим ожиданием M(X) случайной 

величины X. 

Пример 6.1. Пусть случайная величина X имеет распре-

деление Пуассона. Тогда 
















 



01

1

0 !)!1(!
)(

j

j

i

i

i

i

eee
i

e
i

e
i

iXM 






   

Определение 6.2. Математическим ожиданием 

(средним значением) M(X) непрерывной случайной величины 

называют интеграл 






 dxxxpXM )()( . 

При этом предполагается, что 






dxxpx )( , 

т.е. несобственный интеграл, определяющий математическое 

ожидание, сходится абсолютно. 

Заметим, что определение 6.2 является естественным 

обобщением определения 6.1, так как для непрерывной слу-

чайной величины с плотностью распределения )(xp  

dxxpxxXxP )()(  . 
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Так же как и в дискретном случае, математическое ожи-

дание непрерывной случайной величины можно интерпрети-

ровать как центр масс стержня, плотность массы которого в 

точке х равна )(xp . 

Пример 6.2. Найдем математическое ожидание равно-

мерно распределенной на отрезке  [а, b] случайной величины 

X. Поскольку в этом случае )(xp  = 0 при х < а и х > b, то 

2
)(

2

11
)()( 22 ab

ab
ab

dx
ab

x
dxxxpXM

b

a








 





. 

Как и следовало ожидать, M(X) совпадает с серединой [а,b]. 

 

6.2. Математическое ожидание. 

Свойства математического ожидания 

 

Определим математическое ожидание функцией слу-

чайной величины. И так, пусть y=y(x) – является функцией 

случайной величины. 

Рассмотрим сначала дискретную случайную величину 

X, принимающую значения nxx ,...,1 . Тогда случайная величина 

Y = Y(X), как мы уже знаем, принимает значения )(),...,( 1 nxYxY  

с вероятностями }{ ii xXPp   

и ее математическое ожидание определяется формулой 

  



n

i

ii pxYXYMYM
1

)())(()( .                             (6.1) 

        Если же величина X принимает счетное число значений, 

то математическое ожидание Y определяется формулой     







1

)())(()(
i

ii pxYXYMYM ,                                                (6.2) 

Но при этом для существования математического ожи-

дания требуется абсолютная сходимость соответствующего 

ряда, т.е. выполнение условия 
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              





1

)(
i

ii pxY .                                           (6.3) 

Для непрерывной случайной величины X, имеющей 

плотность распределения )(xp , математическое ожидание 

случайной величины Y = Y(X) можно найти, используя анало-

гичную формулу 

    




 dxxpxYXYMM )()())(( ,                (6.4) 

причем и здесь требуется выполнение условия 






dxxpxY )()( . 

В дальнейшем, чтобы каждый раз не оговаривать усло-

вие существовании математического ожидания, будем предпо-

лагать, что соответствующие сумма или интеграл сходятся аб-

солютно. Аналогично можно вычислить математическое ожи-

дание функции от многомерной случайной величины.  Так, ма-

тематическое ожидание M(Y) функции ),( 21 XXYY  от дис-

кретной двумерной случайной величины ),( 21 XX  можно 

найти, воспользовавшись формулой 


ji

ijji pyxYXXMYYM
,

21 ),(),()( , 

где  },{ 21 jiij yXxXPp  , а функции ),( 21 XXYY   от дву-

мерной непрерывной случайной величины ),( 21 XX  — форму-

лой 

     








 ),(),(),()(
2121 yxpyxYXXMYYM XX ,       (6.5) 

где ),(
21

yxp XX  — совместная плотность распределения слу-

чайных величин 1X  и 2X . 
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Докажем теперь теорему о свойствах математического 

ожидания. 

Теорема 6.1. Математическое ожидание удовлетворяет 

следующим свойствам. 

1) Если случайная величина X принимает всего одно зна-

чение С с вероятностью единица (т.е., по сути дела, не 

является случайной величиной), то М(С) = С. 

2) М(аХ + b) = аМ(Х )+ 6, где а, b — постоянные. 

3) М( 1X + 2X ) = М( 1X ) + М( 2X ). 

4) )()()( 2121 XMXMXXM   для независимых случай-

ных величин 1X  и 2X  

Очевидно также, что свойство 3 можно обобщить на 

случай произвольного числа слагаемых, т.е. 

)(...)()...( 11 nn XMXMXXM  . 

Замечание 6.3. Свойство 4 также допускает обобщение 

на произведение конечного числа независисмых (в совокупно-

сти) случайных величин: 

)(...)()...( 121 nn XMXMXXXM  . 

 

6.3. Дисперсия. Моменты высших порядков 

 

Две случайные величины могут иметь одинаковые 

средние значения, но их возможные значения будут по-

разному рассеиваться вокруг этого среднего. Например, сред-

ний балл на экзамене в двух группах равен „4
”
, но в первой 

группе почти все студенты получили „4”, а во второй группе 

„четверочников” нет вообще, но есть как „пятерочники”, так и 

„троечники”. Поэтому, наряду со средним значением, хотелось 

бы иметь и число, характеризующее „разброс” случайной ве-
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личины относительно своего среднего значения. Такой харак-

теристикой обычно служит дисперсия. Кроме дисперсии мож-

но предложить и другие меры разброса, например центральные 

моменты любого четного порядка, которые также будут опре-

делены в этом параграфе. Однако именно использование дис-

персии и других характеристик второго порядка (ковариаций) 

позволяет применить в теории вероятностей сильно развитый 

аппарат гильбертовых пространств.  

Определение 6.4.    Вторым начальным моментом 

(обычно опускают слово „начальный”) 2m случайной величины 

X называют математическое ожидание квадрата 

))(( 2xxYX  : 
i

ii pxXMm 22

2 )(  

для дискретной случайной величины X и 






 dxxpxXMm )()( 22

2  

для непрерывной. 

Определение 6.5. Дисперсией D(X) случайной величи-

ны X называют математическое ожидание квадрата отклонения 

случайной величины X от ее среднего значения, т.е. 
2))(()( XMXMXD  . 

Используя формулы (7.1)-(7.4), в которых положено 
2))(()( XMxxY  , 

легко написать расчетные формулы для дисперсий дискретной 

и непрерывной случайных величин соответственно: 

     i

i

i pXMxXD   2))(()(                       (6.6) 

и 

          




 dxxpXMxXD )())(()( 2
.                            (6.7) 
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Замечание 6.4. Из определения непосредственно следу-

ет, что дисперсия любой случайной величины является неот-

рицательным числом. 

Дисперсия D(Х) представляет собой второй момент 

центрированной (имеющей нулевое математическое ожида-

ние) случайной величины     )(XMX  . 

Поэтому иногда дисперсию называют вторым цен-

тральным моментом случайной величины. 

Дисперсия имеет аналог в теоретической механике — 

центральный (относительно центра масс) момент инерции мас-

сы, распределенной на оси с линейной плотностью р(х). 

Выведем некоторые свойства дисперсии. 

Теорема 6.2. Дисперсия удовлетворяет следующим 

свойствам. 

1. Если случайная величина X принимает всего одно зна-

чение С с вероятностью единица, то D(C) = 0. 

2. DXabaXD 2)(  . 

3. 22 )()( MXMXXD  . 

4. D(X + Y) = D(X) + D(Y) для независимых случайных ве-

личин X и Y. 

 Если случайная величина X с вероятностью единица 

принимает всего одно значение С, то в силу свойства 1 матема-

тического ожидания (M(X) = С) получаем 

1)()( 22  СССXMDX , 

откуда вытекает утверждение 1. 

Определим дисперсию случайной величины 

Y = аХ + b. 

Используя свойство 2 математического ожидания, име-

ем 
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.)())(())((

))(()))(()(

22222

22

MXXMaMXXaMMXXaM

baXMbaXMYMYMYD




 

Поэтому справедливо утверждение 2. 

Далее, согласно свойствам 2 и 3 математического ожи-

дания, получаем 

,))(()())(())((2)(

)))(()(2()))((()(

22222

222

XMXMXMXMXM

XMXXMXMXMXMXD




 

 т.е. приходим к утверждению 3. Наконец, пусть X  и Y – неза-

висимые случайные величины. Тогда, используя независи-

мость случайных величин, а также свойства 2-4 математиче-

ского ожидания, получаем 

),()()()))(((2)(

))()(())(()(

22

22

YDXDMYYMMYYMXXMMXXM

MYYMXXMYXMYXMYXD




 

Замечание 6.7. Очевидно, что свойство 4 справедливо 

для суммы не только двух, но и любого числа п попарно неза-

висимых случайных величин 

)(...)()...( 11 nn XDXDXXD  . 

Пример 6.3. Найдем дисперсию случайной величины X, 

распределенной по закону Пуассона. Для этого воспользуемся 

свойством 3 дисперсии. Математическое ожидание )(XM  

было найдено в примере 6.1. Определим второй момент: 

.)1(

!
)1(

)!1(!
)(

2

1

1

0

22









 






  











MX

e
i

je
i

ie
i

iXM
i

ji

i

i

       

Таким образом,   22DX , и, значит, дисперсия 

X, так же как и математическое ожидание, совпадает с пара-

метром  . 

Пример 6.4. Пусть X — число успехов в п испытаниях 

по  схеме Бернулли. Дисперсию X  и  математическое ожида-

ние можно вычислить  непосредственно воспользоваться опре-
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делением . Однако мы поступим другим образом. Для этого 

представим Х в виде суммы: nXXХ  ...1 Дисперсия каждо-

го слагаемого равна:  

.)(

)1()()1()0()(

22

2222

pqqppqpqp

ppqppMXqMXXD

q

iii





Учитывая, что случайные величины iХ  являются независи-

мыми, в силу свойства 4 дисперсии получаем 

.)(...)()( 1 npqXDXDXD n   

Пример 6.5. Дисперсия равномерно распределенной на 

отрезке [a,b] случайной величины Х определяется формулой 











 
 

b

a

dx
ab

ab
xXD

1

2
)(

2

 

.
12

)(

)(12

)(

22)(

3
23331 ab

ab

abab
a

ab
b

ab





























 








 







 

 

6.4. Ковариация и  коэффициент корреляции 

случайных величин 

 

Пусть ( 1X , 2X ) — двумерный случайный вектор. 

Определение 6.6. Ковариацией (корреляционным момен-

том) cov( 1X , 2X ) случайных величин 1X  и 2X  называют ма-

тематическое ожидание произведения случайных величин 

)))((()cov( 221121 MXXMXXMXX  . 

Запишем формулы, определяющие ковариацию.  

Для дискретных случайных величин 1X  и 2X  

ij

ji

ji pXMyXMxXX  
,

2121 ))())((()cov( , 

для непрерывных случайных величин 1X  и 2X  
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2121,221121 ),())())((()cov(
21

dxdxxxpXMxXMxXX XX 










. 

Заметим, что введение понятия ковариации позволяет запи-

сать выражение для дисперсии суммы случайных величин и к 

уже имеющимся свойствам дисперсии добавить еще одно: 

   YXDYDXYXD ,cov2  

 (свойство 5 дисперсии), справедливое для произвольных, а не 

только независимых случайных величин X и Y. Действительно, 

).,cov(2)()(

)()))(((2)(

))()(()(

22

2

YXYDXD

MYYMMYYMXXMMXXM

YXMYXMYXD







 

Свойство 5 дисперсии допускает обобщение на произвольное 

число слагаемых: 





nji

jinn XXXDXDXXD
1

11 ),cov(2)(...)()...( / 

Следующая теорема устанавливает основные свойства кова-

риации.  

Теорема 6.3. Ковариация имеет следующие свойства 

 

1. cov(X,X) = D(X). 

 

2. cov( 1X , 2X ) = 0 для независимых случайных величин 

1X  и 2X . 

3. Если 2,1,  ibXaY iiii , то 

   212121 cov,cov XXaaYY  . 

4.   )()(cov)()( 212121 XDXDXXXDXD  . 

5.|   )()(|cov| 2121 XDXDXX                                    (6.8) 
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тогда и только тогда, когда случайные величины 1X  и 2X  свя-

заны линейной зависимостью, т.е. существуют такие числа а и 

b, при которых          

baXX  12  .                                                                (6.9) 

 

6.     212121,cov MXMXXXMXX   

Утверждение 1 вытекает из очевидного соотношения 

  2)(,cov MXXMXX  . 

Если случайные величины 1X  и 2X  являются независи-

мыми (и имеют математические ожидания), то 

))())((()cov( 221121 MXXMMXXMXX  , 

откуда приходим к утверждению 2. 

Пусть 1111 bXaY  , 2222 bXaY  . Тогда 

)).)(((),cov( 22112121 MXXMXXaaMYY   

Поэтому справедливо утверждение 3. 

Рассмотрим дисперсию случайной величины 

21 XxXYx  , 

где х — произвольное число. В силу свойств дисперсий 

можно получить свойства 3 ковариации 

  2211

2 ,cov2)( DXXXxDXxYD x  . 

Дисперсия xDY , как функции от x, представляет собой 

квадратный трехчлен. Но дисперсия любой случайной величи-

ны
 
не может быть меньше нуля, а это означает, что дискрими-

нант 

   )()(4,cov2 21

2

21 XDXDXXD                   (6.10) 

квадратного трехчлена xDY  является неположитель-

ным, т.е. имеет место утверждение 4. 

Далее, пусть выполнено равенство (6.8). Значит, дискрими-

нант (6.10) равен нулю, и уравнение 

)( xYD  = 0 
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имеет решение, которое обозначим а. Тогда  случайная вели-

чина 21 ХaXYа   принимает всего одно значение (допустим, 

6), и, следовательно, baXХ  12 ,  т.е. из (6.8) вытекает (6.9). 

Наоборот, пусть выполнено (6.9). Тогда в соответствии со 

свойством 1 дисперсии D(Ya) = 0, а значит, дискриминант 

(6.10) является неотрицательным. Поскольку при доказатель-

стве утверждения 4 было показано, что этот дискриминант не-

положителен, то он равен нулю, откуда следует, что 

  )()(|,cov| 2121 XDXDXX  . 

Таким образом, из (6.9) вытекает (6.8). Утверждение 5 

полностью доказано. 

Наконец, раскрывая скобки в формуле, определяющей 

ковариацию, и используя свойства математического ожидания, 

получаем утверждение 6, которое часто бывает полезным при 

численном подсчете ковариации.  

Замечание . Если случайные величины связаны линей-

ной зависимостью baXХ  12 ,то в соответствии со свойства-

ми 3 и 1 

    )(,cov,cov 12121 XаDXXаXX   

Поэтому знак ковариации совпадает со знаком коэффи-

циента а и свойство 5 допускает следующее уточнение: 

  )()(,cov 2121 XDXDXX   при а > 0;  

  )()(,cov 2121 XDXDXX  при a < 0. 

Определение 6.7. Случайные величины X и У называ-

ют некоррелированными, если их ковариация равна нулю, т.е. 

cov(X,Y) = 0. 

Приведенный выше пример показывает, что из некорре-

лированности случайных величин не следует их независи-

мость, можно сказать, что ковариация случайных величин от-

ражает, насколько их зависимость близка к линейной. Суще-

ственным недостатком ковариации является то, что ее размер-
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ность совпадает с произведением размерностей случайных ве-

личин. Естественно, хотелось бы иметь безразмерную 

характеристику степени линейной зависимости. Но это 

очень просто сделать — достаточно поделить ковариацию слу-

чайных величин на произведение их средних квадратичных 

отклонений. 

Определение 6.8. Коэффициентом корреляции слу-

чайных величин X и Y называют число  YX ,  , определя-

емое равенством (предполагается, что D(X) > 0 и D(Y) > 0) 

 

)()(

,cov

YDXD

YX


 . 

Теорема 6.5. Коэффициент корреляции имеет следую-

щие свойства. 

1.  XX ,  = 1. 

2. Если случайные величины X и Y являются независи-

мыми (и существуют D(X) >0 и        D(Y) >0), то  YX , = 0. 

3.    21222111 ,, XXbXаbXа   . При этом знак 

плюс нужно брать в том случае, когда 1а  и 2а  имеют одинако-

вое знаки, и минус — в противном случае. 

4.   1,1  YX . 

5. |  YX , | = 1 тогда и только тогда, когда случайные 

величины X и Y связаны линейной зависимостью. 

 Доказательство теоремы следует из свойств ковариа-

ции, и мы предлагаем провести его самостоятельно. 

Пример 6.6. Найдем коэффициент корреляции случай-

ных величин X — числа очков, выпавших на верхней грани иг-

ральной кости, и Y — на нижней (см. пример 5.5). Для этого 

сначала вычислим M(X), M(Y), D(X), D(Y) и  YX ,cov . Вос-

пользовавшись табл. 5.3, получим 
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,5,3
6

1
6

6

1
5

6

1
4

6

1
3

6

1
2

6

1
1)()(  YMXM

 

     

      ,
12

35

6

1
5,36

6

1
5,35

6

1
5,34

6

1
5,33

6

1
5,32

6

1
5,31)()(

222

222



 YDXD

 

Аналогично  можно вычислить:   .
12

35
cov XY  

Таким образом, .1
12/35

12/35



  

Впрочем, это мы могли бы установить и без всяких вы-

числений в силу свойства 5 коэффициента корреляции, если бы 

вспомнили, что сумма чисел очков на противоположных гра-

нях равна семи и, значит, YX  7  

(X и Y связаны линейной зависимостью с отрицатель-

ным коэффициентом пропорциональности). 

 

 Решение типовых примеров 

Пример 6.7. Найдем математическое ожидание, дис-

персию и среднее квадратичное отклонение дискретной слу-

чайной  величины X, ряд распределения которой представлен в 

таблице. 

 

 

 

 

 

 

 В соответствии с определением математического ожи-

дания дискретной случайной величины X 

X

X 

0

0 

1

1 

2

2 

 

3 

P

P 

0

0,41 

0

0,43 

0

0,11 

 

0,05 
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8,005,0311,0243,0141,00)(
0




n

i

ii pxXM . 

Дисперсию находим по формуле D(Х )= M(X
2
)- (MX)

2
. 

Математическое ожидание квадрата X равно 

32,105,0311,0243,0141,00)( 2222

0

22 


n

i

ii pxXM . 

Поэтому D(X) = 1,32 - 0,8
2
 = 0,68. 

Наконец, среднее квадратичное отклонение 

82,068,0)(  XD . 

Пример 6.7. Найдем математическое ожидание, дис-

персию и среднее квадратичное отклонение непрерывной слу-

чайной величины X, плотность распределения которой имеет 

вид 

 









.2/||,2/cos

;2/||,0





xx

x
xp  

В соответствии с определением математического ожи-

дания непрерывной случайной величины X 

  


 



2/

2/

0cos
2

1
)(





xdxxdxxxpXM . 

Вычислим теперь дисперсию 

X:     


 



2/

2/

2
22

468,02
4

cos
2

1
)(






xdxxdxxpMXxXD .

Наконец, 684,0468,0  DX  

 

7.  УСЛОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

 

Одним из основных понятий теории вероятностей явля-

ется понятие условной вероятности, введенное в гл. 3. Там же 

было показано, что условная вероятность Р(А|В) обладает все-
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ми свойствами безусловной вероятности и так же, как и без-

условная вероятность, представляет собой численную меру 

наступления события А, но только при условии, что событие В 

произошло. Аналогом понятия условной вероятности для двух 

случайных величин X и Y является условный закон распреде-

ления одной из них, допустим, X при условии, что вторая слу-

чайная величина Y приняла определенное значение. С помо-

щью условного закона распределения вводят условные число-

вые характеристики. Именно эти понятия и рассматриваются в 

настоящей главе. 

 

7.1. Условные распределения 

Понятие условного распределения, как обычно, введем 

только для случаев дискретных и непрерывных случайных ве-

личин. В случае двумерной дискретной случайной величины 

(X, Y) будем предполагать для простоты изложения, что мно-

жества возможных значений случайных величин X и Y являют-

ся конечными, т.е. координаты X и Y принимают значения 

nixi ,1,  , и mjy j ,1,  ,  соответственно. В этом случае, как мы 

знаем, закон распределения двумерного случайного вектора 

(X, Y) удобно задавать набором вероятностей 

},{ jiij yYxXPp   

для всех значений i и j. Напомним, что, зная вероятности ijp  

нетрудно найти  законы распределений каждой из координат 

по формулам 





m

j

ijiX pxXPp
i

1

}{ , 



n

j

ijjY pyYPp
j

1

}{ . 

 

Определение 7.1. Для двумерной дискретной случай-

ной величины (X, Y) условной вероятностью  niij ,1,  , 
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mj ,1 , того, что случайная величина X примет значение ix  

при условии jyY  , называют условную вероятность события 

}{ ixX   при условии события }{ jyY  , т.е. 

 

jY

ij

j

ji

jiij
p

p

yYP

yYxXP
yYxXP 






}{

},{
}|{                (7.1) 

 

При каждом j, mj ,1 , набор вероятностей niij ,1,   

определяет, с какими вероятностями случайная величина X 

принимает различные значения ix -, если известно, что случай-

ная величина Y приняла значение jy . Иными словами, набор 

вероятностей niij ,1,  , характеризует условное распределе-

ние дискретной случайной величины X при условии jyY  . 

Обычно условное распределение  дискретной  случайной вели-

чины X при условии, что дискретная случайная величина Y 

примет все возможные значения, задают с помощью табл. 7.1. 

Элементы ij  табл. 7.1 получают из элементов табл. 5.1, ис-

пользуя формулу      

jY

ij

ij
p

p
 . Очевидно, что, наоборот, эле-

менты табл. 5.1 можно выразить через элементы табл. 7.1 с по-

мощью соотношения 
jYijij pp   

Для проверки правильности составления табл. 7.1 рекомен-

дуется просуммировать ij  по столбцам. Сумма элементов по-

следней строки должна быть равна 1.   
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                                  Таблица 7.1 

X

X 

Y 

1y

y1 
2y

 y2 


... 

1y

ym 

1y

PX 

      

1x

x1 

11p

p11 

12p

 p12 


… 

1

p1m 

1Xp

 pX1 

… 


… 


… 


… 

.

… 


… 

1x

xn 

1np

 p11 

2np

 p11 


… 

nmp

 p11 

Xnp

 pXn 

1x

PY 

P

pY1 

2Yp

 pY2 

.

... 

Ymp

 pYm p 

 

Аналогично определяют условную вероятность 
*

ij того, 

что случайная величина Y примет значение jy  при условии  

ixX  : 

iX

ij

i

ji

ijij
p

p

xXP

yYxXP
xXyYP 






}{

},{
}|{* . 

 

Пример 7.1. Условное распределение случайной вели-

чины X (числа очков выпавших на верхней грани игральной 

кости, при условии jyY   (числа очков, выпавших на нижней 

грани игральной кости), 6,1j , представлено в табл. 7.2.   

Действительно, если, например, на нижней грани выпало одно 

очко, то на верхней грани может выпасть только шесть очков 

( 161  ).    
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                                          Таблица 7.2 

X

X 

Y 

1

1 

2

2 

3

3 

4

4 

5

5 

6

6 
XP

PX 

1

1 

0

0 

0

0 

0

0 

0

0 

0

0 

1

1 

1

1/6 

2

2 

0

0 

0

0 

0

0 

0

0 

1

1 

0

0 

1

1/6 

3

3 

0

0 

0

0 

0

0 

1

1 

0

0 

0

0 

1

1/6 

4

4 

0

0 

0

0 

1

1 

0

0 

0

0 

0

0 

1

1/6 

5

5 

0

0 

0

1 

0

0 

0

0 

O

0 

0

0 

1

1/6 

6

6 

0

1 

0

0 

0

0 

0

0 

0

0 

0

0 

1

1/6 

P

YP  

1

1/6 

1

1/6 

1

1/6 

1

1/6 

1
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В общем случае (т.е. когда X и Y не обязательно дискретные 

случайные величины) хотелось бы ввести условную функцию 

распределения случайной величины X при условии yY   по 

формуле 

 
}{

},{
)|(

yYP

yYxXP
yYxFX




 .                                        (7.2) 

Однако это не всегда возможно (например, для непре-

рывной случайной величины Y событие }{ yY   имеет нулевую 

вероятность, т.е. Р{Y = у} = 0). Поэтому воспользуемся пре-

дельным переходом, рассматривая вместо события {Y= у} со-

бытие }{  yYy  и устремляя   к нулю. 

 Ограничимся случаем, когда двумерный случайный вектор 
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(X, Y) имеет непрерывную совместную плотность распределе-

ния р(х,у), а следовательно , и маргинальные плотности рас-

пределения 

 




 dyyxpxpX ,)(         и            




 dxyxpypY ,)( , 

которые также будем считать непрерывными. 

Таким образом, по определению, имеем 

 
 





x

Y

X duyup
yp

yYxF ,
1

)|( .            (7.3) 

При сделанных предположениях о непрерывности слу-

чайного вектора (X, У) условная функция распределения 

)|( yYxFX   имеет производную по x, т.е. существует услов-

ная плотность распределения случайной величины X при усло-

вии Y = y: 

   
 
 yp

yxp
yYxp

Y

X

,
)|(  .                                             (7.4) 

Аналогично определяют условную функцию распределения 

)|( xXyFY   и условную плотность распределения 

)|( xXypY   случайной величины Y при условии X = х: 

 
 





y

X

Y dvvxp
xp

xXyF ,
1

)|( ,         
 
 xp

yxp
xXyp

X

Y

,
)|(  . 

Для краткости далее вместо )|( yYxpX   и )|( xXypY   бу-

дем писать )|( yxpX  и )|( xypY . 

Итак, для непрерывного случайного вектора (X, Y) мы при-

шли к следующему определению условной плотности распре-

деления. 

Определение7.2. Условной плотностью распределения 

случайной величины X, являющейся координатой двумерного 

случайного вектора (X, Y), при условии, что другая его коорди-
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ната приняла некоторое фиксированное значение у, т.е. Y = y, 

называют функцию )|( yxpX , определяемую соотношением  

                 
 
 yp

yxp
yxp

Y

X

,
)|(  .                                          (7.5) 

Аналогично определяют условную плотность распределения 

)|( xypY  координаты Y при условии X = х 

                     
 
 xp

yxp
xyp

X

Y

,
)|(   .                                (7.6) 

Введенные понятия — условное распределение (дискретной 

случайной величины), условная функция распределения и 

условная плотность распределения (для непрерывных случай-

ных величин) — называют условными законами распределе-

ния. 

Для проверки независимости случайных величин часто удоб-

но пользоваться следующим критерием. 

Критерий независимости случайных величин X и Y. 

Случайные величины X и Y являются независимыми тогда 

 и только тогда, когда условное распределение (функция рас-

пределения, плотность распределения) случайной величины X 

при условии Y= у совпадает с безусловным распределением 

(функцией распределения, плотностью распределения) случай-

ной величины X. 

   В частности, дискретные величины X и Y являются незави-

симыми тогда и только тогда, когда все условные вероятности 

}|{ jiij yYxXP   

совпадают с безусловными вероятностями 

}{ iX xXPp
i

 , 

т.е. все столбцы табл. 7.1 совпадают с последним. 

 

7.2. Условные числовые характеристики 
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Рассмотрим двумерную случайную величину (X, Y). В 

соответствии с результатами предыдущего параграфа можно 

определить условное распределение случайной величины X 

при условии, что случайная величина Y  приняла определенное 

значение у. Поскольку условное распределение обладает всеми 

свойствами обычного (безусловного) распределения, то по 

нему можно определить математическое ожидание, дисперсию 

и другие числовые характеристики, которые естественно 

назвать условными. Начнем со случая дискретной случайной 

величины (X, Y). Пусть случайная величина X принимает зна-

чения пхх ,,1   случайная величина Y — значения туу ,,1   и 

пусть 

,
}{

},{
}|{

jiY

ij

j

ji

jiij
p

p

yYP

yYxXP
yYxXP 




  

mjni ,1,1,   

условные вероятности случайной величине X принять 

значение ix при условии jyY  . 

Определение 7.3. Для дискретной двумерной случайной ве-

личины (X, Y) значением )|( jyYXM   условного матема-

тического ожидания дискретной случайной величины X при 

условии jyY  , называют число 





n

i

ijij xyYXM
1

)|(  . 

Далее для краткости будем писать )|( jyXM  вместо  

)|( jyYXM  .  По аналогии с (безусловным) математиче-

ским ожиданием M(Х) случайной величины X значение 

)|( jyXM  условного математического ожидания при условии 

jyY   задает „среднее" значение случайной величины X, но 

при условии, что случайная величина Y приняла значение jy . 
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Таким же образом интерпретируют значение 

)|( ixXYM   условного математического ожидания случай-

ной величины Y при условия ixX  . 

Согласно определению 7.3, значение )|( jyXM  услов-

ного математического ожидания зависит от значения jy  слу-

чайной величины Y, и только от него. Вспоминая понятие 

функции от случайной величины, приходим к следующему 

определению условного математического ожидания. 

Определение 7.4. Условным математическим ожиданием 

М(Х|Y) дискретной случайной величины X относительно дис-

кретной случайной величины Y называют функцию 

M(X|Y)=g(Y) от случайной величины Y, где область определе-

ния функции g(у) совпадает с множеством значений туу ,,1   

случайной величины Y, а каждому значению jy  аргумента у 

поставлено в соответствие число    g( jy ) = M(X| jy ). 

Подчеркнем еще раз, что условное математическое ожидание 

М(Х|Y) является функцией от случайной величины, т.е. также 

случайной величиной. 

Приведем примеры. 

Пример 7.1. Пусть 1Х  и 2Х — числа успехов в первом и 

втором испытаниях по схеме Бернулли с вероятностью успеха 

р. Найдем M( 1Х | 2Х ).  

  ppqХМ  100|1 ,    ppqХМ  101|1 . 

Таким образом, значения M( 1Х |0) и M( 1Х |1).  условного ма-

тематического ожидания совпадают для обоих значений 0 и 1 

случайной величины 2Х  и равны р. Поэтому 

  pXХМ 21 | . 

Пример 7.2. Найдем условное математическое ожидание 

М(Х|Y) случайной величины X — числа очков, выпавших на 

верхней грани игральной кости, относительно случайной вели-
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чины Y — числа очков, выпавших на нижней грани (см. при-

мер 7.2). 

 
 

  .10605040302116|

...............................................................................

,50615040302012|

,61605040302011|







ХМ

ХМ

ХМ

 

Полученный результат в терминах условного математическо-

го ожидания можно записать в виде  M(X|Y) = 7-Y. 

Определение 7.5. Для непрерывной двумерной случай-

ной величины (X, У) значением М(Х|Y),Y=у) условного мате-

матического ожидания непрерывной случайной величины X 

при условии Y = у называют число 

 




 dxyxxpYXM X |)|( ,  где   
 
 yp

yxp
yxp

Y

X

,
)|(   

является условной плотностью распределения случайной вели-

чины X при условии Y = у. 

Определение 7.6. Для непрерывной двумерной случайной 

величины (X, Y) условным математическим ожиданием 

М(Х|Y) непрерывной случайной величины X относительно слу-

чайной величины Y называют функцию g(Y) = M(X|Y) от слу-

чайной величины Y, принимающую значение g(у) = M(Х|у) при 

Y = у. 

Определение 7.7.   Функцию g(у) называют функцией ре-

грессии, или просто регрессией, случайной величины X на слу-

чайную величину Y, а ее график — линией регрессии случай-

ной величины X на случайную величину Y, или просто X на Y. 

Линия регрессии графически изображает зависимость „в 

среднем" случайной величины X от значения случайной вели-

чины Y. Совершенно аналогично определяют значение М(Y|х) 

условного математического ожидания случайной величины Y 

при условии X=х и условное математическое ожидание М(Y|Х) 

=  h(X). При этом функцию h(x) называют функцией регрессии, 
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или просто регрессией, случайной величины Y на случайную 

величину X, а ее график — линией регрессии Y на Х. Линия ре-

грессии Y на X графически изображает зависимость среднем” 

случайной величины Y от значения случайной величины  X. 

 

8. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ТЕОРИИ  

ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

 

        С самого начала изучения курса теории вероятностей мы 

говорили о том, что практическое применение методов этой 

математической дисциплины основывается на законе предель-

ного постоянства частоты события, установленном эмпириче-

ски. Согласно этому закону, если один и тот же опыт повторя-

ется многократно, то частота появления конкретного случай-

ного события теряет свойства случайности и приближается к 

некоторому пределу, который в соответствии со статистиче-

ским определением вероятности  и называют вероятностью. 

Однако для того чтобы теория согласовывалась с практикой, 

при аксиоматическом определении вероятности, которое мы 

использовали, этот закон предельного постоянства частоты 

должен быть обоснован теоретически. Иначе говоря, он дол-

жен быть сформулирован и доказан в виде одной или несколь-

ких теорем. В теории вероятностей теоремы такого типа обыч-

но называют различными формами закона больших чисел. В 

настоящей главе мы докажем некоторые формы этого закона, 

которые, в частности, поясняют смысл математического ожи-

дания случайной величины, и то, почему его называют также 

средним значением. 

 

8.1. Сходимость последовательности случайных величин 

Пусть ,...,...,, 21 nXXX представляет собой последова-

тельность случайных величин, заданных на одном и том же ве-

роятностном пространстве. Опишем типы сходимости после-
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довательности ,...,...,, 21 nXXX  к некоторой случайной вели-

чине X. Сразу же отметим, что естественно все определения 

сходимости вводить таким образом, чтобы сходимость после-

довательности случайных величин ,...,...,, 21 nXXX  к случайной 

величине X была эквивалентна сходимости последовательно-

сти ,...,...,, 2211 XXYXXYXXY nn  случайных величин 

к нулю, т.е. к случайной величине, принимающей всего одно 

значение 0. Поэтому далее мы будем говорить только о сходи-

мости последовательности ,...,...,, 21 nXXX  к нулю. Поскольку 

каждая из случайных величин iX представляет собой функ-

цию, заданную на пространстве элементарных исходов  , и 

существуют разные определения сходимости функций, то 

можно ввести и различные определения сходимости последо-

вательности случайных величин. 

Определение 8.1.  Если последовательность 

,...,...,, 21 nXXX случайных величин удовлетворяет условию  

Р(A) = 1, то говорят о сходимости этой последовательности с 

вероятностью 1, или почти наверное. 

Сходимость к нулю с вероятностью 1 записывается в виде 

0..


 

п

НП

nX . 

В дальнейшем мы в основном будем использовать сходи-

мость по вероятности. 

Определение 8.2. Если последовательность ,...,...,, 21 nXXX  

случайных величин для любого  > 0 удовлетворяет условию 

1}|{|lim 


n
n

XP , 

то говорят о сходимости этой последовательности по вероят-

ности. Сходимость к нулю по вероятности записывается в виде 

0



п

P

nX . 
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Смысл сходимости по вероятности заключается в том, что 

вероятность нарушения неравенства || nX   при увеличении 

п становится сколь угодно малой. 

Наконец, во многих приложениях теории вероятностей важ-

ную роль играет сходимость в среднем квадратичном. 

Определение 8.3. Если последовательность ,...,...,, 21 nXXX  

случайных величин удовлетворяет условию 

0)(lim 2 


n
n

XM , то говорят о сходимости этой последова-

тельности в среднем квадратичном. Сходимость к нулю в 

среднем квадратичном записывается в виде 

0..




п

кc

nX . 

8.2. Неравенства Чебышева. Закон больших чисел 

Прежде чем приступить к рассмотрению закона больших чи-

сел, рассмотрим два неравенства Чебышева. Заметим, что не-

равенства Чебышева представляют и самостоятельный инте-

рес, поскольку в современной теории вероятностей широко ис-

пользуются неравенства такого типа. 

Теорема 8.1. Для каждой неотрицательной случайной вели-

чины X, имеющей математическое ожидание M(X), при лю-

бом  > 0 справедливо соотношение  




MX
XP  }{ , называемое первым неравенством Чебы-

шева.         

Пример 8.1.   Пусть X — время опоздания студента на лек-

цию, причем известно, что  M(X) = 1 мин. Воспользовавшись 

первым неравенством Чебышева, оценим вероятность 

}5{ XP  того, что студент опоздает не менее, чем на 5 мин. 

Имеем 

2,0
5

}5{ 
MX

XP . 
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Таким образом, искомая вероятность не более 0,2, т.е. в 

среднем из каждых пяти студентов опаздывает, по крайней ме-

ре, на 5 мин не более чем один студент.   

Теорема 8.2. Для каждой случайной величины Х, име-

ющей дисперсию 2)( XD  , при любом   > 0 справедливо 

второе неравенство Чебышева 

2

2

}|{|



 MXXP . 

Пример 8.2. Пусть в условиях предыдущего примера извест-

но дополнительно, что 1)(  XD . Оценим минимальное 

значение 0x , при котором вероятность опоздания студента на 

время не менее 0x  не превышает заданного значения ЗР  = 0,1. 

Для решения поставленной задачи воспользуемся вторым не-

равенством Чебышева. Тогда 

2

0

2

00
)(

}{}{
MXx

MXxMXXPxXPРЗ





. 

Значит, 

ЗЗ P
MXxи

P
MXx

2

0

2
2

0 )(


 . 

Подставляя конкретные значения, имеем  

16,4
1,0

1
10 x . 

Таким образом, вероятность опоздания студента на время бо-

лее 4,16 мин не более 0,1.Сравнивая полученный результат с 

результатом примера 8.1, видим, что дополнительная инфор-

мация о дисперсии времени опоздания позволяет дать более 

точную оценку искомой вероятности. 
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Определение 8.5. Последовательность ,...,...,, 21 nXXX  слу-

чайных величин удовлетворяет закону больших чисел (слабо-

му), если для любого   > 0 

0
11

11

 













 n

n

i

i

n

i

i m
n

X
n

P  . 

Иными словами, выполнение закона больших чисел отражает 

предельную устойчивость средних арифметических случайных 

величин: при большом числе испытаний они практически пе-

рестают быть случайными и совпадают со своими средними 

значениями. Очевидно, что последовательность ,...,...,, 21 nXXX  

удовлетворяет закону больших чисел тогда и только тогда, ко-

гда среднее арифметическое случайных величин  

,...,...,, 2211 nn mXmXmX  сходится по вероятности к нулю 

при n .  

Теорема 8.3. Если последовательность ,...,...,, 21 nXXX неза-

висимых случайных величин такова, что существуют 

ii mXM )(  и 
2)( iiXD  , причем дисперсии 

2

i  ограничены 

в совокупности (т.е. Ci

2 ), то для последовательности 

,...,...,, 21 nXXX  выполнен закон больших чисел. При этом го-

ворят также, что к последовательности ,...,...,, 21 nXXX  случай-

ных величин применим закон больших чисел в форме Чебы-

шева. 

Следствие 8.1. Если случайные величины iX , i= 1,2,..., в 

условиях теоремы 8.3 являются также одинаково распределен-

ными (в этом случае mmi   и 
22  i ), то последовательность 

,...,...,, 21 nXXX  случайных величин удовлетворяет закону 

больших чисел в следующей форме:   тX
n п

P
n

i

i





1

1
. 
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Теорема 8.4. Пусть проводится п испытаний по схеме Бер-

нулли и Yn — общее число успехов в п испытаниях. Тогда 

наблюденная частота успехов     
n

Y
r n
n   

сходится по вероятности к вероятности р успеха в одном испы-

тании, т.е. для любого  > 0 

  0 
nn prP  . 

Обозначим iX  число успехов в i-м испытании Бернулли. То-

гда частоту успехов в п испытаниях можно определить в виде 





n

i

iт X
n

r
1

1
, причем M iX  =р      и      D )( iX  = pq. 

Значит, выполняются все условия следствия 8.1, из которого 

вытекает утверждение теоремы. Теорему 8.4 называют также 

теоремой Бернулли, или законом больших чисел в форме 

Бернулли. Из хода доказательства теоремы 9.4 видно, что за-

кон больших чисел в форме Бернулли является частным случа-

ем закона больших чисел в форме Чебышев. 

 

9. ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ 

 

Математическая статистика занимается разработкой ме-

тодов сбора, описания и обработки опытных данных, т.е. ре-

зультатов наблюдений, с целью получения научных и практи-

ческих выводов. 

 

9.1. Выборочный метод. Основные понятия 

 

Статистической совокупностью называется множество 

однородных объектов, объединенных по некоторому общему 

отличительному признаку. Примеры статистических совокуп-

ностей: множество рабочих данного цеха при изучении вопро-

са о количестве выпускаемой продукции, множество населения 
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данной страны при исследовании ее трудовых ресурсов. Отли-

чительные признаки: производительность труда в первом слу-

чае, возрастной состав населения во втором. 

Пусть требуется изучить некоторый признак статистиче-

ской совокупности. Для этого можно провести сплошное об-

следование. Но если число объектов достаточно велико, то 

осуществить указанное обследование не представляется воз-

можным. Если же изучение связано с уничтожением объекта 

(например, при определении продолжительности времени ра-

боты электронного оборудования) или с большими материаль-

ными затратами, то сплошное обследование не имеет смысла. 

Вследствие этого для изучения интересующего признака при-

меняется выборочный метод. Сущность этого метода заключа-

ется в том, что обследованию подвергаются не все объекты со-

вокупности, а только некоторая их часть, случайно выбранная 

из данной совокупности; выводы, полученные при изучении 

этой части, распространяются на всю совокупность объектов. 

Введем основные определения и понятия, связанные с 

выборочным методом. 

Генеральной совокупностью называется совокупность 

всех однородных объектов, подлежащих изучению. Выбороч-

ной совокупностью, или выборкой, называется совокупность 

объектов, случайно отобранных из генеральной совокупности. 

Объемом совокупности (генеральной или выборочной) назы-

вается число ее объектов. Например, если из 10 000 изготов-

ленных деталей для обследования отобрано 100, то объем ге-

неральной совокупности N = 10 000, объем выборки п = 100. 

Выборка бывает повторной (с возвращением исследуемого 

объекта в генеральную совокупность) и бесповторной (без 

указанного возвращения). На практике чаще используется бес-

повторная выборка. Выборка должна быть репрезентативной 

(представительной), т.е. такой, по которой можно уверенно 

судить об интересующем признаке всей генеральной совокуп-
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ности. Выборка будет репрезентативной, если ее осуществить 

случайным образом. 

При изучении некоторого признака выборочной сово-

купности производятся испытания (наблюдения). Пусть по-

средством независимых испытаний, проведенных в одинако-

вых условиях, получены следующие числовые значения: 

, ….., где п - объем выборки. Расположим эти зна-

чения в порядке их возрастания:  

x1, x2, …, xn    ( x1  x2 …  xn )                              (9.1)   

       Последовательность наблюдаемых значений  (i=1,2 … , 

n) записанных в возрастающем порядке (9.1), называется дис-

кретным вариационным рядом, а сами эти значения  назы-

вают вариантами. Среди вариант могут оказаться равные, то-

гда дискретный вариационный ряд можно записать так: 

                         x1, x2, …, xk                                                      (9.2)   

                                      n1, n2, …, nk 

где  - частота появления значения причем  

n1+n2+…+nk = n ,         



k

i

i nn
1

                             (9.3)  

Относительной частотой i варианты ix  называется отноше-

ние ее частоты к объему выборки: 

                       
n

ni
i                                                           (9.4) 

Очевидно, 

   1/
1




k

i

i nn  ,      1
1




k

i

i                                        (9.5) 

т.е. сумма относительных частот всех вариантов равна 1. 

 

9.2. Статистическое распределение.  

Полигон и гистограмма 

Статистическим распределением выборки называется 

соответствие между вариантами и их частотами (или относи-
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тельными частотами). Статистическое распределение может 

быть задано, например, с помощью таблицы, в которой указа-

ны варианты и соответствующие им частоты. 

Пример .  

 Задано распределение частот выборки объема  п = 60: 

xi   4 10 16 20 24 30 

ni  15 18 6 4     5 12 

Найти распределение относительных частот.  

Применяя формулу (9.4), вычисляем относительные 

частоты:    ;
4

1

60

151
1 

n

n
    ;

10

3

60

182
2 

n

n
  

;
10

1

60

63
3 

n

n
    ;

15

1

60

44
4 

n

n
  

;
12

1

60

55
5 

n

n
    .

5

1

60

126
6 

n

n


 

Следовательно, распределение относительных частот 

определяется таблицей  

    4   10   16    20    24    30 

i  1/4 3/10 1/10 1/15 1/12 1/5 

Отметим, что  

15/112/115/110/110/34/1
6

1


i

i  

        В целях наглядности статистическое распределение 

изображается графически. Если статистическое распределение 

задано перечнем вариант  xi  и соответствующих частот ni,  то 

на оси абсцисс откладывают варианты xi на оси ординат – ча-

стоты ni строят точки М 1 (х 1 , п 1 ) , М 2 ( х 2 , п 2 ) , …, M k ( x k , n k )  и 

последовательно соединяют их отрезками прямых; полученная 

ломаная называется полигоном частот. Аналогично строится 

полигон относительных частот, т.е. ломаная, отрезки которой 

последовательно соединяют точки 

М 1 (х 1 ,  1 ) , М 2 (х 2 ,  2 ) , …, M k (x k ,  k ) ,  где  i  - относи-
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тельная частота xi. На рис. 9.1 изображен полигон частот рас-

пределения, указанного в примере.  Кроме дискретных вариа-

ционных рядов рассматриваются интервальные вариационные 

ряды, в которых значения признака могут меняться непрерыв-

но. Примерами непрерывных случайных величин, валов, явля-

ются: урожай какой-либо зерновой культуры и др. 

 

 

 

 

 

 

Рис.9.1 

 

  Пусть имеются результаты измерений непрерывной случай-

ной величины X, для которой а и  - соответственно 

наименьшее и наибольшее значение. Отрезок  [а,b] разобьем 

на k элементарных отрезков.   Обозначим через число значе-

ний величины X, принадлежащих интервалу  Постро-

им таблицу. Эта таблица называется интервальным вариаци-

онным рядом. Относительной частотой соответствующей i-му 

интервалу, называется отношение частоты  ni  к объему выбор-

ки n , где . Очевидно, 1/
1




k

i

i nn

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Значения признака Частота 

  

  

… ... 

  
Сумма (объем выборки) 
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Разности называются ин-

тервальными разностями. Разность между наибольшим и 

наименьшим значением признаках  X , т.е. хк-х0  (или b-a ), 

называется размахом вариации. Плотностью распределения 

частот на интервале  называется  частное  

 

ni /(  х i-х i - 1 )   (i=1,2,…k)                                              (9.6) 

 

Интервальный вариационный ряд будет наиболее про-

стым, когда все интервальные разности равны между собой, 

т.е.  плотность распределения ча-

стот на  i-м  интервале в этом случае равна  ni /hi.Если стати-

стическое распределение задано перечнем интервалов и соот-

ветствующих им частот, то строят гистограмму частот.  

Гистограммой частот называется ступенчатая фигура, 

состоящая из прямоугольников с основаниями и 

высотами   . В случае равенства интервальных разностей все 

прямоугольники имеют одно и то же основание h, их высоты 

равны . На оси абсцисс откладывают частичные интервалы 

длины h, над i-м интервалом строят прямоугольник высоты 

(плотность частоты). Отметим, что площадь S гистограммы 

частот равна сумме всех частот, т.е. объему выборки. Действи-

тельно, если  – площадь i-го прямоугольника, то  
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На рис. 9.2 изображена гистограмма частот распределения 

объема п = 100, указанного в таблице 

 

 

Рис. 9.2 

Аналогично строится гистограмма относительных 

частот, т.е.  ступенчатая фигура, состоящая из прям о-

угольников, основания которых равны   длина 

каждого частичного интервала),  а высоты - ii h/  (это 

отношение  

называется плотностью относительной частоты).  

Очевидно, площадь s гистограммы относительных ча-

стот равна сумме относительных частот, т.е.  един и-

це. В самом деле, если  -  площадь i-го прямоуголь-

ника, то 

Частичный  

интервал дли-

ны h=4  

1-5 5-9 9-13 13-17 17-21 

Сумма ча-

стот вариант 

частичного 

интервала  

10 20 50 12 8 

Плотность 
частоты   ni/h 

2,5 5 12,5 3 2 
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9.3. Эмпирическая функция распределения 

 

Эмпирической функцией распределения, или  функци-

ей распределения выборки, называется функция, опреде-

ляющая для каждого значения х относительную ч а-

стоту события X < х. Обозначим эмпирическую фун к-

цию распределения через F*(x) ; если  -  число вари-

ант, меньших х,  п -  объем выборки, то по определе-

нию 

                                                                     (9.7) 

Из определения эмпирической функции след у-

ет,  что свойствами: 1)значения 

функции  принадлежат отрезку [0,1]; 2) F*(x) – неубыва-

ющая функция; 3) если a- наименьшая , b- наибольшая  вари-

анта , то F*(x)=0 при x≤ a; F*(x) = l при  x>b .  Функцию  

F (x )  распределения  генеральной совокупности, в о т-

личие от эмпирической функции F
*
( x )  распределения 

выборки, называют теоретической функцией распределе-

ния. Различие между эмпирической и теоретической 

функцией распределения состоит в том, что первая 

определяет относительную частоту события X < x,  а 

вторая - вероятность того же события.  

Пример. 

Найти эмпирическую функцию по данному распределе-

нию выборки : 

 

 варианты xi 6 8 12 15 

частоты   2 3 10 5 
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Объем выборки


4

1i

in = 2 + 3 + 10 + 5 = 20. Наименьшая 

варианта  =6, поэтому F*(x) = 0 ,  если  x≤ 6.  Значение  

X < 8, т.е.   =6, наблюдалось 2 раза, поэтому F* (x) 

=  = 0,1, если  6 < x ≤ 8.  Значения   X  < 12, т.е .  = 6,  

х2  = 8,  наблюдались  2 + 3 = 5 раз, поэтому  F* ( x )  = 

5/20= 0, 25 ,  если  8 < x≤  12.  

 Значения     X < 15,    т.е .     = 6,  = 8,   х3 = 12,    

наблюдались 2 + 3 + 10=15 раз,  поэтому F* (x )  =  = 

0,75 ,  если  12 < x   ≤  15. 

Поскольку  = 15 - наибольшая варианта, то  F* ( x )  = 

1,  если x > 15. Итак,  искомая эмпирическая функция 

определяется формулами 

Рис. 9.3 

 

9.4. Оценка параметров по выборке.  Понятие 

несмещенности , состоятельности и эффективности оценки 

Пусть случайная величина X имеет распределение 

F( ,x ), содержащее неизвестный параметр. Требуется оценить 

параметр   , т.е. приближенно определить его значение по не-

которой выборке ,, ...,  Оценку параметра Α, обозначим че-

рез ; очевидно,  зависит от ,, ..., , т.е. 

                        =   ( ,                                       (9.8) 

Отметим, что   является случайной величиной, так как в i- й 

серии из n испытаний   принимает некоторое значение . 
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Следовательно, можно говорить о распределении этой величи-
ны и о числовых характеристиках распределения. 

Чтобы оценка   неизвестного параметра Α имела практи-
ческую ценность, к ней предъявляются некоторые требования. 

Оценка параметра   называется несмещенной, если ма-
тематическое ожидание   равно  , т.е. 

                    M ( ) = α,                                                            (9.9) 

и смещенной, если 

                      M ( ) ≠ α.                                              (9.10) 

Оценка   параметра     называется состоятельной, если при 

любом   >0 

    1)~(lim 


P
n

                                            (9.11)   

Очевидно равенство (9.11) выполняется, если 

0)~(lim 


D
n

                                             (9.12) 

Это следует из неравенства Чебышева ( см. (9.1)). 

Оценка  называется Эффективной, если при заданном n 

она имеет наименьшую дисперсию, т.е. 

                                               (9.13) 

Желательно, чтобы полученные из опыта оценки харак-
теристик генеральной совокупности удовлетворяли требовани-
ям несмещенности, состоятельности  и  эффективности. 

9.5. Генеральная средняя. Выборочная средняя  

Пусть требуется изучить дискретную генеральную сово-
купность относительно количественного признака X. 

Генеральной средней называется среднее арифметиче-

ское значений признака X генеральной совокупности. Обозна-

чим генеральную среднюю через . Если все значения 

 признака генеральной совокупности объема N яв-

ляются различными, то 
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N

xxx
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Г




...21  ,   



N

i

iГ x
N

x
1

1
         (9.14) 

Поскольку признак X можно рассматривать как случайную ве-

личину, возможные значения которой  имеют одну 

и ту же вероятность P  = 1: N ,  математическое ожидание этой 

величины определяется формулой 





N

i

ГiN xxNNxNxXM
1

1 )/1(/.../)(              (9.15)                         

Если   значения  имеют   соответственно частоты 

N1, N 2 , . . , N m , причем  NN
m

i

i 
1

, то  

  (9.16) 

Отметим, что формула (9.15) справедлива и для этого случая. 

При непрерывном распределении признака X  по определению 

полагают 

                                                (9.17) 

Предположим, что для изучения генеральной совокупно-

сти относительно количественного признака X  из нее извлече-

на выборка объема п. 

Выборочной средней   называется среднее арифмети-

ческое значений признака выборочной совокупности. Если все 

значения различны, то 

       
n

xxx
x n

в




...21       



n

i

iв x
n

x
1

1
                  (9.18) 

   Если значения    имеют соответственно частоты 

, причем , то  
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n

xnxnxn
x kk

в



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
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iiв xn
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x
1

1
                     (9.19) 

Так как каждой выборке объема n , извлеченной из генераль-

ной совокупности, соответствует некоторое число   , опреде-

ляемое формулой(9.18) или (9.19), то выборочную среднюю 

можно рассматривать как случайную величину ХВ .  

Выборочную среднюю принимают в качестве оценки ге-

неральной средней. Покажем, что эта оценка является несме-

щенной и состоятельной, т.е. M(XB) = ,   

.  Не уменьшая общности рассуж-

дений, предполагаем, что все значения  различны. 

Будем рассматривать эти значения как независимые, одинако-

во распределенные случайные величины ; они 

имеют одинаковые числовые характеристики, в частности, од-

но и то же математическое ожидание а. Учитывая свойства ма-

тематического ожидания, получаем 

a
n

XXX
MXM n

B 


 )
...

()( 21                      (9.20) 

             aXM B )(                                                   (9.21) 

Поскольку каждая из величин имеет то же распре-

деление, что и генеральная совокупность, математическое 

ожидание признака X генеральной совокупности  равно а, т.е. 

М ( Х )  = а.  Из формул (9.15), (9.20) и (9.21) следует, что 

   ГB xXM )(                                           (9.22) 

Это равенство означает, что выборочная средняя является не-

смещенной оценкой генеральной средней. Предполагая, что 

дисперсии случайных величин ограничены, на ос-

новании следствия  теоремы Чебышева  имеем   

  

так как а =xГ в силу равенств (9.15) и (9.21). Следовательно, 

при неограниченном увеличении объема выборки выборочная 

средняя стремится по вероятности к генеральной средней. По-

   (9.21) 



 

 181 

следнее равенство означает, что выборочная средняя будет со-

стоятельной оценкой генеральной средней. 

Из предыдущего следует ,  что выборочные средние, 

найденные по нескольким выборкам достаточно большого 

объема из некоторой генеральной совокупности, приближенно 

равны между собой. Это утверждение выражает свойство 

устойчивости  выборочных  средних. 

 

9.6. Генеральная дисперсия. Выборочная дисперсия. 

Эмпирическая дисперсия 

 

Для характеристики рассеяния значений количественного 

признака X генеральной совокупности вокруг своего среднего 

значения служат понятия генеральной дисперсии и генераль-

ного среднего квадратического отклонения. 

Генеральной дисперсией DT называется среднее арифме-

тическое квадратов отклонения значений признака X генераль-

ной совокупности от их среднего значения  Если все значе-

ния  признака генеральной совокупности объема N 

являются различными, то 

         



N

i

ГiГ xx
N

D
1

2)(
1

                        (9.23) 

Если значения x1, x2, …, xk имеют соответственно частоты 

N1, N 2 , . . , N k  причем  N1+ N 2 +…+, N k =N  ,  то 

               



n

i

ГiiГ xxN
N

D
1

2)(
1

                         (9.24) 

Генеральным средним квадратическим отклонением  
называется корень квадратный из генеральной дисперсии, т.е. 

                                                              (9.25)  

Для характеристики рассеяния значений количествен-

ного признака выборки вокруг среднего значения  вводят 

понятия выборочной дисперсии и выборочного среднего квад-

ратического отклонения 
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Выборочной дисперсией DB называют среднее арифме-

тическое квадратов отклонения наблюдаемых значений выбор-

ки от их среднего значения . 

 Если все значения , признака выборки объема 

n различны, то    

                      



N

i

ВiВ xx
N

D
1

2)(
1

                      (9.26) 

Если значения x1, x2, …, xk имеют соответственно частоты  

n1, n2, …, nk, причем  n1+n2+…+nk=n, то 

   



k

i

ВiiВ xxn
n

D
1

2)(
1

                                              (9.27) 

Выборочное среднее квадратическое отклонение 

определяется формулой 

 

                                                                  (9.28) 

Для вычисления выборочной дисперсии можно пользо-

ваться формуло 

    DB = ,                            (9.29) 

где 

      



k

i

iiВ xn
n

x
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1
      
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
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iiВ xn
n
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       (9.30) 

 

Докажем формулу (9.29).  Из формулы (9.27), получаем 

DВ= 



k

i

ВВВii xxxxn
n 1

222 )()(
1

  

  Из формулы (9.24) аналогично находим       
22 )( ГГГ xxD  . 

Следовательно, для обоих случаев 

 
2)(xxD                                     (9.31) 
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где x
2
 – среднее квадратов значение; (x

2
) – квадрат общей сред-

ней. 

Можно доказать, что  

                           ГВ D
n

n
DM

1
)(


                             (9.32) 

Так как ГВ DDM )( , то выборочная дисперсия DВ  яв-

ляется смещенной оценкой генеральной дисперсии DГ . Чтобы 

получить несмещенную оценку генеральной дисперсии  DГ, 

вводят понятие так называемой эмпирической (или исправлен-

ной) дисперсии s
2
. 

   Эмпирическая, или исправленная, дисперсия s
2 

опре-

деляется формулой 

 


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 ВD
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                                         (9.33) 

Исправленная дисперсия (9.33) является несмешанной 

оценкой генеральной дисперсии, так как 

M(
2s )=M( 


)

1
ВD

n

n



)(

1
ВDM

n

n
ГГ DD
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
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

1

1
 

Для оценки среднего квадратического отклонения гене-

ральной совокупности служит «исправленное» среднее квадра-

тическое отклонение, или эмпирический стандарт 

 s= 






k

i

Вii xxn
n

s
1

22 )(
1

1
                                            (9.34) 

В случае, когда все значения  x1, x2, …, xn различны, т.е. 

все ni=1 и k = n, формулы 

 (9.33) и (9.34) принимают вид 


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                                                       (9.35)  
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

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                                                         (9.36) 

 

9.7. Доверительная вероятность. Доверительный  интервал 

 

     Оценка, определяемая одним числом, называется точечной. 

При выборке малого объема точечная оценка может суще-

ственно отличаться от истинного значения неизвестного пара-

метра. Вследствие этого пользуются интервальными оценками.  

     Оценка, определяемая двумя числами – концами интерва-

лов, называется интервальной. 

      Пусть ~  - оценка неизвестного параметра   , полученная 

по данным выборки. Очевидно оценка тем точнее, чем меньше 

модуль разности     ~ . Если  0  и   ~ , то чем 

меньше  , тем точнее оценка ~   ; число     характеризует 

точность оценки. 

       Доверительной вероятностью, или надежностью, 

оценки ~   параметра    называется вероятность   , с которой 

осуществляется неравенство   ~ , т.е. 

       )~(P                                                 (9.37) 

Обычно надежность    задается заранее, в качестве    берут 

число, близкое к единице. Так как неравенство    ~     

равносильно неравенствам   ~    или 

  ~~ , то формулу (9.37) можно записать в виде 

 

                                   )~~(P              (9.38) 

         Эта формула означает следующее: вероятность то-

го, что интервал )~,~(   заключает в себе (покрывает) 

неизвестный параметр  , равна  . Интервал )~,~(   ,
 

который покрывает неизвестный параметр   с заданной 
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надежностью  , называется доверительным интервалом. 

Концы доверительного интервала называют доверительными 

границами. Доверительные границы являются случайными 

величинами (они изменяются от выборки к выборке). 

        Рассмотрим вопрос о построении доверительного интер-

вала для оценки математического ожидания  нормального 

распределения при известном значении среднего квадратиче-

ского отклонения  . 

        Пусть количественный признак X генеральной совокупно-

сти имеет нормальное распределение с заданным   и неиз-

вестным  . Оценим неизвестный параметр   выборочной 

средней xв; найдем доверительный интервал, покрывающий 

параметр   с надежностью  . Так как выборочное среднее xв  

меняется от выборки к выборке, его можно рассматривать как 

случайную величину xв. Выборочные значения x1, x2, …, xn 

также меняются от выборки к выборке. Будем рассматривать 

их, как одинаково распределенные случайные величины 

nXXX ,...,, 21  (математическое ожидание каждой из этих вели-

чин равно  , среднее квадратическое отклонение равно  ). В 

соответствии с формулами п. 9.3 (см. (9.31) и (9.33)) имеем 

             )( вXM ,  
n

X в


 )(                               (9.39) 

Потребуем, чтобы 

                      )|(| вXP                                    (9.40) 

Поскольку случайная величина вX  также имеет нор-

мальное распределение, то, применяя формулу (см. п. 9.9) 

 












 ФXP 2)|(|

 

к величинам вX  и 
n

X в


 )( ,  

находим      

 )(22)|(| tФ
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где 

                       


 n
t  ,                                                (9.42) 

Из последнего равенства определим 
n

t


   и подста-

вим в формулу (9.41): 

 

      )(2|(| tФ
n

t
XP в 


                                         (9.43) 

или 

                

)(2)( tФ
n

t
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n
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


 ,                                                

 

где xB - выборочное среднее. 

Поскольку вероятность P  задана и равна  , т.е. 

        





 )(
n

t
x

n

t
xP bв ,                           (9.44) 

то последнее означает, что доверительный интервал 

              ),(
n

t
x

n

t
x bв


                                        (9.45) 

покрывает неизвестный параметр   с надежностью  . Из 

формулы (9.42) находим точность оценки 

                            
n

t
                                               (9.46) 

Отметим, что число t определяется равенством 

                        )(2 tФ ,                                             (9.47) 

получающимся из (9.43) и (9.44); значение t находится с 

поощью таблиц функции Лапласа. 
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10. ПРОЦЕСС ПУАССОНА. 

МАРКОВСКИЕ СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ. 

 

Основные понятия 

Практические задачи часто бывают связаны с изучением 

случайных величин, изменяющихся во времени. Например, 

помехи радиоприема случайны и зависят от времени, этим же 

свойством обладают отклонения управляемого объекта от рас-

четной траектории. Математической абстракцией подобных 

процессов является понятие случайного процесса или случай-

ной функции X(t). Случайный процесс  Х(t) характеризуется 

следующими чертами: 

1) при каждом значении времени  t  = 0t   определена случай-

ная величина )( 0tX  со своим законом распределения  f(x). 

Случайная величина )( 0tX называется сечением случайного 

процесса Х(t) в точке 0t ; 

2) случайные величины Х( 1t ) и Х( 2t ), как правило, зависимы, в 

особенности, если 1t  и 2t  близки (т.е. при малых | 1t  - 2t |). Если 

рассмотреть последовательность моментов времени               

     1t , 2t ,…, nt    (| it – 1it | = ∆)                             (10.1) 

и соответствующие им случайные величины 

Х( 1t ), Х( 2t ), …, Х( nt )                                                               (10.2) 

- сечения процесса Х(t), то можно говорить о совмест-

ном распределении этих случайных величин. 

 

Марковские случайные процессы 

Марковские случайные процессы характеризуются следу-

ющими свойствами: их основные конечномерные функции 

распределения 

),,/;(),,...,,,,/;( 11112211   nnnnnnnn xtxtPxtxtxtxtP   (11.12) 
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т.е. условное распределение 1)(  nn xtX  и не зависит от 

остальных условий при любых 221 ,...,, nttt . Марковский про-

цесс вполне определяется своей второй конечномерной функ-

цией ),;,( 2121 xxttF  или первой конечной функцией распреде-

ления ),( 11 xtF  совместно с “вероятностями перехода” 

),,/,( 1122 xtxtP  12 tt  . Марковский случайный процесс является 

процессом 2-го порядка. 

Процесс Пуассона 

Важным частным случаем Марковского процесс является 

процесс Пуассона. Типичным примером процесса Пуассона 

служит процесс, описывающий работу телефонной станции; 

реализация (траектория) такого процесса есть функция, равная 

количеству вызовов, поступивших на станцию за время t. Об-

щий же случай, так же как и приведенный пример, характери-

зуется тем, что сечения процесса представляют собой дискрет-

ные величины, а реализация процесса – неубывающая функ-

ция. Кроме условий, которые определяют Марковский про-

цесс, для пуассоновского процесса предполагается выполнение 

дополнительных условий. А именно, вторая конечномерная 

функция распределения должна обладать свойствами: 



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







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1

1
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

xx

xx
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xx

        (10.3) 

Здесь  - некоторая положительная постоянная (параметр 

распределения Пуассона), )( t  - бесконечно малая более вы-

сокого порядка малости, чем 12 ttt  , т.е. 0
)(

lim
0






 t

t

r


. 

Вероятность  ),/,( 1122 xtxtP  можно вычислить в явном виде. А 
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именно, оказывается, что функция ),/,( 1122 xtxtP  зависит толь-

ко от ( 12 xx  ) и ( 12 tt  ), т.е. имеет вид  ),(),/,( 1122 tkxtxtP  . 

При этом 

at
k

e
k

at
tk 

!

)(
),( ,         0t ,  ...2,1,0k            (10.4) 

Случайные процессы с независимыми приращениями 

Пусть дано однопараметрическое семейство )(tX  случай-

ных величин такое, что для любого конечного множества ве-

щественных чисел  nttt  ...21  приращения )()( 1 kk tXtX   

попарно независимы. Это свойство определяет случайный 

процесс, который называется случайным процессом с незави-

симыми приращениями. Примером такого процесса является 

описанный выше пуассоновский процесс. 

Определение 6. Случайный процесс с независимыми при-

ращениями называется процессом со стационарными прира-

щениями, если распределение )()( tXstX   зависит только 

от  s и не зависит от t.  

Случайные процессы со стационарными независимыми 

приращениями обладают рядом интересных свойств и описы-

вают важные в практическом отношении реальные случайные 

процессы. Главным свойством процесса с независимыми при-

ращениями являются следующее: пусть числовой интервал  

(s, s+t) разбит на n равных частей точками 

tstttst n  ...210 . Рассмотрим случайные величины 

)()( 1,  kknk tXtXX . Приращение случайного процесса 

)()( tXstX   является суммой n независимых случайных ве-

личин nkX , : 



n

k

nkXtXstX
1

,)()( .                            (10.5) 

Если процесс стационарен, то все случайные величины 

nkX ,  распределены одинаково. 
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11. ПОНЯТИЕ О НЕЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ 

 

Основные понятия 

В том случае, когда гипотеза линейной зависимости 

функции отклика у от фактора х не выполняется или когда при 

графическом изображении точек нелинейность явно просмат-

ривается «на глаз», нужно использовать нелинейную формулу 

парной зависимости. Следует только помнить, что речь идет о 

зависимости, нелинейной по фактору х. По параметрам зави-

симость должна оставаться линейной. Модель нелинейной 

парной регрессии имеет вид 

 )(...)()( 1100 xxxy mm  ,                (11.1) 

где )(xj  - заданные функции, j  - неизвестные коэф-

фициенты уравнения регрессии (параметры модели). Матри-

цу F с элементами )( ijij xf  , равными значению j-й функции 

в i-м опыте, называют регрессивной матрицей: 























)()()(

)()()(

)()()(

10

22120

11110

nmnn

m

m

xxx

xxx

xxx

F















. 

Оценки параметров модели вычисляются по формуле 

              YFFFB TT 1
 ,                                              (11.2) 

где 
T

nyyyY ),...,,( 21  - матрица-столбец опытных зна-

чений функции отклика, п – число опытов, 
T

mbbbB ),...,,( 10  - 

матрица-столбец оценок коэффициентов модели j . В резуль-

тате расчетов получим эмпирическое уравнение регрессии 

  )(...)()(~
1100 xbxbxby mm                               (11.3) 

Значимость коэффициентов регрессии j  проверяют по 

критерию Стьюдента: 
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)1(  mnt
s

b
t p

b

j

j

,                                       (11.4)                       

где 2/1 p  - доверительная вероятность,   - уро-

вень значимости, погрешность коэффициента регрессии 

            12  jjостb ass
j

,                                                  (11.5) 

Остаточная дисперсия 

      
1

))(~(
1

2

2









mn

xyy

s

n

i

ii

ост ,                                              (11.6) 

1

jja  - элемент матрицы   1
FF T . 

Доверительный интервал для коэффициентов регрессии:  

jj bpjjbpj smntbsmntb  )1()1(  .    (11.7) 

Если доверительный интервал накрывает нуль, то соот-

ветствующий коэффициент считается незначимым. 

Для того чтобы выбрать лучшую формулу связи с точки 

зрения предсказания результатов опытов, необходимо прове-

рить все известные функции )(xj . Это нереальная задача, по-

этому на практике проверяют ряд моделей: xy /10   , 

xey 10   , xy lg10   , 
nxy 10    и т.д. Выбор опти-

мальной модели осуществляется по наименьшей остаточной 

дисперсии. Чаще всего используют полиномиальную модель 

регрессии:   ...3

3

2

210  xxxy  .                         (11.8) 

При этом проверку начинают с линейной модели, а затем по-

степенно увеличивают порядок уравнения регрессии. С неко-

торого момента при повышении порядка остаточная дисперсия 

вместо того, чтобы уменьшиться, может увеличиваться. Это, 

как правило, и является условием прекращения счета. Недо-

статком этого метода является то, что с ростом степени прихо-

дится заново вычислять все коэффициенты. Этот недостаток 
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можно устранить, используя ортогональные полиномы. В 

этом случае аппроксимирующий многочлен строится в виде 

суммы повышающих степеней )(...)(~
00 xаxаy mm  , при-

чем добавления нового слагаемого )(11 xа mm    не изменяет вы-

численных ранее коэффициентов. 

На практике при анализе результатов исследований часто 

имеет место ситуация, когда количественное изменение изуча-

емого явления (функции отклика) зависит не от одной, а от не-

скольких причин (факторов). В этом случае модель имеет вид 

(модель нелинейной множественной регрессии) 

)(...)()( 1100 xxxy mm  ,                    (11.9) 

где ),...,,( 21 kxxxx   - вектор факторов. Регрессионная 

матрица будет выглядеть следующим образом: 























)()()(

)()()(

)()()(

10

22120

11110

nmnn

m

m

xxx

xxx

xxx

F















, 

где iх  - значение факторов в i-м опыте. Оценки параметров 

модели (11.9) вычисляются по формуле (11.2). Значимость ко-

эффициентов регрессии определяется по формулам (11.4)-

(11.7), где вместо ix  используется iх . Чаще всего множествен-

ный нелинейный регрессионный анализ начинают с определе-

ния оценок коэффициентов квадратичной модели 

    




k

ji
ji

jiij

k

i

ii xxxy

)(
1,1

0  .                     (11.10) 

Затем рассматривается кубичная модель и т.д. Степень 

модели можно повышать до тех пор, пока уменьшается оста-

точная дисперсия. Для практических целей, как правило, огра-

ничиваются квадратичной формой (11.10). 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В настоящем пособии рассмотрен теоретический мате-

риал  и задачи  по  теории вероятностей,  математической ста-

тистики.                                    

.        Данная работа, которая содержит четкое и краткое изло-

жение теории, большое количество задач и разобранных при-

меров, существенно восполнит имеющиеся пробелы в учебной 

литературе по вышеуказанным  разделам математики  для ба-

калавров  инженерно-технических специальностей втузов 

Издание рекомендуется для работы на практических за-

нятиях, при подготовке к контрольным работам, а также при 

выполнении типовых расчетов и при составлении комплекс-

ных заданий,  аттестационных контрольных заданий по ука-

занным темам. Считаем, что данное пособие поможет более 

глубокому и полному усвоению студентами учебного материа-

ла по данным в пособии разделам и будет соответствовать  эф-

фективной организации учебного процесса   
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

                            Таблица  П.1 

Значения функции   Р(т; ) =
!m

em  
 

т   

 
 

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

0 0,9048
4 

81873 74082 67032 60653 54881 49659 44933 40657 36788 

1 0,9048 16375 22225 26813 30327 32929 34761 35946 36591 36788 

2   00452 01637 03334 05363 07582 09879 12166 14379 16466 18394 

3 00015 00109 00333 00715 01264 01976 02839 03834 04940 06131 

4  00005 00025 00072 00158 00296 00497 00767 01111 01533 

5   00002 00006 00016 00036 00070 00123 00200 00307 

6     00001 00004 00008 00016 00030 00051 

7       00001 00002 00004 00007 
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8          00001 

m   

 
 

1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 5,5 6,0 

0 0,2231
3 

13534 08208 04979 03020 01832 01111 00674 00409 00248 

1 33470 27067 20521 14936 10569 07326 04999 03369 02248 01487 

2 25102 27067 25652 22404 18496 14653 11248 0842 06181 04462 

3 12551 18045 21376 22404 21579 19537 16872 14037 11332 08924 

4 04707 09022 13360 16803 18881 19537 18981 17547 15582 13385 

5 01412 03609 06680 10082 13217 15629 17083 17547 17140 16062 

6 00353 01203 02783 05041 07710 10420 12812 14622 15712 16062 

7 0076 00344 00994 02160 03855 05954 08236 10444 12345 13768 

8 0014 00086 00311 00810 01687 02977 04633 06528 08487 1032 

9 0002 00019 00086 00270 00656 01323 02316 03627 05187 06884 

10  00004 00022 00081 00230 00529 01042 01813 02853 04130 

11  00001 00005 00022 00073 00192 00426 00824 01426 02253 

12   00001 00006 00021 00064 00160 00343 00654 01126 

13    00001 00006 00020 00055 00132 00277 00520 

14     00001 00006 00018 00047 00109 00223 

15      00002 00005 00016 00040 0О89 

16       00002 00005 00014 ООЗЗ 

17        00001 00004 00012 

18         00001 00004 

19          00001 
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Таблица  П.2  

Значения функции  
2/2

2

1
)( xex 


  

 

X Сотые доли X 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 0,3989
4 39892 

39886 39876 39862 39844 39822 39797 39767 39733 

0,1 39695 39654 39608 39559 39505 39448 39387 39322 39253 39181 

0,2 39104 39024 38940 38853 38762 38667 38568 38466 38361 38251 

0,3 38139 38023 37903 37780 37654 37524 37391 37255 37115 36973 

0,4 36827 36678 36526 36371 36213 36053 35889 35723 35553 35381 

0,5 35207 35029 34849 34667 34482 34294 34105 33912 33718 33521 

0,6 33322 33121 32918 32713 32506 32297 32086 31874 31659 31443 

0,7 31225 31006 30785 30563 30339 30114 29887 29659 29431 29200 

0,8 28969 28737 28504 28269 28034 27798 27562 27324 27086 26348 

0,9 26609 26369 26129 25888 25647 25406 25164 24923 24681 24439 

1,0 24197 23955 23713 23471 23230 22988 22747 22506 22265 22025 

1,1 21785 21546 21307 21069 20831 20594 20357 20121 19886 19652 

1,2 19419 19186 18954 18724 18494 18265 18037 17810 17585 17360 

1,3 17137 16915 16694 16474 16256 16038 15822 15608 15395 15183 

1,4 14973 14764 14556 14350 14146 13943 13742 13542 13344 13147 

1,5 12952 12758 12566 12376 12188 12001 11816 11632 11450 11270 

1,6 11092 10915 10741 10567 10396 10226 10059 09893 09728 09566 
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1,7 09405 09246 09089 08933 08780 08628 08478 08329 08183 08038 

1,8 07895 07754 07614 07477 07341 07206 07074 06943 06814 06687 

1,9 06562 06438 06316 06195 06077 05959 05844 05730 05618 05508 

2,0 05399 05292 05186 05082 04980 04879 04780 04682 04586 04491 

2,1 04398 04307 04217 04128 04041 03955 03871 03788 03706 03626 

2,2 03547 03470 03394 03319 03246 03174 03103 03034 02965 02898 

2,3 02833 02768 02705 02643 02582 02522 02463 02406 02349 02294 

2,4 02239 02186 02134 02083 02033 01984 01936 01888 01842 01797 

2,5 01753 01709 01667 01625 01585 01545 01506 01468 01431 01394 

2,6 01358 01323 01289 01256 01223 01191 01160 01130 01100 01071 

2,7 01042 01014 00987 00961 00935 00909 00885 00861 00837 00814 

2,8 00792 00770 00748 00727 00707 00687 00668 00649 00631 00613 

2,9 00595 00578 00562 00545 00530 00514 00499 00485 00470 00457 

X Десятые доли 

 0 2 4 6 8 

3,0 0,0044

3 

00238 00123 00061 00029 

4,0 00013 00006 00002 00001   

Таблица  П.3     

 Значения интеграла Лапласа  


x

t dtexФ
0

2/

0

2

2

1
)(


 

   
X 

Сотые доли X 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 0,00000 00399 00798 01197 01595 01994 02392 02790 03188 03586 

0,1  03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06749 07142 07535 

0,2  07926 08317 08706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409 

0,3  11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173 

0,4  15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18439 18793 

0,5  19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240 

0,6  22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490 

0,7  25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28528  2       28524  

0,8  28814 29103 29389 29673 29955 30234 30511 30785 31057 3132731        31327 

0,9  31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891 

1,0  34134 34375 34614 34850 35083 35314 35543 35769 35993 36214 

1,1  36433 36650 36864 37076 37286 37493 37698 37900 38100 38298 

1,2  38493 38686 38877 39065 39251 39435 39617 39796 39973 40147 

1,3  40320 40490 40658 40824 40988 41149 41308 41466 41621 41774 

1,4  41924 42073 42220 42364 42507 42647 42786 42922 43056 43189 

1,5  43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408 

1,6  44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449 

1,7  45543 45637 45728 45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327 
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1,8  46407 46485 46562 46638 46712 46784 46856 46926 46995 47062 

1,9  47128 47193 47257 47320 47381 47441 47500 47558 47615 47670 

2,0  47725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 48077 48124 48169 

2,1  48214 48257 48300 48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574 

2,2  48610 48645 48679 48713 48745 48778 48809 48840 48870 48899 

2,3  48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158 

2,4  49180 49202 49224 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49361 

2,5  49379 49396 49413 49430 49446 49461 49477 49492 49506 49520 

2,6  49534 49547 49560 49573 49585 49598 49609 49621 49632 49643 

2,7  49653 49664 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736 

2,8  49744 49752 49760 49767 49774 49781 49788 49795 49801 49807 

2,9  49813 49819 49825 49831 49836 49841 49846 49851 49856 49861 

X Десятые доли х 

 0 2 4 6 8 

3,0  0,4986 49931 49966 49984 49993 

4,0  49997 49999       
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