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ВВЕДЕНИЕ

     Настоящие методические указания содержат теоретический
материал, разбор и подробное решение некоторых задач типо-
вого   расчета по теме:“Функции нескольких переменных”. Со-
держание методических указаний соответствует программе
курса математики для студентов инженерно-технических спе-
циальностей вузов рассчитанной на  600 часов и утвержденной
Министерством образования Российской Федерации в соответ-
ствии с новыми образовательными стандартами.

В данной работе изложены основные понятия из теории
функции нескольких переменных. Методическое указание со-
держит большое количество задач для проведения практиче-
ских и индивидуальных занятий.  К задачам даны ответы,
большое количество пояснений дает возможность многие при-
меры выносить на самостоятельную работу.

1. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ
         ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

1.1. Область определения

Переменные  x,y,z,  …,t  называются независимыми меж-
ду собой,  если каждая из них принимает любые значения в
своей области изменения,  независимо от того,  какие значения
принимают при этом остальные переменные.

Переменная величина  u  называется однозначной функ-
цией независимых переменных  (аргументов)  x,y,z,…,t,  если
каждой совокупности их значений (x,y,z …,t) из области D со-
ответствует единственное определенное значение u U. Функ-
циональная зависимость обозначается так:  u=f(x,y,z, …,t), или
f: D→U, где U – множество значений функции f.

Областью определения (существования) D функции
u=f  (x,y,z,…,t)  называется совокупность значений  x,y,z,…,t,
при которых функция определена,  то есть принимает опреде-
ленные действительные значения.
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Так,  для функции двух переменных  z=f (x,  y)  областью
определения является совокупность точек  (x,y)  координатной
плоскости  XOY, в которых функция определена  (существует).
Эта область определения представляет собой конечную или
бесконечную часть плоскости  XOY,  ограниченную одной или
несколькими кривыми (границей области D).

Аналогично,  для функции трех переменных  u=f(x,y,z)
областью определения служит некоторое тело в пространстве
OXYZ.

Рассмотрим примеры нахождения областей определе-
ния функций.

Пример 1.
Решение.  Первое слагаемое функции определено при

, или . Второе слагаемое имеет действи-

тельные значения,  если ,  то есть при   или при

.  Значит,  область определения всей функции есть мно-

жество точек (x,y) двух полос плоскости XOY: При  меж-
ду прямыми x = 0, x = 3, y = 0 и при  между прямыми
x = -3, x = 0, y = 0, включая сами эти прямые (рис. 1).

Рис. 1
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Пример 2. ,
Решение.  Так как логарифм не существует при нуле и

отрицательных значениях, то должно выполняться неравенство
,  то есть .  Значит,  область определения

функции есть часть плоскости,  расположенной над параболой
,  не включая саму границу,  то есть точки кривой

2xy -=  (рис. 2).

y

x0

                    Рис. 2

1.2. Предел. Непрерывность.
Число А называется пределом функции  при

стремлении точки М(x,y) к точке (a,b), если для любого
числа  существует такое число δ , )(ed ,что при

,0 dr << где 22 )()( byax -+-=r  – расстояние между точ-
ками М и , имеет место неравенство .

В этом случае пишут ,  или
.  Функция  называется непрерыв-

ной в точке M0(a,b), если предел функции при стремле-
нии точки  M(x,y)  к точке  M0(a,b)  равен значению функции

 в точке Mo, то есть:
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Функция,  непрерывная во всех точках некоторой обла-
сти, называется непрерывной в этой области.

Нарушение условий непрерывности для функции
 может быть как в отдельных точках  (изолированная

точка разрыва), так и в точках, образующих одну или несколь-
ко линий (линии разрыва).
Пример 3. Найти пределы следующих функций:
а)

y
xy

y
x

sinlim
0
2

®
®

; б)
x

yx

y
x

+

®
®

lim
0
0

.

Решение:
а)

221sinsin
0
0sin

limlimlimlim
20

0
2

0
2

=×=×=
×

×
=÷

ø
ö

ç
è
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y
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y
xy

a
a

a

,

где xy=a . Здесь выполняется первый замечательный предел

1sin
lim

0
=

® a
a

a

.

 б) ÷
ø
ö

ç
è
æ=

+

®
® 0

0lim
0
0 x

yx

y
x

.   Рассмотрим изменение переменных x  и

y  вдоль прямых kxy = ] k
x

xk
x
kxx

xx
+=

+
=

+
=

®®
1)1(

limlim
00

.

Так как данное выражение k+1  может принимать различные
значения в зависимости от числа k , то предела не существует.

1.3. Линии и поверхности уровня функции.
Линией уровня функции двух аргументов ( )yxfz ,=

называется такая линия ( ) Cyxf =,  на плоскости XOY,  в
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точках которой функция принимает одно и то же значение
Cz = , где C – const.

Поверхностью уровня функции трех аргументов
( )zyxfu ,,=  называется такая поверхность ( ) Czyxf =,, , в

точках которой функция принимает постоянное значение
Cu = .

Пример 4. Выяснить характер поверхностей, изобража-
емых следующими функциями и построить их линии уровня:
а) yxz += ; б) 22 yxz += ; в) 22 yxz -= .

Решение: а) плоскость; линии уровня – семейство пря-
мых Cyx =+ , параллельных прямой xy -= , (при RC Î" ).

б) параболоид вращения; линии уровня Cyx =+ 22  – семей-
ство концентрических окружностей с центром в начале коор-
динат ( 0>"C ).
в) гиперболический параболоид; линии уровня Cyx =- 22  -
семейство равносторонних гипербол ( )RC Î" .

Дополнительные сведения.
Часть пространства, в котором происходит физическое

явление, называется физическим полем. Существуют скаляр-
ное и векторное поля.

Физическое поле называется скалярным, если физиче-
ское явление, его образующее, характеризуется функцией

( )zyxff ,,= , зависящей только от координат точек про-
странства, в котором это явление происходит. Скалярное поле
полностью определено заданием одной функцией ( )111 ;; zyxf
трех независимых переменных. Если физическое явление обра-
зовало скалярное поле, то каждой точке ( )zyxP ,,  простран-

ства 3R ,  в котором происходит это явление,  ставится в соот-
ветствие определенное число, характеризующее это явление в
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рассматриваемой точке. Это число есть частное значение
функции ( )zyxf ,, , вычисленное в точке ( )111 ;; zyxP .

Примерами скалярного поля являются: поле электриче-
ского потенциала, давление в атмосфере и т.п. В скалярном
поле поверхность уровня называется эквипотенциальной по-
верхностью, во все точках которой однозначная функция

( )zyxf ,,  сохраняет одно и то же значение.
Через каждую точку пространства проходит одна по-

верхность уровня. Во всех точках поверхности уровня физиче-
ское явление протекает одинаково. Уравнение поверхности
уровня, проходящей через точку ( )111 ,, zyxP , имеет вид

( ) ( )111 ;;;; zyxfzyxf = .

2. ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ ПЕРВОГО ПОРЯДКА.
ПОЛНЫЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ И ЕГО ПРИ-
МЕНЕНИЕ К ПРИБЛИЖЕННЫМ ВЫЧИСЛЕНИЯМ

2.1. Частные производные первого порядка
Если ( )zyxfu ,,=  и одна из переменных, например

x , получила приращение xD  (при постоянных других пере-
менных y и z ), то разность

( ) ( )zyxfzyxxfux ,,,, -D+=D  называется частным при-
ращением по x  функции ( )zyxf ,, . Соответственно, имеем
частные приращения функции по y  и по z

( ) ( )zyxfzyyxfuy ,,,, -D+=D , ( ) ( )zyxfzzyxfux ,,,, -D+=D
Частной производной от функции ( )zyxfu ,,=  по не-

зависимой переменной x  называется производная



7

x
u

x
u x

x D
D

=
¶
¶

®D 0
lim , или в более подробной записи

( ) ( ) ( )zyxf
x

zyxfzyxxf
x
u

xx
,,,,,,lim

0

¢=
D

-D+
=

¶
¶

®D
,

вычисленная при постоянных y , z . Обозначается одним из

символов
x
u

¶
¶ ,

x
f

¶
¶ , xu¢ , xf ¢ . Аналогично, предел отношения

y
y

D

D u
 при стремлении yD  к нулю называется частной произ-

водной функции по y :

( ) ( ) ( )zyxf
y

zyxfzyyxf
y
u

yy
,,,,,,lim

0
¢=

D
-D+=

¶
¶

®D
.

        Частная производная по z  есть производная zu¢ , равная
пределу

z
uz

z D
D

®D 0
lim , то есть

( ) ( ) ( )zyxf
z

zyxfzzyxf
z
u

zz
,,,,,,lim

0
¢=

D
-D+

=
¶
¶

®D
.

Очевидно, что для нахождения частных производных
справедливы обычные правила и формулы дифференцирова-
ния; только следует иметь в виду, что при нахождении частной
производной надо считать постоянными все независимые пе-
ременные, кроме той, по которой берется частная производная.

Пример 1. Найти частные производные функции

153432 +-++-= xzyzxyzyxu .
Решение. Рассматривая переменные y , z  как постоян-

ные величины, получим 542 3 --=
¶
¶ yzxy

x
u .
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Считая x , z  постоянными, дифференцируем функцию
по y :

zxzyx
y
u 343 22 +-=

¶
¶ . Аналогично, дифференцируем функ-

цию по z ,считая x , y  постоянными: 1332 ++=
¶
¶ yyx

z
u .

Пример 2. Показать, что функция x
y

xexyz +=  удовле-
творяет уравнению

zxy
y
zy

x
zx +=

¶
¶

+
¶
¶

Решение: Находим ÷
ø
ö

ç
è
æ-×++=

¶
¶

2x
yxeey

x
z x

y
x
y

;

x
xex

y
z x

y 1
×+=

¶
¶

. Подставим найденные выражения в левую

часть, а данную функцию z  - в правую часть уравнения:

x
y

x
y

x
y

x
y

xexyxyexye
x
yeyx ++=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+×+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
×-+× .

Получим тождество; следовательно, функция z  удовле-
творяет данному уравнению, являясь его решением.

2.2. Полный дифференциал функции.
Полным приращением функции ),( yxfz =  двух неза-

висимых переменных в точке M(x,y) называется разность

( ) ),(, yxfyyxxfz -D+D+=D ,                              (1)

где xD  и yD  – произвольные приращения аргументов.
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Функция ),( yxfz =  называется дифференцируемой в
точке (x,y), если в этой точке полное приращение zD  можно
представить в виде

( )royBxAz +D×+D×=D ,                                            (2)
где слагаемое )(ro  есть бесконечно малая величина высшего

порядка по сравнению с бесконечно малой ( ) ( )22 yx D+D=r .
Полным дифференциалом функции ),( yxfz =  назы-

вается главная часть ее полного приращения zD , линейная от-
носительно приращений аргументов xD  и yD , то есть

yBxAdz D×+D×= .
Дифференциалы dx, dy независимых переменных x и y

совпадают с их приращениями, то есть xdx D= , ydy D=  –
это числа, равные между собой. Полный дифференциал функ-
ции ),( yxfz =  вычисляется по формуле

dy
y
zdx

x
zdz

¶
¶

+
¶
¶

= , где
dx

zA ¶
= ,

dy
zB ¶

=          (3)

Аналогично, полный дифференциал функции трех ар-
гументов ),,( zyxfu =  вычисляется по формуле

dz
z
udy

y
udx

x
udu

¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

=                                      (4)

Заметим, что в выражениях ( )2xD , ( )2yD  скобки можно
опустить, так как xD , yD  рассматриваются как единый сим-
вол. Функция заведомо имеет полный дифференциал в случае
непрерывности ее частных производных. Значит, если функция
имеет полный дифференциал, то она дифференцируема.
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Пример 3. Найти полный дифференциал функции

22 yxz += .
Решение: Находим

22 yx
x

x
z

+
=

¶
¶

;
22222

2
yx

y
yx

y
y
z

+
=

+
=

¶
¶

Следовательно, по формуле(3)

222222 yx
ydyxdxdy

yx
ydx

yx
xdz

+

+
=

+
+

+
=

Пример 4. Найти полное приращение и полный диффе-
ренциал для функции

( ) 22, yxyxyxf +-=

Решение: Находим

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22, yyyyxxxxyyxxf D++D+×D+-D+=D+D+

Далее по формуле (1) имеем

( ) ( ) ( )
( ) ( )( +D×D+D×+×D+-D+D×+=

=-D+D+=D

yxyxyxxyxxxx
yxfyyxxfyxf

22 2
,,,

( ))22 2 yyyy D+D×++ -…..
Собирая подобные члены при xD  и yD , получим
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( ) ( ) ( ) ( )2222, yyxxyyxxyxyxf D+DD-D+D×-+D×-=D –
полное приращение функции. Здесь выражение

( ) ( ) yyxxyxdf D×-+D×-= 22  есть полный дифференциал

функции, а ( )22 yyxx D+DD-D  есть бесконечно малая выс-
шего порядка по сравнению с бесконечно малой

22 yx D+D=r , при бесконечно малых xD  и yD . Итак,

( ) ( ) yyxxyxdf D×-+D×-= 22 ,

( )22 yyxxdff D+DD-D+=D

2.3. Применения полного дифференциала
к приближенным вычислениям.

         Имеем связь между полным дифференциалом функции и
ее полным приращением:

( )rodzz +=D                                                            (5)
Вычисление zD  (приращения функции) представляет

собой задачу, более трудоемкую, чем вычисление ее диффе-
ренциала dz, а потому в практических вычислениях с доста-
точной точностью при малых приращениях аргументов заме-
няют вычисление приращения функции вычислением ее диф-
ференциала. При достаточно малых xD , yD , а значит, при

достаточно малом 22 yx D+D=r  для дифференцируемой
функции ( )yxfz ,=  имеет место приближенное равенство

dzz »D  или dy
y
zdx

x
zz

¶
¶

+
¶
¶

»D
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Итак, на основании формулы (5) получа-
ем ( ) ( ) dfyxfyxf »- 00 ,,  или

( ) ( ) y
y
fx

x
fyxfyyxxf D

¶
¶

+D
¶
¶

+»D+D+ 0000 ,, ,  (6)

где xxx D+= 0 , yyy D+= 0  .
Это приближенное равенство тем более точно, чем

меньше величины xD , yD .

Пример 5. Вычислить приближенно величину ( ) 01,302,1

Решение: Рассмотрим функцию yxz = . Воспользуемся
формулой (6). Имеем 10 =x , 02,0=Dx , 30 =y , 01,0=Dy
Значение функции z  в точке ( )00 , yx : ( ) 113,1 3 ==z . Вычисля-

ем xdyxdxyxdz yy ln1 += - , где xdx D= ; ydy D= ; откуда

( ) 06,001,01ln102,013 32
3,1 =××+××=dz  . Значит, ( ) 06,106,0101,02,1 01,3 =+» .

Для самостоятельного решения: Вычислить прибли-

женно: а) ( ) 02,297,0 ; б) ( ) ( )( )22 04,803,6 +

Ответы: а) 0,94; б) 10,05.

3. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ

3.1. Случай одной независимой переменной.
Если ( )yxfz ,=  есть дифференцируемая функция

двух аргументов x и y в некоторой области D плоскости XOY,
которые в свою очередь являются дифференцируемыми функ-
циями независимой переменной t, то есть ( )tx j= , )(ty y= ,
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то сложная функция ( ) ( )( ) ( )tttfz F== yj ,  - есть функция
одной переменной t и имеет место равенство

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz

×
¶
¶

+×
¶
¶

=                                              (1)

В частности, если t совпадает с одним из аргументов,
например, t=x, то справедлива формула

dt
dy

y
z

x
z

dt
dz

×
¶
¶

+×
¶
¶

= ,                                                   (2)

и
dt
dz

 называется полной производной функции z по x.

Пример 1. Найти
dt
dz

, если 35 2 yxyxz -+= , где

tx 2cos= , arctgty = .

Решение. Воспользуемся формулой (1). Предварительно
находим

yx
x
z 25 4 +=

¶
¶ , 232 yx

y
z

-=
¶
¶ , t

dt
dx 2sin2-= , 21

1
tdt

dy
+

= . То-

гда ( ) ( ) 2
24

1
1322sin252
t

yxtyx
dt
dz

+
×-++-=

Пример 2. Найти частную производную
x
z

¶
¶  и полную

производную
dx
dz

, если ( )22ln yxz -= , где xey = .
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Решение. Имеем 22

2
yx

x
x
z

-
=

¶
¶ . На основании формулы

(2) находим

( )
222222

222
yx
yex

yx
ye

yx
x

dx
dy

y
z

x
z

dx
dz xx

-
-

=
-

-
-

=×
¶
¶

+
¶
¶

=

Пример 3. Движение точки в пространстве задано урав-
нениями 23tx = , 42ty = , 64tz = , где t  — параметр

С какой скоростью возрастает ее расстояние от начала
координат?

Решение. Известно, что расстояние r точки M(x,y,z) от

начала координат определяется формулой 222 zyxr ++= .
Скорость точки M(x,y,z) определяется полной производной

dt
dz

z
r

dt
dy

y
r

dt
dx

x
r

dt
dr ×

¶
¶+×

¶
¶+×

¶
¶= , (см. формулу (1)).

Находим производные, входящие в эту формулу:

222 zyx
x

dx
dr

++
= ,

222 zyx
y

dy
dr

++
= ,

222 zyx
z

dz
dr

++
= , t

dt
dx 6= , 38t

dt
dy

= , 524 t
dt
dz

=

Тогда скорость возрастания расстояния от точки О(0,0,0) равна

( ) =×+×+××
++

=

=
++

×+×+×
=

56342

1284

222

53

2448263
1649

1

2486

tttttt
ttt

zyx
tztytx

dt
dr
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84

95

1649
961618

tt
ttt

++

++
= ,  где t  — время.

3.2. Случай нескольких независимых переменных.
Если z есть сложная функция нескольких переменных,

например ( )yxfz ,= , где аргументы x, y, так называемые
промежуточные переменные, являются функциями независи-
мых переменных u,  v: ( )vux ,j= , ( )vuy ,y= , то сложная
функция ( ) ( )( ) ( )vuvuvufz ,,,, F== yj  фактически являет-
ся функцией двух «конечных» переменных u, v.

Если функции yj,,f  — дифференцируемые функции,
то частные производные по vu,  выражаются так:

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

¶
¶

×
¶
¶

+
¶
¶

×
¶
¶

=
¶
¶ , или uyuxu yzxzz ¢×¢+¢×¢=¢

v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

¶
¶

×
¶
¶

+
¶
¶

×
¶
¶

=
¶
¶ , или vyvxv yzxzz ¢×¢+¢×¢=¢   (3)

Структура этих формул сохраняется и при большем
числе переменных.

Пример 4. Найти
u
z

¶
¶

 и
v
z

¶
¶

, если arctgyz x ×=
2

3 ,

v
ux = , uvy =

Решение: Находим arctgyx
x
z x ×××=

¶
¶ 3ln23

2

;

21
13

2

yy
z x

+
×=

¶
¶ ;

vu
x 1

=
¶
¶ ;

2v
u

v
x

-=
¶
¶ ; v

u
y

=
¶
¶ ; u

v
y

=
¶
¶ ;
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Подставляя полученные выражения в формулы (3), имеем:

( ) 21
33ln213

22

y
varctgyx

v
y

y
zx

x
z

u
z xx

uu +
+××=¢×

¶
¶

+¢×
¶
¶

=
¶
¶ ,

( ) 22 1
33ln23

22

y
uarctgyx

v
uy

y
zx

x
z

v
z xx

vv +
+××-=¢×

¶
¶

+¢×
¶
¶

=
¶
¶ .

Ответ можно оставить в такой форме или выразить через u и v.
В результате получим:

( )
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+×=

¶
¶

222 1
3ln23 2

2

vu
v

v
uvarctgu

u
z v

u

,

( )
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

+-×=
¶
¶

222

2

1
3ln23 2

2

vu
u

v
uvarctgu

v
z v

u

.

3.3. Инвариантность формы полного
дифференциала.

Отметим важное свойство инвариантности формы пол-
ного дифференциала. Во всех рассматриваемых выше случаях
справедлива формула:

dy
y
zdx

x
zdz

¶
¶+

¶
¶= .                                                      (*)

Действительно, дифференциал сложной функции
( )yxfz ,= , где переменные ),( vuxx = , ),( vuyy =  есть

функции от новых независимых переменных u и v, можно по-
лучить, если в формуле (*) дифференциалы dx и dy заменить
(по определению):
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dv
v
xdu

u
xdx

¶
¶

+
¶
¶

= ; dv
v
ydu

u
ydy

¶
¶

+
¶
¶

= .

В результате подстановки и перегруппировки членов
при du и dv получим:

dv
v
zdu

u
zdv

v
ydu

u
y

y
zdv

v
xdu

u
x

x
zdz

¶
¶

+
¶
¶

=÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

+
¶
¶

¶
¶

+÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

+
¶
¶

¶
¶

= ,

где
u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

¶
¶×

¶
¶+

¶
¶×

¶
¶=

¶
¶ ,

v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

¶
¶

×
¶
¶

+
¶
¶

×
¶
¶

=
¶
¶ ,

полученная формула dv
v
zdu

u
zdz

¶
¶

+
¶
¶

=  показывает, что

форма первого дифференциала не зависит от того, являются ли
x и y независимыми переменными или функциями других не-
зависимых переменных. Это свойство называется инвариант-
ностью (неизменяемостью) формы первого дифференциала.

4. ПРОИЗВОДНАЯ ПО НАПРАВЛЕНИЮ.
ГРАДИЕНТ ФУНКЦИИ И ЕГО СВОЙСТВО

1. Производной от функции ( )yxfz ,=  в точке ( )yxM ,
по данному направлению  вектора 1MMl =  называется

( ) ( )
rr

z
MM

MfMf
l
z

MM

D
=

-
=

¶
¶

®® 0
1

1

0
limlim

1

,  где 22 yx D+D=r , ( )Mf

и ( )1Mf - значения  функции в точках М  и М1.
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Если функция ( )yxf ,  дифференцируема, то производ-

ная
l
z

¶
¶  (по направлению l ) вычисляется по формуле:

aa sincos
y
z

x
z

l
z

¶
¶

+
¶
¶

=
¶
¶ ,                                                               (1)

где α- угол, образованный вектором l  с осью ОХ. В случае
функции трёх переменных ( )zyxfU ,,=  производная по
направлению l  определяется аналогично и вычисляется по

формуле gba coscoscos
z
U

y
U

x
U

l
U

¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

=
¶

¶ ,

(2)
где ( )xl,Ð=a , ( )yl,Ð=b , ( )zl,Ð=g  , т.е.  α,β, g -углы между
направлением l  и соответствующими координатными осями, а

gba cos,cos,cos - направляющие косинусы вектора l , причём
1coscoscos 222 =++ gba . Производная от функции в данном

направлении характеризует скорость  изменения функции в

этом направлении. Производная
l

U
¶

¶  равна нулю по любому

направлению,  касательному к поверхности уровня (см. п. 1.3).

Производная
l

U
¶

¶  достигает своего наибольшего значения по

направлению нормали (см. п. 6) к поверхности уровня.

Пример 1. Найти производную функции 22 32 yxz -=  в
точке М(1;0) по направлению, составляющему с ОХ угол в

0120 .
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Решение. Найдём частные производные и их значения в

данной точке М: ;4x
x
z

=
¶
¶ ;4=÷

ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

Mx
z ;6y

y
z

-=
¶
¶ 0=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

My
z .

Далее определяем 5,0)3090cos(cos 00 -=+=a ,

2
330cos)3090sin(120sinsin 0000 ==+==a .

Применяя формулу (1), получим искомую производную

2
2
30

2
14 -=×+÷

ø
ö

ç
è
æ-×=

¶
¶

Мl
z . Знак минус показывает, что

функция в данной точке по данному направлению убывает.
Известно, что направляющие косинусы вектора

{ }ZZ =++= ааакаjаiаа ухух ,,  находятся  по формулам

a
ax=acos ;

a

a y=bcos ;
a
az=gcos  ,

где 222 )()()( Z++= аааа ух

Пример 2. Найти производную функции  f=xy2z3  в точке
M(3;2;1) в направлении, от этой точки к точке N(5;4;2).

Решение. Вычислим значения частных производных в
точке M:

32 xy
X
U

=
¶
¶ ; 22xy

y
U

=
¶
¶ ; 223 zxy

z
U

=
¶
¶ ;

4=÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

Mx
U ; 12=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

My
U ; 36=÷

ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

Mz
U .

Найдём вектор MNl = и его направляющие косинусы:
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MNl = ={5-3;4-2;2-1}={2;2;1};
=acos

3
2

122
2

222
=

++
;

3
2cos =b ;

3
1cos =g .

Применяя формулу (2), находим искомую производ-

ную
3
222

3
68

3
136

3
212

3
24 ==×+×+×=÷

ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

Mz
U .

2. Градиентом функции ),( yxfz =  в точке ),( yxM
называется вектор, выходящий из точки М  и имеющей своими
координатами частные производные функции, т.е.

þ
ý
ü

î
í
ì

=+=
дy
дz

дx
дzj

дy
дzi

дx
дzgradz , . На основании этого определе-

ния проекции вектора gradz  на координатной оси записывает-

ся так:
дx
дzgradzПрОХ =)( ,

дy
дzgradzПрOY =)( .

Предполагается при этом, что функция ),( yxfz = -
однозначная непрерывная, имеющая непрерывные частные
производные, т.е. дифференцируемая. Значит, производная
данной функции в направлении l  связана с градиентом функ-

ции следующей формулой: )(gradzПр
дl
дz

l= , т.е. производная в

данном направлении равна проекции градиента функции на
направление дифференцирования. Градиент функции двух пе-
ременных в каждой точке направлен по нормали к соответ-
ствующей линии уровня функции (см.п.1.3). Значит направле-
ние вектора gradz в каждой точке есть направление наиболь-
шей скорости возрастания функции в этой точке, т.е. при

gradzl =  производная ÷
ø
ö

ç
è
æ

дl
дz  принимает наибольшее значение,

равное модулю вектора gradz , т.е.
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22

.
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+÷

ø
ö

ç
è
æ==÷

ø
ö

ç
è
æ

дy
дz

дx
дzgradz

дl
дz

Наиб

, при gradzl = .             (3).

В этом состоит основное свойство градиента: градиент
указывает направление наибольшего роста функции в данной
точке. Аналогично определяется градиент функции трёх пере-
менных ),,( zyxfu = . Он равен

þ
ý
ü

î
í
ì

=++=
дz
дu

дy
дu

дx
дuk

дz
дuj

дy
дui

дx
дugradu ,, .

Градиент функции трёх переменных в каждой точке
направлен по нормали к поверхности уровня, проходящей че-
рез эту точку (см.п.1.3)

Отметим, что градиентные методы получили  широкое
применение в теории оптимизации.

5. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

5.1. Частные производные высших порядков.
Частными производными второго порядка функции

),( yxfz =  называются частные производные от её частных
производных первого порядка.

Обозначения частных производных второго порядка:

),(2

2

yxf
дx

zд
дx
дz

дx
д

xx¢¢==÷
ø
ö

ç
è
æ ; ),(

2

yxf
дxдy

zд
дx
дz

дy
д

xy¢¢==÷
ø
ö

ç
è
æ ,

),(2

2

yxf
дy

zд
дy
дz

дy
д

yy¢¢==÷÷
ø

ö
çç
è

æ ; ),(
2

yxf
дyдx

zд
дy
дz

дx
д

yx¢¢==÷÷
ø

ö
çç
è

æ .

Аналогично определяются и обозначаются частные
производные третьего и выше третьего порядков; например:

),(3

3

2

2

yxf
дx

zд
xд
zд

дx
д

хxx¢¢¢==÷÷
ø

ö
çç
è

æ
; ),(2

3

2

2

yxf
дyдx
zд

дx
zд

дy
д

xхy¢¢¢==÷÷
ø

ö
çç
è

æ
 и т.п.
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Символ 3

3

дx
zд  обозначает частную производную третьего

порядка функции ),( yxfz = , вычисленную три раза по х; сим-

вол
дудx
zд

2

3

 обозначает, что от функции z взята частная произ-

водная третьего порядка, причём она вычисляется два раза по х

и от полученной производной 2

2

дx
zд  вычислена один раз произ-

водная по у. Имеет место такая важная теорема: если частные
производные непрерывны, то их значения не зависят от поряд-
ка дифференцирования. Таким образом, так называемые сме-
шанные производные, отличающиеся друг от друга лишь по-
следовательностью дифференцирования , равны между собой,

если они непрерывные функции, например:
дxдy

zд
дудх

zд 22

=  .

Пример 1. Найти частные производные второго порядка
от следующих функций: а) z=2xy; б) z=ln(x2+y2); в)

y
xarcctgz = /

Решение. Находим сначала частные производные пер-
вого порядка. Затем их дифференцируем вторично:

а) y
дx
дz 2=  ; х

дy
дz 2= ; ( ) 0)2(2

2

=¢=¢¢= xxx yz
дx

zд ;

( ) 2)2(
2

=¢=¢¢= yyx yz
дxдy

zд ; ( ) 0)2(2

2

=¢=¢¢= yyy xz
дy

zд .

б)Находим 22

2
yx

x
дx
дz

+
= ; 22

2
yx

y
дy
дz

+
= ; далее

находим ( ) ( ) ( )
22

22

22

22

2

2 2222
yx
xy

yx
xxyxz

дx
zд

x +
-

=
+

×-+
=¢¢= ;
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( ) ( )22222222

2 4222
yx
xy

yx
yx

yx
x

дх
дz

ду
д

дудх
zд

y +

-
=

+

×-
=¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

=÷
ø
ö

ç
è
æ= ;

( ) ( )222

22

222

22

222

2 )(222)(22
yx

yx
yx

yyyx
yx

y
дy
дz

ду
д

ду
zд

y +

-
=

+

×-+
=¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
= .

в) Имеем
222

1

1

1
yx

y
y

y
xy

xarcctg
дx
дz

x +
-=×

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

-=¢
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

;

2222

1

1
yx

x
y
x

y
xy

xarcctg
дy
дz

y +
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-×

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

-=¢
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

;

Теперь находим:
( )222222

2 2
ух

ху
ух

у
дх
д

дх
zд

+
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+

-= ;

( )222222

2 2
ух
ху

ух
х

ду
д

дy
zд

+

-
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+

= ; ( ) ( )
222

22

x

2

)( yx
xyz

yдx
zд

y +
-

=¢¢=
¶

.

Пример 2. Проверить, что 2

3

2

3

дyдx
zд

дyдx
zд

= , где 32 yxz = .

Решение. Находим последовательно
32 xy

дx
дz

= , ( ) 33
2

2

22 уху
дх
д

дx
zд

== ; ( ) 23
2

2

2

3

62 yy
дх

zд
ду
д

дудx
zд

y =
¢

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
= ;

( ) 23
2

62 xyxy
дy
д

дx
дz

дy
д

дxдy
zд

==÷
ø
ö

ç
è
æ= ; ( ) 22

2

2

3

66 yxy
дxдy

zд
дx
д

дyдx
zд

x =
¢

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
= ;

Получили требуемое равенство: xyxxxy zz ¢¢¢=¢¢¢ .
Для самостоятельного решения примеры:

Пример 3. Найти
дxду

zд2

, если а) 22 yxyz += .

Пример 4. Найти ( )0,0xxf ¢¢ , ( )0,0xyf ¢¢ , ( )0,0yyf ¢¢ , если

( ) ( ) ( )nm yxyxf +×+= 11, .
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Пример 5.  Показать,  что функция
x
yarctgu =  удовле-

творяет уравнению Лапласа 02

2

2

2

=+
дy

uд
дx

uд .

5.2. Дифференциалы высших порядков.
Дифференциалом второго порядка от функции

),( yxfz =  называется  дифференциал от её полного диффе-
ренциала (первого порядка), т.е. )(2 dzdzd = .

Аналогично определяются дифференциалы функции z
порядка выше второго , например: )( 23 zddzd = , т.е. диффе-
ренциалом третьего порядка от функции z есть дифференциал
от её дифференциала второго порядка.

Вообще, )( 1zddzd nn -= , Nn Î" .
Если ),( yxfz = , где аргументы х и у –независимые пе-

ременные и функция ),( yxf  имеет непрерывные частные
производные, то дифференциалы высших порядков вычисля-

ются по формулам: 2
2

22
2

2

2
2 2 dy

дy
zдdxdy

дxдy
zдdx

дх
zдzd ++=     (1)

3
3

3
2

2

3
2

2

3
3

3

3
3 33 dу

ду
zдdхdy

дхдy
zдdydx

дyдx
zдdx

дх
zдzd +++= .

Вообще, при наличии соответствующих производных
справедлива символическая формула для дифференциала по-

рядка n : z
дy
дdy

дх
дdxzd

n
n

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+×= , которая формально раскры-

вается по биноминальному закону.
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Если ),( yxfz = , где аргументы x  и y  являются функ-
циями одного или нескольких независимых переменных, то

yd
ду
дzxd

дх
дzdy

дy
zдdxdy

дxдy
zдdx

дх
zдzd 222

2

22
2

2

2
2 2 ++++=      (2).

Если х и у – независимые переменные, то dx   и dy  -
величины постоянные, поэтому 0)(2 == dxdxd ,

0)(2 == dydyd  и формула (2)  становится тождественной
формуле (1). Заметим, что следующая запись означает

dxdxdxdx ×== 22 )( , выражение zdу
ду
дdx

дх
д

×2
2

3

  следует по-

нимать, как выражение dуdx
yдх

zд 2
2

3

¶
 и т.д.

Кроме способа вычисления дифференциалов функции
по формулам, есть другой способ нахождения дифференциалов
высших порядков, который даёт возможность определить их,
минуя вычисление частных производных; далее по известному
выражению дифференциала мы сможем находить и частные
производные. Этот способ состоит в последовательном диффе-
ренцировании. Рассмотрим следующий пример.

Пример 6. Найти дифференциалы первого и второго по-
рядков функции 22 32 yxyxz --= .

Решение. Способ 1. Имеем yx
дx
дz 34 -= ; yx

дy
дz 23 --=

поэтому dyyxdxyxdy
дy
дzdx

дx
дzdz )23()34( +--=+= . Далее

находим 4)34(2

2

=¢-= xyx
дx

zд ; 3)34(
2

-=¢-= уyx
дxду

zд ;
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2)23(2

2

-=¢+-= уyx
ду

zд . Откуда, применяя формулу (1), имеем:

222 264 dydxdydxzd --= .
Способ 2. Дифференцированием функции, приводя по-

добные члены при dx  и dy , находим

Дифференцируя ещё раз и помня, что dx  и dy -
постоянные величины, не зависящие от x  и y , с учётом
свойств vduudvvud +=× )( , dvduvud -=- )( , имеем

,0)23()23(0)34()34(
)()23()23()()34()34(

])23[(])34[()(2

×+-+-×-+-=
=+-+--+-=

=+--==

yxdydydxyxdxdydx
dydyxdyyxddxdyxdxyxd

dyyxddxyxddzdzd

или, окончательно, 222 264 dydxdydxzd --= ,  что совпадает с
ранее найденным дифференциалом второго порядка.

Примеры для самостоятельного решения:
Пример 7. Вычислить )2,1(df  и )2,1(2 fd , если

yxyxyxyxf ln10ln4),( 22 --++= .
Пример 8. Найти zd 2 , если  а) ),( yxfz = , где aux = ,

bvy = ; б) )(tz j= , где 22 yxt += .

6. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ
НЕЯВНЫХ  ФУНКЦИЙ.

6.1. Случай одной независимой переменной.
Пусть )(xyy = -неявная функция , т.е. она определяется

из уравнения 0),( =yxF , не разрешённого относительно y .

;)23()34(2)(34
)()(3)(2)32( 2222

dyyxdxyxydyydyydxxdx
ydyxdxdyxyxddz
+--=-+-=

=-×-=--=
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Это значит, что при каждом значении 0x ,  при котором  неяв-
ная функция определена, она принимает единственное значе-
ние 0y  так, что 0),( 00 =yxF .

Если ),( yxF -дифференцируемая функция переменных
x  и y , то производная неявной функции )(xy , заданной с
помощью уравнения 0),( =yxF ,  может быть найдена по фор-
муле

),(
),(

yxF
yxF

dx
dyy

y

x
x ¢

¢
-==¢ ,                                                      (1)

при условии, что .0),(y ¹¢ yxF  Формула (1) позволяет находить
производную от y  по x , не решая самого уравнения.

Пример 1. Найти xy ¢ , если функция )(xy  задана неявно
уравнением 0333 =-+ axyyx , где a -величина постоянная.

Решение. Обозначим левую часть данного уравнения
axyyxyxF 3),( 33 -+= . Найдём её частные производные

ayxyxFx 33),( 2 -=¢ , axyyxFy 33),( 2 -=¢ .
Применив формулу (1), получаем

axy
ayx

F
Fy

y

x
x -

-
-=

¢
¢

-=¢
2

2

.

6.2. Случай нескольких независимых переменных.
Если функция  z от двух независимых переменных x и y

задана уравнением 0)z,,( =yxF , не разрешённым относитель-
но z, то говорят, что z(x,y) есть неявная функция переменных x
и y.

Если )z,,( yxF -дифференцируемая функция перемен-
ных х , у и z и 0)z,,( ¹¢ yxFz , то частные производные этой не-
явно заданной функции могут быть найдены по формулам:
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)z,,(
)z,,(

yxF
yxF

дх
дz

z

x

¢
¢

-= ,
)z,,(
)z,,(

yxF
yxF

дy
дz

z

y

¢

¢
-= .                                          (2)

Существует ещё другой способ нахождения производ-
ных от неявно заданной функции z, без использования форму-
лы (3). Для этого нужно продифференцировать уравнение:

0)z,,( =yxdF ; считая переменные равноправными

0=++ dz
дz
дFdy

дy
дFdx

дx
дF . Из этого уравнения найти dz :

dy
F
F

dx
F
F

dz
z

y

z

x

¢

¢
-

¢
¢

-= , а следовательно, будем знать
дх
дz ,

дy
дz ,

(см. формулы (2)). Чтобы найти вторую производную, напри-

мер 2

2

дх
zд , надо продифференцировать  по независимой пере-

менной х найденную первую производную, учитывая при этом,
что z есть функция, зависящая от х.

Пример 2. Функция z независимых переменных х и у
задана уравнением 2222 azyx =++  ( a - const). Найти частные

производные первого порядка
дх
дz ,

ду
дz  и второго порядка 2

2

дх
zд ,

дхду
zд2

 и 2

2

ду
zд .

Решение. Первый способ. Перенесём 2a  в левую часть
данного уравнения и обозначим её через )z,,( yxF . Тогда име-
ем 0)z,,( 2222 =-++= azyxyxF .

Находим х
дx
дF 2= , у

ду
дF 2= , z

дz
дF 2= .

Подставляя эти значения в формулы (2), будем иметь

z
x

z
x

F
F

дх
дz

z

x -=-=
¢
¢

-=
2
2 ;

z
y

F
F

дy
дz

z

y -=
¢

¢
-= .
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Второй способ. Продифференцируем данное уравнение
d ( ) 02222 =-++ azyx ; получим 0222 =++ zdzydyxdx .
Отсюда находим

dy
z
ydx

z
xdz --= .                                                                   (3)

С другой стороны,  знаем,  что дифференциал функции
),( yxzz =  вычисляется по формуле

dy
ду
дzdx

дx
дzdz += .                                                                 (4)

Сравнивая формулу (4) с полученным выражением (3)
имеем

z
xz

дx
дz

x -=¢= ;
z
yz

дy
дz

y -=¢= .

Теперь найдём производные второго порядка

3

22

222

2

z
xz

z
z
xxz

z
дх
дzxz

z
x

дх
zд

x

+
-=

÷
ø
ö

ç
è
æ --

-=
-

-=¢÷
ø
ö

ç
è
æ-= .

Дифференцируя по у выражение
дх
дz  и учитывая, что

при дифференцировании по у переменная х, стоящая в числи-
теле, рассматривается как величина постоянная (ибо х,у неза-
висимые друг от друга переменные), получим смешанную
производную

322

2

z
xy

z
y

z
xz

z
x

z
x

дх
дz

ду
д

дxдy
zд

y
y

-=÷
ø
ö

ç
è
æ-=¢=¢

÷
ø
ö

ç
è
æ-=÷

ø
ö

ç
è
æ= ,

Этот же результат получили,  если бы нашли производ-

ную по x от
дy
дz :

322

2

z
xy

z
y

z
xz

z
y

z
y

дy
дz

дx
д

дxдy
zд

x
x

-=÷
ø
ö

ç
è
æ -=¢=¢

÷
ø
ö

ç
è
æ -=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=
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т.к. смешанные производные равны, их значения не зависят от
порядка дифференцирования. Аналогично находим

3

22

222

2 1
z

yz
z

z
yyz

z
zyz

z
y

ду
дz

ду
д

ду
zд y

y

+
-=

÷
ø
ö

ç
è
æ--

-=
¢×-×

-=¢÷
ø
ö

ç
è
æ-=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=

Пример 3. Найти
дх
дz ,

дy
дz , dz  для неявной функции ),( yxz ,

определяемой уравнением
023 2223 =-++++ xyzyxzyxz .

Решение. Находим dz  вторым способом:
( ) 023 2223 =-++++ xyzyxzyxzd ,

или
0222363 2222 =+-++++++ dydxzdzydyyzxdzzdxdyxxydxdzz

Из уравнения находим dz , группируя соответствующие члены:
( ) ( ) ( )dyyzxdxzxydzzyxz 1232623 2222 ++-+--=++ , получаем

dy
zyxz

yzxdx
zyxz

zxydz 22

22

22 23
123

23
62

++
++

-
++

--
= ,

 где
zyxz

zxy
дх
дz

22 23
62

++
--

= ,
zyxz

yzx
дy
дz

22

22

23
123

++
++

-= .

7. КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ
И НОРМАЛЬ К ПОВЕРХНОСТИ

Касательной плоскостью к поверхности в точке М(точка
касания) называется плоскость, содержащая в себе все каса-
тельные к различным кривым, проведённым на поверхности
через эту точку М.

Нормалью к поверхности называется перпендикуляр к
касательной плоскости в точке касания M.
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A. Если уравнение поверхности в декартовой системе
координат задано в явной форме ),( yxfz = , где ),( yxf -
дифференцируемая функция, то уравнение касательной плос-
кости в точке М ),,( 000 zyx имеет вид

( ) ( )000 yy
дy
дzxx

дx
дzzz

ММ

-×÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-×÷

ø
ö

ç
è
æ=- ,                        (1)

где ),( 000 yxfz = , ( )00 , yxf
дx
дz

x
M

¢=÷
ø
ö

ç
è
æ ,

( )00 , yxf
дy
дz

y
M

¢=÷÷
ø

ö
çç
è

æ ,  а zyx ,, -текущие координаты касательной

плоскости, x0,y0,z0 – координаты точки касания М0.
Уравнения нормали к поверхности имеют вид

1
000

-
-

=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=
÷
ø
ö

ç
è
æ

- zz

дy
дz

yy

дx
дz

xx

MM

                                         (2)

Б. В случае, когда уравнение гладкой поверхности задано в не-
явной форме, т.е. в виде уравнения 0)z,,( =yxF  и

0)z,,( 000 =yxF , то уравнение касательной плоскости в точке
М ),,( 000 zyx плоскости имеет вид:

( ) ( ) ( ) 0),,(),,(),,( 000000000000 =-×¢+-×¢+-×¢ zzzyxFyyzyxFxxzyxF zyx ,     (3)

Уравнение нормали к поверхности записывается в виде

MMM дz
дF

zz

дy
дF

yy

дx
дF

xx

÷
ø
ö

ç
è
æ

-
=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=
÷
ø
ö

ç
è
æ

- 000 ,                                                   (4)
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где
Mдx

дF
÷
ø
ö

ç
è
æ ,

Mдy
дF

÷÷
ø

ö
çç
è

æ ,
Mдz

дF
÷
ø
ö

ç
è
æ -значения частных производных

функции )z,,( yxF  в точке М ),,( 000 zyx , z,, yx -текущие коор-
динаты касательной плоскости.

Пример 1. Написать уравнения касательной плоскости и
нормали к поверхности 22 3yxz +=  в точке, для которой
х=1,у=1.

Решение. Прежде всего найдём аппликату точки каса-
ния 4)1,1(),( 000 === zyxzz .

Итак, точка касания есть М(1,1,4). Находим частные
производные данной поверхности, заданной в явной форме:

x
дх
дz 2= , y

дy
дz 6=  и вычислим их значения в точке М с коорди-

натами 10 =x , 10 =y , 40 =z : ;2=÷
ø
ö

ç
è
æ

Мдx
дz 6=÷÷

ø

ö
çç
è

æ

Мду
дz .

Отсюда, применяя формулы (1) и (2), будем иметь
)1(6)1(24 -+-=- yxz ,или 0462 =--+ zyx -уравнение ка-

сательной плоскости,
1
4

6
1

2
1

-
-

=
-

=
- zух -уравнение нормали.

8. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА ДЛЯ ФУНКЦИИ
ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ

Пусть функция ),( yxf  непрерывна вместе со своими
частными производными  всех порядков до (n+1)-го порядка
включительно в окрестности точки (a,b). Тогда  в рассматрива-
емой окрестности справедлива формула Тейлора:
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),,(),()()(
!

1...

...])(),()()(),(

)()(),(2)(),([
!2

1

)](),()(),([
!1

1),(),(

2

2

yxRbaf
ду
дbу

дх
дax

n

bybafbyaxbaf

byaxbafaxbaf

bybafaxbafbafyxf

n

n

yyxy

xyxx

yx

+×÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+-+

+-×¢¢+-×-×¢¢+

+-×-×¢¢+-×¢¢+

+-×¢+-×¢+=

где ),( yxRn -остаточный член.
Формулу Тейлора можно представить в других обозна-

чениях, если обозначить приращение функции в виде
),(),(),( yxfkyhxfyxf -++=D ,   где h  и k-соответствующие

приращения  аргументов х и у. Тогда

n
n Ryxfd

n
yxfdyxfdyxdfyxf +++++=D ),(

!
1...),(

!3
1),(

!2
1),(),( 32 ,

где ),(
)!1(

1 1 kyhxfd
n

R n
n qq ++

+
= + , 10 << q .

Частный случай формулы Тейлора при a=b=0 называет-
ся формулой Маклорена.

Примеры для самостоятельного решения.

Пример 1. Найти приращение функции, получаемое ею
при  переходе от значений х=1,у=1 к значениям

hх += 11 , ky += 11 , если yxyxf 2),( = .
Ответ: khhkhkhyxf 22 22),( ++++=D .
Пример 2. Разложить по формуле Маклорена до членов

третьего порядка включительно функцию yeyxf x sin),( = .

Ответ: )3(
!3

1 32 yyxxyy -++ .
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9. ЭКСТРЕМУМ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ
НЕЗАВИСИМЫХ  ПЕРЕМЕННЫХ

9.1. Основные теоретические сведения.
Говорят, что функция ( )tzyxfu ,...,,,=  при некоторой

системе значений 0000 ,...,,, tzyx  независимых переменных
имеет максимум (минимум), если приращение функции

( ) ( )00000000 ,...,,,,...,,, tzyxfttzzyyxxfu -D+D+D+D+=D
отрицательно (положительно) при всевозможных, достаточно
малых по абсолютной величине как положительных, так и от-
рицательных значениях приращений аргументов

tzyx DDDD ,...,,, .
Максимум или минимум функции называется экстре-

мумом. Экстремум здесь понимается в локальном смысле.
Точка, в которой достигается экстремум, называется точкой
экстремума.

Для функции двух переменных ( )yxf ,  удобно опреде-
ление локального экстремума следующее:

Определение. Функция ( )yxf ,  имеет максимум (ми-
нимум) в точке ( )000 , yxM , если значение функции в этой
точке больше (меньше), чем ее значение в любой другой точке

( )yxM ,  в достаточно малой окрестности точки 0M , то есть,
( ) ( )yxfyxf ,, 00 >  (или соответственно ( ) ( )yxfyxf ,, 00 < )

для всех точек ( )yxM , , удовлетворяющих условию

s<MM 0 , где s  – достаточно малое положительное число.
Аналогично определение экстремума функции трех и

большего числа переменных, используя понятие многомерного
пространства.
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Необходимые условия экстремума.
Если дифференцируемая функция ( )tzyxfu ,...,,,=

достигает экстремума в точке ( )00000 ,...,,, tzyxM ,  то или ее
частные производные первого порядка в этой точке равны ну-
лю

( ) 0,...,,, 0000 =
¶

¶
x

tzyxf
;

( ) 0,...,,, 0000 =
¶

¶
y

tzyxf
;

( ) 0,...,,, 0000 =
¶

¶
z

tzyxf
;…;

( ) 0,...,,, 0000 =
¶

¶
t

tzyxf
            (1)

или частные производные при этих значениях не существуют.
Система равенств (1) эквивалентна одному уравнению:

( ) 0,...,,, 0000 =tzyxdf ,                                                 (2)
Итак, в точке экстремума первый дифференциал функ-

ции равен нулю или не существует. Количество уравнений в
системе (1) равно числу независимых переменных.

Точки, в которых вычисляются равенства (1), называ-
ются стационарными (или критическими) точками. Эти точки
являются только подозрительными на экстремум, так как не
всякая стационарная точка является точкой экстремума. По-
этому, равенства (1) выражают необходимое, но недостаточное
условие экстремума функции нескольких переменных.

Достаточные условия экстремума.
Для того, чтобы решить вопрос, какие стационарные точки,
получаемые из решения системы уравнений:

0=
¶
¶

x
u

; 0=
¶
¶

y
u

; 0=
¶
¶

z
u

;…; 0=
¶
¶

t
u

,

доставляют функции максимум или минимум, или ни
то, ни другое, обращаются к исследованию дифференциала
второго порядка этой функции.
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Пусть ( )00000 ,...,,, tzyxM  - стационарная точка функ-
ции ( )tzyxf ,...,,, ,  то есть выполняется равенство (2).  Тогда
если дифференциал второго порядка сохраняет постоянный
знак при всевозможных достаточно малых по модулю прира-
щениях аргументов,  то функция в точке 0M имеет экстремум,

причем максимум будет в том случае, когда ( ) 00
2 <Mfd ,  а

минимум – когда ( ) 00
2 >Mfd .

Если дифференциал второго порядка ( )0
2 Mfd  не со-

храняет постоянного знака,  то функция в точке 0M  не имеет

ни максимума, ни минимума. Если же ( )0
2 Mfd  обратится в

нуль, то решение вопроса об экстремуме требует исследования
дифференциалов порядка выше, чем второй.

9.2 Правило определения экстремума функции двух
независимых переменных.

Чтобы исследовать на экстремумы функцию
( )yxfz ,=  двух независимых переменных x, y, следует:

1) Определить стационарные точки, в которых функция
может достигать экстремума. Для этого надо решить си-

стему уравнений 0=
¶
¶

x
z ; 0=

¶
¶

y
z  (необходимые условия

экстремума)

2) Найти частные производные второго порядка

2

2

x
z

¶
¶ ;

yx
z

¶¶
¶ 2

;
2

2

y
z

¶
¶  и вычислить значения вторых частных

производных в каждой стационарной точке. Достаточные
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условия экстремума выражаются с помощью определителя
второго порядка.

Например, пусть ( )000 , yxM  - найденная стационарная
точка данной функции. Принято обозначать числа следующи-
ми буквами

( )
2

00
2 ,

x
yxfA

¶
¶

= ;
( )

yx
yxfB

¶¶
¶

= 00
2 ,

; ( )
2

00
2 ,

y
yxfC

¶
¶

= .

3) Составить определитель 2BAC
CB
BA

-==D  для каждой

стационарной точки. При этом,

а) если 02 >-=D BAC то экстремум в стационарной точке
есть: при A>0 (или C>0) будет минимум, а при A<0 (или С<0)
будет максимум;
б) если 02 <-=D BAC , то экстремума в рассматриваемой
стационарной точке нет;
в) если 02 =-=D BAC ,  то вопрос о наличии или отсут-
ствии экстремума функции в стационарной точке остается от-
крытым (требуется дальнейшее исследование функции с при-
влечением частных производных порядка выше второго, или,
например, по знаку приращения fD  вблизи этой точки).
       Пример 1. Исследовать на экстремум функцию

4303622 33 +-+= xyyxz
           Решение: 1) Найдем частные производные первого по-
рядка

yx
x
z 366 2 -=

¶
¶

; xy
y
z 366 2 -=

¶
¶

Воспользуемся необходимым условием экстремума:
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î
í
ì

=¢
=¢

0
0

y

x

z
z

; составляем систему уравнений
î
í
ì

=-

=-

0366
0366

2

2

xy
yx .

После сокращения на 6 имеем
î
í
ì

=-

=-

06
06

2

2

xy
yx . Решаем систему.

Из первого уравнения находим
6

2xy = ,  подставляя его во

второе уравнение, получим 02164 =- xx , или
( ) 0633 =-xx , или ( )( ) 03666 2 =++- xxxx .Откуда имеем

01 =x ; 62 =x  (остальные два корня уравнения 3662 ++ xx
будут комплексными, нас они не интересуют); далее из урав-

нения
6

2xy =  находим 01 =y при 01 =x  и 62 =y  при

62 =x . Итак, получим две стационарные точки )0,0(1M ,
)6,6(2M

2) Для исследования достаточных условий экстремума
нашли частные производные второго порядка

x
x
z 122

2

=
¶
¶

; 36
2

-=
¶¶

¶
yx
z

; y
y
z 122

2

=
¶
¶

и составляем определи-

тель
CB
BA

=D  для каждой стационарной точки а) ( )0,01M :

0
1

2

2

=
¶
¶

=
Mx

zA ; 36
1

2

-=
¶¶

¶
=

Myx
zB ; 0

1

2

2

=
¶
¶

=
My

zC

Получим число ( ) 03636 22 <-=--=-=D BAC .
Следовательно, в точке ( )0,01M  нет экстремума (ни максиму-
ма, ни минимума);
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б) ( )6,62M : 072
6
6

2

2

2
2

>=
¶
¶

=
=
=

y
xx

zA ;

36
6
6

2

2
2

-=
¶¶

¶
=

=
=

y
xyx

zB ; 72
6
6

2

2

2
2

=
¶
¶

=
=
=

y
xy

zC . Получим число

03888367272 22 >=-×=-=D BAC .
Следовательно, экстремум есть в точке ( )6,62M , при-

чем минимум, так как A>0. Минимум этот равен значению
функции  при x=6, y=6: ( ) 26,6min -== zz .
           Пример 2. Найти экстремум функции трех переменных.

zyxxyzyxu 2222 -+-+++= .
Решение: Рассмотрим необходимые условия экстрему-

ма. Найдем частные производные

12 -+=
¶
¶ yx

x
u ; 12 ++=

¶
¶ xy

y
u ; 22 -=

¶
¶ z

z
u и решим си-

стему уравнений:
ï
î

ï
í

ì

=-
=++
=-+

;022
;012
;012

z
xy
yx

 откуда x = 1, y = -1, z = 1.

Получаем одну стационарную точку ( )1,1,10 -M . Рассмотрим
достаточные условия экстремума. Для этого обратимся к ис-
следованию дифференциала второго порядка данной функции.
Известно, что дифференциал первого порядка

dz
z
udy

y
udx

x
udu

¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

= ;

Дифференциал второго порядка

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

= udz
z

dy
y

dx
x

ud
2

2 ,
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dydz
zy

udxdz
zx

u

dxdy
yx

udz
z
udy

y
udx

x
u

¶¶
¶

+
¶¶

¶
+

+
¶¶

¶
+

¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

=

22

2
2

2

2
2

2

2
2

2

2

22

2
;

У нас:

22

2

=
¶
¶
x
u

; 22

2

=
¶
¶
y
u

; 22

2

=
¶
¶

z
u

; 1
2

=
¶¶

¶
yx

u
; 0

2

=
¶¶

¶
zx

u
;

0
2

=
¶¶

¶
zy

u
. Поэтому второй дифференциал имеет вид

( ) 2222222 222222 dzdydxdydxdxdydzdydxud +++=+++=
Он сохраняет постоянный знак, ибо выражение, стоя-

щее в скобке не отрицательно при любых dx и dy:
( ) abba -³+ 22 , последнее слагаемое положительно.

Следовательно, 02 >¶ u  при любых приращениях неза-
висимых переменных xdx D= , ydy D= , zdz D=  Значит,
данная функция в точке ( )1,1,10 -M  достигает минимум, при-
чем 2min -=u .

Приведем достаточные условия экстремума для функ-
ции трех независимых переменных, которые выражаются с
помощью определителя третьего порядка.

9.3 Достаточные условия экстремума для функции
трех независимых переменных .

Эти условия выражаются с помощью определителя уже
третьего порядка. Пусть дважды дифференцируемая функция

),,( zyxfu =  трех переменных имеет стационарную точку
),,( 0000 zyxM , найденную из системы уравнений:
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0=
¶
¶

x
u

; 0=
¶
¶

y
u

; 0=
¶
¶

z
u

; (необходимое условие экстремума)

Составляем определитель третьего порядка

2

222

2

2

22

22

2

2

z
u

yz
u

xz
u

zy
u

y
u

xy
u

zx
u

yx
u

x
u

J

¶
¶

¶¶
¶

¶¶
¶

¶¶
¶

¶
¶

¶¶
¶

¶¶
¶

¶¶
¶

¶
¶

=

и вычисляем его для каждой стационарной точки. Имеем сле-
дующее правило:  Для того,  чтобы функция ),,( zyxfu =
имела экстремум в точке ),,( 0000 zyxM , достаточно, чтобы
четный минор был положителен, а знаки нечетных миноров

совпадали со знаком 2

2

x
u

¶
¶

, то есть минор второго порядка

0

2

22

2

2

2

>

¶
¶

¶¶
¶

¶¶
¶

¶
¶

y
u

xy
u

yx
u

x
u

 в точке 0M , причем: Если 0
0

2

2

>÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

Mx
u  и

( ) 00 >MJ  то имеем минимум функции в точке 0M , если

0
0

2

2

<÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

Mx
u  и ( ) 00 <MJ  то имеем максимум функции в точ-

ке 0M . Замечание: достаточно определить знак главного ми-
нора второго порядка.

Пример 3. Найти экстремум функции
zxyzyxu 212223 ++++= .

Решение. а) необходимое условие экстремума.
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Находим
ï
î

ï
í

ì

+=¢

+=¢
+=¢

22
122
123 2

zu
xyu
yxu

z

y

x  и решаем систему уравнений

ï
î

ï
í

ì

=+
=+

=+

01
06

042

z
xy

yx
. Получим две стационарные точки M1(0,0,1) и

M2(24,-144,-1).
б) достаточные условия экстремума

Находим xuxx 6=¢¢ , 12=¢¢xyu , 0=¢¢xzu , 2=¢¢yyu ,

0=¢¢yzu , 2=¢¢zzu и составляем определитель

200
0212
0126 x

J = .

Исследуем на экстремум точку M1(0,0,1): четный минор

0144
212

120
<-==D . Значит, в этой точке M1 экстремума

нет.
Исследуем точку M2(24,-144,-1) на экстремум. Ее чет-

ный минор 0144
212

12144
>==D , а знаки нечетных миноров

0
200
0212
012144

2
>=MJ  и ( ) 01442 >=¢¢ Muxx ,т.е. совпа-

дают.
Следовательно, в точке М2 есть экстремум,  причем ми-

нимум ( ) 69131,144,24min -=--= uu .
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10. УСЛОВНЫЙ ЭКСТРЕМУМ. НАИБОЛЬШЕЕ
 И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ В ЗА-

МКНУТОЙ ОБЛАСТИ

10.1 Условный экстремум.
Во многих задачах на отыскание экстремума функции

ее переменные оказываются не независимыми переменными, а
связанными друг с другом некоторыми добавочными условия-
ми (так называемыми уравнениями связи). Здесь мы имеем де-
ло с задачами на условный экстремум.

Условным экстремумом функции ( )yxfz ,=  двух пе-
ременных называется максимум или минимум этой функции,
достигнутый при условии, что аргументы x, y связаны уравне-
нием ( ) 0, =yxj  (уравнение связи). Для отыскания условного
экстремума функции ( )yxf ,  при наличии уравнения связи

( ) 0, =yxj  применяют метод Лагранжа:
Составляют функцию Лагранжа. Обозначается Ф или L.

( ) ( ) ( )yxyxfyxL ,,,, jaa ×+=  где a  - неопреде-
ленный постоянный множитель, и ищут обычный экстремум
этой вспомогательной функции ( )a,, yxL .

Необходимые условия экстремума функции Лагранжа
имеют вид

( )ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

í

ì

==
¶
¶

=
¶
¶

×+
¶
¶

=
¶
¶

=
¶
¶

×+
¶
¶

=
¶
¶

0,

0

0

yxL
yy

f
y
L

xx
f

x
L

j
a

ja

ja

                                      (1)

Из этой системы трех уравнений можно найти неиз-
вестные x, y и a .
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Вопрос о существовании и характере условного экстре-
мума решается на основании изучения знака второго диффе-
ренциала функции Лагранжа

dxdy
yx

Ldy
y
Ldx

x
LLd

¶¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

=
2

2
2

2
2

2

2
2 2 , для найденных значе-

ний x,  y  и a ,  полученных из системы  уравнений (1),  при
условии, что dx и dy связаны уравнением

0=
¶
¶

+
¶
¶ dy

y
dx

x
jj ( )022 ¹+ dydx .

А именно, функция ),( yxf  имеет условный максимум,

если 02 <Ld  и условный минимум, если 02 >Ld .
В частности, если дискриминант 0>D  для функции

Лагранжа (3) в стационарной точке, то в этой точке имеется
условный экстремум данной функции ),( yxf , причем услов-
ный максимум ),( yxf , если А<0 (или С<0 ), и условный ми-

нимум ),( yxf , если A>0 (C >0), где

2

22

2

2

2

y
L

xy
L

yx
L

x
L

¶
¶

¶¶
¶

¶¶
¶

¶
¶

=D
.

Аналогично находится условный экстремум функции
трех и большего числа переменных при наличии одного или
нескольких уравнений связи (число которых, однако, должно
быть меньше числа переменных). Здесь приходится вводить в
функцию Лагранжа столько неопределённых множителей,
сколько имеется уравнений связи.

Пример 1. Определить условный экстремум функции
yxz 346 --=  при условии 122 =+ yx .

Решение. Геометрически данная задача сводиться к
нахождению наибольшего и наименьшего значений аппликаты
z  плоскости yxz 346 --=  для точек пересечения её с пря-
мым круговым цилиндром 122 =+ yx . Составим функцию Ла-
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гранжа )1(346),( 22 -++--= yxyxyxL l , где l -
неопределённый множитель; 0122 =-+ yx -уравнение связи.

Находим x
дx
дL l24 +-= , y

дy
дL l23 +-= .

Необходимые условия экстремума для функции L  по-
лучаем из следующей системы уравнений

ï
î

ï
í

ì

=+

=+-
=+-

1
023
024

22 yx
y
x

l
l

Решая эту систем, получаем два решения
2
5

1 =l ,

5
4

1 =х ,
5
3

1 =у  и
2
5

2 -=l ,
5
4

2 -=х ,
5
3

2 -=у . Далее, находим

l22

2

=
дx

Lд , 0
2

=
дxду

Lд , l22

2

=
ду

Lд . Значит, )(2 222 dydxLd += l .

При
2
5

1 =l ,
5
4

1 =х ,
5
3

1 =у  имеем 02 >Ld  и, следова-

тельно, в этой точке функция имеет условный минимум:

1
5
9

5
166

5
3;

5
4

min =--=÷
ø
ö

ç
è
æ= zz .

При
2
5

2 -=l ,
5
4

2 -=х ,
5
3

2 -=у  имеем 02 <Ld   и, сле-

довательно, в этой точке функция имеет условный максимум:

11
5
9

5
166

5
3;

5
4

max =++=÷
ø
ö

ç
è
æ --= zz .

10.2. Нахождение наибольшего и наименьшего
 значений функции в замкнутой области.

        Функция, непрерывная в ограниченной замкнутой обла-
сти, достигает в ней своего наибольшего и наименьшего значе-
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ний или во внутренних точках этой области, являющимися
стационарными точками или в точках, лежащих на границе об-
ласти.
Для того, чтобы найти наибольшее и наименьшее значения
функции в замкнутой области, надо:
1) Найти стационарные точки, расположенные внутри данной
области, и вычислить значения функции в этих точках;
2) Найти наибольшее и наименьшее значения функции на ли-
ниях, образующих границу области;
3) Из всех найденных значений выбрать наибольшее и
наименьшее.
Замечание 1. В данном случае нет необходимости исследовать
функцию на экстремум с помощью частных производных вто-
рого порядка. Требуется найти лишь стационарные точки и
значения функции в них.
Замечание 2. Для функции ),( yxfz =  линии границы области
являются функцией одной переменной: либо )(xy j= ,

],[ bax Î , либо )(yx j= , dyc ££ ,
поэтому на соответствующих  участках границы данная функ-
ция является функцией одной переменной.

Несколько уравнений связи (число которых, однако,
должно быть меньше числа переменных). Здесь приходиться
вводить в функцию Лагранжа столько неопределённых множи-
телей, сколько имеется уравнений связи.
Пример 1. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

)2(2 yxyxz --= внутри замкнутого треугольника 0³x , 0³y ,
6£+ yx  (рис.3).

Решение.1) Находим стационарные точки внутри АОВD . Име-
ем : частные производные )234(234 22 yxxyxyyxxyzx --=--=¢ ;
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B6

2

M1

M2

0,5 A
6410

y

x

Рис. 3.
Приравнивая эти производные к нулю, получим систему урав-
нений:

î
í
ì

=--

=--

0)22(
0)234(

2 yxx
yxxy

Так как 0>x , 0>y  для нахождения стационарных то-

чек внутри АОВD , имеем систему
î
í
ì

=--
=--
022
0234

yx
yx

, откуда

11 =x ; 5,01 =у , из которой находим единственную стационар-

ную точку )5,0;1(1М , где значение функции
4
1)5,0;1( =z .

2) Переходим к исследованию функции );( ухz  на гра-
ницах области, которая состоит из отрезков ОА оси ОХ, ОВ
оси ОУ и отрезка АВ прямой.

а) На оси ОХ отрезок ОА: 0=у , и заданная функция
0)0,(

0
==

=
xzz

y
, 60 ££ x ; аналогично, на оси ОУ отрезок ОВ:

0=у , где также заданная функция 0),0(
0

==
=

уzz
х

, 60 ££ у .
б) Исследуем функцию на отрезке АВ: где прямая АВ

задана уравнением 6=+ ух , 60 ££ x . Поэтому функция на
этой прямой будет зависеть от одной переменной х, где

ху -= 6 :
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)6(4))6(2()6()( 22 xxxxxxxzz
AB

--=---×-== , 60 ££ x .
На концах отрезка [0,6]: 0)6()0( == zz .

Находим критические точки функции 32 424)( хххz +-= .
Имеем 21248 xxz x +-=¢ . Решая уравнение

0)4(12 =-xx , получаем 42 =x ; соответственно,
2462 =-=у . Итак )2;4(2М -критическая точка на отрезке АВ;

значение функции 128)2,4(
2

-== zz
M

.

Следовательно,
4
1

=z  внутри АОВD  в точке )5,0;1(1М ; 0=z

на сторонах  ОВ и ОА и в вершинах АОВD ; 128-=z  на сто-
роне АВ. Итак, наибольшего значения функция достигла

4
1)5,0;1( == zzнаиб  в точке )5,0;1(1М , а наименьшего значения

128)2;4(. -== zzнаим   на границе области в точке )2;4(2М .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

      Данные методические указания  помогут студентам  вы-
полнить  типовой расчет по вышеуказанной теме   курса мате-
матики,  а  также предоставляет студентам широкие возможно-
сти для активного самостоятельного изучения практической и
теоретической части курса математики.
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