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ВВЕДЕНИЕ
                     Настоящие методические указания содержат

теоретический материал, разбор и подробное решение неко-
торых практических задач и задач типового   расчета по те-
ме:“Математика”.  Содержание методических указаний со-
ответствует программе курса математики для студентов
инженерно-технических специальностей вузов рассчитан-
ной на 600 часов и утвержденной Министерством образова-
ния Российской Федерации в соответствии с новыми обра-
зовательными стандартами

1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ  ИНТЕГРАЛ
Понятие неопределенного интеграла.

   Пусть F(x) – первообразная для функции f(x) на промежутке

x, то есть F΄(x)=f(x) (или dF(x) = f(x)dx) для x X.
Определение. Совокупность всех первообразных для
функции f(x) называется неопределенным интегралом от
функции f(x) на промежутке x и обозначается

ò += CxFdxxf )()( , где С- произвольная постоянная.
 Основные правила интегрирования.

а) ò ¢))(( dxxf  = f(x) , d( ò dxxf )( ) = dxxf )( ;

б) ò += CxFxdF )()( ;

в) ò =× dxxfa )( ò dxxfa )( , где а –  постоянная;

г) ò =± dxxfxf )]()([ 21 ±ò dxxf )(1 ò dxxf )(2 ;

 д) если ò += CxFdxxf )()(  и u = ߮(x), то

ò += CuFduuf )()( .
 Таблица простейших неопределенных интегралов.

1) ∫ = adxݔ
1

1

+

+

a
x a

 + C  (a ≠ -1), 2) ∫ ௗ௫
௫

 = ln|ݔ| + C,

3) ∫ ௗ௫
௫మା௔మ = ଵ

௔
arctg ௫

௔
 + C = - ଵ

௔
arctg ௫

௔
 + C1 (a ≠ 0),
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4) ∫ ௗ௫
௫మି௔మ = ଵ

ଶ௔
 ln ቚ௫ି௔

௫ା௔
ቚ + C , ∫ ௗ௫

௔మି௫మ = ଵ
ଶ௔

 ln ቚ௔ା௫
௔ି௫

ቚ + C(a ≠ 0)

5) ∫ ௗ௫
ඥ௫మ±௔మ = lnቚݔ + ඥݔଶ ± ܽଶቚ + C  (a ≠ 0),

6) ∫ ௗ௫
√௔మ_௫మ = ݊݅ݏܿݎܽ ௫

௔
 + C = -ܽݏ݋ܿܿݎ ௫

௔
 + C, (a > 0) ,

7) ∫ ܽ௫ ݔ݀ = ௔ೣ

௟௡௔
 + C (a > 0) , ∫ ݁௫dx = ݁௫ + ,ܥ

8) ò xdxcos =sin x + C, 9) ò xdxsin =cos x + C,

10 ò dx
x)(sin

1
2 =-ctg x, ò dx

x)(cos
1
2  = tg x,

11) ∫ ௗ௫
௦௜௡మ௫

 = -ctg x + C, 12) ò chxdx =sh x + C,

13) ò shxdx =ch x + C, 14) ∫ ௗ௫
௖௛మ௫

 = thx + C;

15) ∫ ௗ௫
௦௛మ௫

 = - cthx + C.
Метод подстановки. Замена переменой в

неопределенном интеграле.
Интегрирование путем введения новой переменной t
основано на формуле
∫ ݔ݀(ݔ)݂ = ∫ [(ݐ)߮]݂ ∙ ,ݐ݀(ݐ)΄߮ где ݔ = ,(ݐ)߮
где )(tx j= монотонная непрерывно-дифференцируемая
функция  переменной t. Функцию φ выбирают таким образом ,
чтобы правая  часть формулы приобрела более удобный вид.
Иногда применяется подстановка вида u = ψ(x) , где u – новая
переменная. Допустим, что  подынтегральное  выражение уда-
лось преобразовать к виду f(x) dx=g(u) du, где )(uu y=  тогда ,
если  известен ò += CuFduug )()( , то

න ݔ݀(ݔ)݂ = [(ݔ)߰]ܨ + .ܥ

Тригонометрические подстановки.
     а ) если интеграл содержит радикал вида ඥܽଶ − -ଶ, то поݔ
лагают  x =a sin t ( или x =a cos t ), откуда получается

taxa cos22 ×=-   (или taxa sin22 ×=- )
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    б) если интеграл содержит радикал вида 22 ax - ,

то полагают
t

ax
sin

=   (или
t

ax
cos

= ),

откуда ଶݔ√ − ܽଶ = ܽ ∙ и ) ݐ݃ݐ ଶݔ√ − ܽଶ =ܽ ∙ .(ݐ݃ݐܿ
    в ) если интеграл содержит радикал ଶݔ√ + ܽଶ, то
полагают ݔ = ܽ ∙ или ) ݐ݃ݐ ݔ = ܽ ∙ откуда ,(ݐ݃ݐܿ
ଶݔ√ + ܽଶ = ௔

ୡ୭ୱ ௧
 ( или ݔ = ௔

ୱ୧୬ ௧
).

Замечание. Иногда вместо тригонометрических
 подстановок удобнее пользоваться гиперболическими
подстановками: thtax ×= , cthtax ×= , shtax ×= .
Метод интегрирования по частям.
Если )(xu j=  и )(xv y=  – непрерывно
дифференцируемые функции от x, то
∫ ݒ݀ݑ = ݑ ∙ ݒ − ∫ .ݑ݀ݒ

Интегрирование рациональных дробей с помощью
разложений на простейшие.

Рассмотрим рациональную функцию  ( или рациональную
дробь) ௉೙(௫)

ொ೘(௫)
, где )(xPn  или )(xQm – многочлены степеней n и

m соответственно относительно  переменной x.
Если n ≥ m, то есть дробь неправильная,  то ее можно
 представить в виде
௉೙(௫)
ொ೘(௫)

 = ௡ܲି௠(ݔ) + ௉ೖ(௫)
ொೖ(௫)

, (где k< ݉ ), то есть выделить
 из нее целую часть ௡ܲି௠(ݔ).  Пусть  знаменатель
ܳ௠(x) = ݔ) − ܽ)௥ … ଶݔ) + ݔ݌ + …ଶ)௦ݍ
 разлагается на линейные квадратичные множители. Тогда
правильная рациональная дробь ௉ೖ(௫)

ொ೘(௫)
 разлагаются на  суммы

простейших дробей с вещественными  коэффициентами сле-
дующего вида:
1) ஺

௫ି௔
;  2) ஺

(௫ି௔)ೝ,  где r ≥ 1 − целое число;

3) ஺௫ା஻
௫మା௣௫ା௤

, где ௣మ

ସ
 - q < 0, то есть квадратный трехчлен,
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и qpxx ++2  не имеет действительных корней;

4) ஺௫ା஻
(௫మା௣௫ା௤)ೞ, где 1³s  целое число, ௣మ

ସ
- q < 0.

В результате интегрирование рациональной дроби
сведется к нахождению интегралов от многочленов

௡ܲି௠(ݔ) степени ( n-m ) и от простейших дробей, каждая
из которых интегрируется в элементарных функциях:

1) СaxAdx
ax

A
+-=

-ò ln ,

2) ò +
-×-

-=
- - ,

)()1()( 1 C
axr

A
ax

Adx
rr

3) ò =
++

+ dx
qpxx

BAx
2

ln
2
A

= ଶݔ| + ݔ݌ + |ݍ + ଶ஻ି஺௣
ඥସ௤ି௣మ ݃ݐܿݎܽ ଶ௫ା௣

ඥସ௤ି௣మ + ;ܥ

4) ò =
++

+ dx
qpxx

BAx
s)( 2

ò +
++

+
= dx

qpxx
px

s)(
2

2 ò ++
- sqpxx

dxApB
)(

)
2

( 2 .

Первый интеграл в правой части легко находится с помощью
 Подстановки ଶݔ + ݔ݌ + ݍ = ,ݖ а второй преобразуем так
∫ ௗ௫

(௫మା௣௫ା௤)ೞ = ∫ ௗ௧
(௧మା௔మ)ೞ , где x + ௣

ଶ
= -q ;ݐ ௣మ

ସ
= ܽଶ.

Для интеграла
௦ܫ = ∫ ௗ௧

(௧మା௔మ)ೞ (s – целое положительное число).
Имеет место следующая рекуррентная формула
௦ܫ = ଵ

ଶ௔మ(ௌିଵ)
∙ ௧

(௧మା௔మ)ೞషభ + ଵ
௔మ ∙ ଶௌିଷ

ଶௌିଶ
∙ .௦ିଵܫ

Эта формула после (s-1) – кратного применения
позволяет свести данный интеграл ௦  к табличномуܫ
интегралу ଵܫ = ∫ ௗ௧

௧మା௔మ.
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 Интегрирование некоторых иррациональных функций.
а) Интегралы вида ∫ ௗ௫

√௔௫మା௕௫ା௖
  путем выделения

 полного квадрата из квадратного трехчлена приводятся
к табличным интегралам 5 и 6
б) интегралы вида ∫ ஺௫ା஻

√௔௫మା௕௫ା௖
путем выделения  ݔ݀

в числителе производной квадратного трехчлена,
 стоящего под знаком корня разлагается на сумму
 двух интегралов:

ò =
++

+ dx
cbxax

BAx
2/12 )( ò +

++
++ dx
cbxax

cbxaxd
2/12

2

)(
)(

ò ++
-+ 2/12 )(

)
2

(
cbxax

dx
a

AbB

Первый из полученных интегралов путем замены
cbxax ++2   сводится к табличному виду 1

, а второй рассмотрен в п. 1.
в) интегралы вида ∫ ௗ௫

(௠௫ା௡)√௔௫మା௕௫ା௖
  c  помощью  подстанов-

ки ଵ
௠௫ା௡

= t приводятся к виду, рассмотренному в п. 2.

г) интегралы вида ∫ ܴ ൬ݔ, (௔௫ା௕
௖௫ାௗ

)
೘భ
೙భ , … , (௔௫ା௕

௖௫ାௗ
)

೘ೖ
೙ೖ ൰ ,ݔ݀

где R- рациональная функция; m1,…,mk,   ,n1,…,nk. -  целые чис-
ла. С помощью подстановки ௔௫ା௕

௖௫ାௗ
= ,௦ݐ

где s – наименьшее общее кратное чисел n1,…,nk..
 д) интегралы от дифференциальных биномов

න ܽ)௠ݔ + ,ݔ௡)௣݀ݔܾ

где m,n,p – рациональные числа выражаются
через конечную комбинацию элементарных  функций
 лишь в следующих трех случаях:
1) если р – целое число, подстановкой x = ,௦ݐ
s – знаменатель дроби p;
2) если ௠ାଵ

௡
 - целое, подстановкой ௔ା௕௫೙

௡
 = ,௦ݐ
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где s – знаменатель дроби p.
3) ௠ାଵ

௡
+ p – целое, подстановкой

s
n

t
n
bxa

=
+ , s – знаменатель p.

  Интегрирование тригонометрических функций.
а) интегралы вида

ò × dxxx )cos()sin( ba , ò × dxxx )sin()sin( ba , ò × dxxx )cos()cos( ba
находятся с использованием тригонометрических формул

sin ߙ ∙ sin ߚ =
1
2 (cos(ߙ − (ߚ − cos(ߙ + ((ߚ ;

cos α∙ cos β =
1
2 (cos(ߙ − (ߚ + cos(ߙ + ((ߚ ;

sin ߙ ∙ sin ߚ =
1
2

(sin(ߙ − (ߚ + sin(݉ߙ + .((ߚ
б) интегралы вида

௠,௡ܫ = න sin௡ ݔ ∙ cos௠ ,ݔ݀ݔ

где n и m – четные числа, находятся с помощью формул

sin2x=(1-cos(2x))/2; cos2x=(1+cos(2x))/2,
sin(x) cos(x)=0,5 sin(2x).
Если хотя бы одно из чисел m или n – четное, то
интеграл находится, отделяя от нечетной степени
 один множитель и вводя новую переменную.  В частности,
если m=2k+1, то

ò =×= + xdxxI kn
mn

12
, cos)(sin ò =×× xdxxx kn coscos)(sin 2

ò -×= )(sin)sin1()(sin 2 xdxx kn

Полагая t=sinx, получим интеграл вида ∫ ௞ݐ (1 − .ݐଶ)௞݀ݐ
в) интегралы вида ∫ ݊݅ݏ)ܴ ,ݔ ݏ݋ܿ (ݔ приводятся ݔ݀
 к интегралу от рациональной функции новой
переменной с помощью, так называемой универсальной
тригонометрической подстановки tg ௫

ଶ
= при  ,ݐ
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 этом sin ݔ = ଶ௧
ଵା௧మ ; cos ݔ = ଵି௧మ

ଵା௧మ , ݔ݀ = ଶௗ௧
ଵା௧మ.

Если R(sin x, cos x)= R(sin x, cos x), то целесообразно
применить подстановку tg x=t, при этом

21
sin

t
tx
+

= ,
21

1cos
t

x
+

= , x=arctg t, 21 t
dtdx
+

= .

2. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ И ЕГО
 ПРИЛОЖЕНИЯ

 Определенный как предел интегральной суммы.
Определенным интегралом от функции f(x) в  промежутке
 [a, b] называется предел ее  интегральной суммы, когда
число n элементарных отрезков неограниченно возрастает,
а длина наибольшего из них (max xi) стремится к 0, то есть

åò
-

=
¥®

D=
1

0
)(lim)(

n

i
i

b

a
n

xfdxxf x , где iii xxx -=D +1)( , 1+££ iii xx x .

Если f(x)  непрерывна, то она интегрируема на  [a, b] и предел
этот не зависит от  способа разбиения промежутка [a, b] на ча-
стичные  отрезки и выбора точек .௜ на этих промежуткахߦ

 Вычисление определенного интеграла.
Формула Ньютона – Лейбница.

 Если (ݔ)ᇱܨ = то ,(ݔ)݂
∫ ݔ݀(ݔ)݂ = |(ݔ)ܨ ௕

௔
௕

௔ = (ܾ)ܨ − .(ܽ)ܨ
Замена переменной в определенном интеграле.
Если 1) функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b];
2) функция φ(x) непрерывна вместе со своей производной
φ′(t) на [ߙ, где ,[ߚ а=φ(ߙ),  b=φ(ߚ); 3) сложная функция
f(φ(t)) определена и  непрерывна на [a, b], то

න ݔ݀(ݔ)݂ = න ݂൫߮(ݐ)൯߮ᇱ(ݐ)݀ݐ.
ఉ

ఈ

௕

௔
 Формула интегрирования по частям.

Если u(x) и v(x) имеют непрерывные производные
 на [a, b], то
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න (ݔ)ݒ݀(ݔ)ݑ = (ݔ)ݑ ∙ ܾ|(ݔ)ݒ
ܽ − න .(ݔ)ݑ݀(ݔ)ݒ

௕

௔
Свойства определенного интеграла.

1) ,0)( =ò
a

a

dxxf     2) =ò
b

a

dxxf )( ,)(ò-
a

b

dxxf

  3) если f1(x) и f2(x) интегрируем на [a, b], C1 и С2 - любые
вещественные  числа, то функция С1 f1(x)+C2f2(x) также
интегрируема  на [a, b], причем

=+ò
b

a

dxxfCxfC ))()(( 2211 +ò
b

a

dxxfC )(11 .)(22 ò
b

a

dxxfC

4)  если f(x) интегрируема на [a, c] и [c, d], то она интегриру-
ема также и на [a, b],  причём

න ݔ݀(ݔ)݂
௖

௔
+ න ݔ݀(ݔ)݂ = න ݔ݀(ݔ)݂

௕

௔

௕

௖
При этом точка c  может быть произвольно
 расположена относительно a и b.
5) если f(x) интегрируема на [a, b], то функция
также интегрируема на |(ݔ)݂| [a, b],  причем
ቚ∫ ௕ݔ݀(ݔ)݂

௔ ቚ ≤ ∫ ௕|(ݔ)݂|
௔ ܽ)ݔ݀ < ܾ).

6) если (ݔ)݂ ≥ 0, то ∫ ௕(ݔ)݂
௔ ݔ݀ ≥ 0 (ܽ ≥ ܾ)

7) если (ݔ)݂ ≥ для каждого (ݔ)݃ ,ܽ)߳ݔ ܾ), то ∫ ݔ݀(ݔ)݂ ≥௕
௔

∫ ௕(ݔ)݃
௔ ݔ݀ (ܽ < ܾ).
8) если М – наибольшее значение функции f(x) на

отрезке [a, b], а m – наименьшее и a b, то

݉(ܾ − ܽ) ≤ න ݔ݀(ݔ)݂ ≤ ܾ)ܯ − ܽ).
௕

௔
9) если f(x) – непрерывна на [a, b], то

 существует ,ܽ]߳ߦ ܾ] такое, что ò -×=
b

a
abfdxxf ).()()( x
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Число ߤ = ଵ
௕ି௔ ∫ ௕ݔ݀(ݔ)݂

௔  называется средним
 значением функции ݕ = на отрезке (ݔ)݂ [a, b].

3. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ
 Несобственные интегралы с бесконечными
 пределами  интегрирования (первого рода).
        Пусть непрерывна при (ݔ)݂ ܽ ≤ ݔ < +∞ . Тогда
 по определению полагают

òò
+¥

¥-
+¥®

=
b

a
b

dxxfdxxf )(lim)(

        Если этот предел существует и конечен, то
 несобственный интеграл называется сходящимся,
в противном случае интеграл называется расходящимся.
 Аналогично определяются несобственные интегралы
и для других бесконечных интервалов

òò
¥-

-¥®
=

b

a

b

a
dxxfdxxf ;)(lim)( ò ò ò

¥

¥- ¥-

+¥

+=
c

c

dxxfdxxfdxxf .)()()(

Признаки сходимости несобственных интегралов
первого рода.

Теорема. Пусть для всех ax ³  выполнено неравенство
)()(0 xxf j££ , тогда:

1) если ò
+¥

a

dxx )(j сходится, то ò
+¥

a

dxxf )( также сходится,

причём £ò
+¥

a

dxxf )( ò
+¥

a

dxx )(j ;

2) если ò
+¥

a

dxxf )( - расходится, то расходится и

=ò
+¥

a

dxx )(j . { } 0,)(lim ¹¥¹=×
¥®

AAxxf m

x

Следствие. Если 0)( ³xf и,  то есть mx
Axf ~)(
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при ¥®x , то  а) при m>1 ò
+¥

a

dxxf )( сходится;

 б) при 1£m - расходится.

Несобственные интегралы от неограниченных
функций (второго рода).

Пусть функция f(x)  определена и непрерывна
 при bxa <£ ,  а при x=b либо неопределенна,
либо терпит разрыв. Тогда по определению полагают

òò
-

®
=

e

e

b

a

b

a

dxxfdxxf .)(lim)(
0

      Если предел, стоящий в правой части, существует
и конечен, то несобственный интеграл называется
сходящимся, в противном случае расходящимся.
Аналогично определяются несобственные интегралы;
 если функция имеет разрыв при x=a, либо при
x=c, где ],[ bac Î

ò òò
+

®
==

b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxf
e

e
)(;)(lim)(

0 òò
+

®

-

®
+

b

c

c

a

dxxfdxxf
d

d

e

e
)(lim)(lim

00

Признаки сходимости для несобственных интегралов
 второго рода.
Теорема. Пусть при [ ],bax Î  выполнены неравенства

)()(0 xxf j££ и функции f(x) и )(xj  либо не
определены, либо имеют разрыв при x=b. Тогда:

1) если ò
b

a

dxx)(j сходится, то сходится и ò
b

a

dxxf )( ;

2) если ò
b

a

dxxf )(  расходится, то расходится и ò
b

a

dxx)(j .

Следствие. Если 0)( ³xf и
{ } 0,||)(lim ¹¥¹=-×

®
AAbxxf m

bx
, то есть
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mxb
Axf

||
~)(

-
при bx ® ; то

1) при m<1 интеграл (1) сходится; 2) при 1³m  - расходится.

4. ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЁННОГО ИНТЕГРАЛА
Площади плоских фигур.
1) площадь в прямоугольных координатах.
       Если площадь S ограничена двумя непрерывными
 Кривыми y1=f1(x)  и y2=f2(x)  и двумя вертикалями х=а
и x=b, где )()( 21 xfxf £   при bxa ££ ,

то [ ]ò -=
b

a

dxxfxfS )()( 12 .

 2) площадь, ограниченная кривой, заданной в
 параметрическом виде.
       Если кривая в параметрическом виде x=x(t),
y=y(t), то площадь криволинейной трапеции,
 ограниченной этой кривой, двумя вертикалями,
соответствующими x=a, x=b и отрезком оси ОХ,
выражается интегралом

dttxtyS
b

a

)()( /ò ×= , где 21 , tt

определяются из уравнений )(),( 21 txbtxa ==
( 0)( ³ty  на [ 21 , tt ] ).
 3) площадь в полярных координатах.
    Площадь, ограниченная непрерывной кривой

)(jrr =  и двумя полярными радиусами bjaj == ,

ò=
b

a

jj drS )(
2
1 2

Длина дуги кривой.
1) длина дуги в прямоугольных координатах
    Длина дуги гладкой (непрерывно дифференцируемой)
кривой y=f(x), содержащейся между точками с абсциссой
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x=a и x=b, равна

ò ¢+=
b

a

dxxfl 2)]([1

 2) длина дуги кривой, заданной параметрически
    Если кривая задана уравнениями в параметрической
 форме x=x(t), y=y(t), где x(t) и y(t) непрерывно
дифференцируемые функции, то длина дуги равна

,)]([)]([
2

1

22 dttytxl
t

t
ò ¢+¢= где 21 , tt  - значения параметра, со-

ответствующие концам дуги;
 3) длина дуги в полярных  координатах

   Если )(jrr = )( bja ££ , то

ò ¢+=
b

a

jjj drrl 22 )]([)]([

 Объёмы тела.
1) объём тела вращения
Объёмы тел, образованных вращением криволинейной
 трапеции, ограниченной кривой y=f(x), осью ОХ и
двумя вертикалями x=a и x=b, вокруг осей ОХ и OY,
выражаются соответственно формулами

òò ==
b

a
y

b

a
x xydxVdxxyV pp 2;)(2 .

Объём тела, образованного вращением вокруг оси OY
фигуры, ограниченной x=g(y), осью OY и двумя
параллелями y=c и y=d определяется по формуле

dyxV
d

c
y ò= 2p

Объём тела, полученного при вращении сектора,
 ограниченного дугой кривой )(jrr =  и полярными
 радиусами bjaj == ,  вокруг полярной оси r
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равен ò=
b

a
r jj drV sin

3
2 3

2) Вычисление объёмов тел по известным
поперечным сечениям

Если S(x) – площадь сечения тела плоскостью, перпендику-
лярной к оси ОХ в точке абсциссой х,  то объём этого тела ра-

вен ò=
2

1

)(
x

x

dxxSV ,  где х1, х2 – абсциссы крайних точек

сечения тела.
Примеры решения задач.

1. Найти ò
+ x

dx
21 l

.

Решение.

Так как
222 )(111 x

x

xxx

dxdxdx
-

-

- +
=

+
=

+ l

l

lll

.)1ln(
1

2

2
Ctt

t
dt

+++-=
+

- ò

Здесь замена переменной
xt -= l приводит к табличному ин-

тегралу.

2. Найти ò ++ xx
dx

cossin3
.

Решение. Подынтегральная функция является
функцией от sin x и cos x. Применим подстановку

txtg =
2

. При этом 22

2

2 1
2,

1
1cos,

1
2sin

t
dtdx

t
tx

t
tx

+
=

+
-

=
+

= .

Тогда

C

xtg
arctgCtarctg +

+
=+

+
=

7

1
2

2

7
2

7
12

7
2

.
Преобразование, произведённое в знаменателе,

называется выделением полного квадрата:



14

4
7)

2
1(2

4
1

4
1

2
122 222 ++=+-+××+=++ ttttt .

3. Найти ò xdxx arccos2 .
Решение. Применим метод интегрирования по
 частям ò ò-= VdUUVUdV , где

dxxdVxU 2,arccos == . Находим

ò
-

-===
2

3
2

1
,

3 x
dxdUxdxxV . Получим

=
-

+= òò 2

33
2

13
1arccos

3
arccos

x
dxxxxxdxx

=-- ò )1(
3
1arccos

3
22

3

xdxxx

.1||,)1(
9
21

3
arccos

3
322

23

£+----= xCxxxxx

4.Найти интеграл ò
+4 41 x
dx .

Решение. Перепишем интеграл в виде

dxx
x

dx 4
1

4

4 4
)1(

1 òò +=
+ ,  откуда следует, что это интеграл

от  дифференциального бинома при m=0, n=4, p=-1/4. Так

как 0
4
1

4
11

=-=+
+ p
n

m , то имеем третий случай интегри-

руемости.  Подстановка s
n

n

t
x
bxa

=
+ , где s - знаменатель

p в данном случае примет вид 44 1 tx =+- , откуда

.)1(1,)1(,)1( 4
1

44 44
5

434
1

4 ---
-=+--=-= ttxdtttdxtx

Следовательно
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.
)1)(1)(1(11 2

2

4

2

4 4 ò òò ++-
-=

-
-=

+ ttt
dtt

t
dtt

x
dx

Подынтегральная функция является правильной
рациональной дробью. Разложим её на простейшие
дроби

,
111)1)(1)(1( 22

2

+
+

+
-

+
+

=
++-

-
t

DCt
t
B

t
A

ttt
t  откуда

.)1)(()1)(1()1)(1( 2222 ttDCtttBttA -=-++++++-
Полагая последовательно t=1 и t=-1, получим
В(1+1)(1+1)=-1, 4В=-1, В=-1/4;
А(-1-1)((-1)(-1)+1)=-(-1)(-1), -4А=-1, А=1/4.
Неопределённые коэффициенты C и D можно
найти, приравнивая коэффициенты при 01 , tt в
тождестве слева и справа, получим
А+В-С=0, С=0, -А+В-D=0, D=-1/2.
Следовательно

òòòò =
+

-
-

-
+

=
-

-
12

1
14

1
1

1
4
1

1 24

2

t
dt

t
dtdt

tt
dtt

=+-
-
+

= Carctgt
t
t

2
1|

1
1|ln

4
1

.1
2
1|

1
1|ln

4
1 4 4

4 4

4 4

C
x

xarctg
xx
xx

+
+

-
-+

++
=

5. Найти dxxaò + 22 .
Решение. Применим гиперболическую подстановку
 x=a sht, dx=a cht dt, получим

chtatshaxa =+=+ )1( 2222 .

ò ò ò =+==+ dttchatdtchadxxa )12(
2

2
2222

.
24

2 22

Ctatsha
+

×
+

×
=  Можно получить
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2

2
2 12122

a
x

a
xtshshttsh +=+=

.

Из равенства
a
xsht

tt

=
-

=
-

2
ll   находим,  что

a
xaxt

22 +±
=l . Поскольку axaxtt ln||ln0 22 -++=Þ>l .

Поэтому  окончательно получаем

1
22

2
2222 ||ln

22
Cxaxaxaxdxxa +++++=+ò ,

где aaCC 2
1 ln

2
-=  - новая произвольная постоянная.

6. Найти площадь фигуры, ограниченной
        эллипсом x=a cost, y=b sint.

Решение. Эллипс задан в параметрическом виде.
В силу симметрии эллипса достаточно найти  площадь S1
одной его четверти ( 0,0 ³³ yx ). Если х изменяется в пре-
делах от 0 до а,  то параметр t изменяется в пределах от

2/p  до 0,  которые находятся из уравнений a cost=0,
2/1 p=t ; a cost=a, cost=1, t2=0. По формуле для вычисле-

ния площади  кривой,  получим abdttatbSS p
p

=-== ò
0

2/
1 )sin)(sin(44

Рис.1
7. Найти длину дуги кардиоиды r=a(1-cosj ).
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Решение. Кривая задана в полярных координатах.
В силу её симметрии относительно полярной оси
достаточно вычислить длину L, её половины, при
этом полярный угол j  изменяется от p  до 0. По
 формуле для вычисления дуги кривой в полярных
координатах  имеем

.8|)cos1(sin22 0
0

2222
1 adaaLL ==-+== ò p

p

jjj

Рис. 2
8. Найти объём тела, полученного вращением

 фигуры, ограниченной линиями by ±=  и 12

2

2

2

=-
b
y

a
x   вокруг

оси OY (cм. рис.3).
Решение. Воспользуемся формулой для вычисления

 объёма тела вращения . .
3
8)1( 2

2

2
22 bady

b
yadyxV

b

b

b

b

pp òò
--

=+==

- b

 b

О а-а
X

Y

Рис. 3

- 1a

1-2а

1a

О X

Y

L2



18

9. Найти объём эллипсоида 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x (рис.4)

Решение. В общем случае, когда cba ¹¹  эллипсоид
нельзя считать телом вращения. Поэтому его объём
надо вычислять по  известным площадям поперечных сече-
ний. Поперечные сечения эллипсоида плоскостями, парал-
лельными оси ОХ, являются эллипсами, уравнения которых

имеют вид 2

2

2

2

2

2

1
a
x

c
z

b
y

-=+  или 1

11
2

2

2

2

2

2

2

=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
-

+

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
-

a
x

z

a
xb

y ,

Поэтому полуоси эллипса равны соответственно

( ) ( )
2 2

2 21 , 1 .x xb x b c x c
a a

= - = -  Известно, что  площадь эл-

липса с полуосями b и с вычисляется  по формуле S bcp= .
Следовательно,  площадь поперечного сечения ( ) ( ) ( ).S x b x c xp=
Теперь  получим

2 2 2

2 2 2

41 1 1 .
3

x x xV b c dx bc dx abc
a a a

a a

a a
p p p

- -

æ ö
= - · - = - =ç ÷

è ø
ò ò

В частности при а=b=c=R  получаем объем шара 34 .
3

V Rp=

- b

 b

О
а-а X

Y

Z

-С

С

Рис. 4

10. Вычислить 22
.

2
dx

x x
+¥

+ -ò
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Решение. Это несобственный интеграл с бесконечным верх-
ним пределом. Так как подынтегральная дробь разлагается на
простейшие дроби вида

2

1 1 1 1 ,
2 3 1 2x x x x

æ ö= -ç ÷+ + - +è ø
то

2 22 2 2

1 1 1
2 2 3 1 2lim lim

b b

b b

dx dx dx
x x x x x x

¥

®¥ ®¥

æ ö= = - =ç ÷- + - + - +è øò ò ò

2

1 1 1 1 1 2ln | ln ln | ln 2.
3 2 3 2 4 3lim lim

b

b b

x b
x b®¥ ®¥

- -
= = - =

+ +

11.Исследовать сходимость интеграла
3 32

.
1

dx
x

¥

-
ò

Решение. Воспользуемся признаком сходимости для несоб-
ственных интегралов 1-го рода в виде  неравенства. Очевидно,

что
3 3

1 1
1 xx

>
-

 , при x>2. Вычислим

2 2
2

lnlim lim
b b

dx dx x
x x

¥
¥ ¥

®¥ ®¥

= = = ¥ò ò - расходится.

12. Исследовать на сходимость несобственный

интеграл
31

1 .
1x

¥

+
ò  Решение при x ® ¥

3 33
3 2 2

33

1 1 1 1 1
111 11x x xx
xx

= = ×
+ æ ö ++ç ÷

è ø

�

Так как ò
¥

1
2/3x

dx  сходится, то сходится и исходный интеграл.

13. Вычислить интеграл
( )

2

2
0 1

dx
x -ò

    Решение. Здесь подынтегральная функция имеет
 разрыв при x=1.Это несобственный интеграл от
 неограниченной функции (2-го рода). По определению

=
-ò

2

0
2)1(x

dx
ò
-

® -

e

e

1

0
20 )1(

lim
x

dx
=

-
+ ò

+
®

2

1
20 )1(

lim
d

d x
dx
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)11(lim
0

-=
® ee

.)11(lim
0

¥=-+
® de

Значит данный интеграл расходится.

14. Исследовать сходимость интеграла
1

4
0 1

xdx
x-

ò .

  Решение. В данном случае подынтегральная функция имеет
разрыв при x=1. воспользуемся признаком сходимости несоб-
ственных интегралов 2-го рода.

Для сравнения возьмем функцию
( )

1
2

1

1 x-
.

Очевидно, что
( )( )( )4 2

1
11 1 1 1

x x
xx x x x

= £
-- - + +

,

при ]1,0[Îx . Найдем

( ) ( )
1 1 1 1

2
0 0 00

0 0

lim 1 2lim 1 lim 2 2 2
1
dx x dx x

x

e e

e e e
e

- --

® ® ®
= - = - - = - =

-ò ò .

Так как
1

0 1
dx

x-ò сходится, то сходится и
1

4
0 1

xdx
x-

ò .;

1. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ
         ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Область определения
Переменные x,y,z, …,t называются независимыми меж-

ду собой, если каждая из них принимает любые значения в
своей области изменения, независимо от того, какие значения
принимают при этом остальные переменные.

Переменная величина u называется однозначной функ-
цией независимых переменных (аргументов) x,y,z,…,t, если
каждой совокупности их значений (x,y,z …,t) из области D со-
ответствует единственное определенное значение u ∈ U.
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Функциональная зависимость обозначается так:  u=f(x,y,z,
…,t), или  f: D→U, где U – множество значений функции f.

Областью определения (существования) D функции
u=f (x,y,z,…,t) называется совокупность значений x,y,z,…,t,
при которых функция определена, то есть принимает опреде-
ленные действительные значения. Так, для функции двух пе-
ременных z=f (x, y) областью определения является совокуп-
ность точек (x,y) координатной плоскости XOY, в которых
функция определена (существует). Эта область определения
представляет собой конечную или бесконечную часть плоско-
сти XOY, ограниченную одной или несколькими кривыми
(границей области D). Аналогично, для функции трех пере-
менных u=f(x,y,z) областью определения служит некоторое
тело в пространстве OXYZ. Рассмотрим примеры нахождения
областей определения функций.

Пример. ݖ = arcsin ௫
ଷ

+ ඥݔ ∙ ݕ
Решение. Первое слагаемое функции определено при

−1 ≤ ௫
ଷ

≤ 1, или −3 ≤ ݔ ≤ 3. Второе слагаемое имеет действи-

тельные значения, если ݔ ∙ ݕ ≥ 0,  то есть при ൜ݔ ≥ 0
ݕ ≥ 0  или при

൜ݔ ≤ 0
ݕ ≤ 0. Значит, область определения всей функции есть мно-

жество точек (x,y) двух полос плоскости XOY: При ݕ ≥ 0
между прямыми x = 0, x = 3, y = 0 и при ݕ ≤ 0 между прямыми
x = -3, x = 0, y = 0, включая сами эти прямые (рис. 5).

Рис. 5
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Предел.  Непрерывность.
Число А называется пределом функции ݖ = ,ݔ)݂ при (ݕ

стремлении точки М(x,y) к точке М଴(a,b), если для любого
числа ߝ > 0 существует такое число δ> 0, )(ed ,что при

,0 dr << где 22 )()( byax -+-=r  – расстояние между
точками М и М଴, имеет место неравенство ,ݔ)݂| (ݕ − А| < .ߝ

В этом случае пишут limெ→ெబ ,ݔ)݂ (ݕ = А, или
lim௫→௔

௬→௕
,ݔ)݂ (ݕ = А. Функция ݖ = ,ݔ)݂ -называется непрерыв (ݕ

ной в точке M0(a,b), если предел функции ,ݔ)݂ -при стремле(ݕ
нии точки M(x,y)  к точке M0(a,b) равен значению функции
݂(ܽ, ܾ) в точке Mo, то есть:

lim௫→௔
௬→௕

,ݔ)݂ (ݕ = ݂(ܽ, ܾ)

Функция, непрерывная во всех точках некоторой обла-
сти, называется непрерывной в этой области.

Нарушение условий непрерывности для функции
,ݔ)݂ может быть как в отдельных точках (изолированная (ݕ
точка разрыва), так и в точках, образующих одну или несколь-
ко линий (линии разрыва).
Пример. Найти предел следующих функций:

y
xy

y
x

sinlim
0
2

®
®

;

Решение: 221sinsin
0
0sin

limlimlimlim
20

0
2

0
2

=×=×=
×

×
=÷

ø
ö

ç
è
æ=

®®
®
®

®
®

x
x

y
x

y
x xy

xxy
y
xy

a
a

a

,

где xy=a .
Линии и поверхности уровня функции.

Линией уровня функции двух аргументов ( )yxfz ,=
называется такая линия ( ) Cyxf =,  на плоскости XOY,  в
точках которой функция принимает одно и то же значение

Cz = , где C – const.
Поверхностью уровня функции трех аргументов
( )zyxfu ,,=  называется такая поверхность ( ) Czyxf =,, ,
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в точках которой функция принимает постоянное значение
Cu = .

Пример. Выяснить характер поверхностей, изображае-
мых следующими функциями и построить их линии уровня: а)

yxz += ; б) 22 yxz += ; в) 22 yxz -= .
Решение: а) плоскость; линии уровня – семейство пря-

мых Cyx =+ , параллельных прямой xy -= , (при RC Î" ).

б) параболоид вращения; линии уровня Cyx =+ 22  – семей-
ство концентрических окружностей с центром в начале коор-
динат ( 0>"C ).
в) гиперболический параболоид; линии уровня Cyx =- 22  -
семейство равносторонних гипербол ( )RC Î" .

Дополнительные сведения.
Часть пространства, в котором происходит физическое

явление, называется физическим полем. Существуют скаляр-
ное и векторное поля.

Физическое поле называется скалярным, если физиче-
ское явление, его образующее, характеризуется функцией

( )zyxff ,,= , зависящей только от координат точек про-
странства, в котором это явление происходит. Скалярное поле
полностью определено заданием одной функцией ( )111 ;; zyxf
трех независимых переменных. Если физическое явление об-
разовало скалярное поле, то каждой точке ( )zyxP ,,  про-

странства 3R ,  в котором происходит это явление,  ставится в
соответствие определенное число, характеризующее это явле-
ние в рассматриваемой точке. Это число есть частное значение
функции ( )zyxf ,, , вычисленное в точке ( )111 ;; zyxP .

Через каждую точку пространства проходит одна по-
верхность уровня. Во всех точках поверхности уровня физиче-
ское явление протекает одинаково. Уравнение поверхности
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уровня, проходящей через точку ( )111 ,, zyxP , имеет вид
( ) ( )111 ;;;; zyxfzyxf = .

Частные производные первого порядка. Полный дифференци-
ал функции и его применение к приближенным вычислениям

Частные производные первого порядка
     Если ( )zyxfu ,,=  и одна из переменных, например x ,
получила приращение xD  (при постоянных других перемен-
ных y  и z ), то разность ( ) ( )zyxfzyxxfux ,,,, -D+=D
называется частным приращением по x  функции ( )zyxf ,, .
 Соответственно, имеем частные приращения функции по y и z
по ( ) ( )zyxfzyyxfuy ,,,, -D+=D , ( ) ( )zyxfzzyxfux ,,,, -D+=D

Частной производной от функции ( )zyxfu ,,=  по не-
зависимой переменной x  называется производная

x
u

x
u x

x D
D

=
¶
¶

®D 0
lim , или в более подробной записи

( ) ( ) ( )zyxf
x

zyxfzyxxf
x
u

xx
,,,,,,lim

0

¢=
D

-D+=
¶
¶

®D
,

вычисленная при постоянных y , z . Обозначается одним из

символов
x
u

¶
¶ ,

x
f

¶
¶ , xu ¢ , xf ¢ . Аналогично, предел отношения

y
y

D

D u
 при стремлении yD  к нулю называется частной произ-

водной функции по y :

( ) ( ) ( )zyxf
y

zyxfzyyxf
y
u

yy
,,,,,,lim

0
¢=

D
-D+

=
¶
¶

®D
.
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        Частная производная по z  есть производная zu¢ , равная
пределу

z
uz

z D
D

®D 0
lim , то есть

( ) ( ) ( )zyxf
z

zyxfzzyxf
z
u

zz
,,,,,,lim

0
¢=

D
-D+

=
¶
¶

®D
.

Очевидно, что для нахождения частных производных
справедливы обычные правила и формулы дифференцирова-
ния; только следует иметь в виду, что при нахождении частной
производной надо считать постоянными все независимые пе-
ременные, кроме той, по которой берется частная производная.

Пример . Найти частные производные функции

153432 +-++-= xzyzxyzyxu .
Решение. Рассматривая переменные y , z  как постоян-

ные величины, получим 542 3 --=
¶
¶ yzxy

x
u . читая x , z  по-

стоянными, дифференцируем функцию по y :

zxzyx
y
u 343 22 +-=

¶
¶ . Аналогично, дифференцируем

функцию по z ,считая x , y  постоянными: 1332 ++=
¶
¶ yyx

z
u .

 Полный дифференциал функции.
Полным приращением функции ),( yxfz =  двух неза-

висимых переменных в точке M(x,y) называется разность

( ) ),(, yxfyyxxfz -D+D+=D ,
где xD  и yD  – произвольные приращения аргументов.

Функция ),( yxfz =  называется дифференцируемой в
точке (x,y), если в этой точке полное приращение zD  можно
представить в виде ( )royBxAz +D×+D×=D ,  где слагаемое
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)(ro  есть бесконечно малая величина высшего порядка по

сравнению с бесконечно малой ( ) ( )22 yx D+D=r .
Полным дифференциалом функции ),( yxfz =  назы-

вается главная часть ее полного приращения zD , линейная от-
носительно приращений аргументов xD  и yD , то есть

yBxAdz D×+D×= .
Дифференциалы dx, dy независимых переменных x и y

совпадают с их приращениями, то есть xdx D= , ydy D=  –
это числа, равные между собой. Полный дифференциал функ-
ции ),( yxfz =  вычисляется по формуле:

dy
y
zdx

x
zdz

¶
¶+

¶
¶= , где ,

dy
zB ¶=

Аналогично, полный дифференциал функции трех ар-
гументов ),,( zyxfu =  вычисляется по формуле

dz
z
udy

y
udx

x
udu

¶
¶+

¶
¶+

¶
¶=

Заметим, что в выражениях ( )2xD , ( )2yD  скобки можно опу-
стить, так как xD , yD  рассматриваются как единый символ.
Функция заведомо имеет полный дифференциал в случае не-
прерывности ее частных производных. Значит, если функция
имеет полный дифференциал, то она дифференцируема.

Пример. Найти полный дифференциал функции 22 yxz += .
Решение: Находим

22 yx
x

x
z

+
=

¶
¶ ;

22222
2

yx
y

yx
y

y
z

+
=

+
=

¶
¶

dx
zA ¶=
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Следовательно, по формуле

222222 yx
ydyxdxdy

yx
ydx

yx
xdz

+

+
=

+
+

+
=

Применения полного дифференциала
к приближенным вычислениям.

         Имеем связь между полным дифференциалом функции и
ее полным приращением: ( )rodzz +=D

Вычисление zD  (приращения функции) представляет
собой задачу, более трудоемкую, чем вычисление ее диффе-
ренциала dz, а потому в практических вычислениях с доста-
точной точностью при малых приращениях аргументов заме-
няют вычисление приращения функции вычислением ее диф-
ференциала. При достаточно малых xD , yD , а значит, при

достаточно малом 22 yx D+D=r  для дифференцируемой
функции ( )yxfz ,=  имеет место приближенное равенство

dzz »D  или dy
y
zdx

x
zz

¶
¶+

¶
¶»D

Итак, на основании формулы получаем
( ) ( ) dfyxfyxf »- 00 ,,  или

( ) ( ) y
y
fx

x
fyxfyyxxf D

¶
¶

+D
¶
¶

+»D+D+ 0000 ,, ,

где xxx D+= 0 , yyy D+= 0  . Это приближенное равенство
тем более точно, чем меньше величины xD , yD .

Пример. Вычислить приближенно величину ( ) 01,302,1

Решение: Рассмотрим функцию yxz = . Воспользуемся
формулой (6).  Имеем 10 =x , 02,0=Dx , 30 =y , 01,0=Dy



28

Значение функции z  в точке ( )00 , yx : ( ) 113,1 3 ==z . Вычисля-

ем xdyxdxyxdz yy ln1 += - , где xdx D= ; ydy D= ; откуда

( ) 06,001,01ln102,013 32
3,1 =××+××=dz  . Значит, ( ) 06,106,0101,02,1 01,3 =+» .

6. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ
Случай одной независимой переменной.
Если ( )yxfz ,=  есть дифференцируемая функция

двух аргументов x и y в некоторой области D плоскости XOY,
которые в свою очередь являются дифференцируемыми функ-
циями независимой переменной t, то есть ( )tx j= , )(ty y= ,
то сложная функция ( ) ( )( ) ( )tttfz F== yj ,  -  есть функция
одной переменной t и имеет место равенство

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz ×

¶
¶+×

¶
¶=

В частности, если t совпадает с одним из аргументов,

например, t=x, то справедлива формула
dt
dy

y
z

x
z

dt
dz ×

¶
¶+×

¶
¶= ,   и

dt
dz

 называется полной производной функции z по x.

Пример. Найти
dt
dz

, если 35 2 yxyxz -+= , где

tx 2cos= , arctgty = .

Решение. Воспользуемся формулой (1). Предваритель-

но находим yx
x
z 25 4 +=

¶
¶ , 232 yx

y
z

-=
¶
¶ , t

dt
dx 2sin2-= ,

21
1
tdt

dy
+

= . Тогда ( ) ( ) 2
24

1
1322sin252
t

yxtyx
dt
dz

+
×-++-=
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Пример. Найти частную производную
x
z

¶
¶  и полную

производную
dx
dz

, если ( )22ln yxz -= , где xey = .

Решение. Имеем 22

2
yx

x
x
z

-
=

¶
¶ . Находим

( )
222222

222
yx
yex

yx
ye

yx
x

dx
dy

y
z

x
z

dx
dz xx

-
-

=
-

-
-

=×
¶
¶

+
¶
¶

=

Случай нескольких независимых переменных.
Если z есть сложная функция нескольких переменных,

например ( )yxfz ,= , где аргументы x, y, так называемые
промежуточные переменные, являются функциями независи-
мых переменных u, v: ( )vux ,j= , ( )vuy ,y= , то сложная
функция ( ) ( )( ) ( )vuvuvufz ,,,, F== yj  фактически являет-
ся функцией двух «конечных» переменных u, v. Если функции

yj,,f  — дифференцируемые функции, то частные произ-
водные по vu,  выражаются так:

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

¶
¶

×
¶
¶

+
¶
¶

×
¶
¶

=
¶
¶ , или uyuxu yzxzz ¢×¢+¢×¢=¢

v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

¶
¶×

¶
¶+

¶
¶×

¶
¶=

¶
¶ , или vyvxv yzxzz ¢×¢+¢×¢=¢

Структура этих формул сохраняется и при большем
числе переменных.

Пример. Найти
u
z

¶
¶

 и
v
z

¶
¶

, если arctgyz x ×=
2

3 ,
v
ux = , uvy =
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Решение: Находим arctgyx
x
z x ×××=

¶
¶ 3ln23

2

;

21
13

2

yy
z x

+
×=

¶
¶ ;

vu
x 1=

¶
¶ ;

2v
u

v
x -=

¶
¶ ; v

u
y =

¶
¶ ; u

v
y =

¶
¶ ;

Подставляя полученные выражения в формулы (3), имеем:

( ) 21
33ln213

22

y
varctgyx

v
y

y
zx

x
z

u
z xx

uu +
+××=¢×

¶
¶

+¢×
¶
¶

=
¶
¶ ,

( ) 22 1
33ln23

22

y
uarctgyx

v
uy

y
zx

x
z

v
z xx

vv +
+××-=¢×

¶
¶

+¢×
¶
¶

=
¶
¶ .

Ответ можно оставить в такой форме или выразить через u и v.
В результате получим:

( )
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+×=

¶
¶

222 1
3ln23 2

2

vu
v

v
uvarctgu

u
z v

u

, ( )
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

+-×=
¶
¶

222

2

1
3ln23 2

2

vu
u

v
uvarctgu

v
z v

u

.

Инвариантность формы полного дифференциала.
Отметим важное свойство инвариантности формы пол-

ного дифференциала. Во всех рассматриваемых выше случаях
справедлива формула:

dy
y
zdx

x
zdz

¶
¶+

¶
¶= .                                                      (*)

Действительно, дифференциал сложной функции
( )yxfz ,= , где переменные ),( vuxx = , ),( vuyy =  есть

функции от новых независимых переменных u и v, можно по-
лучить,  если в формуле (*)  дифференциалы dx  и dy  заменить

(по определению): dv
v
xdu

u
xdx

¶
¶+

¶
¶= ; dv

v
ydu

u
ydy

¶
¶+

¶
¶= .
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В результате подстановки и перегруппировки членов
при du и dv получим:

dv
v
zdu

u
zdv

v
ydu

u
y

y
zdv

v
xdu

u
x

x
zdz

¶
¶

+
¶
¶

=÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

+
¶
¶

¶
¶

+÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

+
¶
¶

¶
¶

= ,

где
u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

¶
¶

×
¶
¶

+
¶
¶

×
¶
¶

=
¶
¶ ,

v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

¶
¶

×
¶
¶

+
¶
¶

×
¶
¶

=
¶
¶ ,

полученная формула dv
v
zdu

u
zdz

¶
¶+

¶
¶=  показывает, что

форма первого дифференциала не зависит от того, являются ли
x и y независимыми переменными или функциями других не-
зависимых переменных. Это свойство называется инвариант-
ностью (неизменяемостью) формы первого дифференциала.

7. ПРОИЗВОДНАЯ ПО НАПРАВЛЕНИЮ.
ГРАДИЕНТ ФУНКЦИИ И ЕГО СВОЙСТВО

1. Производной от функции ( )yxfz ,=  в точке ( )yxM ,
по данному направлению  вектора 1MMl =  называется

( ) ( )
rr

z
MM

MfMf
l
z

MM

D
=

-
=

¶
¶

®® 0
1

1

0
limlim

1

,  где 22 yx D+D=r , ( )Mf

и ( )1Mf - значения  функции в точках М  и М1. Если функция

( )yxf ,  дифференцируема, то производная
l
z

¶
¶  (по направле-

нию l ) вычисляется по формуле: aa sincos
y
z

x
z

l
z

¶
¶

+
¶
¶

=
¶
¶ ,

где α- угол, образованный вектором l  с осью ОХ. В случае
функции трёх переменных ( )zyxfU ,,=  производная по
направлению l  определяется аналогично и вычисляется по

формуле gba coscoscos
z
U

y
U

x
U

l
U

¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

=
¶

¶ ,    где
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( )xl,Ð=a , ( )yl,Ð=b , ( )zl,Ð=g  , т.е.  α,β, g -углы между
направлением l  и соответствующими координатными осями,
а gba cos,cos,cos - направляющие косинусы вектора l , при-
чём 1coscoscos 222 =++ gba . Производная от функции в
данном направлении характеризует скорость  изменения

функции в этом направлении. Производная
l

U
¶

¶  равна нулю по

любому направлению,  касательному к поверхности уровня .

Производная
l

U
¶

¶  достигает своего наибольшего значения по

направлению нормали (см. п. 6) к поверхности уровня.

Пример. Найти производную функции 22 32 yxz -=  в точке
М(1;0) по направлению, составляющему с ОХ угол в 0120 .

Решение. Найдём частные производные и их значения в

данной точке М: ;4x
x
z

=
¶
¶ ;4=÷

ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

Mx
z ;6y

y
z

-=
¶
¶

0=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

My
z .

Далее определяем 5,0)3090cos(cos 00 -=+=a ,

2
330cos)3090sin(120sinsin 0000 ==+==a .

Применяя формулу (1), получим искомую производную

2
2
30

2
14 -=×+÷

ø
ö

ç
è
æ-×=

¶
¶

Мl
z . Знак минус показывает, что

функция в данной точке по данному направлению убывает.
Известно, что направляющие косинусы вектора

{ }ZZ =++= ааакаjаiаа ухух ,,  находятся  по формулам

a
ax=acos ;

a

ay=bcos ;
a
az=gcos  , где 222 )()()( Z++= аааа ух
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2. Градиентом функции ),( yxfz =  в точке ),( yxM
называется вектор, выходящий из точки М  и имеющей своими
координатами частные производные функции, т.е.

þ
ý
ü

î
í
ì

=+=
дy
дz

дx
дzj

дy
дzi

дx
дzgradz , .  На основании этого определе-

ния проекции вектора gradz  на координатной оси записывает-

ся так:
дx
дzgradzПрОХ =)( ,

дy
дzgradzПрOY =)( . Предполагается

при этом, что функция ),( yxfz = -однозначная непрерывная,
имеющая непрерывные частные производные, т.е. дифферен-
цируемая. Значит, производная данной функции в направле-
нии l  связана с градиентом функции следующей формулой:

)(gradzПр
дl
дz

l= , т.е. производная в данном направлении рав-

на проекции градиента функции на направление дифференци-
рования. Градиент функции двух переменных в каждой точке
направлен по нормали к соответствующей линии уровня
функции . Значит направление вектора gradz в каждой точке
есть направление наибольшей скорости возрастания функции в

этой точке, т.е. при gradzl =  производная ÷
ø
ö

ç
è
æ

дl
дz  принимает

наибольшее значение, равное модулю вектора gradz , т.е.
22

.
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+÷

ø
ö

ç
è
æ==÷

ø
ö

ç
è
æ

дy
дz

дx
дzgradz

дl
дz

Наиб

, при gradzl = .  В этом

состоит основное свойство градиента: градиент указывает
направление наибольшего роста функции в данной точке.
Он равен

þ
ý
ü

î
í
ì

=++=
дz
дu

дy
дu

дx
дuk

дz
дuj

дy
дui

дx
дugradu ,, . Градиент

функции трёх переменных в каждой точке направлен по нор-
мали к поверхности уровня, проходящей через эту точку.



34

8. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

 Частные производные высших порядков.
Частными производными второго порядка функции

),( yxfz =  называются частные производные от её частных
производных первого порядка.

Обозначения частных производных второго порядка:

),(2

2

yxf
дx

zд
дx
дz

дx
д

xx¢¢==÷
ø
ö

ç
è
æ ; ),(

2

yxf
дxдy

zд
дx
дz

дy
д

xy¢¢==÷
ø
ö

ç
è
æ ,

),(2

2

yxf
дy

zд
дy
дz

дy
д

yy¢¢==÷÷
ø

ö
çç
è

æ ; ),(
2

yxf
дyдx

zд
дy
дz

дx
д

yx¢¢==÷÷
ø

ö
çç
è

æ .

Аналогично определяются и обозначаются частные
производные третьего и выше третьего порядков; например:

),(3

3

2

2

yxf
дx

zд
xд
zд

дx
д

хxx¢¢¢==÷÷
ø

ö
çç
è

æ
; ),(2

3

2

2

yxf
дyдx
zд

дx
zд

дy
д

xхy¢¢¢==÷÷
ø

ö
çç
è

æ
 и т.п.

Символ 3

3

дx
zд  обозначает частную производную третьего

порядка функции ),( yxfz = , вычисленную три раза по х;

символ
дудx
zд

2

3

 обозначает, что от функции z взята частная

производная третьего порядка, причём она вычисляется два

раза по х и от полученной производной 2

2

дx
zд  вычислена один

раз производная по у. Имеет место такая важная теорема: если
частные производные непрерывны, то их значения не зависят
от порядка дифференцирования. Таким образом, так называе-
мые смешанные производные, отличающиеся друг от друга
лишь последовательностью дифференцирования , равны меж-
ду собой, если они непрерывные функции, например:

дxдy
zд

дудх
zд 22

=  .
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Пример. Найти частные производные второго порядка
от следующих функций: z=ln(x2+y2);

Решение. Находим сначала частные производные пер-
вого порядка. Затем их дифференцируем вторично:

Находим 22

2
yx

x
дx
дz

+
= ; 22

2
yx

y
дy
дz

+
= ; далее

находим ( ) ( ) ( )
22

22

22

22

2

2 2222
yx
xy

yx
xxyxz

дx
zд

x +
-

=
+

×-+
=¢¢= ;

( ) ( )22222222

2 4222
yx
xy

yx
yx

yx
x

дх
дz

ду
д

дудх
zд

y +

-
=

+

×-
=¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

=÷
ø
ö

ç
è
æ= ;

( ) ( )222

22

222

22

222

2 )(222)(22
yx

yx
yx

yyyx
yx

y
дy
дz

ду
д

ду
zд

y +

-
=

+

×-+
=¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

Дифференциалы высших порядков.
Дифференциалом второго порядка от функции

),( yxfz =  называется  дифференциал от её полного диффе-
ренциала (первого порядка), т.е. )(2 dzdzd = .

Аналогично определяются дифференциалы функции z
порядка выше второго , например: )( 23 zddzd = , т.е. диффе-
ренциалом третьего порядка от функции z есть дифференциал
от её дифференциала второго порядка.  Вообще, )( 1zddzd nn -= ,

Nn Î" . Если ),( yxfz = , где аргументы х и у –независимые
переменные и функция ),( yxf  имеет непрерывные частные
производные, то дифференциалы высших порядков вычисля-

ются по формулам: 2
2

22
2

2

2
2 2 dy

дy
zдdxdy

дxдy
zдdx

дх
zдzd ++=

3
3

3
2

2

3
2

2

3
3

3

3
3 33 dу

ду
zдdхdy

дхдy
zдdydx

дyдx
zдdx

дх
zдzd +++= .

Вообще, при наличии соответствующих производных
справедлива символическая формула для дифференциала по-
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рядка n: z
дy
дdy

дх
дdxzd

n
n

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+×= , которая формально раскры-

вается по биноминальному закону. Если ),( yxfz = , где аргу-
менты x  и y  являются функциями одного или нескольких не-

зависимых переменных, то yd
ду
дzxd

дх
дzdy

дy
zдdxdy

дxдy
zдdx

дх
zдzd 222

2

22
2

2

2
2 2 ++++=

Если х и у – независимые переменные, то dx   и dy  -
величины постоянные, поэтому 0)(2 == dxdxd ,

0)(2 == dydyd . Заметим, что следующая запись означает

dxdxdxdx ×== 22 )( , выражение zdу
ду
дdx

дх
д

×2
2

3

  следует по-

нимать, как выражение dуdx
yдх

zд 2
2

3

¶
 и т.д.

Пример. Найти дифференциалы первого и второго по-
рядков функции 22 32 yxyxz --= .

Решение. Имеем yx
дx
дz 34 -= ; yx

дy
дz 23 --=  поэтому

dyyxdxyxdy
дy
дzdx

дx
дzdz )23()34( +--=+= . Далее находим

4)34(2

2

=¢-= xyx
дx

zд ; 3)34(
2

-=¢-= уyx
дxду

zд ;

2)23(2

2

-=¢+-= уyx
ду

zд . Имеем: 222 264 dydxdydxzd --= .

9. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ НЕЯВНЫХ  ФУНКЦИЙ.
 Случай одной независимой переменной.
Пусть )(xyy = -неявная функция , т.е. она определяется

из уравнения 0),( =yxF , не разрешённого относительно y .
Это значит, что при каждом значении 0x , при котором  неяв-
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ная функция определена, она принимает единственное значе-
ние 0y  так, что 0),( 00 =yxF . Если ),( yxF -
дифференцируемая функция переменных x  и y , то произ-
водная неявной функции )(xy , заданной с помощью уравне-
ния 0),( =yxF ,  может быть найдена по формуле

),(
),(

yxF
yxF

dx
dyy

y

x
x ¢

¢
-==¢ ,   при условии, что .0),(y ¹¢ yxF

Пример . Найти xy ¢ , если функция )(xy  задана неявно
уравнением 0333 =-+ axyyx , где a -величина постоянная.

Решение. Обозначим левую часть данного уравнения
axyyxyxF 3),( 33 -+= . Найдём её частные производные

ayxyxFx 33),( 2 -=¢ , axyyxFy 33),( 2 -=¢ .

Применим формулу
axy
ayx

F
F

y
y

x
x -

-
-=

¢
¢

-=¢
2

2

.

Случай нескольких независимых переменных.
Если функция  z от двух независимых переменных x и y

задана уравнением 0)z,,( =yxF , не разрешённым относитель-
но z, то говорят, что z(x,y) есть неявная функция переменных x
и y.  Если )z,,( yxF -дифференцируемая функция переменных
х , у и z и 0)z,,( ¹¢ yxFz , то частные производные этой неявно
заданной функции могут быть найдены по формулам:

)z,,(
)z,,(

yxF
yxF

дх
дz

z

x

¢
¢

-= ,
)z,,(
)z,,(

yxF
yxF

дy
дz

z

y

¢

¢
-= .

10. КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ
И НОРМАЛЬ К ПОВЕРХНОСТИ

Касательной плоскостью к поверхности в точке
М(точка касания) называется плоскость, содержащая в себе
все касательные к различным кривым, проведённым на по-
верхности через эту точку М. Нормалью к поверхности назы-
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вается перпендикуляр к касательной плоскости в точке каса-
ния M.

A. Если уравнение поверхности в декартовой системе
координат задано в явной форме ),( yxfz = , где ),( yxf -
дифференцируемая функция, то уравнение касательной плос-
кости в точке М ),,( 000 zyx имеет вид

( ) ( )000 yy
дy
дzxx

дx
дzzz

ММ

-×÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-×÷

ø
ö

ç
è
æ=- ,  где ),( 000 yxfz = ,

( )00 , yxf
дx
дz

x
M

¢=÷
ø
ö

ç
è
æ , ( )00 , yxf

дy
дz

y
M

¢=÷÷
ø

ö
çç
è

æ ,  а zyx ,, -текущие ко-

ординаты касательной плоскости, x0,y0,z0 – координаты точки
касания М0.

Уравнения нормали к поверхности имеют вид

1
000

-
-

=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=
÷
ø
ö

ç
è
æ

- zz

дy
дz

yy

дx
дz

xx

MM

Б. В случае, когда уравнение гладкой поверхности задано в не-
явной форме, т.е. в виде уравнения 0)z,,( =yxF  и

0)z,,( 000 =yxF , то уравнение касательной плоскости в точке
М ),,( 000 zyx плоскости имеет вид:

( ) ( ) ( ) 0),,(),,(),,( 000000000000 =-×¢+-×¢+-×¢ zzzyxFyyzyxFxxzyxF zyx ,
Уравнение нормали к поверхности записывается в виде

MMM дz
дF

zz

дy
дF

yy

дx
дF

xx

÷
ø
ö

ç
è
æ

-
=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=
÷
ø
ö

ç
è
æ

- 000 ,    где
Mдx

дF
÷
ø
ö

ç
è
æ ,

Mдy
дF

÷÷
ø

ö
çç
è

æ ,
Mдz

дF
÷
ø
ö

ç
è
æ -

значения частных производных функции )z,,( yxF  в точке М
),,( 000 zyx , z,, yx - координаты касательной плоскости.

Пример . Написать уравнения касательной плоскости и
нормали к поверхности 22 3yxz +=  в точке, для которой
х=1,у=1.
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Решение. Прежде всего найдём аппликату точки каса-
ния 4)1,1(),( 000 === zyxzz .

Итак, точка касания есть М(1,1,4). Находим частные
производные данной поверхности, заданной в явной форме:

x
дх
дz 2= , y

дy
дz 6=  и вычислим их значения в точке М с коорди-

натами 10 =x , 10 =y , 40 =z : ;2=÷
ø
ö

ç
è
æ

Мдx
дz

6=÷÷
ø

ö
çç
è

æ

Мду
дz . Имеем

)1(6)1(24 -+-=- yxz ,или 0462 =--+ zyx -уравнение ка-

сательной плоскости,
1
4

6
1

2
1

-
-

=
-

=
- zух -уравнение нормали.

8. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА ДЛЯ ФУНКЦИИ
ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ

Пусть функция ),( yxf  непрерывна вместе со своими
частными производными  всех порядков до (n+1)-го порядка
включительно в окрестности точки (a,b). Тогда  в рассматрива-
емой окрестности справедлива формула Тейлора:

),,(),()()(
!

1...

...])(),()()(),(

)()(),(2)(),([
!2

1

)](),()(),([
!1

1),(),(

2

2

yxRbaf
ду
дbу

дх
дax

n

bybafbyaxbaf

byaxbafaxbaf

bybafaxbafbafyxf

n

n

yyxy

xyxx

yx

+×÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+-+

+-×¢¢+-×-×¢¢+

+-×-×¢¢+-×¢¢+

+-×¢+-×¢+=

где ),( yxRn -остаточный член.
Формулу Тейлора можно представить в других обозна-

чениях, если обозначить приращение функции в виде
),(),(),( yxfkyhxfyxf -++=D ,   где h  и k-соответствующие

приращения  аргументов х и у. Тогда
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n
n Ryxfd

n
yxfdyxfdyxdfyxf +++++=D ),(

!
1...),(

!3
1),(

!2
1),(),( 32 ,

Где ),(
)!1(

1 1 kyhxfd
n

R n
n qq ++

+
= + , 10 <<q .Частный случай фор-

мулы Тейлора при a=b=0 называется формулой Маклорена.

12. ЭКСТРЕМУМ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ
НЕЗАВИСИМЫХ  ПЕРЕМЕННЫХ

Основные теоретические сведения.
Говорят, что функция ( )tzyxfu ,...,,,=  при некото-

рой системе значений 0000 ,...,,, tzyx  независимых перемен-
ных имеет максимум (минимум), если приращение функции

( ) ( )00000000 ,...,,,,...,,, tzyxfttzzyyxxfu -D+D+D+D+=D
отрицательно (положительно) при всевозможных, достаточно
малых по абсолютной величине tzyx DDDD ,...,,, .

Максимум или минимум функции называется экстре-
мумом. Экстремум здесь понимается в локальном смысле.
Точка, в которой достигается экстремум, называется точкой
экстремума. Для функции двух переменных ( )yxf ,  удобно
определение локального экстремума следующее:

Определение. Функция ( )yxf ,  имеет максимум (ми-
нимум) в точке ( )000 , yxM , если значение функции в этой
точке больше (меньше), чем ее значение в любой другой точке

( )yxM ,  в достаточно малой окрестности точки 0M , то есть,
( ) ( )yxfyxf ,, 00 >  (или соответственно ( ) ( )yxfyxf ,, 00 <

) для всех точек ( )yxM , , удовлетворяющих условию

s<MM 0 , где s  – достаточно малое положительное число.
Необходимые условия экстремума.
Если дифференцируемая функция ( )tzyxfu ,...,,,=

достигает экстремума в точке ( )00000 ,...,,, tzyxM ,  то или ее
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частные производные первого порядка в этой точке равны ну-
лю ( ) 0,...,,, 0000 =

¶
¶

x
tzyxf ; ( ) 0,...,,, 0000 =

¶
¶

y
tzyxf ;

( ) 0,...,,, 0000 =
¶

¶
z

tzyxf ;…; ( ) 0,...,,, 0000 =
¶

¶
t

tzyxf

или частные производные при этих значениях не существуют.
Система равенств  эквивалентна одному уравнению:

( ) 0,...,,, 0000 =tzyxdf ,
Итак, в точке экстремума первый дифференциал функ-

ции равен нулю или не существует. Количество уравнений в
системе  равно числу независимых переменных.

Точки, в которых вычисляются решение, называются
стационарными (или критическими) точками. Эти точки явля-
ются только подозрительными на экстремум, так как не всякая
стационарная точка является точкой экстремума.

Достаточные условия экстремума.
Для того, чтобы решить вопрос, какие стационарные точки,
получаемые из решения системы уравнений:

0=
¶
¶

x
u

; 0=
¶
¶

y
u

; 0=
¶
¶

z
u

;…; 0=
¶
¶

t
u

, доставляют функции

максимум или минимум, или ни то, ни другое, обращаются к
исследованию дифференциала второго порядка этой функции.

Пусть ( )00000 ,...,,, tzyxM  - стационарная точка функ-
ции ( )tzyxf ,...,,, ,  тогда если дифференциал второго поряд-
ка сохраняет постоянный знак при всевозможных достаточно
малых по модулю приращениях аргументов, то функция в точ-
ке 0M имеет экстремум, причем максимум будет в том случае,

когда ( ) 00
2 <Mfd , а минимум – когда ( ) 00

2 >Mfd .

Если дифференциал второго порядка ( )0
2 Mfd  не со-

храняет постоянного знака, то функция в точке 0M  не имеет

ни максимума, ни минимума. Если же ( )0
2 Mfd  обратится в
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нуль, то решение вопроса об экстремуме требует исследования
дифференциалов порядка выше, чем второй.

Правило определения экстремума функции
двух независимых переменных.

Чтобы исследовать на экстремумы функцию
( )yxfz ,=  двух независимых переменных x, y, следует:

1) Определить стационарные точки, в которых функциямо-
жет достигать экстремума. Для этого надо решить систему

уравнений 0=
¶
¶

x
z ; 0=

¶
¶

y
z (необх. условия экстремума)

2) Найти частные производные второго порядка

2

2

x
z

¶
¶ ;

yx
z

¶¶
¶ 2

;
2

2

y
z

¶
¶  и вычислить значения вторых частных

производных в каждой стационарной точке. Достаточные
условия экстремума выражаются с помощью определителя
второго порядка. Например, пусть ( )000 , yxM  - найденная
стационарная точка данной функции. Принято обозначать чис-
ла следующими буквами

( )
2

00
2 ,

x
yxfA

¶
¶

= ;
( )

yx
yxfB

¶¶
¶

= 00
2 ,

; ( )
2

00
2 ,

y
yxfC

¶
¶

= .

3) Составить определитель 2BAC
CB
BA

-==D  для каж-

дой стационарной точки. При этом, а) если 02 >-=D BAC
то экстремум в стационарной точке есть: при A>0 (или C>0)
будет минимум, а при A<0 (или С<0) будет максимум; б) если

02 <-=D BAC , то экстремума в рассматриваемой стацио-

нарной точке нет; в) если 02 =-=D BAC ,  то вопрос о
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наличии или отсутствии экстремума функции в стационарной
точке остается открытым.
       Пример . Исследовать на экстремум функцию

4303622 33 +-+= xyyxz
           Решение: 1) Найдем частные производные первого по-

рядка yx
x
z 366 2 -=

¶
¶

; xy
y
z 366 2 -=

¶
¶

Воспользуемся необходимым условием экстремума:

î
í
ì

=¢
=¢

0
0

y

x

z
z

; составляем систему уравнений
î
í
ì

=-

=-

0366
0366

2

2

xy
yx .

После сокращения на 6 имеем
î
í
ì

=-

=-

06
06

2

2

xy
yx . Решаем систему.

Из первого уравнения находим
6

2xy = , подставляя его во

второе уравнение, получим 02164 =- xx , или
( ) 0633 =-xx , или ( )( ) 03666 2 =++- xxxx .Откуда имеем

01 =x ; 62 =x  (остальные два корня уравнения 3662 ++ xx
будут комплексными, нас они не интересуют); далее из урав-

нения
6

2xy =  находим 01 =y при 01 =x  и 62 =y  при

62 =x . Итак, получим две стационарные точки )0,0(1M ,
)6,6(2M

2) Для исследования достаточных условий экстремума

нашли частные производные второго порядка x
x

z 122

2

=
¶
¶

;

36
2

-=
¶¶

¶
yx
z

; y
y
z 122

2

=
¶
¶

и составляем определитель
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CB
BA

=D  для каждой стационарной точки а) ( )0,01M :

0
1

2

2

=
¶
¶=

Mx
zA ; 36

1

2

-=
¶¶

¶=
Myx

zB ; 0
1

2

2

=
¶
¶

=
My

zC

Получим число ( ) 03636 22 <-=--=-=D BAC .
Следовательно, в точке ( )0,01M  нет экстремума (ни макси-
мума, ни минимума);

б) ( )6,62M : 072
6
6

2

2

2
2

>=
¶
¶

=
=
=

y
xx

zA ;

36
6
6

2

2
2

-=
¶¶

¶
=

=
=

y
xyx

zB ; 72
6
6

2

2

2
2

=
¶
¶

=
=
=

y
xy

zC . Получим число

03888367272 22 >=-×=-=D BAC .
Следовательно, экстремум есть в точке ( )6,62M , при-

чем минимум,  так как A>0.  Минимум этот равен значению
функции  при x=6, y=6: ( ) 26,6min -== zz .

13. УСЛОВНЫЙ ЭКСТРЕМУМ. НАИБОЛЬШЕЕ
 И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ В ЗА-

МКНУТОЙ ОБЛАСТИ

 Условный экстремум.
Во многих задачах на отыскание экстремума функции

ее переменные оказываются не независимыми переменными, а
связанными друг с другом некоторыми добавочными условия-
ми (так называемыми уравнениями связи). Здесь мы имеем де-
ло с задачами на условный экстремум.

Условным экстремумом функции ( )yxfz ,=  двух пе-
ременных называется максимум или минимум этой функции,
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достигнутый при условии, что аргументы x, y связаны уравне-
нием ( ) 0, =yxj  (уравнение связи). Для отыскания условного
экстремума функции ( )yxf ,  при наличии уравнения связи

( ) 0, =yxj  применяют метод Лагранжа:
Составляют функцию Лагранжа. Обозначается Ф или L.

( ) ( ) ( )yxyxfyxL ,,,, jaa ×+=  где a  - неопреде-
ленный постоянный множитель, и ищут обычный экстремум
этой вспомогательной функции ( )a,, yxL .

Необходимые условия экстремума функции Лагранжа
имеют вид

( )ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

í

ì

==
¶
¶

=
¶
¶

×+
¶
¶

=
¶
¶

=
¶
¶×+

¶
¶=

¶
¶

0,

0

0

yxL
yy

f
y
L

xx
f

x
L

j
a

ja

ja

Из этой системы трех уравнений можно найти неиз-
вестные x, y и a .

Вопрос о существовании и характере условного экстре-
мума решается на основании изучения знака второго диффе-
ренциала функции Лагранжа

dxdy
yx

Ldy
y
Ldx

x
LLd

¶¶
¶+

¶
¶+

¶
¶=

2
2

2

2
2

2

2
2 2 , для найденных значе-

ний x, y и a , полученных из системы  уравнений , при усло-
вии, что dx и dy связаны уравнением

0=
¶
¶

+
¶
¶ dy

y
dx

x
jj ( )022 ¹+ dydx .

А именно, функция ),( yxf  имеет условный максимум,

если 02 <Ld  и условный минимум, если 02 >Ld .
В частности, если дискриминант 0>D  для функции

Лагранжа (3) в стационарной точке, то в этой точке имеется
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условный экстремум данной функции ),( yxf , причем услов-
ный максимум ),( yxf , если А<0 (или С<0 ), и условный ми-

нимум ),( yxf , если A>0 (C >0), где

2

22

2

2

2

y
L

xy
L

yx
L

x
L

¶
¶

¶¶
¶

¶¶
¶

¶
¶

=D
.

Аналогично находится условный экстремум функции
трех и большего числа переменных при наличии одного или
нескольких уравнений связи (число которых, однако, должно
быть меньше числа переменных). Здесь приходится вводить в
функцию Лагранжа столько неопределённых множителей,
сколько имеется уравнений связи.

Пример . Определить условный экстремум функции
yxz 346 --=  при условии 122 =+ yx .

Решение. Геометрически данная задача сводиться к
нахождению наибольшего и наименьшего значений аппликаты
z  плоскости yxz 346 --=  для точек пересечения её с пря-
мым круговым цилиндром 122 =+ yx . Составим функцию Ла-
гранжа )1(346),( 22 -++--= yxyxyxL l , где l -
неопределённый множитель; 0122 =-+ yx -уравнение связи.

Находим x
дx
дL l24 +-= , y

дy
дL l23 +-= .

Необходимые условия экстремума для функции L  по-

лучаем из следующей системы уравнений
ï
î

ï
í

ì

=+

=+-
=+-

1
023
024

22 yx
y
x

l
l
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Решая эту систем, получаем два решения
2
5

1 =l ,

5
4

1 =х ,
5
3

1 =у  и
2
5

2 -=l ,
5
4

2 -=х ,
5
3

2 -=у . Далее, находим

l22

2

=
дx

Lд , 0
2

=
дxду

Lд , l22

2

=
ду

Lд . Значит, )(2 222 dydxLd += l .

При
2
5

1 =l ,
5
4

1 =х ,
5
3

1 =у  имеем 02 >Ld  и,  следова-

тельно, в этой точке функция имеет условный минимум:

1
5
9

5
166

5
3;

5
4

min =--=÷
ø
ö

ç
è
æ= zz .

При
2
5

2 -=l ,
5
4

2 -=х ,
5
3

2 -=у  имеем 02 <Ld   и, сле-

довательно, в этой точке функция имеет условный максимум:

11
5
9

5
166

5
3;

5
4

max =++=÷
ø
ö

ç
è
æ --= zz .

Нахождение наибольшего и наименьшего
значений функции в замкнутой области.

        Функция, непрерывная в ограниченной замкнутой обла-
сти, достигает в ней своего наибольшего и наименьшего зна-
чений или во внутренних точках этой области, являющимися
стационарными точками или в точках, лежащих на границе
области.
Для того, чтобы найти наибольшее и наименьшее значения
функции в замкнутой области, надо:
1) Найти стационарные точки, расположенные внутри данной
области, и вычислить значения функции в этих точках;
2) Найти наибольшее и наименьшее значения функции на ли-
ниях, образующих границу области;
3) Из всех найденных значений выбрать наибольшее и
наименьшее.
Замечание 1. В данном случае нет необходимости исследовать
функцию на экстремум с помощью частных производных вто-
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рого порядка. Требуется найти лишь стационарные точки и
значения функции в них.
Замечание 2. Для функции ),( yxfz =  линии границы области
являются функцией одной переменной: либо )(xy j= ,

],[ bax Î , либо )( yx j= , dyc ££ ,
поэтому на соответствующих  участках границы данная функ-
ция является функцией одной переменной.
Пример . Найти наибольшее и наименьшее значения функции

)2(2 yxyxz --= внутри замкнутого треугольника 0³x , 0³y ,
6£+ yx  (рис.6).

Решение.1) Находим стационарные точки внутри АОВD . Име-
ем : частные производные )234(234 22 yxxyxyyxxyzx --=--=¢ ;

B6

2

M1

M2

0,5 A
6410

y

x

Рис. 6.
Приравнивая эти производные к нулю, получим систему урав-

нений:
î
í
ì

=--

=--

0)22(
0)234(

2 yxx
yxxy

Так как 0>x , 0>y  для нахождения стационарных то-

чек внутри АОВD , имеем систему
î
í
ì

=--
=--
022
0234

yx
yx

, откуда

11 =x ; 5,01 =у , из которой находим единственную стационар-

ную точку )5,0;1(1М , где значение функции
4
1)5,0;1( =z .
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2) Переходим к исследованию функции );( ухz  на гра-
ницах области, которая состоит из отрезков ОА оси ОХ, ОВ
оси ОУ и отрезка АВ прямой.

а) На оси ОХ отрезок ОА: 0=у , и заданная функция
0)0,(0 ==

=
xzz y

, 60 ££ x ; аналогично, на оси ОУ отрезок ОВ:

0=у , где также заданная функция 0),0(
0

==
=

уzz
х

, 60 ££ у
б) Исследуем функцию на отрезке АВ: где прямая АВ задана
уравнением 6=+ ух , 60 ££ x . Поэтому функция на этой
прямой будет зависеть от одной переменной х, где ху -= 6 :

)6(4))6(2()6()( 22 xxxxxxxzz
AB

--=---×-== , 60 ££ x .
На концах отрезка [0,6]: 0)6()0( == zz . Находим критические
точки функции 32 424)( хххz +-= . Имеем 21248 xxz x +-=¢ .
Решая уравнение 0)4(12 =-xx , получаем 42 =x ; соответ-
ственно, 2462 =-=у . Итак )2;4(2М -критическая точка на
отрезке АВ; значение функции 128)2,4(

2
-== zz M

. Следова-

тельно,
4
1

=z  внутри АОВD  в точке )5,0;1(1М ; 0=z  на сто-

ронах  ОВ и ОА и в вершинах АОВD ; 128-=z  на стороне
АВ. Итак, наибольшего значения функция достигла

4
1)5,0;1( == zzнаиб  в точке )5,0;1(1М , а наименьшего значения

128)2;4(. -== zzнаим   на границе области в точке )2;4(2М .

14. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
 Основные понятия
Дифференциальным уравнением называют уравне-

ние типа 0)...,,",',,( )( =nyyyyxF , где х - независимая пе-
ременная, )(xfy = -искомая функция, )(...,,",' nyyy -ее про-
изводные. Решением дифференциального уравнения  назы-
вается  такая функция )(xfy = , которая при подстановке
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ее и ее  производных обращает уравнение  в тождество.
Порядком дифференциального уравнения  называется
наибольший порядок n входящей в него производной.

Интегрированием дифференциального уравнение
называется процесс нахождения его решения.

Общим решением дифференциального уравнения
порядка n называется такое решение )...,,,,( 21 nCCCxfy = ,
которые являются функцией от независимой переменной х
и от n произвольных независимых постоянных

nCCC ...,,, 21 . Частным решением называется решение, по-

лученное из общего решения при некоторых конкретных
значениях постоянных nCCC ...,,, 21 . Привести дифферен-
циальное уравнение к квадратурам  означает привести это
уравнение до вычисления интегралов.  Если интеграл вы-
числяется, то говорят уравнение, что уравнение вычисляет-
ся в квадратурах.

Дифференциальное уравнение первого порядка
Разрешением относительно производной называется

дифференциальное уравнение первого порядка 0)',,( =yyxF
которое можно записать в виде ),(' yxfy = .

Уравнение с разделяющимися переменными.
Решение уравнений вида  сводится к нахождению

неопределенных интегралов, если функция двух перемен-
ных ),( yxf  представима в виде произведения двух функ-
ций одной переменной )()(),( yhxgyxf ×= .

Заменяя 'y  на
dx
dy ,  получаем )()( yhxg

dx
dy

×=

Уравнением с разделяющимися переменными назы-
ваются уравнения вида 0)()( =+ dyyNdxxM

Интегрируя обе части последнего неравенства, по-
лучаем dyyNdxxM )()( òò -= .
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Общим интегралом дифференциального уравнения
называется его решение, которое находится в виде

CyxF =),( или 0),,( =CyxF .
Однородные уравнения и уравнения, приводящие к однородным

Однородной функцией порядка a  называется функция
),( yxf , удовлетворяющая условию 0),,(),( ³= aa yxfttytxf .

Однородным дифференциальным уравнением первого порядка
называется уравнение ),(' yxfy = , где ),( yxf -однородная
функция нулевого порядка. Заменой

)(')('),( xxuxuyxxuy +== . Оно становится к уравнению с раз-
деляющимися переменными.

К однородным сводятся уравнения вида ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
++
++

=
222

111'
cybxa
cybxafy

Уравнение Бернулли
Уравнением Бернулли называется уравнение aa yxxqyxpy )()(' =+ .

Для интегрирования этого уравнения сделаем замену
''',)()( uvvuyuvxvxuy +=== .   Таким образом вместо одной

независимой функции вводятся две. При этом появляется воз-
можность выбрать одну из функций )(xuu =  или )(xvv =  ис-
ходя из соображений удобства. Подставим y и y’  в дифферен-
циальное уравнение. Получим ayxquvxpuvvu )()('' =++ ,
Или aaa vuxqyxqvxpvuvu )()())('(' ==+++ .
 Положим 0)(' =+ vxpv , тогда получим уравнение с

разделяющимися переменными 0)( =+ vxp
dx
dv . Проинтегриро-

вав  это уравнение, найдем функцию )(xvv = .  Подставив ее в
уравнение, получим дифференциальное уравнение относи-
тельно функции )(xuu = , после интегрирования которого
найдем искомую функцию )()( xvxuy = .

Уравнение в полных дифференциалах.
Уравнением в полных дифференциалах называется
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0),(),( =+ dyyxQdxyxP , где левая часть представляет собой
полный дифференциал  некоторой функции ),( yxuu = , т. е.

dy
y

yxudx
x

yxudyyxQdxyxPdu
¶

¶
+

¶
¶

=+=
),(),(),(),( ,

Или dy
y

yxuyxQdx
x

yxuyxP
¶

¶
=

¶
¶

=
),(),(,),(),( .  Из первого из

этих уравнений находим ò +== )(),(),( yCdxyxPyxuu .

Можно доказать, что если выполнено условие
x

yxQ
y

yxP
¶

¶
=

¶
¶ ),(),(

,
то уравнение Pdx+Qdy=0 является уравнением в полных
дифференциалах.

Линейные уравнения первого порядка
Линейным дифференциальным уравнением первого
порядка называется уравнение вида

)()(' xqyxpy =+ .
Уравнение  называется однородным, если q(x)=0.
Решение уравнения  ищутся в виде произведения
двух неизвестных функций )()( xvxuy ×= . Так как

)(')()()('' xvxuxvxuy ×+×= , qpuvuvvu =++ '' или
.)'(' qpvvuvu =++  И,  полагая ,0' =+ pvv

Найдем ).(xvv =

Основное уравнение  примет вид qvu =' . Это уравнения явля-
ется также решением уравнением с разделяющимися перемен-
ными.  Интегрируя его,  находим  функцию )(xuu = . Тогда
функция )()( xvxvy =  будет решением уравнения . Таким обра-
зом, интегрирование линейного дифференциального уравне-
ния первого порядка сводится к интегрированию  двух  урав-
нений с разделяющимися переменными.
 Дифференциальные уравнения  высших порядков
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Дифференциальным уравнением n-го порядка называется

уравнение вида 1,0)...,,',,( )( >= nyyyxF n
.

Разрешенным относительно старшей производной

называется уравнение )...,,',,( )1( -= nn yyyxfy .
Условиями Коши или начальными условиями для
уравнения  n-го порядка называются соотношения

)1(
00

)1(
0000 )(,...,')(',)( -- === nn yxyyxyyxy , где х0, у0,

у’0,…,y0
(n-1)-заданные числа. Задача нахождение дифференци-

ального уравнения,  удовлетворяющего заданным начальным
условием, называется задачей Коши. Некоторые уравнения
высших порядков допускают понижение порядка. Для примера
рассмотрим дифференциальные уравнения второго порядка:

,0)'',',( =yyxF 0)'',',( =yyyF .В  первом случае  замена 'yz =

, ''' yz =  приводит к уравнению первого порядка 0)',,( =zzxF ;

а во- втором  замена )(' ypp
dx
dyy === , p

dy
dp

dx
dy

dy
dp

dx
dpy =×==''

.

Также сводится к уравнению первого порядка .0,, =÷÷
ø

ö
çç
è

æ
dy
dppyF

15. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ
УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА С

ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
          Линейным дифференциальным уравнением второго
порядка с постоянными коэффициентам называется
уравнение вида )(''' xrqypyy =++ ,  где p, q- некоторые числа;
r(x)-функция от х.
          Однородным линейным дифференциальным уравнением
второго порядка с постоянными коэффициентами называется
уравнение, в котором правая часть  r(х) равна нулю:

0''' =++ qypyy .  Общее решение уравнения  равно сумме како-
го  либо частного решения этого уравнения и общего
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решения соответствующего однородного уравнения . Опишем
сначала способ нахождения общего решения однородного
уравнения . Характеристическим уравнением для однородного
 уравнения   называется квадратное уравнение 02 =++ qpll
Относительно неизвестной l . В соответствии со знаком дис-
криминанта D=p2-4q возможны три случая:

1. D>0: характеристическое уравнение имеет два
различных корня 1l  и 2l ;

2. D=0: характеристическое уравнение имеет один
корень 0l ;

3. D<0: действительных корней характеристическое
Уравнение  не имеет. В этом случае находятся числа

4/,2/ 2pqp -=-= ba .
Найдем решение уравнения  для всех этих случает.

1. Если характеристическое уравнение  имеет
два различных корня 21 ll ¹ , то общее решение уравнения
имеет вид xx eCeCy 21

21
ll += ,   где С1, С2—произвольные по-

стоянные.
2. Если характеристическое уравнение  имеет единствен-

ный корень 0l , то общее решение уравнения  имеет вид
,)( 0

21
xexCCy l+= где С1, С2—произвольные постоянные.

3. Характеристическое уравнение  не имеет корней, то общее
решение уравнения  имеет вид xeCxeCy xx bb aa cossin 21 += ,

где С1, С2—произвольные постоянные, где 4/,2/ 2pqp -=-= ba .
Способы нахождения частных решений неоднородного урав-
нения  зависят от вида правой части и в явном виде находятся
только для функций f(x) специального вида.

Пусть f(x) имеет вид )cos)(sin)(( xxPxxQey x bba += ,
где ba , - некоторые числа, причем b  не равно нулю, Q(x),
P(x)-многочлены от х. В этом случае частное решение уравне-
ния  ищется  в виде ( )xxVxxUexy xz bba sin)(cos)( += ,
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где U(x),V(x)-многочлены, степени которых равны  наиболь-
шей из степеней многочленов P(x) и Q(x). При этом показатель
s выбирается по следующему правилу:

1. z=0, если 0)2()( 2222 ¹++++- pqp aaba ;

2. z=1,
î
í
ì

=+
=++-

02
,022

p
qp

a
aba

         Многочлены U(x)  и V(x)  указанной степени в формуле
записываются в общем виде с произвольными коэффициента-
ми. Затем находится производные y’ и y’’ функции . После
подстановки y, y’ и y’’ в уравнение получается линейная си-
стема уравнений для  определения коэффициентов многочле-
нов U(x) и V(x). Пусть теперь правая часть уравнения  имеет
вид

)()( xPexf xa= ,    где a -некоторое число, Р(х)- многочлен от х
Частное решение уравнения  ищется в виде )(xUexy xz a= ,
где U(x)-многочлен с неопределенными коэффициентами,
степень которого равна степени многочлена Р(х). При этом
показатель z выбирается по следующему правилу:

1) Z=0, если ,02 ¹++ qpaa

2) Z=1, ïî

ï
í
ì

¹-

=++

04
,0

2

2

qp
qpaa

  3)  Z=2, ïî

ï
í
ì

=-

=++

04
,0

2

2

qp
qpaa

Линейные дифференциальные уравнения второго
порядка с переменными коэффициентами.

Уравнение )()(')('' 21 xfyxayxay =++
Представляет собой общий вид дифференциального

уравнения второго порядка с правой частью f(x). Здесь
)(),(),( 21 xfxaxa -некоторые непрерывные функции.

Уравнение  называется однородным, если f(x)=0.
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Задачей Коши называется задача решения уравнения при за-
данных начальных условиях 0000 ')(',)( yxyyxy == . Линей-
ными независимыми решениями однородного уравнения
называется решение )(11 xyy = , )(22 xyy = , для которого
определитель Вронского (вронскиан)

x
xyxy

xyxy
xyxyW "¹= ,0

)(')('
)()(

))(),((
21

21
21 ,

И линейно зависимыми, если 0))(),(( 21 =xyxyW  для
некоторых х. Известно, что всякое линейное уравнение одно-
родное уравнение 0)(')('' 21 =++ yxayxay , где )(1 xa  и )(2 xa -
непрерывные функции, имеет два линейно независимых реше-
ния. Фундаментальной системой решений называется система
двух линейно независимых функций )(1 xy  и )(2 xy , являю-
щихся  решениями  однородного уравнения. Для решений
уравнений вида  применяется метод  вариации произвольных
постоянных, который заключатся в том, что общее решения
уравнения  ищется в виде )()()()( 2211 xyxCxyxCy += ,   где

)(1 xC и )(2 xC -функции, которые определяются из системы
уравнений

{
{î

í
ì

=+
=+

)()(')(')(')('
0)()(')()('

2211

2211

xfxyxCxyxC
xyxCxyxC

.  Из системы  находится

))(),((
)()()('

21

2
1 xyxyW

xyxfxC -= ,
))(),((

)()()('
21

1
1 xyxyW

xyxfxC = . Тогда

,
))(),((

)()(
)( 1

21

2
1 Cdx

xyxyW
xyxf

xC +-= ò 2
21

1
1 ))(),((

)()()( C
xyxyW

xyxfxC +=ò

16. СИСТЕМА ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ

КОЭФФИЦИЕНТАМИ
      Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида
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{
{î

í
ì

++=
++=

),()()('
),()()('

22221212

12121111

xfxyaxyay
xfxyaxyay

где f1(x)и f2(x)-непрерывные функции. Система  называется
однородной,  если  f1(x)=0,  f2(x)=0, x" . Решением системы

называется вектор-функция ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=

)(
)(

2

1

2

1

xy
xy

y
y

y ,   координат-

ные функции которой для всех х удовлетворяют каждому из
равенств. Задача Коши для системы  формируется следующим
образом: найти решение y=y(x) системы, которые при х=х0
удовлетворяют условиям y1(x0)=y1

0,   y2(x0)=y2
0,  где  y1

0 и y2
0-

заданные числа. Если ввести векторы у, f(x)= ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
)(
)(

2

1

xf
xf

 и матри-

цу ú
û

ù
ê
ë

é
=

2221

1211

aa
aa

A , то систему можно записать в матричном ви-

де =÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

2

1

'
'

'
y
y

y ú
û

ù
ê
ë

é

2221

1211

aa
aa

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

2

1

y
y =Ay+f(x). Вектор-функция

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

)(
)(

21

11
1 xy

xy
y и ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=

)(
)(

22

12
2 xy

xy
y  называются линейно независимы-

ми, если существуют числа 1a  и 2a , такие что
,0,0)()( 2

2
2

12211 >+=+ aaaa xyxy    и линейно независимыми, если
основное тождество  выполняется в единственном случае, ко-
гда 01 =a и 02 =a . Фундаментальной системой решений од-
нородной системы Ayy ='  называется два ее линейно незави-
симых решения )(1 xy , )(2 xy . Общим решением системы

Ayy ='  называется решение )()( 2211 xyCxyCy += ,  где С1 и С2

– произвольные постоянные, у1, у 2 –фундаментальная система
решений. Частным решением  у0 системы (40) называется лю-
бое решение, удовлетворяющее ей. Общим решением неодно-
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родной системы является вектор-функция )()()( 02211 xyxyCxyCy ++= ,
где )(1 xy , )(2 xy - фундаментальная система, )(0 xy - частное
решение.

 Решение задач
Задача 1.

( )

( ) 5,:

5,ln5ln

,ln5ln
2
1ln,ln

52
1ln

,0
5

,05

2

2

2

2
22

+×=

+×==+×

=++=
+

+

=
+

+=++

ò

xyyxyОтвет

xyccxy

cxyc
e
dey

e
dxe

y
dydxyedye

x

x

x

x
xx

Задача 2.

u
u

dx
duxu

dx
duxu

dx
dyuxyu

x
y

x
y
x
y

dx
dyy yx

yx

-
+

=+

+=×==
-

+
==¢ -

+

2
21

,,,
2

21
,2

2

,

3
ln x

dx
xdu

= ,
x
xdxdu

3
ln

= , cxu += ln3
1 , cxxxz +=

3
ln ,

cxxx
y

+=
3
ln1  -общее решение, ( ) cy +==>=

3
1ln

3
1,31 ,

3
1

=c ,
33

ln1 xxx
y

+= ,
3

ln1 xxx
y

+
= ,

3
ln1 xxx

y
+

=

( )1ln
3:

+
=

xx
yОтвет .

 Задача 3.
( ) xexyyy 144 ////// -=+-

Уyy += , 044 23 =+- kkk -  характеристическое  ур-е
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01 =k , 23,2 =k ,
xx exceccy 2

3
2

21 ×+×+=   - общее решение од-

нородного уравнения
( ) ( )( )xxQexxPeexУ xr bb sincos2 +=

1=a  , 0=b , 0=+ iba , 1,2 == lr
( )BAxeУ x += , ( )ABAxeУ x ++=¢

( )ABAxeУ x 2// ++= , ( )ABAxeУ x 3/// ++=
( ) ( ) ( ) ( ) xxxx exABAxeABAxeABAxe 14243 -=+++++-++ ,

( ),1-=-+ xABAx ,
1

1

î
í
ì

-=-
=

AB
A 0,1 == BA , xexУ ×= ,

.)( 2
321

xx xeexcccy +×++=

Ответ: xx xeexcccy +×++= 2
321 )(

Задача 4

( )
2
31;2

2
2 =-+=

+
-¢ yxx

x
yy

Решим однородное уравнение, соответствующее данному не-
однородному:

0
2

=
+

-¢
x

yy ,
2+

=
x

y
dx
dy ,

2+
=

x
dx

y
dy

c
x
dx

y
dy ln

2
+

+
= òò , cxy ln2lnln ++=

( )2+= xcy
Используя метод вариации произвольных постоянных, найдём
частное решение искомого уравнения ,а затем общее:

( )( )2+=¢ xxcy , ( )( ) ( ) 12 ×++¢=¢ xcxxcy ,

( )( ) ( ) ( )( ) xx
x

xxcxcxxc 2
2

22 2 +=
+

+
-++¢ ,

( ) ( )22 +=+ xxx
dx
dc , òò = xdxdc

( ) cxxc += 2

2
1 , ( )2

2
1 2 +÷

ø
ö

ç
è
æ += xcxy   -  общее решение.
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Найдём частное решение ( ) ( ) 1;211
2
1

2
3 2 =+-÷

ø
ö

ç
è
æ +-= cc .

( )21
2
1 2 +÷

ø
ö

ç
è
æ += xxy  -  частное решение. Ответ:

( )21
2
1 2 +÷

ø
ö

ç
è
æ += xxy

Задача 5.
 Найти решение задачи Коши.

xe
x

x
x
yy 1+

=+¢ , ( ) ey =1 , uvy = , uvvuy ¢+¢=¢

xe
x

x
x

uvuvvu 1+
=+¢+¢ , xe

x
x

u
vvuvu 1+

=÷
ø
ö

ç
è
æ +¢+¢

0=+¢
u
vv ,

x
v

dx
dv

-= ,
x

dx
v
dv

-= , cxv lnlnln +-=

x
cv = , cvx = , 1=c ,

x
v 1

= , xe
x

x
x
u 1+

=
¢

, ( ) xexu 1+=¢

( ) xex
dx
du 1+= , ( ) dxexdu x1+= , ( )ò ò += dxexdu x1

cxeu x += , udxdxuxduudx ++=+ 22 , 22 ux + , 0¹x .

x
dx

u
du

=
+ 22

, cxuu lnln2ln 2 +=++ , 22 uu ++ cx=

cx
x
y

x
y

=++ 2

2

2 , cx
x

yx
x
y

=
+

+
222 , 2

222
x

yxy
c

++
=

Ответ: 2

222
x

yxy
c

++
=

 Задача 6.
Найти общий интеграл

910
98

--
-+

=¢
yx
yxy ,

910
98

--
-+

=
yx
yx

dx
dy , xduudxdy

uxy
+=

=



61

81801
110

81
-=--=

-
,

î
í
ì

=--
=-+

0910
098

yx
yx

,
î
í
ì

=---
-=

098090
89

yy
yx

.

08181 =- y , 1=y , 1189 =×-=x ,
î
í
ì

=

=

1
1

0

0

y
x

,
î
í
ì

+=
+=

1
1

vy
ux

. dudx = .

dvdy = ,
911010

9881
---+

-+++
=¢

vu
vuv ,

vu
vuv

-
+

=¢
10

8 ,

u
v
u
v

v
-

+
=¢

10

81
.

Делаем замену z
u
v

= , uzv = , uzzv ¢+=¢ ,
z
zuzz

-
+

=¢+
10

81 ,

z
zzzuz

-
-++

=¢
10

1081 2

 и
z

zzzu
du
dz

-
+-+

=
10

11082

, ( )dzz
zz

du
u

-
+-

=
10

122

,

( )
12

10
2 +-

-
=

zz
dzz

u
du , ( )

( )21
10

-
-

=
z

dzz
u
du  и ( )

( )21
10

-
-

= òò z
dzz

u
du  т.е.

1ln
1

9lnln --
-

=+ z
z

uc , cuz
z

=---
-

ln1ln
1

9 ,

cuv
vu

u
=--

-
ln9 .

Ответ: ( ) cxy
yx

x
=--

-
- ln19

   Задача 7.
Найти решение задачи Коши.

x
yy

3sin
99 =+¢¢ , 4

6
=÷

ø
ö

ç
è
æ py ,

2
3

6
pp

=÷
ø
ö

ç
è
æ¢y .

092 =+k , ik 31 = , ik 32 -= . ,3sin3cos 21 xcxcyобщ += ( )xcc 11 = ,

( )xcc 22 = .
xy
xy

3sin
3cos

2

1

=
=

,
xy
xy

3cos3
3sin3

2

1

=¢
-=¢

.

Пусть
x

xf
3sin

9)( = .
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î
í
ì

=¢×¢+¢×¢
=×¢+×¢

)(
0

2212

2211

xfycyc
ycyc

, ( )ïî

ï
í
ì

=×¢+-¢

=¢+×¢

x
xcxc

xcxc

3sin
93cos33sin3

03sin3cos

21

21

( ) 33sin33sin

3cos33cos1221
21

21

=--

-×=¢×-¢×=
¢¢

=

xx

xxyyyy
yy
yy

W

3
3sin

93sin
2

1
x

x

W
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×-
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2 =
×

-=
×-

=¢ ,
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1
2

3sinln

33
3

3sin
93cos

cxc

xctgx
x

W
fyc

+=

=
×

-=
×-

=¢ ,

( ) ( ) xcxxcxy 3sin3sinln3cos3 43 +++-= .
( ) ( )( )

( ) 33cos3sinln3sin33cos
3sin

1
33sin33cos3

4

3

×++÷
ø
ö

ç
è
æ ×+

+-+-+-=¢

xcxxx
x

xcxxy

ï
ï
î

ïï
í

ì

=÷
ø
ö

ç
è
æ¢

=÷
ø
ö

ç
è
æ

2
3

6

4
6
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p

y

y
,

( )

( )ïî

ï
í

ì
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ø
ö

ç
è
æ +-
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2
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2

41ln

3

4

pp c

c
,

î
í
ì

=

=

4
0

4

3

c
c

.

Ответ: ( ) xxxxy 3sin43sinln3cos3 ++-=
 Задача 8.
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yxyx
x
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( )
yxyx

xyxN 11,
22
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+

=

( ) 222
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y
x

yyx
yyxM -+
+

=
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2
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+
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¶ , 222
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2

2
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M
-

+
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¶
=

¶
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N данное уравнение в полных дифференциалах

( ) ( ) =+++
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++
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= ò ò ò ò y

y
dx

x
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+
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+
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=
¶
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( )
y

y 1
=¢j , ò +=+= 22 ln)( cyc

y
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c
y
xxyyxyxu =+++= ln),( 22

Ответ: c
y
xxyyx =+++ ln22

 Задача 9.
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( )
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Задача 10.
 Решить дифференциальное уравнение

4y y x y
x

¢ - = .

 Это уравнение Бернулли с 1 2n = . Полагаем ( ) ( ) ( )y x u x v x= .

Получаем уравнение 4u v uv uv x uv
x

¢ ¢+ - = или

4u v u v v x uv
x

æ ö¢ ¢+ - =ç ÷
è ø

.  Подберем такую функцию ( )v x , что-

бы выражение в скобках было равно нулю, т.е. решим диффе-

ренциальное уравнение 4 0v v
x

¢ - = . Находим 4v x= . Решаем

затем уравнение 4 4u x x ux¢ =  и получаем его общее решение
21 ln

4
u Cx= . Следовательно, общее решение исходного урав-

нения 4 21 ln
4

y uv x Cx= = . Нетрудно заметить, что 0y =  явля-

ется особым решение исходного уравнения.

Ответ: y= 4 21 ln
4

y uv x Cx= = .

Задача 11.
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 Решить систему
2 2 cos

tx y y e
x y y t

ì ¢ ¢+ - =ï
í

¢ ¢+ + =ïî
 при данных начальных

условиях: 0 0t = , 0
3

17
x = - , 0

4
17

y = .

 Сначала приводим систему к нормальному виду

3 cos

4 cos 2

t

t

x y t e

y y t e

ì ¢ = - + -ï
í

¢ = - +ïî
.

Первое уравнение дифференцируем по t , после чего вместо y¢
подставим выражение из второго уравнения системы:

3 sin 12 3cos sin 7t tx y t e y t t e¢¢ ¢= - - - = - + - - . Из этого уравне-
ния и первого уравнения исходной системы составим новую

систему
3 cos

12 3cos sin 7

t

t

x y t e

x y t t e

ì ¢ = - + -ï
í

¢¢ = - + - -ïî
 , из первого уравнения

которой выражаем 3 cos ty x t e¢= - + -  и, подставляя во второе,

получаем 4 3 cos sintx x e t t¢¢ ¢- = - - - . Соответствующее харак-
теристическое уравнение 2 4 0k k- =  имеет корни 1 0k = ,

2 4k = Þ 4
1 2

t
ооx C C e= + . Частное решение ищем в виде

cos sint
чнx Ae B t C t= + + . После определения коэффициентов

получаем 3 5cos sin
17 17

t
чнx e t t= - + . Следовательно

4
1 2

3 5cos sin
17 17

t t
оо чнx x x C C e e t t= + = + + - + . Найдя произ-

водную 4
2

3 54 sin cos
17 17

t tx C e e t t¢ = + + + , получаем

4
2

3 53 4 sin cos cos
17 17

t t ty C e e t t t eæ ö= - + + + + -ç ÷
è ø

. Таким обра-

зом, общее решение исходной системы имеет вид
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4
1 2

4
2

3 5cos sin
17 17

4 2 4 1cos sin
3 3 17 17

t t

t t

x C C e e t t

y C e e t t

ì = + + - +ïï
í
ï = - - + -
ïî

 .

Подставляя начальные условия, определяем значения постоян-

ных 1C  и 2C :
1 2

2

3 31
17 17
4 4 2 4

17 3 3 17

C C

C

ì- = + + -ïï
í
ï = - - +
ïî

Û
1

2

1
2
1
2

C

C

ì = -ïï
í
ï = -
ïî

 .

Итак, мы имеем ответ.

Ответ:

4

4

1 1 3 5cos sin
2 2 17 17

2 2 4 1cos sin
3 3 17 17

t t

t t

x e e t t

y e e t t

ì = - - + - +ïï
í
ï = - + -
ïî

 .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
      Данные методические указания  помогут студентам  вы-
полнить  типовой расчет по вышеуказанной теме   курса мате-
матики,  а  также предоставляет студентам широкие возмож-
ности для активного самостоятельного изучения практической
и теоретической части курса математики.
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