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ВВЕДЕНИЕ 

Цифровая обработка сигналов – это область науки и техники, в которой 

изучаются общие для различных технических приложений принципы, методы и 

алгоритмы обработки сигналов средствами цифровой вычислительной техники. 

Цель изучения дисциплины: освоение слушателями основ теории цифро-

вой обработки сигналов, необходимых для понимания принципов функциони-

рования цифровых систем и устройств; привитие навыков инженерного анализа 

и синтеза устройств цифровой обработки сигналов; приобретение навыков, 

позволяющих ориентироваться в областях науки и техники, которые применя-

ют общие для различных технических приложений принципы, методы и алго-

ритмы обработки сигналов средствами цифровой вычислительной техники. 

Основные задачи дисциплины: 1) изучение методов математического 

описания дискретных и цифровых сигналов; 2) изучение способов модуляции 

дискретных сигналов; 3) изучение методов расчета временных и частотных ха-

рактеристик дискретных и цифровых сигналов на выходе линейных и нелиней-

ных цепей. 

Междисциплинарные связи: изучение дисциплины «Цифровая обработка 

сигналов» базируется на знании материалов курсов «Высшая математика», 

«Физика», «Теория электрических цепей», «Теория электрической связи». 

Требования к знаниям и умениям по дисциплине. 

В результате изучения дисциплины слушатель должен: 

- иметь представление о: структурах современных и перспективных циф-

ровых устройств, систем и комплексов, используемых в них подсистем и функ-

циональных узлов; способах количественного описания характеристик 

устройств цифровой обработки сигналов; 

- знать: основные виды и способы дискретного представления сигналов; 

методы формирования и обработки дискретных и цифровых сигналов; 

- уметь: использовать временные методы анализа дискретных сигналов, 

их преобразования в устройствах цифровой обработки сигналов; использовать 

спектральные методы анализа дискретных сигналов, их преобразования в 

устройствах обработки информации. 

Данный практикум содержит учебные вопросы и практические задания 

по темам, в соответствии с рабочими учебными программами дисциплин, кото-

рые лежат в основе способов описания дискретных и цифровых сигналов и си-

стем во временной, z- и частотной областях, а также основные методы и осо-

бенности синтеза цифровых линейных фильтров. По каждой практической теме 

в описание включены: цель, примеры детального решения задач, а также пере-

чень вопросов и практических заданий. В заключение приведён список реко-

мендуемой литературы и ряд приложений, которые позволят более качественно 

изучить данную дисциплину. 

В приложении  приведены справочные сведения, которые могут понадо-

биться при решении задач. 
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1. ТЕМА 1. ОБОБЩЕННАЯ ДИСКРЕТИЗАЦИЯ СИГНАЛОВ 

 

Учебно-воспитательные цели: 

1. Практическое применение способов представления непрерывных 

сигналов в цифровой форме; 

2. Приобретение навыков вычисления прямого и обратного дискрет-

ного преобразования Фурье, прямого и обратного z-преобразования 

дискретного сигнала; 

3. Стимулирование активной познавательной деятельности слушате-

лей, способствующее выработке у них целостного представления о 

своей будущей деятельности по специальности; 

4. Воспитание у слушателей профессиональных и нравственных ка-

честв, пропаганда Российской науки. 

 

1.1.  ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 1 

ДИСКРЕТНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СИГНАЛОВ.  

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ НЕПРЕРЫВНЫХ СИГНАЛОВ  

В ЦИФРОВОЙ ФОРМЕ. ДИСКРЕТНАЯ СВЕРТКА СИГНАЛОВ 

 

Учебные вопросы: 

1. Дискретное представление сигналов, интервал дискретизации, 

спектральная плотность дискретного сигнала. Шаг квантования, по-

грешность квантования. 

2. Дискретная свертка сигналов. 

Примеры решения задач: 

П.1.1. Найдите период дискретизации сигнала по Котельникову 

    7 6

0
cos 2 10 5 10 cos 2u t U t t          . 

Решение: 

Период (временной интервал) дискретизации сигнала по Котельникову 

определяется как 

 

 
в

1

2 f
  , 

 

где fв – верхняя (максимальная) частота в спектре дискретизируемого аналого-

вого сигнала. 

Для решения задачи вычислим мгновенную частоту сигнала через его 

полную фазу: 
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  7 6d ( ) d
( ) 2 10 5 10 cos 2

d d

t
t t t

t t


                

 7 6 7 62 10 5 10 ( 2 sin[2 ]) 2 (10 5 10 sin[2 ])t t                    рад/с. 

 

Используя свойство тригонометрической функции синус, найдём макси-

мальное (верхнее) значение мгновенной частоты: 

 

 7 6 7

в max sin[2 ] 1
( ) 2 (10 5 10 ) 3 10

t
t


    

  
          рад/с. 

 

Рассчитаем линейную верхнюю частоту через известную циклическую 

верхнюю частоту: 

 

 
7

7в

в

3 10
1,5 10

2 2
f

 

 


     Гц. 

 

Таким образом, период дискретизации сигнала по Котельникову: 

 

 8

7

в

1 1
3,333 10

2 2 1,5 10f

    
 

 с. 

 

Ответ: 810333,3   с. 

 

П.1.2. Аналоговый сигнал, имеющий форму прямоугольного видеоим-

пульса напряжения с единичной амплитудой и длительностью 
и
 , дискретизи-

рован одиннадцатью отсчетами. Рассчитать спектральную плотность дискрет-

ного сигнала. 

Решение: 

Пусть S(ω) – спектральная плотность аналогового сигнала s(t) (изобра-

женного на рис.1.1): 

 

 
, 2;

( )
0, 2,

и

и

U t
s t

t





 
 


   U = 1 В. 
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Рис. 1.1. Внешний вид сигнала 

 

Тогда спектральная плотность дискретизированного сигнала 
д
( ) ( )

k
s t s t  

имеет вид: 

 

 
д

1 2
( )

k

k
S S


 





 
  
  
 . 

 

Вычислим спектральную плотность аналогового сигнала, воспользовав-

шись преобразованием Фурье: 

 

  
/2/2

/2 /2

/2 /2

( ) ( ) d d

ии

и и

и и

j t

j jj t j t U e U
S s t e t U e t e e

j j

 
  

 


 


 

  


       

 
   

  cos( / 2) sin( / 2) cos( / 2) sin( / 2)
и и и и

U
j j

j
   


    


 

 
2sin( / 2) sin( / 2)

sinc( / 2)
/ 2

и и

и и и

и

U
U U

 
  

 


      , 

 

где sinc( ) sin( ) /x x x . По условию задачи, так как аналоговый сигнал дискрети-

зируется 11-ю отсчётами, следовательно интервал дискретизации 
10

и


  . 

Учитывая, что амплитуда единичная, получим 

 

 
д

2 102 sinsin
21 102

( ) 1
2 2 10

2 2

ии

и

и и
k kи и и

и

kk

S U
k k

   


  
     



 

 

        
         

    
       

   

 

sin 10
2

10

10
2

и

k и

k

k











 
 

 


 . 



 

7 

 

Ответ: 
д

sin 10
2

( ) 10

10
2

и

k и

k

S

k













 
 

 


 . 

 

Вопросы и задачи: 

1.1. Найдите период дискретизации сигнала по Котельникову 

    7 7

0
cos 2 10 5 10 cos 2u t U t t          . 

1.2. Непрерывный сигнал, имеющий форму прямоугольного импульса 

напряжения с единичной амплитудой и длительностью 
Ц

 , дискретизирован 10 

отсчетами. Определить спектр дискретного сигнала. 

1.3. Непрерывный сигнал, поступающий на вход АЦП, изменяется в пре-

делах от 0 до 15 В. Для представления отсчетов этого сигнала в АЦП выделено 

восемь двоичных разрядов. Найдите величину шага равномерного квантования 

кв
q . 

1.4. Максимальное значение непрерывного сигнала равно 7 В. Для пред-

ставления отсчетов этого сигнала в АЦП выделено шесть двоичных разрядов. 

Найдите дисперсию шума квантования, если распределение значений сигнала 

равномерно. 

 

1.5. Путем непосредственного вычисления найдите дискретную свертку 

 nf  двух дискретных сигналов    15,15,7,5,3,1,0,...
n

x   и    10,5,2,1,0,...
n

y  . 

1.6. Найти минимальное и максимальное значения дискретного сигнала 

 nf , представляющего собой дискретную свертку двух дискретных сигналов 

   1,2,3,4,5
n

x   и    12,9,6,3,1
n

y  . 

1.7. Найти ДПФ знакочередующейся последовательности  1, 1,1, 1,1, 1  

. 

1.8. Непрерывный сигнал  x t  имеет спектр, ограниченный верхней гра-

ничной частотой 7.5
в

f   МГц. Сигнал имеет длительность 60
с

T   мкс. Дис-

кретизация осуществляется таким образом, что длительность интервала между 

выборками в 4 раза короче интервала дискретизации по Котельникову. Каждое 

выборочное значение отображается 8-битовым двоичным числом. Определить 

величину N объема памяти в битах, которая требуется для записи данного от-

резка сигнала. 

1.9. Дисперсия шума квантования равна 100 мВ
2
, при этом распределение 

значений сигнала равномерно. АЦП, которое дает такую дисперсию шума 

квантования, имеет 10 двоичных разрядов. Определить максимальное значение 

входного сигнала. 
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1.10. Определить первые три отсчета дискретного сигнала  nf , пред-

ставляющего собой дискретную свертку ступенчатой функции    1,1,1,1,...
n

x   

и импульсной характеристики    21, ,
n

h e e    . 

1.11. Дискретный периодический сигнал  Д
x t  задан четырьмя отсчетами 

 1,0, 1,0 . Вычислите коэффициенты ДПФ 
n

C  этого сигнала. 

 

Вопросы и задачи для самоподготовки: 

1. Что называется регулярным дискретным временным представлени-

ем сигналов? 

2. Как осуществить восстановление сигналов по Котельникову? Како-

вы погрешности восстановления и дискретизации? 

3. Что называется модулированной импульсной последовательно-

стью? Каков её спектр? 

4. Как осуществляется представление непрерывных сигналов в циф-

ровой форме при равномерном квантовании? 

5. Как вычисляется ошибка квантования? 

6. Что называют дискретной сверткой сигналов? 

7. Выбрать интервал дискретизации прямоугольного импульса дли-

тельностью 100 мкс и определить число отсчетов, достаточное для 

описания этого импульса. В качестве наивысшей частоты спектра 

в  принять такое значение, когда спектральная плотность импульса 

обращается в нуль и при 
в

   значения спектральной плотности 

не превышают 0,1 от максимального значения. 

8. Представить аналитически рядом Котельникова прямоугольный 

импульс напряжения с единичной амплитудой и длительностью 
Ц

  

для 2-х случаев: 1 – спектр аппроксимирующей функции ограничен 

верхней частотой  1
1 2

в и
f  ; 2 - спектр аппроксимирующей 

функции ограничен верхней частотой 
1

1
в и

f  . 

9. Дискретная свертка  nf  двух дискретных сигналов  nx  и  ny  

равна    2,0, 2,0
n

f   . Найти сигнал  nx , если    1,2,0,1
n

y  . 

10. Дискретный сигнал на интервале своей периодичности задан ше-

стью равноотстоящими отсчетами    1,1,1,0,0,0
k

x  . Вычислите 

коэффициенты ДПФ 
n

C  этого сигнала. 
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1.2. ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 2 

 ДИСКРЕТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ И ЕГО СВОЙСТВА,  

Z-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ И ЕГО СВОЙСТВА 

 

Учебные вопросы: 

1. Прямое и обратное дискретное преобразование Фурье. 

2. Прямое и обратное z-преобразование дискретного сигнала. 

3. Восстановление аналогового сигнала по коэффициентам ДПФ дис-

кретного сигнала. 

Примеры решения задач: 

 

П.1.3. Найти ДПФ знакочередующейся последовательности 

 1; 1;1,; 1;1; 1   . Рассчитать амплитудный спектр, используя найденные коэф-

фициенты ДПФ. 

Решение: 

Коэффициенты дискретного преобразования Фурье вычисляются по фор-

муле: 

 

 
1

2 /

0

1 N
j n k N

n k
k

C x e
N








  . 

 

В нашем случае дискретный сигнал 

 

      0 1 2 3 4 5
; ; ; ; ; 1; 1;1,; 1,;1; 1

k
x x x x x x x      

 

имеет количество отсчётов 6N  . Используя свойство ДПФ о нулевом коэф-

фициенте, получим: 

 

 
1

0
0

1 1
[1 1 1 1 1 1] 0

6

N

k
k

C x
N





        , 

 

теперь вычислим третий коэффициент, используя свойство о среднем коэффи-

циенте для чётного N: 

 

 
1

02

1 1
( 1) [1 1 1 1 1 1] 1

6

N
k

N k
k

C x
N





         . 

 

Для расчёта первого и второго коэффициентов ДПФ, воспользуемся об-

щей формулой: 
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2 1 2 1 0 2 1 1 2 1 2 2 1 3 2 1 4 2 1 56 1

6 6 6 6 6 6 6
1

0

1 1
[1 1 1 1 1 1 ]

6 6

j k j j j j j j

k
k

C x e e e e e e e
                          



             , 

 

по свойству комплексной экспоненты, как периодической функции (с периодом 

2 ) и используя формулу Эйлера (для вычисления значений комплексной экс-

поненты), получим: 

 

 
2 2

3 3 3 3
1

1 1 2
[1 1 ] [2 2cos 2cos ]

6 6 3 3

j j j j

C e e e e
      

   
            

   
 

 
1 1 1

[2 2 2 ] 0
6 2 2

      ; 

 
2 2 2 2 0 2 2 1 2 2 2 2 2 3 2 2 4 2 2 56 1

6 6 6 6 6 6 6
2

0

1 1
[1 1 1 1 1 1 ]

6 6

j k j j j j j j

k
k

C x e e e e e e e
                          



               

 
2 4 8 10

23 3 3 3
1

[1 ]
6

j j j j

je e e e e
   


   

        

 
2 2 2 2

3 3 3 3
1

[1 1 ] 0
6

j j j j

e e e e
    

       . 

 

Для вычисления 
4

C  и 
5

C , воспользуемся следующим свойством ДПФ: ес-

ли отсчеты 
k

x  – вещественные числа и N – четное число, то: 

 

 
*

2 2

N N
l l

C C
 
 , 0; / 2 1l N  , 

 

где звёздочка означает операцию комплексного сопряжения. Тогда: 
*

5 1
0C C  , следовательно 

5
0C  ; 

*

4 2
0C C  , следовательно 

4
0C  . 

Таким образом, коэффициенты ДПФ  { } 0;0;0;1;0; 0
n

C  . 

Амплитудный спектр дискретного сигнала можно вычислить, используя 

модуль найденных коэффициентов ДПФ, при этом значения амплитуд: 

 {| |} 0;0;0;1;0; 0
n

C  . 

Ответ:  { } 0;0;0;1;0; 0
n

C  ;  {| |} 0;0;0;1;0; 0
n

C  . 

 

П.1.4. Найти сигнал, z-преобразование которого определяется выражени-

ем      1 11 1X z z z    . 

Решение: 

Дискретный сигнал    0 1 2
; ; ;

k
x x x x  можно рассчитать, вычислив об-

ратное z-преобразование от заданного  X z : 
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1

1 1 1

1

1 1 1 1 1
( ) d d d

2 2 1 2 1

k k k

k

L L L

z z
x X z z z z z z z

j j z j z  



  



 
      

 
    

 
11 1

d d
2 1 2 1

k k

L L

z z
z z

j z j z 



 
 

  . 

 

Для вычисления данного интеграла необходимо рассмотреть два частных 

случая: 

1) пусть 0k  , тогда 

 
0

1 d 1 d

2 1 2 ( 1)L L

z z
x

j z j z z 
 

 
  . 

 

Рассчитать данные интегралы, взятые по замкнутому контуру (охватыва-

ющему все особые точки) в комплексной плоскости, можно воспользовавшись 

теоремой о вычетах. В нашем случае необходимо вычислять в полюсах вычеты 

первого порядка. В результате получим: 

 

 
0

1 0 1

1 1 1 1 1 1
2 res 2 res 2 res

2 1 2 ( 1) 2 ( 1)z z z
x j j j

j z j z z j z z
  

    

    
                 

 

 
1

1 0 10 1

1 1 1 1 1
( 1) ( 1) 1 1 1 1 1

1 ( 1) ( 1) 1z

z z zz z

z z z
z z z z z z z

   

           
   

; 

2) пусть 1k  , тогда 

 
1 1

1 1

1 d 1 d
res res

2 1 2 ( 1) 1 1

k k k k

k
z z

L L

z z z z z z
x

j z j z z z z 

 

 

    
             

   

 
1

1

1 1

1 1

( 1) ( 1) 1 1 2
1 1

k k

k k

z z

z z

z z
z z z z

z z





 

 

        
 

. 

 

Таким образом: 

 

 
1, 0;

2, 1,
k

k
x

k


 


 

 

или    1;2;2;2;
k

x  . 

Ответ:  { } 1;2;2;2;
k

x  . 

 

П.1.5. Найти ДПФ дискретной свертки сигналов  { } 1;1; 0; 0
k

x   и 

 { } 1; 0;1; 0
k

y   как путем непосредственного применения формулы ДПФ к ре-
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зультату вычисления дискретной свертки, так и с помощью свойства ДПФ дис-

кретной свертки двух сигналов. 

Решение: 

Способ 1. Непосредственный расчет ДПФ от результата вычисления дис-

кретной свертки сигналов  0 1 2 3
{ } ; ; ;

k
x x x x x  и  0 1 2 3

{ } ; ; ;
k

y y y y y . Дискретной 

свёрткой двух дискретных сигналов конечной длительности, называется сиг-

нал: 

 

 
1

0

1 N

k n k n
n

f x y
N






  , 0, 1k N  . 

 

В результате получим (учитывая, что значения дискретных отсчетов с от-

рицательными номерами равны нулю): 

 

 
4 1

0 0 0 0 0 1 0 1 2 0 2 3 0 3
0

1 1 1 1
( ) (1 1 1 0 0 0 0 0)

4 4 4 4
n n

n

f x y x y x y x y x y


    


              ; 

 
4 1

1 1 0 1 0 1 1 1 2 1 2 3 1 3
0

1 1 1 1
( ) (1 0 1 1 0 0 0 0)

4 4 4 4
n n

n

f x y x y x y x y x y


    


              ; 

 
4 1

2 2 0 2 0 1 2 1 2 2 2 3 2 3
0

1 1 1 1
( ) (1 1 1 0 0 1 0 0)

4 4 4 4
n n

n

f x y x y x y x y x y


    


              ; 

 
4 1

3 3 0 3 0 1 3 1 2 3 2 3 3 3
0

1 1 1 1
( ) (1 0 1 1 0 0 0 1)

4 4 4 4
n n

n

f x y x y x y x y x y


    


              . 

 

Значит сигнал дискретной свёртки 
1 1 1 1

{ } ; ; ;
4 4 4 4

k
f

 
  
 

. Коэффициенты 

дискретного преобразования Фурье рассчитываются по формуле: 

 

 
1

2 /

0

1 N
j n k N

n k
k

C x e
N








  , 

 

Тогда 

 

 
4 1

0
0

1 1 1 1 1 1 1

4 4 4 4 4 4 4
f k

k

C f




 
      

 
 ; 

 
4 1

2
0

1 1 1 1 1 1
( 1) 0

4 4 4 4 4 4

k

f k
k

C f




 
       

 
 ; 

 
4 1

2 1 /4 /2 3 /2

1
0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

j k j j j

f k
k

C f e e e e j j   


     



   
            

   
 ; 

 
*

3 1
0

f f
C C  . 
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Таким образом, ДПФ 
1

{ } ;0;0; 0
4

f n
C

 
  
 

. 

 

Способ 2. Вычисление ДПФ помощью свойства ДПФ дискретной свертки 

двух сигналов: 

 

 
f n x n y n

C C C  . 

 

Рассчитаем ДПФ сигналов { }
k

x  и { }
k

y : 

 

  
4 1

0
0

1 1 1
1 1 0 0

4 4 2
x k

k

C x




      ; 

  
4 1

2
0

1 1
( 1) 1 1 0 0 0

4 4

k

x k
k

C x




       ; 

    
4 1

2 1 /4 /2 3 /2

1
0

1 1 1
1 1 1 0 0 1

4 4 4

j k j j j

x k
k

C x e e e e j   


     



           ; 

  *

3 1

1
1

4
x x

C C j   ; 

  
4 1

0
0

1 1 1
1 0 1 0

4 4 2
y k

k

C y




      ; 

  
4 1

2
0

1 1 1
( 1) 1 0 1 0

4 4 2

k

y k
k

C y




       ; 

    
4 1

2 1 /4 /2 3 /2

1
0

1 1 1
1 1 0 1 0 1 1 0

4 4 4

j k j j j

y k
k

C y e e e e   


     



            ; 

 
*

3 1
0

y y
C C  , 

т.е.    
1 1 1

{ } ; 1 ;0; 1
2 4 4

x n
C j j

 
   
 

 и 
1 1

{ } ;0; ; 0
2 2

y n
C

 
  
 

. 

 

Используя свойство ДПФ о свёртке, получим: 

 

 0 0 0

1 1 1

2 2 4
f x y

C C C     ; 

  1 1 1

1
1 0 0

4
f x y

C C C j      ; 

 2 2 2

1
0 0

2
f x y

C C C     ; 

  1 1 1

1
1 0 0

4
f x y

C C C j      , 
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таким образом, результат 
1

{ } ;0;0; 0
4

f n
C

 
  
 

, совпадает со значениями ДПФ, 

полученными по первому способу. 

Ответ: 
1

{ } ;0;0; 0
4

f n
C

 
  
 

. 

 

Вопросы и задачи: 

1.12. Вычислите коэффициенты ДПФ 
n

C , где 0, 1, 2n   дискретного пе-

риодического сигнала  Д
x t , заданного тремя отсчетами  0, 10, 20 . 

1.13. ДПФ некоторого дискретного сигнала  k
x  равно    1,0,0,0

k
C  . 

Найти значения сигнала  k
x . 

1.14. Получите выражение периодического аналогового сигнала  x t , 

каждому периоду которого отвечает дискретный сигнал, состоящий из четырех 

равноотстоящих выборов  1, 0, 0.5, 0 . 

1.15. Вычислите Z-преобразование  F z  дискретной свертки  nf  дис-

кретных сигналов    1, 1, 1, 0, 0, ...
n

x   и    0, 0, 1, 1, 0, 0, ...
n

y  . 

1.16. Найдите дискретный сигнал  nx , которому отвечает Z-

преобразование    11 1 0.3X z z   . 

1.17. Найти ДПФ дискретной свертки сигналов    1, 1, 0, 0
k

x   и 

   1, 0, 1, 0
k

y   как путем непосредственного применения формулы ДПФ к ре-

зультату вычисления дискретной свертки, так и с помощью свойства ДПФ дис-

кретной свертки двух сигналов. 

1.18. Восстановите аналоговый сигнал  x t  по коэффициентам ДПФ 

   0, 0.5, 0, 0.5
n

C  . 

1.19. Найдите Z-преобразование  X z  дискретного сигнала  k
x , имею-

щего общий член , 0, 1, 2, ...n

n
x n   

1.20. Вычислите седьмой член 
6

x  дискретной последовательности  nx , 

Z-преобразование которой равно    125 1 0.9X z z   . 

 

Вопросы и задачи для самоподготовки: 

1. Что называют дискретным преобразованием Фурье? 

2. Как осуществляется восстановление аналогового сигнала по коэф-

фициенту дискретного преобразования Фурье? 

3. Каковы основные свойства дискретного преобразования Фурье? 

4. Как вычисляется прямое и обратное Z-преобразование? 
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5. Как связано Z-преобразование с преобразованиями Лапласа и 

Фурье? 

6. Каковы основные свойства Z-преобразования? 

7. Найти ДПФ числовой последовательности, состоящей из двух эле-

ментов: 
0

x a ; 
1

x b . Применив к результату обратное ДПФ, убе-

диться в том, что получается первоначальный сигнал. 

8. Найти сигнал, Z-преобразование которого определяется выражени-

ем      1 11 1X z z z    . 

2. ТЕМА 2. ЦИФРОВОЕ КОДИРОВАНИЕ И МОДУЛЯЦИЯ СИГНАЛОВ 

 

Учебно-воспитательные цели: 

1. освоить метод анализа цифровой модуляции при гармонической и 

негармонической несущей; 

2. приобретение навыков определения полосы частот сигналов с циф-

ровой модуляцией при разных видах несущего колебания; 

3. стимулирование активной познавательной деятельности слушате-

лей, способствующее выработке у них целостного представления о 

своей будущей деятельности по специальности; 

4. воспитание у слушателей профессиональных и нравственных ка-

честв, пропаганда Российской науки. 

2.1. ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №1 

 

Учебные вопросы: 

1. Импульсно-кодовая модуляция. 

2. Цифровая модуляция при гармонической несущей. 

3. Цифровая модуляция при негармонической несущей. 

Примеры решения задач 

П.2.1. Определить суммарную среднюю мощность шума на выходе си-

стемы ИКМ, если число разрядов кода n = 7, вероятность ошибочного приема 

одного разряда p = 10
-6

, а сигнал x(t) на входе меняется в диапазоне от –1 В до 1 

В. 

Решение: 

Суммарная дисперсия (средняя мощность) шума на выходе системы 

ИКМ: 

 

 
2 2 2

кв л.и.
  


  , 

 



 

16 

где дисперсия шума квантования (при большом числе уровней квантования 

2nN  ): 
 

 
2

2

кв

( )

12

x



 , 

 

шаг квантования max min
x x

x
N


  ; а дисперсия ошибки из-за ложной информа-

ции: 
 

 
2 2

л.и.

4 1
( )

3

n

p x
 

   
 

. 

 
Вычислим численные значения параметров: 

 max min max min

7

1 ( 1) 2 1

2 2 128 64n

x x x x
x

N

   
       В; 

 
2

2 5

кв 2

( ) 1
2,035 10

12 12 (64)

x
 

   


 В
2
; 

 
7

2 2 6 6

л.и. 2

4 1 1 4 1
( ) 10 1,333 10

3 64 3

n

p x      
        

   
 В

2
; 

 2 2 2 5 6 5

кв л.и.
2,035 10 1,333 10 2,168 10     


         В

2
. 

 

Ответ: 
2 52,168 10 


   В

2
. 

 

П.2.2. Напишите выражение для сигнала в системе ЧМ-ЧМ. Определите 

ширину полосы частот сигнала, если частота несущей 
02

100f   МГц, частота 

поднесущей 
01

70f   кГц, верхняя частота сообщения 
max

3,5F   кГц, индекс мо-

дуляции при первой ЧМ 
1

10m  , а при второй 
2

15m  . 

 

Решение: 

Для двойной модуляции типа ЧМ-ЧМ можно сделать следующее поясне-

ние 

 

 
Рис. 2.1. Пояснение к двойной модуляции ЧМ-ЧМ 
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Приведём также структуру спектра при двойной модуляции ЧМ-ЧМ 

(рис.2.2): 

 

 
Рис. 2.2. Структура спектра двойной модуляции ЧМ-ЧМ 

 

Итак, выражение для сигнала при первичной ЧМ: 

 

  ЧМ1 01 01 ЧМ1 1 1 01

0

cos ( )d
t

u t U t K s t t 
 

   
 

 , 

 

где 
01

U  – начальная амплитуда сигнала (без модуляции); 
01 01

2 f  ; 
01
  – 

начальная фаза поднесущей; 
ЧМ1

K  – некоторая константа, характеризующая 

модулятор; ( )s t  – информационное, модулирующее колебание, например, циф-

ровая последовательность в двоичном коде. Тогда выражение для сигнала при 

ЧМ-ЧМ имеет вид: 

 

 

 ЧМ-ЧМ 02 02 ЧМ 2 ЧМ1 1 1 02

0

cos ( )d
t

u t U t K u t t 
 

    
 


 

 
1

02 02 ЧМ 2 01 01 1 ЧМ1 2 2 01 1 02

0 0

cos cos ( )d d
tt

U t K U t K s t t t   
   

        
   

  . 

 

Практическая ширина полосы частот поднесущего колебания: 

 

 3 3

чм1 1 max
2( 1) 2 (10 1) 3,5 10 77 10 77f m F            кГц, 

 

верхняя частота в поднесущем колебании: 

 

 
3 3 3

max 2 01 чм1

1 1
70 10 77 10 108,5 10 108,5

2 2
F f f            кГц, 

 

таким образом, ширина полосы частот несущего колебания: 
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 3 3

чм 2 2 max 2
2( 1) 2 (15 1) 108,5 10 3472 10 3,472f m F            МГц. 

 

Ответ: 
чм 2

3,472f   МГц; 

 
1

ЧМ-ЧМ 02 02 ЧМ 2 01 01 1 ЧМ1 2 2 01 1 02

0 0

cos cos ( )d d
tt

u t U t K U t K s t t t   
   

        
   

  . 

Вопросы и задачи: 

2.1. Определить суммарную среднюю мощность шума на выходе системы 

ИКМ, если число разрядов кода n = 7, вероятность ошибочного приема одного 

разряда p = 10
-6

, а сигнал на входе меняется в диапазоне от –1 В до 1 В. 

2.2. Определить число возможных уровней квантования гауссовского 

случайного сигнала и полосу частот, занимаемую полученным сигналом ИКМ, 

если основание кода m = 2, верхняя частота в спектре мощности гауссовкого 

случайного сигнала равна 3.5
в

f   кГц, а отношение средних мощностей сигна-

ла и шума квантования равно 40
дБ

q  дБ. 

2.3. Напишите выражение для сигнала в системе ЧМ-ЧМ. Определите 

ширину полосы частот сигнала, если частота несущей 
02

100f  МГц, частота 

поднесущей 
01

70f  кГц, верхняя частота сообщения 
max

3.5F  кГц, индекс мо-

дуляции при первой ЧМ 
1

10m  , а при второй 
2

15m  . 

2.4. Сигнал при цифровой ФМ содержит 8 элементов и имеет вид 

(рис.2.3): 

 

 
Рис. 2.3. Внешний вид ФМ сигнала 

 

Считая, что первый элемент соответствует символу «1», напишите двоичный 

код передаваемого сообщения. 

2.5. Сигнал при цифровой ОФМ имеет вид (рис.2.4): 

 

 
Рис. 2.4. Внешний вид ОФМ сигнала 
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Восстановить код, соответствующий этому сигналу, если: а) символ «1» пере-

дается сменой фазы предыдущего элемента сигнала, а символ «0» – сигналом с 

той же фазой; б) символ «0» передается сменой фазы предыдущего элемента 

сигнала, а символ «1» – сигналом с той же фазой. 

2.6. Определите полосу частот сигнала, необходимую для передачи сиг-

нала при импульсной модуляции, если считать, что несущая образована после-

довательностью прямоугольных импульсов длительностью 1
и
   мкс, а ширина 

спектра определяется тремя первыми лепестками функции    sin
и и

f f    . 

2.7. Напишите выражение для сигнала АИМ-БМ. Несущее колебание яв-

ляется последовательностью прямоугольных импульсов. Какая полоса частот 

требуется для его передачи. Ширина спектра сигнала АИМ определяется двумя 

первыми лепестками функции    sin
и и

f f    , 5
и
   мкс. 

2.8. Определить минимальное значение средней мощности сигнала ИКМ, 

необходимое для обеспечения отношения средних мощностей сигнала и сум-

марного шума не менее 40 Дб. При этом число разрядов кода n = 6, вероятность 

ошибочного приема одного разряда p = 10
-5

, а сигнал на входе меняется в диа-

пазоне от –1 В до 1 В. Определить на сколько процентов можно уменьшить 

среднюю мощность сигнала ИКМ, если вероятность ошибочного приема одно-

го разряда будет равна p = 10
-7

. 

2.9. Напишите выражение для сигнала в системе ФМ-АМ. Определите 

ширину полосы частот сигнала, если частота несущего колебания 
02

10f   МГц, 

частота поднесущей 
01

100f   кГц, верхняя частота сообщения 
max

4F   кГц, а 

индекс ФМ 
1

15m  . 

2.10. Определите минимальное значение длительности импульсов несу-

щего колебания для сигнала АИМ-ЧМ, если полоса частот, занимаемая этим 

сигналом, не превышает 800 кГц, индекс ЧМ 
2

15m  . Ширина спектра сигнала 

АИМ определяется первым лепестком функции    sin
и и

f f    . 

 

Вопросы и задачи для самоподготовки: 

1. Что называется аналого-цифровым и цифро-аналоговым преобразо-

ванием сигналов? 

2. Что называется импульсно-кодовой модуляцией? 

3. Какие существуют виды цифровой модуляции при гармонической 

несущей? 

4. Какие существуют виды цифровой модуляция при негармониче-

ской несущей? 

5. Определить минимально необходимую полосу частот сигнала ИКМ 

при основании кода m и полосе сообщения Fc. 
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6. Нарисуйте реализацию сигнала при цифровой АМ с пассивной пау-

зой (символ «0» передается отсутствием излучения), соответству-

ющую коду 10111001. 

7. Напишите выражение для сигнала АИМ-ФМ. Несущее колебание 

является последовательностью прямоугольных импульсов. Какая 

полоса частот требуется для его передачи. Ширина спектра сигнала 

АИМ определяется тремя первыми лепестками функции 

   sin
и и

f f    , 5
и
   мкс, индекс ФМ 

2
15m  . 

 

3. ТЕМА 3. ЛИНЕЙНЫЕ АЛГОРИТМЫ ЦИФРОВОГО 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СИГНАЛОВ 

Учебно-воспитательные цели: 

1) на практических примерах закрепить навыки расчета основных ха-

рактеристик цифровых фильтров; 

2) практическое применение методов синтеза цифровых фильтров с 

заданными характеристиками; 

3) стимулирование активной познавательной деятельности слушате-

лей, способствующее выработке у них целостного представления о своей бу-

дущей деятельности по специальности; 

4) воспитание у слушателей профессиональных и нравственных ка-

честв, пропаганда Российской науки. 

 

3.1. ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 1 

 

Цифровая фильтрация сигналов трансверсальными и рекурсивными 

фильтрами. 

Учебные вопросы: 

1. Импульсная характеристика, системная функция, частотный коэф-

фициент передач, алгоритм фильтрации и структурная схема транс-

версального цифрового фильтра. 

2. Импульсная характеристика, системная функция, частотный коэф-

фициент передач, алгоритм фильтрации и структурная схема рекур-

сивного цифрового фильтра. 

3. Проверка устойчивости цифрового рекурсивного фильтра. 

 

Примеры решения задач 

П.3.1. Трансверсальный цифровой фильтр работает в соответствии с ал-

горитмом 
1 2

4 2,5 0,8
k k k k

y x x x
 

   . Изобразите схему фильтра, найдите им-
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пульсную характеристику  k
h , системную функцию  H z  и частотный коэф-

фициент передачи  K j , АЧХ и ФЧХ. 

 

Решение: 

В соответствии с алгоритмом фильтрации трансверсальным (нерекурсив-

ным) цифровым фильтром 

 

 
1

0 1 1 2 2 1 1
0

m

k k k k m k m n k n
n

y a x a x a x a x a x


     


      , 

 

где 
0 1 2 1
, , , ,

m
a a a a


 – последовательность коэффициентов, можно изобразить 

следующую схему фильтра: 

 
Рис. 3.1. Структурная схема трансверсального цифрового фильтра 

 

В нашем случае отличные от нуля коэффициенты фильтра a0 = 4; a1 = -2,5; 

a2 = 0,8. Таким образом, получим схему (рис.3.2): 

 

 
Рис. 3.2. Схема полученного фильтра 

 

Импульсная характеристика трансверсального цифрового фильтра: 

 

    0 1 2 3 1
{ } ; ; ; ; ; 4; 2,5;0,8

k m
h a a a a a


   . 

 

Системная функция трансверсального ЦФ: 

 

 
1

1 2 ( 1) 1 2

0 1 2 1
0

( ) 4 2,5 0,8
m

k m

k m
k

H z a z a a z a z a z z z


      




              . 
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Частотный коэффициент передачи трансверсального ЦФ: 

 

 
1

2 ( 1)

0 1 2 1
0

( )
m

j k j j j m

k m
k

K j a e a a e a e a e   


        




        

 24 2,5 0,8j je e           

 4 2,5 cos( ) 0,8 cos(2 ) [ 2,5 sin( ) 0,8 sin(2 )]j                  . 

 

Амплитудно-частотная характеристика трансверсального ЦФ: 

 

    
2 2

1 1

0 0

( ) ( ) cos sin
m m

k k
k k

A K j a k a k   
 

 

   
        

   
   

    
2 2

4 2,5 cos( ) 0,8 cos(2 ) 2,5 sin( ) 0,8 sin(2 )                 . 

 

Фазочастотная характеристика трансверсального ЦФ: 

 

  
 

 

1

0

1

0

sin

( ) arg ( ) arctg

cos

m

k
k

m

k
k

a k

K j

a k



 











 
 

     
 
 




 

 
2,5 sin( ) 0,8 sin(2

arctg
4 2,5 cos( ) 0,8 cos(2 )

 

 

      
   

      
. 

 

Ответ: схема цифрового фильтра – рис.3.2;  { } 4; 2,5;0,8
k

h   ; 
1 2( ) 4 2,5 0,8H z z z      ; 

2( ) 4 2,5 0,8j jK j e e          ; 

   
2 2

( ) 4 2,5 cos( ) 0,8 cos(2 ) 2,5 sin( ) 0,8 sin(2 )A                   ; 

2,5 sin( ) 0,8 sin(2
( ) arctg

4 2,5 cos( ) 0,8 cos(2 )

 


 

      
    

      
. 

 

П.3.2. Системная функция цифрового фильтра имеет вид 

 
1

1

1

1 0,5

z
H z

z








 
. Нарисуйте структурную схему фильтра, запишите алгоритм 

фильтрации, определите его частотный коэффициент передачи, АЧХ и ФЧХ, 

вычислите импульсную характеристику. 

 

Решение: 

Системная функция рекурсивного ЦФ имеет вид: 
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1

1 ( 1)
0 0 1 1

1 1 ( 1)

1 1

1

( )
11

m
g

mg
g m

n n
p

n
p

p

a z
a a z a z

H z
b z b zb z




  
 

   






  
 

  




, 

 

таким образом, в нашем случае отличные от нуля коэффициенты фильтра a0 = 1; 

a1 = 1; b1 = 0,5. Структурная схема заданного цифрового фильтра (рис.3.3): 

 

 
Рис. 3.3. Структурная схема заданного фильтра 

 

Алгоритм фильтрации данного рекурсивного цифрового фильтра: 

 

 
1 1

0 1

m n

k g k g p k p
g p

y a x b y
 

 
 

     

 
0 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 1k k k m k m k k n k n

a x a x a x a x b y b y b y
         

           

 
1 1

0,5
k k k

x x y
 

    . 

 

Частотный коэффициент передачи рекурсивного ЦФ: 

 

 

1

2 ( 1)
0 0 1 2 1

1 2 ( 1)

1 2 1

1

( )
11

m
j g

j j j mg
g m

n j j j n
j p

n
p

p

a e
a a e a e a e

K j
be b e b eb e



  

  





 

      
 

       
 





   
  

   




 

 
1 1 cos( ) sin( )

1 0,5 1 0,5 cos( ) [ 0,5 sin( )]

j

j

e j

e j





 

 

 

 

     
 

         
. 

 

Амплитудно-частотная характеристика рекурсивного ЦФ: 
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   

   

2 2
1 1

0 0

2 2
1 1

1 1

cos sin

( ) ( )

1 cos sin

m m

g g
g g

n n

p p
p p

a g a g

A K j

b p b p

 

 

 

 

 

 

 

   
     

     
   
      

   

 

 

 

 
   

   

2 2

2 2

1 cos( ) sin( )

1 0,5 cos( ) 0,5 sin( )

 

 

   


     
. 

 

Фазочастотная характеристика рекурсивного ЦФ: 

 

 
 

 

 

 

1 1

0 1

1 1

0 1

sin sin

( ) arg ( ) arctg arctg

cos 1 cos

m n

g p
g p

m n

g p
g p

a g b p

K j

a g b p

 

 

 

 

 

 

 

   
    

        
        
   

 

 
 

 
sin( ) 0,5 sin( )

arctg arctg
1 cos( ) 1 0,5 cos( )

 

 

     
     

       
. 

 

Найдём импульсную характеристику рекурсивного цифрового фильтра, 

как обратное z-преобразование от системной функции. 

 

 
1

1 1 1

1

1 1 1 1 1
( ) d d d

2 2 1 0,5 2 0,5

k k k

k

L L L

z z
h H z z z z z z z

j j z j z  



  



 
      

  
    

 
11 1

d d
2 0,5 2 0,5

k k

L L

z z
z z

j z j z 



 
 

  . 

 

Для вычисления данных интегралов необходимо рассмотреть два частных 

случая: 

1) если 0k  , тогда 

 

 
0

1 d 1 d

2 0,5 2 ( 0,5)L L

z z
h

j z j z z 
 

 
  . 

 

Рассчитать данные интегралы, взятые по замкнутому контуру (охватыва-

ющему все особые точки) в комплексной плоскости, можно воспользовавшись 

теоремой о вычетах. В нашем случае необходимо вычислять в полюсах вычеты 

первого порядка. В результате получим: 
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0
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; 

 

2) если 1k  , тогда 
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1
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     . 

 

Таким образом: 

 

 

1, 0;

3
, 1,

2

k

k

k

h
k




 


 

 

или  
3 3 3

1; ; ; ;
2 4 8

k
h

 
  
 

. 

 

Ответ: схема цифрового фильтра – рис.3.3; 
1 1

0,5
k k k k

y x x y
 

    ; 

1
( )

1 0,5

j

j

e
K j

e






 

 




 
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   

   
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1 0,5 cos( ) 0,5 sin( )
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 

   


     
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sin( ) 0,5 sin( )
( ) arctg arctg

1 cos( ) 1 0,5 cos( )

 


 

     
      

       
;  

3 3 3
1; ; ; ;

2 4 8
k

h
 

  
 

. 

 

П.3.3. Собственные колебания в рекурсивном цифровом фильтре второго 

порядка описываются разностным уравнением 
1 2

0,5
k k k

y y y
 

   . Исследуйте 

устойчивость данного фильтра. 

Решение: 

Способ 1. По определению рекурсивный фильтр с алгоритмом фильтра-

ции 

 

 
1 1 2 2 1 1k k k n k n

y b y b y b y
    

    , 



 

26 

 

будет устойчив, если все корни характеристического уравнения 

 

 
1 2 3

1 2 1
0n n n

n
b b b    


     , 

 

по модулю меньше единицы (
1 2 1

1; 1; ; 1
n

  


   , т.е. располагаются 

внутри единичного круга с центром в точке ноль). Обозначая 

 

 
k

k
y  , 

 

получим характеристическое уравнение для заданного фильтра (b1 = 1; b2 = -

0,5): 

 

 1 21 0,5k k k        

Или 

 

 1 21 0,5 0k k k        , 

 

то есть 

 

 2 0,5 0    . 

 

Корни данного характеристического уравнения 

 

 
2

1,2

( 1) ( 1) 4 1 0,5 1 1
(1 1) (1 )

2 1 2 2
j

      
     


. 

 

Модули полученных комплексных корней: 

 

 

2 2

1

1 1 2

2 2 2


   
     

   
; 

2 2

2

1 1 2

2 2 2


   
      

   
, 

 

таким образом, выполняется условие 
1 2

1; 1   , а, следовательно, фильтр 

устойчив. 

 

Способ 2. По критерию устойчивости рекурсивный фильтр является 

устойчивым, если все корни характеристического многочлена вида 

 

         
1 2 2 3

1 2
1 1 1 1 1

n n n

w b w w b w w
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      
2 1

2 1
1 1 1 0

n n

n n
b w w b w

 

 
      . 

 

расположены в левой полуплоскости (т.е. Re[ ] 0w  ). Для получения характери-

стического уравнения необходимо приравнять знаменатель системной функции 

рекурсивного ЦФ к нулю 

 

 
1 2 3

1 2 1
0n n n

n
z b z b z b  


      

 

и осуществить замену переменных 

 

 
1

1

w
z

w





. 

 

В нашем случае получим (
1

1b  ; 
2

0,5b   ): 

 

2

1 1
1 0,5 0

1 1

w w

w w

    
      
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или 

 

 
2 2( 1) 1 ( 1) ( 1) 0,5 ( 1) 0w w w w          , 

 

cледовательно 

 

 
2 2 22 1 ( 1) 0,5 ( 2 1) 0w w w w w         , 

 

приводя подобные, получим: 

 

 20,5 2,5 0w w    , 

 

то есть характеристическое уравнение можно записать в виде: 

 

 
2 2 5 0w w    . 

 

Проведём анализ полученного характеристического уравнения (состав-

ленного на переменную w) двумя методами. 

I. Найдём корни характеристического уравнения, непосредственно решив 

алгебраическое уравнение второй степени: 

 

 
2

1,2

2 2 4 1 5 1 1
( 2 16) ( 2 4) 1 2
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w j j
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Реальные части полученных корней: 

 

 
1

Re[ ] 1w   ; 
2

Re[ ] 1w   , 

 

таким образом, выполняется условие 
1

Re[ ] 0w  ; 
2

Re[ ] 0w  , и, следовательно, 

фильтр устойчив. 

II. Как известно, в общем случае решения алгебраических уравнений 3-й 

и 4-й степеней являются весьма трудоёмкими и громоздкими, а уравнения 5-й 

степени и выше аналитического решения в общем виде не имеют вовсе. В этой 

связи для анализа устойчивости систем с обратной связью (например, в виде 

рекурсивных цифровых фильтров) применяют алгебраические критерии (без 

непосредственного решения алгебраического уравнения -й степени), например 

критерий Рауса-Гурвица. Согласно критерию Рауса-Гурвица система с обрат-

ной связью будет устойчива, если для характеристического уравнения: 
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1 2 2 1 0
0n n n

n n n
q w q w q w q w q w q 

 
        

 

будут выполняться условия: 

1) коэффициенты 0
n

q   и 
0

0q  ; 

2) определитель Гурвица 

 

 

1

3 2 1

1 5 4 3 2

0 1

0 0 ... 0 0

... 0 0

... 0 0

. . . . . . .

0 0 0 0 ...

n n

n n n n

n n n n n

q q

q q q q

D q q q q

q q



  

    
 ; 

 

3) все главные миноры определителя Гурвица должны быть больше 

нуля. 

В нашем случае при 
2

1q  ; 
1

2q  ; 
0

5q  : 

1) коэффициенты 
2

1 0q    и 
0

5 0q   ; 

2) определитель Гурвица 

 

 
1 1

2 2D q   ; 

 

3) главные миноры в данном определителе Гурвица отсутствуют. 

Таким образом, согласно критерию Рауса-Гурвица, исследуемый рекур-

сивный цифровой фильтр устойчив. 

Ответ: рекурсивный цифровой фильтр устойчив. 
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Вопросы и задачи 

3.1. Импульсная характеристика фильтра определяется выражением 

 

    1;0;1;1;0
k

h  . 

 

Записать алгоритм цифровой фильтрации и изобразить схему фильтра. 

Рассчитать системную функцию и частотный коэффициент передачи. 

 

3.2. Трансверсальный цифровой фильтр работает в соответствии с алго-

ритмом 

 

 
1 2

4 2.5 0.8
k k k k

y x x x
 

   . 

 

Изобразите схему фильтра, найдите импульсную характеристику  k
h , 

системную функцию  H z  и частотный коэффициент передачи  K j . 

3.3. Системная функция цифрового фильтра определяется выражением 

 

  
1 2

1 2 3

0.8 0.3 0.5

1 0.6 0.4 0.3

z z
H z

z z z

 

  

 


  
. 

 

Запишите частотный коэффициент передачи, алгоритм цифровой филь-

трации и изобразите схему фильтра. 

 

3.4. Системная функция цифрового фильтра имеет вид 

 

  
1

1

1

1 0.5

z
H z

z









. 

 

Определите его импульсную характеристику, частотный коэффициент 

передачи, запишите алгоритм фильтрации и нарисуйте структурную схему 

фильтра. 

 

3.5. Собственные колебания в рекурсивном цифровом фильтре второго 

порядка описываются разностным уравнением 

 

 
1 2

0.5
k k k

y y y
 

  . 

 

Исследуйте устойчивость данного фильтра. 

 

3.6. Системная функция цифрового фильтра имеет вид 
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  
1

1 2

1

1 0.5

z
H z

z z



 




 
. 

 

Исследуйте устойчивость данного фильтра. 

 

3.7. Импульсная характеристика цифрового фильтра определяется выра-

жением 

 

  2exp 3
k

h k  . 

 

Найдите системную функцию фильтра и запишите алгоритм фильтрации 

в рекурсивной и нерекурсивной реализациях. Использовать формулу прогрес-

сии 

 

  
0

1 1 , 1k

k

q q q




   . 

 

3.8. Схема цифрового фильтра имеет вид (рис.3.4): 

 

 
Рис. 3.4. Схема цифрового фильтра 

 

Найдите системную функцию, импульсную характеристику и запишите алго-

ритм фильтрации. 

 

3.9. Собственные колебания в рекурсивном цифровом фильтре описыва-

ются разностным уравнением 

 

 
1 2 3

1.5 0.9 0.2
k k k k

y y y y
  

    . 

 

Исследуйте устойчивость данного фильтра. 

 

Вопросы и задачи для самоподготовки: 

1. Что называется цифровым фильтром? 
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2. Каковы преимущества и недостатки цифровых фильтров по сравне-

нию с аналоговыми фильтрами? 

3. Как формулируются свойства линейности и стационарности цифро-

вых фильтров? 

4. Как в общем виде записываются импульсная характеристика, ча-

стотный коэффициент передачи и системная функция трансвер-

сального цифрового фильтра? 

5. Как в общем виде записываются импульсная характеристика, ча-

стотный коэффициент передачи и системная функция рекурсивного 

цифрового фильтра? 

6. Найдите частотный коэффициент передачи  K j  трансверсально-

го цифрового фильтра второго порядка, имеющего алгоритм 

1 2
2

k k k k
y x x x

 
   . Исследуйте вид функции  K j  при 0   

(ограничится тремя членами разложения экспоненты в ряд). 

7. Рекурсивный цифровой фильтр работает в соответствии с алгорит-

мом 
1 2

0.5
k k k k

y x y y
 

   . Найдите импульсную характеристику 

фильтра. 

8. Системная функция цифрового фильтра записывается выражением 

  
1

2

1 2
H z

z



. 

 

Исследуйте устойчивость данного фильтра. 

 

3.2. ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 2 

 

Линейные алгоритмы цифрового преобразования сигналов. Синтез циф-

ровых КИХ-фильтров и БИХ-фильтров. 

 

Учебные вопросы: 

1. Синтез цифровых фильтров с конечной импульсной характеристи-

кой. 

2. Синтез цифровых фильтров с бесконечной импульсной характери-

стикой. 

3. Расчет характеристик на выходе цифрового фильтра. 
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Примеры решения задач 

 

П.3.4. Синтезировать цифровой фильтр с помощью метода инвариантно-

сти импульсной характеристики, если аналоговым фильтром является интегри-

рующая RC-цепочка с импульсной характеристикой вида    exp
a

h t t    , 

0t   и   0
a

h t  , 0t  . 

 

Решение: 

Для синтеза ЦФ с помощью метода инвариантной импульсной характери-

стики выберем в качестве импульсной характеристики ЦФ равномерно распре-

деленные отсчеты импульсной характеристики аналогового фильтра (фильтра-

прототипа). Иначе говоря: 

 

 ( )
k a

h h k  , 

 

где Δ – период дискретизации. Это эквивалентно замене непрерывного времени 

t в импульсной характеристике ( )
a

h t , на дискретные моменты времени 
k

t k  , 

0,1,2,k  . Таким образом, импульсная характеристика ЦФ для нашего случая 

имеет отсчёты: 

 

 
1

exp
k

k
h

 

 
  

 
. 

 

Как видно это фильтр с бесконечной импульсной характеристикой (БИХ-

фильтр) или рекурсивный фильтр. 

Вычислим основные характеристики синтезируемого цифрового фильтра: 

1) системная функция ЦФ определяется через импульсную характеристи-

ку следующим образом: 

 

 
1

0 0 0

1 1
( )

k
k

k k

k
k k k

H z h z e z e z 

 

    
  

  

 
     

 
   ; 

 

используя формулу для суммы бесконечной убывающей 1q   геометрической 

прогрессии 
0

1

1

k

k

q
q








  , получим: 

 

 
1

1/
( )

1

H z

e z









 

; 
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2) частотный коэффициент передачи рассчитаем через системную функ-

цию воспользовавшись заменой переменных exp( )z j  : 

 

 
exp( )

1/
( ) ( )

1
z j

j

K j H z

e e







  
 

 

 

. 

 

3) алгоритм фильтрации ЦФ, можно записать на основе системной функ-

ции или частотного коэффициента передачи: 

 

 
1 0 1 1

1
k k k k k

y x e y a x b y






 
        , 

 

где 
0

1
a


 ; 

1
b e 




 . 

Ответ: 
1

exp
k

k
h

 

 
  

 
; 

1

1
k k k

y x e y







    ; 

1

1/
( )

1

H z

e z









 

; 

1/
( )

1 j

K j

e e 







 



 

. 

 

П.3.5. Аналоговая колебательная динамическая система второго порядка 

описывается дифференциальным уравнением 

   
   

2

2

02

d d
2

d d

y t y t
y t x t

t t
      . Выполнить синтез фильтра, используя ме-

тоды расчетов, основанные на численном решении дифференциального уравне-

ния. 

 

Решение: 

Аналоговая система, описываемая дифференциальным уравнением 

 

 
0 0

d ( ) d ( )

d d

n mN M
a a

n mn m
n m

y t x t
c d

t t 

   
   

   
  , 

 

имеет передаточную функцию ( )
a

K p : 

 

 0

2 2

0

0

1
( )

2

M
m

m
m

a N
n

n
n

d p

K p
p pc p  







 
  




. 
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В нашем случае 
2

0 0
c  ; 

1
2c  ; 

2
1c  ; 

0
1d  . Системная функция ЦФ 

может быть получена непосредственно из аналоговой передаточной функции 

путем замены переменных: 

 

 
11 z

p





, 

 

таким образом 

 

 1(1 )/
2 1 1 2

0 2

1
( ) ( )

2 1
(1 ) (1 )

a p z
H z K p

z z



  

 

  

     
 

 

 
2 1 1 2

0 2 2 2

1

2 2 1 2 1
z z z

 
   

 

    
    

 

 

2

0 2

0

1 2

1 2
2 2

1 2

2 2

0 02 2

2 1
1

2 2 1 1

1
2 1 2 1

a

b z b z

z z






 
 

 

 

 
  

   
   


     

   
   

, 

 

где 
2

0 2 2

0
2 1

a
 




   
; 

1 2 2

0

2( 1)

2 1
b



 

 


   
; 

2 2 2

0

1

2 1
b

 




   
. 

Частотный коэффициент передачи данного рекурсивного ЦФ получим на 

основе его системной функции: 

 

 0

2exp( )

1 2

( ) ( )
1 j jz j

a
K j H z

be b e 


    
 

 
. 

 

Алгоритм фильтрации ЦФ, можно записать на основе системной функции 

или частотного коэффициента передачи: 

 

 
0 1 1 2 2k k k k

y a x b y b y
 

      . 
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Ответ: 
0 1 1 2 2k k k k

y a x b y b y
 

      ; 0

1 2

1 2

( )
1

a
H z

b z b z 


   
; 

0

2

1 2

( )
1 j j

a
K j

be b e 


   


 
, где 

2

0 2 2

0
2 1

a
 




   
; 

1 2 2

0

2( 1)

2 1
b



 

 


   
; 

2 2 2

0

1

2 1
b

 




   
. 

 

П.3.6. Аналоговый фильтр имеет передаточную функцию вида 

   1 1 1 (3 )
a

K p p   . Выполните синтез цифрового фильтра с помощью би-

линейного преобразования. 

 

Решение: 

Синтез ЦФ с помощью билинейного преобразования, а именно получение 

системной функции ЦФ, осуществляется на основе аналоговой передаточной 

функции с помощью замены переменных: 

 

 
1

1

2 1

1

z
p

z







 

. 

 

Таким образом, в нашем случае для передаточной функции аналогового 

фильтра-прототипа: 

 

  

1
1 3 3

1 11 3
1

3 3

a

p
p

K p
p

p
p

  


 

 

 

получим системную функцию ЦФ: 

 

 1

1

2 1

1
1

1

1 1 6( 1)
( ) ( )

1 ( 1) 6( 1) ( 1)
1 1

2 1 6( 1)
3

1

za p
z

z
H z K p

z z z

z z

z







 






    

     
 

 

 

 

 

1

1

0 1

1
1 1

6 6

6 6 6 6

6(6 ) (6 ) 1
1

6

z
z a a z

z b z
z








 
          
        

  
  

, 
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где 
0

6

6
a 

 
; 

1

6

6
a




 
; 

1

6

6
b

 


 
. 

Частотный коэффициент передачи полученного рекурсивного ЦФ полу-

чим на основе его системной функции: 

 

 0 1

exp( )

1

( ) ( )
1

j

jz j

a a e
K j H z

be






 

  


 


. 

 

Алгоритм фильтрации ЦФ, можно записать на основе системной функции 

или частотного коэффициента передачи: 

 

 
0 1 1 1 1k k k k

y a x a x b y
 

      . 

 

Ответ: 
0 1 1 1 1k k k k

y a x a x b y
 

      ; 
1

0 1

1

1

( )
1

a a z
H z

b z





 


 
; 

0 1

1

( )
1

j

j

a a e
K j

be






 

 





, где 

0

6

6
a 

 
; 

1

6

6
a




 
; 

1

6

6
b

 


 
. 

П.3.7. На вход рекурсивного фильтра поступает сигнал ошибки квантова-

ния, имеющий дисперсию 
2 42,86 10
e

   В
2
. Алгоритм фильтрации описывает-

ся выражением 
1

0,9
k k k

y x y


   . Найти дисперсию ошибки квантования 2

f
  на 

выходе цифрового фильтра. 

 

Решение: 

Дисперсия шума на выходе ЦФ может быть рассчитана на основе диспер-

сии шума на входе ЦФ и импульсной характеристики ЦФ: 

 

 
22 2

f e k
k

h 




  , 

 

для физически реализуемых ЦФ отсчеты импульсной характеристики с отрица-

тельными степенями равны нулю, поэтому можно записать: 

 

 
22 2

0
f e k

k

h 




  . 

 

Найдём импульсную характеристику рекурсивного цифрового фильтра, 

как обратное z-преобразование от системной функции. 

 

 11
( ) d

2

k

k

L

h H z z z
j

  , 
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при этом заданный рекурсивный ЦФ с алгоритмом фильтрации 

 

 
1 0 1 1

0,9
k k k k k

y x y a x b y
 

        

 

имеет системную функцию 

 

 0

1 1

1

1
( )

1 1 0,9

a
H z

b z z 
 

   
. 

 

Таким образом, импульсная характеристика 

 

 1

1

1 1 1
d d

2 1 0,9 2 0,9

k

k

k

L L

z
h z z z

j z j z 




  

  
  , 

 

вычислим данный интеграл, используя теорему о вычетах: 

 

 
0,90,9

0,9

1
2 res ( 0,9) (0,9)

2 0,9 0,9

k k

k k

k zz
z

z z
h j z z

j z z


 


 
        

. 

 

Используя формулу для суммы бесконечной убывающей 1q   геометри-

ческой прогрессии 
0

1

1

k

k

q
q








 , получим дисперсию ошибки квантования на 

выходе цифрового фильтра: 

 
2 2 2 4 3

2

1 1 1
2,86 10 1,505 10

1 | 0,9 | 1 0,81 1 0,81
f e e

         
  

 В
2
. 

 

Ответ: 2 31,505 10
f

    В
2
. 

 

Вопросы и задачи 

 

3.10. Синтезировать цифровой фильтр с помощью метода инвариантности 

импульсной характеристики, если аналоговым фильтром является интегриру-

ющая RC-цепочка с импульсной характеристикой вида    exp
a

h t t    , 

0t   и   0
a

h t  , 0t  . 

3.11. Аналоговая колебательная динамическая система второго порядка 

описывается дифференциальным уравнением 

 

        2 2 2

0
2d y t dt dy t dt y t x t    . 
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Выполнить синтез фильтра, используя методы расчетов, основанные на 

численном решении дифференциального уравнения. 

3.12. Аналоговый фильтр Баттерворта первого порядка с единичной ча-

стотой среза имеет передаточную функцию вида    1 1
a

K p p  . Выполните 

синтез цифрового фильтра с помощью билинейного преобразования. Частота 

дискретизации равна 1  . 

3.13. Найти необходимое число разрядов АЦП, чтобы обеспечить отно-

шение сигнал/шум не менее 90 Дб, при условии, что квантуется сигнал, средняя 

мощность которого 
2 21 B
x

  . 

3.14. На вход рекурсивного фильтра поступает сигнал ошибки квантова-

ния, имеющий дисперсию 
2 4 22.86 10 B
e

   . Алгоритм фильтрации описывает-

ся выражением 
1

0.9
k k k

y x y


   . Найти дисперсию ошибки квантования 2

f
  на 

выходе фильтра. 

3.15. На вход фильтра поступает сигнал ошибки квантования. Алгоритм 

фильтрации описывается выражением 
1

2 0.2
k k k

y x y


  , а дисперсия ошибки 

квантования на выходе фильтра 2 23 мB
f

  . Найти дисперсию ошибки кванто-

вания сигнала на входе фильтра 
2

e
 . 

3.16. Аналоговая колебательная динамическая система второго порядка 

описывается дифференциальным уравнением      2 2 3 5d y t dt y t dx t dt    . 

Выполнить синтез фильтра, используя методы расчетов, основанные на чис-

ленном решении дифференциального уравнения. 

3.17. Аналоговый фильтр Баттерворта второго порядка с единичной ча-

стотой среза имеет передаточную функцию вида    21 2 1
a

K p p p    . 

Выполните синтез цифрового фильтра с помощью билинейного преобразова-

ния. Частота дискретизации равна 1  . 

3.18. Найти необходимое число разрядов АЦП, чтобы обеспечить отно-

шение сигнал/шум не менее 40 дБ, при условии, что квантуется сигнал, средняя 

мощность которого 
2 21 мB
x

  . 

3.19. На вход рекурсивного фильтра поступает сигнал ошибки квантова-

ния, имеющий дисперсию 
2 4 22.86 10 B
e

   . Алгоритм фильтрации описывает-

ся выражением 
1 2

2 0.3
k k k k

y x x x
 

     . Найти дисперсию ошибки квантова-

ния 2

f
  на выходе фильтра. 

Вопросы и задачи для самоподготовки: 

1. Какой цифровой фильтр называется устойчивым? 

2. Каковы критерии устойчивости цифрового фильтра? 

3. Как осуществляется синтез цифровых фильтров на основе метода 

инвариантности импульсной характеристики? 
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4. Как осуществляется синтез цифровых фильтров на основе метода 

численного решения дифференциального уравнения? 

5. Как осуществляется синтез цифровых фильтров на основе метода 

билинейного преобразования? 

6. Что называется эффектом Гиббса? 

7. Каким образом проводится расчет цифровых фильтров с конечной 

импульсной характеристикой при использовании окон? 

8. Аналоговый фильтр имеет передаточную функцию вида 

    1 1 1 3
a

K p p   . Выполните синтез цифрового фильтра с по-

мощью билинейного преобразования. 

9. Определить отношение сигнал/шум, которое обеспечивает АЦП. 

Считать, что число разрядов АЦП 5n  , а квантуется сигнал, сред-

няя мощность которого 
2 21 B
x

  . 
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ПРИЛОЖЕНИЕ  

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

Таблица П.1 

 

Множители и приставки для образования десятичных кратных и дольных 

единиц, их наименования и обозначения 

 
Множитель Приставка Обозначение приставки 

русское международное 

10
-18 

атто а a 

10
-15

 фемто ф f 

10
-12

 пико п p 

10
-9

 нано н n 

10
-6

 микро мк μ 

10
-3

 милли м m 

10
-2

 санти с c 

10
-1

 деци д d 

10
1
 дека да da 

10
2
 гекто г h 

10
3
 кило к k 

10
6
 мега М M 

10
9
 гига Г G 

10
12

 тера Т T 

10
15

 пета П P 

10
18

 экса Э E 

 

Таблица П. 2 

Греческий алфавит 

 
Прописные Строчные Название Прописные Строчные Название 

  альфа   ни (ню) 

  бета   кси 

  гамма   омикрон 

  дельта   пи 

  эпсилон   ро 

  дзета   сигма 

  эта   тау 

  тета (тэта)   ипсилон 

  иота (йота)   фи 

  каппа   хи 

  ламбда   пси 

  ми (мю)   омега 
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