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ВВЕДЕНИЕ 

            Настоящее учебное пособие содержит теоретический ма-

териал, разбор и подробное решение некоторых практических 

задач  по разделу :«Элементы теории функций комплексного 

переменного и операционное исчисление и их приложение в 

технических задачах »   

         Содержание учебного пособия соответствует программе 

курса математики для бакалавров  инженерно-технических спе-

циальностей втузов,  рассчитанной на 600 часов и утвержден-

ной Министерством образования Российской Федерации в со-

ответствии с новыми образовательными стандартами. 

В первой части учебного пособия излагаются элементы 

теории функций комплексного переменного, то есть функций, 

аргументом которых являются числа, содержащие квадратный 

корень из отрицательных чисел, так называемые мнимые чис-

ла. Мнимые числа обязаны своим рождением одной вполне 

реальной математической задаче - решению уравнений треть-

ей степени. Всякое уравнение третьей степени сводится к ре-

шению уравнений вида 

               (1) 

Для решения уравнения (1) более 400 лет назад итальян-

ский математик И. Кардано предложил способ, который в со-

временных обозначениях сводится к следующему: корни 

уравнения (1) могут быть вычислены по формуле 

  √ 
 

 
 √ 

 
 √ 

 

 
 √ 

 
 ,где    

 

 
    

 

 
  .(2) 

Однако эта формула дает осечку, когда уравнение (1) 

имеет три различных действительных корня. Например, урав-

нение х
3
 -х = 0 имеет корни 0, 1 и -1. Но если попытаться най-

ти эти корни по формуле (2), то получим 
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 √ √ 
 

  

 

 . 

Таким образом, возникла необходимость научиться об-

ращаться с выражениями видаА + √ , где В<0, в частности, 

извлекать из таких чисел кубические корни. В дальнейшем 

было обнаружено, что многие сложные математические зада-

чи можно решить, если использовать комплексные числа, то 

есть числа видаА+ √ , где В<0. Так, например, с помощью 
комплексных чисел знаменитый немецкий математик К.Ф. 

Гаусс сумел найти ответ на такой чисто геометрический во-

прос: при каких натуральных п можно построить с помощью 

циркуля и линейки правильный n-угольник. Широкое приме-

нение нашли комплексные числа в картографии, элек-

тротехнике, гидродинамике, теоретической физике. Уже в на-

шем столетии комплексные числа и комплексные функции ус-

пешно применялись советскими математиками и механиками 

Н.Е. Жуковским, С.А. Чаплыгиным, М.В. Келдышем в теории 

самолета. Г.В. Колосов, Н.И. Мусхелишвили впервые стали 

применять комплексные функции к расчетам различных кон-

струкций на прочность. С применением комплексных пере-

менных в теоретической физике связаны исследования акаде-

миков Н.Н.Боголюбова и В.С. Владимирова. В частности, 

комплексные переменные использовались для расчета атом-

ных реакторов. 

Значительное применение нашли комплексные числа 

при изучении движения естественных и искусственных спут-

ников. Так, например, одна из важных задач, которые возник-

ли при подготовке к запуску первых искусственных спутни-

ков, состояла в следующем: как будет двигаться спутник под 

влиянием силы притяжения к "сплюснутому сфероиду" (та-

кую форму имеет земной шар). Одним из самых эффективных 

способов решения этой задачи оказался способ, использую-
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щий теорию функций комплексного переменного. 

Мы перечислили лишь небольшую часть задач, в ко-

торых используется теория функций комплексного перемен-

ного. В настоящее время трудно найти область математики, 

где бы не использовались комплексные числа. 

Во второй части учебного пособия на основе теории 

функций комплексного переменного излагается теория преоб-

разования Лапласа. Приводятся применения преобразования 

Лапласа к решению дифференциальных уравнений и систем 

дифференциальных уравнений, к решению некоторых типов 

интегральных уравнений, к расчету переходных процессов в 

электрических цепях. Метод решения задач, основанный на 

применении преобразования Лапласа (и других преобразова-

ний) называется операционным методом. 

 

1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ФУНКЦИЙ  

КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

1.1. Комплексные числа и действия над ними 

1.1.1. Понятие комплексного числа. Алгебраическая, 

тригонометрическая и показательные   формы  

комплексного числа 

 

Комплексными числами называются выражения вида  

z = x+iy, где х и у- действительные числа, a i - так называемая 

мнимая единица; так обозначается число, квадрат которого  

равен-1.Числа х и у называются соответственно действительной 

и мнимой частью комплексного числа z и обозначаются x=Rez, 

y=Imz. Введем на плоскости декартову систему координат XOY 

(рис. 1.1). Тогда каждому комплексному числу z= x+iy можно 

поставить в соответствие точку (х,у) на плоскости XOY. Таким 

образом, между множеством комплексных чисел и множеством 
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точек на плоскости устанавливается взаимно однозначное соот-

ветствие: каждому комплексному числу соответствует точка на 

плоскости и наоборот. Плоскость, служащая для изображения 

комплексных чисел, называется плоскостью комплексного пе-

ременного. Действительным числам z=x соответствуют точки 

на оси ОХ, чисто мнимым числам, то есть числам вида z=iy, со-

ответствуют точки на оси OY. Поэтому ось ОХ называется дей-

ствительной осью, а ось OY - мнимой осью. 

Два комплексных числа z1=x1+iy1и z2=z2+iy2 считаются 

равными, если равны их действительные и мнимые части: z1=z2, 

если x1=х2, у1=у2. 
Два комплексных числа z=x+iyи z =x-iy,отличающиеся 

только знаком мнимой части, называются комплексно сопря-

женными числами. Изображения комплексно сопряженных чи-

сел симметричны относительно действительной оси. 

Каждому комплексному числу z= x+iy можно поставить в 

соответствие также вектор ОМ, начало которого совпадает с 

началом координат, а конец - с точкой М(х,у). Следовательно, 

комплексные числа можно изображать с помощью векторов на 

плоскости. 

Положение точки M(х,у) на плоскости можно определить 

также с помощью полярных координат (r,φ). Если взять полюс в 

начале координат, а полярную ось направить по оси ОХ  

(рис. 1.1), то x=rcosφ, у=rsinφ. 

Следовательно, любое комплексное число z=x+iy можно 

записать в виде 

               .       (1.1) 

        Форма записи комплексных чисел в виде (1.1) называется 

тригонометрической в отличие от алгебраической формы 

z=x+iy. Число r=√       называется модулем комплексного 
числа zи обозначается |z|. Число φ называется аргументом ком-

плексного числа zи обозначается Argz. Аргумент определяется 

для любого комплексного числа z≠ 0 из соотношения tgφ= у/х 
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не однозначно, а с точностью до числа, кратного 2π. Значение 

аргумента, удовлетворяющее неравенству -π<φ<π, называется 

главным и обозначается argz, следовательно, Argz=argz+2nπ, 

где п - любое целое число.  

Главное значение аргумента комплексных чисел вычисляется 

по формулам          

{
 
 

 
 
       ⁄                                      

       ⁄                        

       ⁄                        

  ⁄                                              

   ⁄                                          

 

 

Если воспользоваться формулой Эйлера 

cosφ+ isinφ = е
,iφ

, 

то любое комплексное число можно записать также в виде 

z = re
iφ

    (1.2) 

Форма записи комплексных чисел в виде (1.2) называется 

показательной формой. 

Два комплексных числа, заданные в тригонометрической 

или показательной форме, равны тогда и только тогда, когда их 

модули равны, а аргументы либо равны, либо отличаются на 

число, кратное 2π. 

1.1.2. Сложение и вычитание комплексных чисел 

Сумма и разность комплексных чисел 

z1=x1 +iy1  и   z2=x2+iy2 определяются по формулам 

z1+z2= (х1+y2) + i(y1+y2), 
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z1 - z2 = (х1 - х2) + i(у1 - y2). 

Отсюда следует, что действительная и мнимая части сум-

мы и разности комплексных чисел определяются так же, как 

координаты суммы и разности соответствующих векторов на 

плоскости. При этом следует придерживаться правила: начало 

всех векторов помещать в начало координат (рис.1.2). В частно-

сти, из треугольников с вершинами в точках 0, z1, z1+z2 и 0, z1,   

z1 - z2 следует, что 

|z1±z2|≤|z1| + |z2|, |z1±z2|≥||z1| - |z2||.   (1.3) 

 

 

 

 

 

 

1.1.3. Умножение и деление комплексных чисел 

 

Умножение двух комплексных чисел z1=x1+iy1 и z2=x2+iy2 

производится по правилу умножения многочленов, при этом 

учитывается, что i
2
 = -1, i

3
 =-i, i

4
 = 1 и так далее 

(x1+iy1)(x2+iy2) = (х1х2-у1у2) + i(x1y2+x2y1).  (1.4) 
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Из формулы (1.4), в частности, следует, что произведение 

двух взаимно сопряженных комплексных чисел является дей-

ствительным числом, равным квадрату модуля этих чисел 

z z  = (x+iy)(x-iy) = х
2
+у

2
 =|z|

2
.   (1.5) 

Сумма двух взаимно сопряженных чисел также является 

действительным числом 

z+ z  = (х+iу) + (x-iy) = 2х = 2Rez.   (1.6) 

Деление комплексных чисел определяется как операция, 

обратная умножению: частным от деления числа z1 на число z2 

называется число z такое, что z•z2 = z1. Это равенство невозмож-

но, если z2=0, а z1≠0. Это означает, что деление на 0 невозмож-

но. 

Пусть z1=x1+iy1, z2=x2+iy2≠0, z=x+iy. Тогда, в силу опре-

деления частного, 

(х+iу) (х2+iу2)=x1+iу1 

или 

(x2x-y2y)+i(y2x+x2y)=x1+iу1. 

Приравнивая действительную и мнимую части в этом ра-

венстве, получим систему уравнений для определения х и у 

{
           
           

 

Отсюда находим, что 

  
         

  
    

       
         

  
    

    

Таким образом, 

      

      
 

         

  
    

   
         

  
    

                     

Этот же результат можно получить по-другому. Для этого нуж-

но числитель и знаменатель дроби   z1/z2  умножить на число, 
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сопряженное к знаменателю, и произвести умножение чисел в 

числителе и в знаменателе. 

Если комплексные числа z1 и z2 заданы в тригонометри-

ческой форме: 

z1=r1(cosφ1+isinφ1), z2=r2(cosφ2+isinφ2), 

то 

z1z2=r1(cosφ1+isinφ1) r2(cosφ2+isinφ2)= 

=r1r2 ((cosφ1cosφ2- sinφ1sinφ2)+i(sinφ1cosφ2+cosφ1sinφ2)= 

=(r1r2)(cos(φ1+ φ2)+isin(φ1+ φ2).  (1.8) 

Отсюда следует, что модуль произведения комплексных 

чисел равен произведению модулей, а аргумент - сумме аргу-

ментов сомножителей. 

Пусть теперь z1/z2 = z = r(cosφ+isinφ). Так как z2z=z1, то, в 

силу (1.8), r2r=r1,φ+φ2=φ1. 

Отсюда следует, что r=r1/r2,φ=φ1-φ2: 

  z1/z2=(r1/r2)(соs(φ1-φ2)+isin(φ1-φ2)),  (1.9) 

то есть  

|z1/z2| = |z1|/|z2|, Arg(z/z2)=Argz1-Argz2. 

 

1.1.4. Возведение комплексных чисел в целую положи-

тельную степень. Формула Муавра. Извлечение корня из 

комплексных чисел 

 

Как и для действительных чисел, n-я степень комплексно-

го числа z определяется как произведение п одинаковых мно-

жителей z 

z
n
 = z∙z∙z∙ ... z. 

 

   n множителей 

Если число z задано в тригонометрической форме 

z=r(cosφ+isinφ), то, в силу (1.7) получаем 

  (r(cosφ+isinφ))
n
=r

n
(cosnφ+isinnφ)  (1.10) 
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при возведении комплексного числа в n-ю степень его модуль 

возводится в n-ю степень, а аргумент умножается на n. В част-

ности. если r=1, то 

  (cosφ+isinφ)
n
=cosnφ+isinnφ.  (1.11) 

Соотношение (1.11) называется формулой Муавра. С по-

мощью формулы Муавра легко решается следующая тригоно-

метрическая задача. Выразить cosnφ и sinnφ через степени 

функций cosφ и sinφ.Например, при n=3 из формулы (1.11) сле-

дует, что 

cos
3
φ+3icos

2
φsinφ-3cosφsinφ-isin

3
φ=cos3φ + isin3φ. 

Приравнивая в этом равенстве действительную и мнимую ча-

сти, получаем 

cos3φ=cos
3
φ-3cosφsinφ, sin3φ = 3cos

2
φsinφ- sin

3
φ. 

Заметим, что формулы (1.10) и (1.11) справедливы и для 

целых отрицательных n. В самом деле, пусть N=-k (k>0). Тогда 

[r(cosφ+isinφ)]
n
=1/[r(cosφ+isinφ)]

k
=1/[r

k
(coskφ+isinkφ)]= 

=r
-k

[cos(-kφ)+isin(-kφ)]= r
n
(cosnφ+isinnφ). 

Переходим к операции извлечения корня из комплексных 

чисел. Корнем n-й степени из комплексного числа r называется 

комплексное число w, для которого выполняется равенство 

w
n
=z. Пусть число z≠0 задано в тригонометрической 

форме:r(cosφ+isinφ), и пусть число w= √ 
 

=ρ(cosθ+isinθ). Из 

определения, корня n-й степени из z следует, что 

(ρ(cosθ+isinθ))
n
=r(cosφ+isinφ) 

или 

ρ
n
(cosnθ+isinnθ) = r(cosφ+isinφ). 

Отсюда следует, что ρ
n
=r, nθ=φ+2πk, где k - любое целое 

число. Так как r положительное число, то из первого равенства 

следует, что ρ= √ 
 
, где √ 

 
 - арифметический корень n-й степе-

ни из числа r. Из второго равенства находим, что θ=(φ+2πk)/n. 

Таким образом, формула для извлечения корня n-й сте-

пени из комплексного z≠0имеет вид 

√               √ 
 

    
     

 
     

     

 
 . (1.12) 
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Придавая кзначения 0,1,2,....,n-1, получим n различных 

значений корня n-й степени из числаz. Изображения этих зна-

чений на комплексной плоскости являются вершинами пра-

вильного n-угольника, вписанного в окружность радиуса √ 
 

, с 

центром в начале координат. Аргумент одной из вершин равен 

φ/n. Все значения корня n-й степени из числа z=0 совпадают и 

равны 0. 

Пример: Найти все значения √  
 

. 

В тригонометрической форме 

-l=cosπ+isinπ, ( |-1|=1, arg(-l)=π). 

По формуле (1.12) находим, что 

  √  
 

               ⁄                ⁄               

        ⁄        ⁄   √   √   ⁄   

         ⁄         ⁄    √   √   ⁄   

         ⁄         ⁄    √   √   ⁄   

         ⁄         ⁄   √   √   ⁄   
На рис 1.3 построены изображения точек w0, w1, w2, w3. 
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1.2. Комплексная плоскость. 

Понятие области на комплексной плоскости. 

Понятие предела последовательности комплексных чисел 

Ранее мы определили комплексную плоскость как плос-

кость XOY, которая служит для изображения комплексных чи-

сел. 

Расширенной комплексной плоскостью называется плос-

кость XOY, дополненная идеальной (воображаемой) точкой 

z=∞, называемой бесконечно удаленной точкой. 

Чтобы лучше понять роль этой точки, построим в про-

странстве OXYZсферу с центром в точке М(0;0;1/2) радиуса 

R=1/2(рис.1.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Любую точку z = x+iy соединим прямой с точкой N на 

сфере. Точка Р пересечения этой прямой со сферой называется 

стереографической проекцией точки z на сферу. 

Если | z | →∞, то точка Р приближается к точке N. По-

этому естественно считать точку N стереографической проек-

цией бесконечно удаленной точки. Роль точки z= ∞ подобна 

роли точки N на сфере. 
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Окрестностью точки z0 называется совокупность внут-

ренних точек любого круга с центром в точке z0 радиуса ρ. то 

есть совокупность точек z, удовлетворяющих неравенству 

|z-z0|<ρ. 

Окрестностью бесконечно удаленной точки называется 

совокупность точек, лежащих вне любого круга с центром в 

начале координат, то есть множество, точек, удовлетворяющих 

неравенству |z|> R. 

Пусть Е - множество точек комплексной плоскости. Точка 

z называется внутренней точкой множества Е, если существует 

окрестность этой точки, принадлежащая множеству Е. Точка z 

называется граничной точкой множества Е, если любая окрест-

ность этой точки содержит точки, принадлежащие множеству 

Е, и точки, не принадлежащие этому множеству. Множество Г 

всех граничных точек множества Е называется границей мно-

жества Е. 

Множество Е называется открытым множеством, если оно 

состоит из одних внутренних точек. Множество Е называется 

связным, если любые две точки этого множества можно соеди-

нить непрерывной кривой, состоящей из точек множества Е. 

Всякое открытое связное множествоD на комплексной плоско-

сти называется областью. Область D называется односвязной, 

если любую замкнутую кривую в этой области можно непре-

рывно стянуть в точку, не пересекая границу области. В про-

тивном случае область D называется многосвязной. 

На рис. 1.5 изображены односвязная область D и много-

связная область Ω. 

Множество, состоящее из точек области D и ее границы Г, 

называется замкнутой областью и обозначается  ̅.Обход гра-

ницы Г области D считается положительным, если при дви-

жении в этом направлении точки области D остаются слева. 
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На рис.1.5 положительное направление обхода границы Г 

отмечено стрелками. 

Рассмотрим теперь последовательность комплексных 

чисел 

z1, z2,…,zn,…. 

Число z0 называется пределом последовательности {zn}, 

если для любой окрестности точки z0 существует число N такое, 

что все числа znпри п>N принадлежат этой окрестности. В этом 

случае пишут 

   
   

       

Это определение справедливо и тогда, когда z0=∞ - беско-

нечно удаленная точка. 

Последовательность {zn} называется сходящейся, если 

предел z0 этой последовательности - конечное число. 

Пустьzn = xn+iyn,z0 = x0+iy0. Легко доказать, что если по-

следовательность {zn} имеет конечный предел z0,то последова-

тельности {хп} и {уn} имеют конечные пределы x0иу0, и наобо-

рот, если существуют конечные пределы 

   
   

         
   

       

то 
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1.3. Комплексные функции 

1.3.1. Комплексные функции действительного 

переменного 

Если каждому значению действительной переменной t по 

некоторому закону ставится в соответствие вполне опреде-

ленное значение комплексной переменнойz= x+iy,то говорят, 

что задана комплексная функция z(t). Ясно, что действительная 

и мнимая части переменной z также являются функциями от t: 

х= x(t), у = у(t), то есть z(t) = x(t) + iy(t).Задание комплексной 

функции z{t) равносильно заданию двух действительных функ-

ций х(t) и y(t). 

Пусть задана функция z(t). Тогда каждому значению пе-

ременной t на комплексной плоскости соответствует точка 

z.При изменении t точка z опишет на комплексной плоскости 

некоторую кривую (L) (рис. 1.6). Уравнение z=z(t) называется 

комплексно параметрическим уравнением этой кривой. Пара-

метрическим уравнением кривой (L) служит система уравнений 

x = х(t),y=y(t). 

 
 

 

Пример: Составить комплексно параметрическое уравне-

ние окружности с центром в точке z0 = x0+iy0 радиуса R. 
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Окружность является геометрическим местом точек, для 

которых | z-z0 | = R (рис. 1.7). Таким свойством обладают только 

числа, для которых z-z0 = Re
it
. Следовательно, уравнение 

z=z0 + Re
it
 

является комплексно параметрическим уравнением окружно-

сти. 

Для комплексных функций действительной переменной 

естественным образом определяются понятия предела, непре-

рывности, производной и другие. 

Например, еслиz(t) = x(t)+iy(t), то 

         
    

     

  
    

    

     

  
     

    

     

  
               

∫       
 

 

 ∫       
 

 

  ∫       
 

 

  

1.3.2. Комплексные функции комплексного переменного 

Аналогично определяется понятие комплексной функции 

комплексного переменного. Если каждому значению ком-

плексного переменного z = x+iy по некоторому закону ставится 

в соответствие вполне определенное значение комплексного 

переменного w = u+iv, то говорят, что задана комплексная 

функция комплексного переменного и пишут w = f(z). Дейст-

вительная и мнимая части функции f(z) очевидно, являются 

функциями от      z = х + iy, то есть от двух действительных пе-

ременных х и у:   и = и(х,у), v =v(x,y), так что 

f(z) = fix,у) + i v(x,y). 

Таким образом, задание комплексной функции f(z) от 

комплексной переменной z равносильно заданию двух действи-

тельных функций    и(х,у)  и  v(x,y)   от двух действительных 
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переменных х и у. Примерами функций от комплексной пере-

менной являются степенные функции z, z
2
, z

3
, ..., многочлены  

Pn(z) = с0 + c1z+ ...+cnz
n
, дробно-рациональные функции 

     
   

     
        

                
   

Например, для функцииf(z) = z
3
 имеем 

z
3
 = (x+iy)

3
 = х

3
 - Зху

2
 + i(3x

2
y -у

3
), 

то есть 

Ref(z) = u(x,у) = х
3
 - Зху

2
, Imf(z) = v(x,y) =3x

2
y -у

3
. 

Каждой действительной функции f(x) действительного пе-

ременного х ставится в соответствие некоторая кривая на плос-

кости XOY - график этой функции. Такое наглядное представ-

ление функций от комплексного переменного невозможно. 

Вместо этого используется понятие отображения. Для этого 

рассмотрим две плоскости комплексной переменной: плоскость 

XOY и плоскость UOV (рис. 1.8). 

 
 

Функция f(z) каждой точке z на плоскости XOY из обла-

сти определения этой функции ставит в соответствие точку w 

на плоскости UOV. Точка w называется образом точки z, а точ-

ка  

z- прообразом точки w. Если прообразы z образуют некоторую 

линию на плоскости XOY, то образы этих точек образуют неко-
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торую линию на плоскости UOV, если точки z заполняют об-

ласть D на плоскости XOY, то их образы образуют некоторую 

область Ω на плоскости UOV, при этом граничные точки облас-

ти D переходят в граничные точки областиΩ. Говорят, что 

функцияf(z)осуществляет отображение области D на область Ω. 

Пример. Рассмотрим функцию w=l/z. Если z=re
iφ

, то 

w= (1/r)е
-iφ
. Это означает, что точка w = 1/z лежит на том же лу-

че, выходящем из точки z= 0, что и точка z , на расстоянии 1/r 

от начала координат (рис. 1.9). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Если | z | = 1, то |w| = 1, то есть единичная окружность на 

плоскости XOY переходит в единичную окружность на плоско-

сти UOV. Круг |z|<l отображается во внешность круга |w|>l, 

точка z=0 отображается в точку w=∞, и наоборот, точка z=∞ 

переходит в точку w=0. 

Понятия предела, непрерывности, производной для функ-

ций комплексного переменного определяются точно так же, как 

и для функций действительного переменного. Например, число 

w0 называется пределом функции f(z) при z→z0, если для лю-

бого ε>0, как бы мало оно ни было, существует числоδ = δ(ε) 

такое, что неравенство |f(z)-w0 | <ε выполняется для всех z, удо-

влетворяющих неравенству |z–z0|<δ, кроме, быть может, точки 

z0. В этом случае пишут         
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Если z=x+iy, f(z)= u(x,y)+iv(x,y),z0 = x0+iy0, w0=u0+iv0, то-

справедливо утверждение:        
       тогда и только то-

гда,когда            
          и             

           

Отметим здесь одно важное обстоятельство. Для функций 

действительного переменного f(x) справедлива теорема: 

       
        тогда и только тогда, когда оба односторон-

нихпредела              и               существуют и рав-

ны между собой. Для функций комплексного переменного со-

ответствующая теорема формулируется следующим образом. 

Предел функции f(z) при z→z0 существует тогда и только 

тогда, когда существуют пределы этой функции, если z→z0по 

любой кривойL, проходящей через точку z0,и если все эти пре-

делы равны между собой. Это означает, что существование 

предела накладывает на функции комплексного переменного 

более жесткие ограничения, чем на функции действительного 

переменного. 

Далее, функцияf(z) называется непрерывной в точке z0 ес-

ли эта функция определена в точке z0 и если 

   
    

            

Справедлива следующая теорема: функция 

f(z)=u(x,y)+iv(x,y) непрерывна в точке z0 = х0+iy0 тогда и только 

тогда, когда функции u(x,у) и v(x,y) непрерывны в точке 

           Однако как мы увидим в дальнейшем, дифферен-

цируемость функций        и       не достаточна для диффе-
ренцируемости функции      .Здесь мы рассмотрели понятие 
однозначной функции комплексного переменного.  

В теории функций комплексного переменного рассматри-

ваются также многозначные функции, когда каждому значению 

комплексного переменного  z  ставится в соответствие не одно, 

а несколько и даже бесконечно многозначений функции     . 

Например, функция √ 
 

 каждому      ставит в соответ-

ствие  различных значений переменной  , функция Argz при 

     принимает бесконечно много значений. 
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1.4. Ряды с комплексными членами. 

В курсе математического анализа изучаются ряды, членами ко-

торых являются постоянные действительные числа или функ-

ции действительного переменного х. Точно так же можно рас-

сматривать ряды с комплексными членами. Выражение вида 

                                             (1.13) 

где       - постоянные комплексные числа, называется чи-

словым рядом с комплексными членами. 

 Ряд (1.13) называется сходящимся, если существует конечный  

предел          , где 

              п-я частичная сумма ряда (1.13). 

Наряду с рядом (1.13) рассмотрим ряды 

 

                                            (1.14) 

 

                                            (1.15) 

 

|  |  |  |    |  |                                    (1.16) 

 

Справедливы следующие теоремы: 

I. Ряд (1.13) сходится тогда и только тогда, когда сходятся 

ряды (1.14) и (1.15). 

II. Если сходится ряд (1.16), составленный из модулей чле-

нов ряда (1.13), то ряд (1.13) также сходится. В этом случае го-

ворят, что ряд (1.13) сходится абсолютно. Если же ряд (1.13) 

сходится, а ряд (1.16) расходится, то ряд (1.13) называется 

условно сходящимся. 

   Из этих теорем следует, что для определения характера схо-

димости рядов с комплексными членами можно применять тео-

ремы о сходимости рядов с действительными членами. 
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   Рассмотрим теперь степенной ряд в комплексной области 

 

          
       

                        (1.17) 

 

где                   постоянные комплексные числа, а 
       - комплексная переменная. Для рядов (1.17), как и 

для степенных рядов в действительной области, справедлива 

теорема. 

Теорема Абеля. Если степенной ряд (1.17) сходится в точке 

    , то этот ряд сходится абсолютно в любой точке z, для 

которой | |  |  |. Если же ряд (1.17) расходится в точке   ,то 

этот ряд расходится в любой точке z, для которой 

| |  |  |   Из теоремы Абеля также следует, что для степенного 
ряда (1.17) в комплексной области существует число Rтакое, 

что ряд (1.17) сходится в точках z, для которых| |   ,и рас-

ходится в точках, для которых | |      Число Rназывается ра-
диусом сходимости степенного ряда (4.5), а круг | |    кру-
гом сходимости этого ряда. В частности может оказаться, что 

    , или     . В первом случае степенной ряд сходится во 
всех точках комплексной плоскости, а во втором - в единст-

венной точке    . 

 

1.5. Элементарные функции комплексного переменного 

1.5.1. Показательная, тригонометрические и гиперболиче-

ские функции комплексного переменного. 

 Формулы Эйлера. 

 

Рассмотрим степенной ряд 

 

    
  

  
   

  

  
   

 

Если      - действительное число, то этот ряд сходится на 

всей числовой оси и определяет функцию    . . В силу теоремы 
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Абеля, рассматриваемый ряд сходится на всей комплексной 

плоскости и определяет некоторую функцию комплексного пе-

ременного. Эта функция обозначается   . Таким образом, по 

определению 

 

       
  

  
   

  

  
                                    (1.18) 

 

   Связь между функциями    и   такая же, как, например, 

между функциями   и  : функция    имеет более широкую 

область определения и совпадает с функцией   при   . Го-

ворят также, что функция  является продолжением функции    

на комплексную плоскость, а функция     - сужением 

ции    на действительную ось. 

Точно также определяются функции комплексного переменного 

cosz, sinz, chz,shz как суммы соответствующих степенных рядов: 

       
  

  
 

  

  
        

   

     
                   (1.19) 

       
  

  
 

  

  
        

     

       
              (1.20) 

        
  

  
   

   

     
                                      (1.21) 

      
  

  
   

   

     
                                               (1.22) 

Из этих определений видно, что функции cosz и chz- четные, a 

sinz и shz- нечетные функции переменного  z. 

   Если в равенстве (1.18) z заменить на iz, то, учитывая, что в 

абсолютно сходящемся ряде допустима любая группировка 

членов, получим 

 

         
  

  
 

  

  
 

  

  
  

  

  
  

 (  
  

  
 

  

  
  )   (  

  

  
 

  

  
  )   
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или 

                .                                      (1.23) 

Если в этой формуле zзаменить на -z, то получим, что 

 

                                                    (1.24) 

Из равенств (1.23) и (1.24) находим, что 

     
        

 
 (1.25) 

     
        

 
                                              (1.26) 

Равенства (1.23) - (1.26) называются формулами Эйлера. Они 

устанавливают связь между тригонометрическими функциями и 

показательной функцией в комплексной области. Как известно, 

в действительной области эти функции не связаны между со-

бой.Точно так же устанавливается связь между гипербо-

лическими функциями и показательной функцией: 

 

                                               (1.27) 

                                              (1.28) 

    
      

 
                                    (1.29) 

    
      

 
                                     (1.30) 

 

Формулы (1.27), (1.28)и (1.29), (1.30) позволяют установить 

связь между тригонометрическими и гиперболическими функ-

циями: 

         ,               

          ,                                        (1.31) 

 

Рассмотрим равенство               .С помощью рядов это 

равенство означает, что 

∑
  

 

  

 

   

∑
  

 

  

 

   

 ∑
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Так как перемножение рядов с комплексными членами про-

водится по тем же правилам, что и рядов с действительными 

членами, то 

∑
  

 

  
 
   ∑

  
 

  
 
    ∑

       
 

  
 
                                                                    (1.32) 

Следовательно, формула 

               

справедлива для любых комплексных чисел    и    .  

В частности, 

                                    

Отсюда следует, что функция    периодична с периодом    . 
Из формулы (1.32) следует также, что функция    не обраща-

ется в 0 ни при каком комплексномz. В самом деле, 

|  |  |     |  |               |    √                 

С помощью формул Эйлера также доказываются соотношения 

                                     
                                   
                                  
                                   

С помощью этих формул получаем 

                  ;                    ; 

               ;                   
                            
Основные соотношения для тригонометрических и гиперболи-

ческих функций действительного переменного сохраняются для 

соответствующих функций комплексного переменного. 

Однако неравенства  

|     |    |     |    

для функций       и       не сохраняются. Функции 

      и        могут принимать значения, сколь угодно большие 
по модулю. Например, при       имеем  
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1.5.2. Логарифмическая функция комплексного 

переменного. Показательная функция с любым 

комплексным основанием. 

 

Комплексное число wназывается логарифмом комплексного 

числаz,если        .В этом случае пишут       .Так как 

     , то число z= 0 не входит в область определения функ-

ции       Если       ,                 , где    , то 
равенство        принимает вид 

                                                    
Отсюда следует, что 

                                                                (1.33) 

Из первого равенства находим, что         | | , где    

означает логарифм натуральный для положительных чисел. Из 

второго равенства (1.33) следует, что               .Та-

ким образом, 

      | |           | |                 (1.34) 

где -любое целое число. Для любого числа    ,    

принимает бесконечно много значений. 

То значение    ,которое соответствует главному значению ар-

гумента числа z, называется главным и обозначается через   . 

Следовательно, 

      | |                     . (1.35) 

Пример: Найти       . 

   Так как|   |                 ,то                 
                               
    Переходим к определению показательной функции с любым 

комплексным основанием    . Если     их - действитель-

ные числа, то справедливо равенство         . Это равенство 

принимается за определение показательной функции от ком-

плексного переменногоzс любым комплексным основанием 

   . Таким образом, по определению, для любых комплекс-

ных чисел      и  z  полагаем 

                                                             (1.36) 
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Так как функция    принимает бесконечно много значений, то 
и функция     определяемая равенством (1.36), многозначна. 
Его главным значением считается то, которое получается, если 

в правой части равенства (1.36) вместо   использовать   . 

Только при целых действительных zформула (1.36) определяет 

единственное значение   . 

Пример: Найти   .Так как | |            , то          
                ,то 

                    . 

где k - любое целое число. Главное значение     равно     . 

 

1.6. Производная от функции комплексного переменного. 

Условия Коши – Римана. 

 

          Пусть функция                     определена в ок-
рестности точки        .Если переменной zпридать прира-

щение          ,то функция     получит приращение  
 

                   

 
                                           

 
[                   ]   [                     ] 

 

                   
 

Определение. Если существует предел 

       
     

  
        

            

  
, то этот предел называется 

производной от функции      вточке z и обозначается 

рез      или 
     

  
. Таким образом, по определению,  

     

  
        

     

  
        

            

  
                              (1.37) 
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      Если функция  f (z) имеет производную в точке z, то говорят, 

что функция  f (z) дифференцируема в точке z. Очевидно, для 

дифференцируемости функции f (z) необходимо, чтобы функ-

ции        и        были дифференцируемы. Однако этого не 

достаточно для существования производной      .Например, 

для функции    ̅        функции           и         
    дифференцируемы во всех точках       , но пределотно-

шения  
  

    
 

      

     
  при      ,     не существует, так как, 

если      ,     , то        , если же     ,     , то 
        . Единого предела не существует. Это означает, что 
функция     ̅ не имеет производную ни в одной точкеz.  

        Для существования производной от функции комплексного 

переменного требуются дополнительные условия. Какие имен-

но? Ответ на этот вопрос дает следующая теорема. 

Теорема. Пусть функции        и        дифференцируемы в 

точке       . Тогда для того, чтобы функция               
          имела производную в точке         необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялись равенства 

 
       

  
 

       

  
 
       

  
  

       

  
                           (1.38) 

 

Равенства  (1.38)  называются условиями Коши-Римана. 

Доказательство. 1) Необходимость.  

       Пусть функция  f ( z )  имеет производную в точке z, то есть 

существует предел 

 

             
     

  
             

                

      
        (1.39) 

 

      Предел, стоящий в правой части равенства (1.39) не зависит 

от того, по какому пути точка           стремится к 0. В 
частности, если     ,     (рис. 1.10), то 
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z+   Y z 

   X 0 

Рис. 1.10 Рис. 1.11 

z+   

Y 
   

0 z X 

             
                  

  
 

       

  
  

       

  
         (1.40) 

Если же     ,      (рис. 1.11), то 

             
                  

   
   

       

  
 

       

  
       (1.41) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Левые части в равенствах (1.40) и (1.41) равны. Значит равны и 

правые части 
       

  
  

       

  
   

       

  
 

       

  
 

Отсюда следует, что 
       

  
 

       

  
 
       

  
  

       

  
 

Таким образом, из предположения о существовании производ-

ной f (z) следует выполнение равенств (1.38), то есть условия 

Коши-Римана необходимы для существования производной  

f‘(z). 

1) Достаточность. Предположим теперь, что равенства (1.38) 

выполнены: 
       

  
 

       

  
 
       

  
  

       

  
 

 

и докажем, что в этом случае функция  f ( z ) имеет производную 

в точке        ,то есть предел (1.39) 

 

       
     

  
        

            

  
        существует. 
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Так как функции и(х,у)  и v(x,y)дифференцируемы в точке 

        то полное приращение этих функций в точке        

можно представить в виде 

 

        
       

  
   

       

  
              

 

        
       

  
   

       

  
              

 

где     ,    ,     ,      при   —  ,     .  

 

Так как, в силу (1.38), 

 
       

  
 

       

  
 
       

  
  

       

  
 

то 

        
       

  
   

       

  
              

 

        
       

  
   

       

  
              

 

Следовательно, 

                      

 (
       

  
   

       

  
  )

  (
       

  
   

       

  
  )            
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(
       

  
  

       

  
)                    

           

 (
       

  
  

       

  
)              

где 

 

                        при             
 
 Таким образом, 

     

  
 

       

  
  

       

  
   

  

  
   

  

  
 (1.42) 

 

Так как |  |  |  |  |  |     |     |    |     |   . 

Поэтому 

  

  

  
   

  

  
            

 

Отсюда следует, что правая часть равенства (1.42) имеет предел 

при       , следовательно, и левая часть имеет предел при 
    ,  причем этот предел не зависит от того, по какому пути 

  стремится к 0. Таким образом, доказано, что если в точке 
М(х,у)  выполнены условия (1.38), то функцияf (z) имеет про-

изводную в точке        ,причем 
     

  
 

       

  
  

       

  
 

Теорема доказана полностью. 

В процессе доказательства теоремы получены две формулы 

(1.40) и (1.42) для производной от функции комплексного пере-

менного 
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С помощью формул (1.38) можно получить еще две формулы 
     

  
 

       

  
  

       

  
                                 (1.43) 

     

  
 

       

  
  

          

  
                              (1.44) 

Если функция  f (z) имеет производную во всех точках области 

D, то говорят, что функция  f(z)дифференцируема в области D. 

Для этого необходимо и достаточно, чтобы условия Коши- Ри-

мана выполнялись во всех точках области D. 

Пример. Проверить условия Коши-Римана для функции   .  

Так как                                
то                                           ,  

поэтому 

 
       

  
         

       

  
          

 
       

  
         

       

  
          

следовательно, 
       

  
 

       

  
 
       

  
  

       

  
  

Условия Коши - Римана для функции     выполнены во всех 

точках z.  Таким образом, функция     дифференцируема на 

всей плоскости комплексной переменной, причем 

      
       

  
  

       

  
                       

Точно так же доказывается дифференцируемость функций 

  ,                       , и справедливость формул 
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       Для  функций комплексного переменного остаются в силе 

все правила дифференцирования функций действительного пе-

ременного. Доказательство этих правил вытекает из определе-

ния производной так же, как и для функций действительного 

переменного. 

 

1.7. Аналитические и гармонические функции. 

Связь между ними. 

 

      Функция                        называется аналитиче-
ской в точке       , если она имеет производную в точке z 

и в некоторой окрестности этой точки. Функция        называ-
ется аналитической в области  D, если она аналитична в каждой 

точке этой области, иначе говоря, если во всех точках области 

D выполняются условия Коши – Римана 
       

  
 

       

  
 
       

  
  

       

  
 

Функция        называется гармонической в области D, если 

она имеет в области D  непрерывные производные до второго 

порядка включительно и если 
        

    
        

                                     (1.45) 

Выражение  
        

    
        

     называется оператором Лапласа и 

обозначается через         ,так что уравнение (1.45) можно 

записать в виде            . 

Следующие две теоремы устанавливают связь между 

аналитическими и гармоническими функциями. 

     Теорема 1. Если функция                     анали-

тична в области D, то функции        и         гармоничны в 
области  D. 
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Доказательство. Так как функция     аналитична в области D, 

то во всех точках этой области выполняются условия Коши - 

Римана (1.38) 
       

  
 

       

  
 
       

  
  

       

  
 

Предполагая, что функции        и         имеют в области D 

непрерывные частные производные до второго порядка вклю-

чительно, продифференцируем первое из равенств (1.38) по пе-

ременной  х, а второе - по у и сложим полученные равенства. 

Получим 

        

   
 

        

   
 

        

    
 

        

    
   

Точно гак же доказывается гармоничность функции        . 

   Теорема 2. Если функция        гармонична в односвязной 

области D, то существует аналитическая функция      такая, 
что                . 

   Для доказательства этой теоремы достаточно найти функцию 

      такую, чтобы для функции                    ) в 

области D выполнялись условия Коши-Римана (1.38) 
       

  
  

       

  
 
       

  
 

       

  
 

Эти равенства можно рассматривать как систему дифферен-

циальных уравнений для определения функции        . 
Проинтегрируем первое из равенств (1.38) по переменной х в 

пределах от    до  х..  Получим  

                ∫
       

  
  

 

  

 

отсюда следует, что 

        ∫
       

  
          

 

  

 

Полученное равенство продифференцируем по переменной  у. 

Получим 
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  ∫

        

   
   

            

  

 

  
              (1.46) 

Так как функция        гармонична в области D, то 

        

   
  

        

   
 

Если в равенстве (1.46) сделать еще замену 
       

  
 

       

  
,  то 

это равенство запишется в виде 

       

  
 ∫

        

   
   

        

  
 

 

  

        

   
 

         

   

 
        

  
 

Отсюда следует, что 
        

  
 

        

  
         ∫

        

  

 

  

     

 

Таким образом, 

 

        ∫
       

  
   ∫

        

  

 

  
  

 

  
                 (1.47) 

Точно так же доказывается, что 

       ∫
       

  

 

  
   ∫

        

  

 

  
                    (1.48) 

С помощью формул (1.47) и (1.48) функция       , а следова-
тельно, и функция  f ( z ) ,  определяется с точностью до посто-

янного слагаемого.  Теорема доказана. 

Функции                 , для которых в области D вы-

полняются условия Коши-Римана (1.38), называются взаимно 

сопряженными. Зная одну из них, вторая определяется с точ-

ностью до постоянного слагаемого. 

Пример. Дана гармоническая функция                  . 

Найти сопряженную ей функцию v(x,y) и аналитическую функ-

цию                     ) при дополнительном  усло- 
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вии       .  Для решения этой задачи воспользуемся форму-

лой (1.48), полагая в этой формуле          .Так как 
       

  
      

       

  
     

Следовательно, 

                                     

                   .  

Из условия       следует, что С = 0. 
Таким образом,      )=      f          
 

1.8. Геометрический смысл модуля и аргумента производ-

ной от функции комплексного переменного. 

Понятие конформного отображения. 

        Пусть функция       аналитична в точке   , причем 

        , и пусть                    - уравнение некото-

рой кривой Г на плоскости комплексного переменного, причем 

        . Будем предполагать, что функция        имеет в точ-
ке     производную, отличную от 0:                  
          . Как известно, вектор                        

направлен по касательной к кривой Г в точке   . 

 
Рис. 1.12. 

Пусть           - образ точки    ,a L- образ кривой Г при 

отображении          плоскости XOYна плоскость UOV 

(рис. 1.12). Уравнение кривой L имеет вид          [    ]. 
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По правилу дифференцирования сложной функции        
  [    ]        Так как                              
               .  Следовательно, 

                                             (1.49) 

где             не зависит от вида кривой Г. Векторы 

                определяют направление касательной к кривым 

Г и Lсоответственно в точках    и    . Поэтому равенство (1.49) 

позволяет сделать следующий вывод.Если аналитическая функ-

ция f(z) имеет в точке    производную          , то аргумент 

этой производной равен углу, на который нужно повернуть ка-

сательную в точке    к любой кривой, проходящей через эту 

точку, чтобы получить направление касательной в соответ-

ствующей точке w0к образу данной кривой при отображении 

      . Если              , то поворот происходит про-

тив часовой стрелки, если    , то по часовой стрелке. 
Если через точку     провести любые две кривые     и   , име-

ющие касательные в этой точке, то направление касательных к 

образам    и    этих кривых в точке   =f(  )  получаются пу-
тем поворота касательных к кривым   и    на один и тот же 
угол  . Поэтому угол между кривыми    и    по величине и 
направлению совпадает с углом между кривыми     и    

(рис. 1.13). 

 

 
Рис. 1.13. 

   Отображение, сохраняющее углы между линиями, называется 

конформным. Если при этом сохраняется и направление отсчета 
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углов, то такое отображение называется конформным отобра-

жением первого рода.   Таким образом, отображение, осуществ-

ляемое аналитической функцией, является конформным отоб-

ражением первого рода во всех точках, в которых производная 

от этой функции отлична от нуля.   Чтобы выяснить геометри-

ческий смысл модуля производной, заметим, что |  | равен 
расстоянию между точками      и      , а |  | равен расстоя-

нию между точками    и    +  . Поэтому величина |  | |  | 
показывает, в каком отношенииизменяется расстояние между 

точками            при отображении        . 

Так как |      |         |
  

  
|, товеличину |      | 

естественно назвать коэффициентом растяжения в точке    при 

отображении        . Если |      |      то в достаточно ма-
лой окрестности точки    расстояние между точками при отоб-
ражении увеличивается и происходит растяжение области,если 

же |      |   , то отображение         в окрестности точки 

  приводит к сжатию. Так как величина | 
     | не зависит от 

того, по какому направлению точка         стремится к точке 
  , то коэффициент растяжения в данной точке одинаков во 

всех направлениях.  В качестве примера рассмотрим отображе-

ние, осуществляемое линейной функцией  
                                                                (1.50) 

где    , b -  постоянные комплексные числа. Так как |   |  
|   |    , то отображение (1.50) конформно во всех точках ком-
плексной плоскости. Рассмотрим все возможные случаи, при 

этом для большей наглядности будем считать плоскость wсов-

мещенной с плоскостью z. 

1. Пусть k  = 1, то есть       .Так как сложение ком-

плексных чисел  равносильно  сложению  соответствующих 

векторов, то при отображении          точка w  получается 

из точки z  сдвигом на один и тот же вектор, соответствующий 

комплексному числу b  (рис. 1.14). 
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В этом случае  линейная функция  (1.50)  осуществляет па-

раллельный перенос плоскости  z на один и тот же вектор. 

2. Пусть    ,|   |   ,      , то есть         . 

   Так как при умножении комплексных чисел их модули пере-

множаются, а аргументы складываются, то |   | |  |, 
             . Поэтому вектор w получается поворотом 

вектора на угол    (рис. 1.15). Следовательно, в этом случае 

плоскость w  получается из плоскостии z поворотом на угол  . 

   3. Пусть               .  

В этом случае       ,|   |   , поэтому            , 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.15 

 

|   |   |   |,.Первое из этих равенств показывает, что точки w 

и  z находятся на одном и том же луче, вы ходящем из начала 

координат, а из второго следует, что |   | |   |          
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(рис. 1.16). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.16 

Следовательно, в этом случае функция        осуществляет 
преобразование подобия (гомотетию) с центром подобия в 

начале координат. Если же       , то функция       ,  

кроме преобразования подобия осуществляет еще и зеркальное 

отражение точки  z от начала координат. 

4. Общий случай линейного преобразования         сво-

дится к рассмотренным выше простейшим преобразованиям. 

Действительно, если | |          , то             и пе-
реход от точки z к точке wосуществляется путем последова-

тельною применения следующих операций: 1) поворота вектора 

zоколо начала координат на угол  ; 2) преобразования подобия 
с центром подобия в начале координат и коэффициентом подо-

бияr; 3) параллельного переноса на вектор, соответствующий 

комплексному числу b. 

 

1.9. Интеграл от функции комплексного переменного. 

 

Пусть в плоскости комплексного переменного zдана замкну-

таяили незамкнутая кривая L, которую будем предполагать 

гладкой или кусочно-гладкой (это значит, что во всех точках 

кривой, кроме конечного числа, можно провести касательную). 

Пусть А - начальная точка, а В -конечная точка кривой L. Тем 

самым на кривой Lустанавливается положительное на-

правление обхода, которое отметим стрелкой (рис. 1.17).  
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Предположим, что в точках кривой L задана непрерывная 

функция  f (z),  Разобьем кривую L на n частей точками 

                     ,  и обозначим 
 

                                     
 

   Внутри или на одном из концов каждой элементарной дуги 

выберем по точке               и составим сумму 

   ∑         

   

   

                                          

Определение. Если существует предел интегральной суммы 

(1.51), когда длина наибольшей из элементарных дуг стремится 

к 0, и если этот предел не зависит ни от способа разбиения кри-

вой L на части, ни от выбора точек в каждой части, то этот пре-

дел называется интегралом от функции  f(z) по кривой  L и 

обозначается через  ∫       
  

 в случае незамкнутой кривой, и 

через  ∮       
 

 в случае замкнутой кривой. 

   Таким образом, по определению: 

∫       

  

    
   |   |  

∑         

   

   

                       

   Для интеграла  от функции комплексного переменного спра-

ведливы следующие свойства: 
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1. ∫ [           ]   
  

∫          
 ∫           

 

  ∫        

  

  ∫        

  

 

где k -  действительная или комплексная постоянная. 

3. ∫         ∫        
    

 

Если в интеграле направление интегрирования изменить на 

противоположное, то интеграл  изменит  знак, 

4. ∫       
  

 ∫       
  

 ∫        
  

 

 

где С- внутренняя точка кривой AB. 

5. Если во всех точках кривой |    |   , то 

| ∫       

  

|        

где l длина кривой L. 

Доказательство этих свойств проводится так же, как до-

казательство  соответствующих свойств для определенных или 

криволинейных интегралов. Докажем, например, свойство 5). 

Пусть   |    |   . Тогда 

|∑         

   

   

|  ∑|     ||   |

   

   

  ∑         

   

   

|   |

                                                                            

так как ∑ |   |
   
     равна длине ломаной линии, вписанной в 

кривую L, а длина ломаной не больше длины кривой. 

Переходя к пределу при max│ Δzk │—> 0, получим 

│∫f(z)dz│≤ M.   
AB 

        Установим теперь связь между интегралом от функции 

комплексного переменного и криволинейными интегралами. 

Пусть  f(z) = u(x,y)+iv(x,y), zk = xk+iyk,   ζk = ξk+iηk. 

Тогда интегральная сумма (1.51) запишется в виде 
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∑f( ζk ) Δzk=∑[u( ζk, ηk)+iv( ζk, ηk)] (Δxk+ iΔyk ), 

Переходя в этом равенстве к пределу при Δ х—>0,  

Δу—>0 получаем, что 

 

∫ f(z)dz =∫u(x,y)dx-v(x,y)dy+i ∫v(x,y)dx + u(x,y)dy.              (1.54) 
ABABAB 

 

Вычисление интеграла от функции комплексного переменнoго 

Пусть кривая L = АВ имеет параметрическое уравнение х = 

x(t), у = y(t), причем точке А отвечает значение параметра t=to, 

а точке В - значение параметра t=Т. Будем предполагать, что 

функции х(t) и y(t) непрерывно дифференцируемы на отрезке 

[to,Т]. Комплексно параметрическое уравнение кривой L имеет 

видz = z(t), гдеz(t) = x(t)+iy(t).Тогда, используя формулу для 

вычисления криволинейных интегралов и равенство (1.54), по-

лучим 

∫ f(z)dz =∫u(x,y)dx-v(x,y)dy+i ∫v(x,y)dx + u(x,y)dy 
ABABAB 

= ∫   [         ]      [         ]      
 

  
t + 

+i ∫∫   [         ]      [         ]       
 

  
 = 

=∫ ∫  [           ]    [         ] [          ]        
 

  
 

(1.55) 

 

1.10. Теорема Коши для простого и сложного контура. 

Простым контуром называется замкнутая кривая, не имеющая 

точек самопересечения (рис. 1.18). 
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Теорема 1. Если функция  f(z) аналитична в замкнутой области 

D, ограниченной простым контуром С, то 

∮       
 

                                       (1.56) 

Доказательство. Пусть функция f(z) = u(х,у) + iv(x,y) анали-

тична в области D. Тогда во всех точках этой области выпол-

няются условия Коши– Римана  
       

  
 

       

  
 

       

  
 

 
         

  
.   Как известно, если во всех точках односвязной об-

ласти выполняется условие  
       

  
 

       

  
, 

то ∮                  
 

   

Так как    
       

  
 

       

  
, то  ∮                  

 
   

так как    
       

  
  

       

  
, то ∮                  

 
   

следовательно ,∮       
 

   

 
 

Пусть теперь D - многосвязная область, ограниченная внеш-

ним контуром Со и внутренними контурами С1 , С2,..., Сn 

(рис. 1.19). Граница области многосвязной области D называ-

ется сложным контуром и обозначается символом Г. Как было 
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условлено ранее, положительным обходом контура Г называ-

ется такое движение по границе области, при котором точки 

области остаются слева. Следовательно, положительное 

направление обхода внешнего контура против часовой стрел-

ки, а внутренних контуров - по часовой стрелке.Интегралом от 

функции f(z) по сложному контуру Г называется сумма инте-

гралов от этой функции по всем граничным контурам, причем 

интегрирование по всем контурам проводится в одном и том 

же (положительном или отрицательном) направлении: 

∮       
 

 ∮       
  

 ∑ ∮       
  

 
                 (1.57) 

Теорема 2. Если функция f(z)аналитична в замкнутой области 

D, ограниченной сложным контуром Г, то 

∮       
 

                                             (1.58) 

Если направление интегрирования по внутренним контурам 

изменить на противоположное, то равенство (1.58) примет вид 

∮       
  

 ∑ ∮                                                 
  

 
   (1.59) 

где интегрирование по всем контурам проводится по часовой 

 

 
Доказательство. Простоты ради рассмотрим случай, когда об-

ласть D ограничена внешним контуром Со и одним внутрен-

ним контуром C1 (рис.1.20). Разобьем область D на две одно-

связные области D1 и D2 так, как это показано на рис. 1.20. Че-
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рез L1=AmBMnNA и L2 = BpANqMB обозначим простые кон-

туры, ограничивающие соответственно области D1 и D2. 
ПотеоремеКошидляпростогоконтураимеем 

,∮        ∮        ∮        ∮        
          

∮         
  

, 

 

∮        ∫       

   
  

 ∫        ∫        ∫           

       

 

Если сложить почленно полученные равенства, то интегралы по 

линиям AN и ВМ взаимно уничтожатся, и в результате 

чим∮        ∮         
    

,что и требовалось доказать. Ес-

ли интеграл от функции  f(z) по любому замкнутому контуру, 

расположенному в области D, равен нулю, то этот интеграл по 

любой кривой, расположенной внутри области D, не зависит от 

вида этой кривой, а зависит только от положения начальной и 

конечной точек этой кривой. Теорема Коши для простого кон-

тура гласит, что если функция  f(z) аналитична в односвязной 

области D, то интеграл по любому замкнутому контуру, лежа-

щему в этой области, равен нулю, и, следовательно, интеграл по 

любой кривой, соединяющей две точки области D, не зависит 

от вида кривой, а зависит только от положения этих точек. По-

этому при обозначении интеграла нет необходимости указывать 

вид кривой, а достаточно указать начальную и конечную точки 

интегрирования ∫       
  

  
. Легко доказать, что в этом случае 

справедлива формула Ньютона – Лейбница 
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∫       

  

  

                   

где F(z) - первообразная для функции  f(z). 

Заметим, что правила интегрирования функций комплексного 

переменного ничем не отличаются от правил интегрирования 

функций действительного переменного. 

  Пример. Вчислить∫           
   

   
 

Так как  функция             аналитична всюду, то 

Для вычисления интеграла  можно использовать формулу  

(1.59). В результате получим,  что  

∫           
   

    
=(z

3  
+ z

2
)    

   =(2+i)
3 

+(2+i)
2 
–(1-i)

3
-(1-i)

2 

=7+19i. 

1.11. Интегральная формула Коши 

 

Теорема. Если функция f(z )аналитична в замкнутой об-

ласти D, ограниченной простым контуром С, то в любой внут-

ренней точке области D значение функции  f(z) определяется по 

формуле 

 

     
 

   
∮

      

    
                         (1.60) 

 

Доказательство..Пусть  z- любая внутренняя точка обла-

сти D. Обозначим через  Сε окружность радиуса ε с центром в 
точке z, а через Dε- область, ограниченную этой окружностью. Радиус 

ε окружности  Cε    выберем настолько малым, чтобы окружность 

Сесостояла из внутренних точек области D (рис. 1.21).  



 

 48 

В области Dрассмотрим вспомагательную функцию  

     

{
 

 
         

   
           

                                            
 

Функция      аналитична и, следовательно, непрерывна во 
всех точках области   , кроме точки      . 

   Так как, кроме того,  

   
   

         
   

         

   
       

То функция        непрерывна в точке z. Из непрерывности 

функции       в замкнутой ограниченной области  D  следует 

ее ограниченность  в этой области |     |     . 

Так как функция       аналитична в области D-    , то по тео-

реме Коши для сложного контура 

∮       
 

 ∮                         
 ε

(1.61) 

Оценим интеграл, стоящий в правой части равенства (1.61). 

Так как |     |        .| ∮       
 ε

|     ε,  

 где ε>0 - столь угодно малое число. Левая часть равенства 

(1.61)– постоянное число, не зависящее от ε , а правая часть по 

модулю меньше любого, сколь угодно малого положительного 

числа. Это возможно только в том случае, когда 
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∮       
 

 ∮       
 ε

=0,  то есть ∮
         

   
    

 
  

Откуда находим, чтоконтура  ∮
    

   
       

 
∮

  

    
  . 

Так как функция  
 

   
 аналитична в области  D-    , то по тео-

реме Коши для сложного контура  ∮
  

    
 ∮

  

    ε
     

Поэтому  

∮
      

    
          . Откуда следует       

 

   
∮

      

    
 

Теорема доказана. 

Формула (1.60) называется интегральной формулой Коши. Эта 

формула показывает, что значения аналитической функции во 

внутренних точках области D однозначно определяются значе-

ниями этой функции в граничных точках этой области. 

Доказанная теорема верна также для функций, аналитических 

в замкнутой области  D, ограниченной сложным контуром  Г . 

В этом случае интегральная формула Коши имеет вид 

     
 

   
∮

      

    
                                      (1.62) 

Доказательство этой формулы ничем не отличается от доказа-

тельства равенства (1.60). 

 

1.12. Интегральная формула Коши для производных от 

аналитической функции 

 

Пусть функция f(z) аналитична в замкнутой области D, 

ограниченной контуром С, и пусть  z - внутренняя точка обла-

сти D. Выберем Δz таким образом, чтобы точка z +Δz  принад-

лежала окрестности точки z, состоящей из точек области D. То-

гда, в силу (1.60) 

     
 

   
∮

      

    

         
 

   
∮

      

       

 

и   
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∮      

 

       

 
 

   
     

 

=
 

   
∮

       

              
.     

При Δz-->0 левая часть этого равенства стремится к  f(z), 

а подынтегральная функция в правой части стремится к 
    

      
. 

Таким образом,       
 

   
∮

      

       
, 

Аналогично,   

              

  
 

 

   
∮      

 

          
 

 

      
    =

 

   
∮

                

                
.     

Отсюда, перезодя к пределу   при Δz-->0, получим,что  

        
  

   
∮ ∮

      

       ,                           (1.62) 

Продолжая, этот  процесс, можно доказать, что функция  

f(z) во всех внутренних точках области Dимеет производные 

любого  порядка и что  

        
  

   
∮ ∮

      

         ,                        (1.63) 

Формула (1.63)  также называется интегральной  формулой  

Коши для производных отаналитической функции. Из опреде-

ления аналитической функции в точке следует, что если функ-

ция  f(z)  аналитичнав точке z, то  она аналитична и в некото-

рой окрестности этой точки. Отсюда из предыдущих рассуж-

дений вытекает следующее утверждение:  

Если функция  f(z) аналитичнав точке z,  то она имеет произ-

водные любого  порядка. Для функции действительного пере-

менного подобное утверждение неверно:  функцияf(x) может 

иметь в окрестности точки x  производные первого   порядкане 

иметь  производных более высоких  порядков. 
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    Интегральные   формулы   (1.60)   и  (1.63)  можно использо-

вать для вычисления контурных интегралов.  Для этого форму-

лы   (1.60)   и  (1.63) запишем в виде; 

∮
      

     
         , ∮

      

      
    

 
   

  
        ,           (1.64) 

 

Примеры:1) Вычислить  ∮
    

      
         |   |    

Так как функция        
  

     
  аналитична в круге   |   |        

то по первой формуле  (1.64) находим, что  

∮
    

      
 ∮

  

   
  

  
=   

  

   
⌋
   

=
   

 
. 

2)          ∮
      

       
              контур,  содержащий 

точку z=   
C помощью вторй  формулы(1.64)  при n=3 находим, что  

∮
      

       

 
   

  
          (

  

 
)        ⌋    

  

 
  

 

1.13. Степенные ряды в комплексной области. 

         Рассмотрим снова степенной ряд 

                     
                         (1.65) 

         Как отмечалось ранее в п. 1.4, степенной ряд (1.65) схо-

дится в некотором круге радиуса R с центром в начале коорди-

нат. Для степенных рядов в комплексной области справедливы 

все основные теоремы о степенных рядах в действительной 

области. В частности, если радиус сходимости ряда (1.65)  

R > 0, то сумма этого ряда в любой точке круга сходимости  

│z │ < R имеет производные любого порядка, каждую из ко-

торых можно получить почленным дифференцированием ряда 

(1.65) соответствующее число раз. Ряды, полученные почлен-

ным дифференцированием ряда (1.65), имеют один и тот же 

радиус сходимости R. Таким образом, если радиус сходимости 



 

 52 

ряда (1.13) R>0, то сумма этого ряда f(z) является аналитиче-

ской функцией в крyге│z│ < R. 

Рассмотрим теперь степенной ряд вида 

                         
            

    

       (1 .66) 

Если в этом ряде сделать замену переменной       , то по-
лучим ряд 

          
       

                              (1.67) 

рассмотренного вида (1.65).  

     Пусть ряд (1.67) сходится в круге │ζ│<R, где R>0. Тогда 

ряд (1.66) сходится в круге│z-z0 │<R и сумма ряда (1.66) анали-

тична в этом круге. 

Рассмотрим еще ряд вида 

     
   

      
 

   

       
   

   

       
                    (1.68) 

Если в этом ряде сделать замену переменной  
 

      
  , то сно-

ва получится ряд вида (1.65). Если этот ряд сходится в круге   

│ζ│<R , где R>0.  , то ряд (1.68) сходится в области, для кото-

рой  1/│z-z0 │<R, то есть в области│z-z0 │>r, где  r=1/R . Область   

│z-z0 │>rпредставляет собой внешность круга радиуса  к с цен-

тром в точке   . Сумма ряда (1.68) является аналитической 

функцией в области  │z-z0 │>r.  

Наконец, рассмотрим степенной ряд    

     ∑         
   

   ∑         
   

    ,            (1.69) 

содержащий отрицательные и неотрицательные степени разно-

сти  z-z0 .Представим сумму ряда (1.69) в виде   

 

f1 (z)=f1 (z)+ f2 (z),  

где 

      ∑         
      

 

   

      ∑         
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        Пусть первый из этих рядов сходится в круге  │z-z0 │<R, а 

второй – вне круга │z-z0 │>r. Если  r<Rформула  , то ряд (1.69) 

сходится в области  r<│z-z0 │<R  , то есть в области, заключен-

ной между двумя концентрическими окружностями с центром в 

точкеz0  . Будем называть эту область кольцом. Сумма ряда 

(1.69) аналитична в этом кольце. Заметим, что возможен случай 

r=0 . В этом случае область  0 <│z-z0 │<R  представляет собой 

круг в исключительной  точкой   . 

 

1.14. Ряды Тейлора и Лорана 

      В предыдущем пункте показано, что если степенные ряды 

(1.64) сходятся соответственно в круге │z-z0│<R  или в кольце  

r<│z-z0 │<R, то суммы этих рядов аналитичны в области схо-

димости этих рядов. Справедливы и обратные теоремы. 

Теорема 1 (теорема Тейлора). Если функция f(z)аналитична в 

круге │z-z0│<R, то в любой внутренней точке zэтого круга 

функция f(z) разлагается в степенной ряд вида 

     ∑         
  

   ,                                                             (1.70) 

где 

   
 

   
∮

      

      
          

                              (1.71) 

А С– окружность│z-z0│= R2<R. 

Доказательство. Пусть z- любая внутренняя точка круга. 

Проведем окружность      :│z-z0 │= R1,  где R1 <R, таким обра-

зом, чтобы точка z оказалась внутри круга │z-z0 │<R1 
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(рис. 1.22). Гак как функция  f(z) аналигичнавзамкнутoм круге 

│z-z0│<R1, то по интегральной формуле Коши 

     
 

   
∮

      

    
                                                                      (1.72) 

Функцию   
 

   
 

 

             
 

 

     

 

  
    

      

 

разложим в степенной ряд по степеням z-z0, пользуясь форму-

лой для суммы геометрического ряда 
 

   
 ∑     

   , если │q│< 1, 

следовательно  
 

   
 

 

     

 

  
    

      

=
 

     
∑

 

   
∮

      

      
    

 
      

  
    

 ∑         
  

   ,                                               (1.73) 

где      
 

   
∮

      

      
    

 
 

   
∮

      

      
    

-  

    ПустьС - любая окружность    │z-z0│=R2,  где  R2<R.  

  Так как  функция
    

       
    аналитична в замкнутой области, лежа-

щей  между окружностями  С и  С1 , то по теореме Коши для 

сложного контура 

∮
      

      
   

  

 ∮
      

      
   

 

 

Таким образом, для вычислен    использовать формулу (1.71), где 

С– любая окружность с центром в точке     радиуса R2<R.  

Теорема доказана.. 

Если функция      аналитична в круге │z-z0│<R, то она имеет 

производные любого порядка во внутреннихтояках этого круга, 

причем справедлива  формула  (1.63). В частности, для точки 

       эта формула имеет вид  

 

        
  

   
∮
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Отсюда следует, что коэффициенты        ряда Тейлора можно вычис-

лить по  формулам  

 

           
        

  
                                                           (1.74) 

Теорема 2(теорема Лорана). Если функция f(z)аналитична в 

кольцеr<│z-z0 │<R,ТО В любой внутренней точке zэтого кольца 

функция f(z)разлагается в степенной ряд вида 

     ∑         
  

   ,                                             (1.75) 

   
 

   
∮

      

      
    

                                                                (1.76) 

Доказательство. Пусть  z- любая точка кольца  r<│z-z0 │<R.  

Проведем две окружности  C1 и  С2 радиуса  R1 и R2 

( r <R 1 <R 2 <R )  таким образом, чтобы точка  z принадлежала 

области, заключенной между окружностями С1 и  С2(рис.1.23.а) 

Рис. 1.23.a 

Так как функция  f(z)аналитична в замкнутой области, заклю-

ченной между окружностями С1 и С2, то по интегральной фор-

муле Коши для многосвязной области 

     
 

   
∮

      

    
 

 

   
∮

      

   
 

 

   
∮

      

       
, 

где интегрирование по окружности С2 проводится против ча-

совой стрелки, а по окружности C1 - по часовой стрелке. Если 

интегрирование по окружности C1изменить на противопо-

ложное, то предыдущая формула примет вид 

     
 

   
∮

      

   
 

 

   
∮

      

       
                       1.77) 
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Так же, как в теореме 1, доказывается, что 

      ∑         
  

   , 
 

где      
   ∮

      

(    )
     

. 

Рассмотрим функцию      
 

   
∮

      

     
    

Функцию     
 

   
 

 

             
 

 

     

 

   
      

      

 

разложим в степенной ряд по степеням  z-z0 , пользуясь форму-

лой для суммы геометрического ряда. Так как 

│
      

      
│<1,то  

 

   
 

 

     
∑  

    

    
   ∑  

    

    
     

   
 
   (1.79) 

Если обе части равенства  (1.79) умножить на              и 

проинтегрировать, полученное равенство по контуру С1, то по-

лучим,что  

     = ∑
 

   
∮             

 
 
     

 

      
    ∑

  
      

   
 
   ,                                                      

где  

   ∑
 

   
∮           

 

  

 

   

   

Если в полученных равенствах сделать замену  n+1=-k, то эти 

равенства примут вид  

      ∑         
   

    , 
где 

    
   ∮

      

(    )
     

                                        (1.80) 

Из равенств (1.78)  и  (1.80) находим, что 

                 ∑         
 

 

    

 

Коэффициенты сk этого ряда при к<0 и к   0 вычисляются с 

помощью интегралов по разным окружностям С1 и С2. Однaко, 
    

      
          аналитична в замкнутой области 
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R1≤│z-z0│≤R2 , то 

∮
      

      
    ∮

      

      
    ∮

      

      
        

, 

где С - любая окружность │z-z0│=R3 ,где  r<R3<R. 

Таким образом, формула (1.76) для вычисления коэффициен-

тов ряда (1.75) справедлива для любых целых к. 

Теорема доказана. 

    Ряд,  стоящий  в правой части  (1.75), называется рядом Ло-

рана. Предствим ряд Лорана  в виде суммы двух рядов  

∑         
 

 

    

 ∑         
 

 

   

 ∑
  

      
 

 

   

 

Ряд      ∑
  

      
 

 
   называется главной частью, а ряд    

∑         
  

   правильной частью ряда  Лорана. 

 

1.15. Особые точки функции комплексного переменного. 

Классификация особых точек 

Точка z0 называется изолированной особой точкой функции 

f(z).если функция  f(z) не аналитична в точке z0, но аналитична в 

некоторой окрестности этой точки. Так как внастоящемпосо-

бии не рассматриваются особые точки других типов, то изоли-

рованные особые точки будем называть просто особыми точ-

ками. 

Пусть z0- особая точка функции  f(z), и пусть функция f(z) 

аналитична в круге │z-z0│<R с исключенной точ-

койz0(рис.1.24). Тогда функцияf(z) в окрестности точки z0 разла-

гается в ряд Лорана 
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     ∑
  

       
 ∑         

  
   

 
   ,                       (1.81) 

где 

∑
  

       
 
   -главная часть, 

 а∑         
  

   -правильная часть ряда Лорана. 
Возможны следующие случаи: 

1. Все коэффициенты главной части ряда Лорана равны нулю, 

то есть разложение имеет вид 
                         

    
В этом случае точкаz0 называется устранимой особой точкой 

функции f(z). Если функцию f(z) определить в точке z0, положив 

             
       , то особенность функции в точке 

z0устраняется. Определенная таким образом функция f(z) ста-

новится не только непрерывной, но и аналитической в точке 

z0.Например, точка z0=0 кажется особой для функции 

     
    

 
 

 

Однако разложение функции  
    

 
  по степеням zимеет вид 

    

 
   

  

  
 

  

  
   

 

Все коэффициенты главной части ряда Лорана равны нулю. 

Поэтому, точка  z0=0  является устранимой особой точкой для 

функции      
    

 
 . 

Если положить f(0)=      
    
 

                        z0=0 устра-

няется,      {
    

 
          

          
  аналитична на всей плоскости 

комплексного переменного.  
2. Все коэффициенты ряда Лорана, кроме конечного числа, рав-

ны нулю, ряд Лорана (1.81) для функции f(z)имеет вид 

     
   

      
  

     

      
    

   

    
              .(1.82) 
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где     . В этом случае точкаz0называется полюсом кратности 

п для функции f(z). Если п = 1, то точка z0   называется простым 

полюсом. Если аналитическую функцию  f(z) можно предста-

вить в виде 

           
     ,                                                            (1.83) 

 

где        , то точка z0 называется нулем функции f(z) крат-

ности п. Пусть точка z0- полюс кратности п для функции  f(z). 

Запишем разложение функции f(z) в ряд Лорана (1.82) в видe 

 

     
 

      
 
                           

     
    

      
 ,    

(1.84) 

где             . 
Орсюда следует, что 1/f(z)=      )/h(z)=(      

 g(z),  

где g(    
 

     
        .  

       Таким образом, если точка z0 - полюс кратности п для функ-

ции  f(z), то  z0 - нуль кратности п для функции 1/f (z). Справед-

ливо и обратное утверждение: если точка z0- нуль кратности п 

для функции f(z), тo z0- полюс кратности п для функции f(z),то 

z0- полюс кратности п для функции 1/ f(z). Из равенства (1.84) 

следует также, что если z0- полюс любой кратности для функ-

ции f(z),то        
      . 

3. Отличны от нуля бесконечное число коэффициентов главной 

части ряда Лорана (1.82) для функции  f(z). В этомслучае точка 

z0называется существенно особой точкой для функции  f(z). 

    Пример. Рассмотрим функцию  f(z) = sin(1/z) и точку  z0= 0. 

Разложение функции  sin(1/z) в ряд Лорана в окрестности точки 

z0=0  имеет вид 

 

   (
 

 
)  
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Ряд, стоящий в правой части этого равенства, является главной 

частью ряда Лорана для функции sin(1/z). Поэтому точка z0 = 0 

является существенно особой точкой для функции sin(1/z). 

Можно доказать, что если  z0 - существенно особая точка для 

функции f(z), то         
      не существует. Это означает,что 

функция  f(z) стремится к различным пределам, когдаточка  z 

стремится к точке z0 по различным путям. 

Заметим, что все определения и классификация особых 

точек применимы и к бесконечно удаленной точке z= . Точка 
z=  является особой точкой для функции f(z), если точка z=0 

является особой точкой для функции f(1/z).Тип особой точки  

z=  для функции f(z)совпадает с типом особой точки Z= 0 для 

функции  f(1 / z). 

Например, точка Z= 0 является существенно особой точ-

кой для функции sin(1/z). Следовательно, точка z=  является 

существенно особой точкой для функции sinz. 

 

1.16. Вычет функции в особой точке. 

Основная теорема о вычетах 

          Пусть  z0 - изолированная особая точка функции  f(z), 

С - простой контур, содержащий особую точку z0   и не содер-

жащий других особых точек. Докажем, что  ∮       
 

 не зави-

ситот вида контура С.  

         Пусть C 1  и  С2 - простые контуры, содержащие особую 

точкуz0 и не содержащие других особых точек.  

       Возможны два случая: 

1. Контуры С1 и  С2 не пересекаются (рис. 1.25). Так как функ-

ция  f(z) аналитична в области, лежащей между контурами C1 и 

С2, то по теореме Коши для сложного контура 

∮        ∮       
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2. Контуры С1 и С2  пересекаются. Проведем контур С3, содер-

жащий точку z0  так, чтобы С3 лежал внутри контуров C1 и С2 

(рис. 1.26). 

Тогда, по доказанному, 

∮        ∮        ∮       

      

 

что и требовалось доказать. 

Определение. Число 
 

          
∮       
 

, где  С - простой контур, со-

держащий особую точку z0 и не содержащий других особых то-

чек, называется вычетом функции  f ( z )в особойточке  z0  и обо-

значается символом Res[f(z),z0].  

Таким образом, по определению, 

   [       ]  
 

   
∮        
 

                       (1.85) 

Где С - любой простой контур, содержащий особую точку z0  и 

не содержащий других особых точек функции  f(z). Опреде-

ление вычета корректно, так как интеграл, стоящий в правой 

части равенства (1.85), не зависит от вида контура С. 

Если  z0- особая точка функции  f(z), то в окрестности точки   z 

функция  f(z) разлагается в ряд Лорана 
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     ∑          
 

 

    

 

где 

   
 

   
∮

      

      
     

 

 

в частности,если k=-1, то 

    
 

   
∮           [       ] 

                             (1.86) 

Роль понятия вычета выясняется из следующей теоремы. 

Теорема 1 (основная теорема о вычетах). Если функция f(z)  

аналитична в замкнутой области D, ограниченной простым кон-

туром С, кроме конечного числа особых точекz1 ,z2.... zn,ни одна 

из которых не лежит на контуре С, то 

∮           ∑    [       ]                       
 
    

(1.87) 

Доказательство. Окружим особые точки z1,z2…zn   контурами 

C1,C2,..,Cn  так, чтобы эти контуры не пересекались между собой 

и не пересекали контур С (рис. 1.27). Так как функция  f(z) ана-

литична в замкнутой области, лежащей между внешним конту-

ром  С и внутренними контурами C1,C2,..,Cn, то по теореме Ко-

ши для сложного контура, имеем  

∮        ∑ ∮           ∑    [       ] 
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что и требовалось доказать. 

Вычет функции в бесконечно удаленной точке 

Пусть функция f(z )аналитична вне круга радиуса R с центром в 

начале координат. Тогда функция  f(z) в области │z│ >R разла-

гается в ряд Лорана 

     ∑    
         

 

   
∮

      

      
 
                       (1.88) 

Интегралы для вычисления коэффициентов сk ,берутся по ок-

ружности С: │z│ = R достаточно большого радиуса R в направ-

лении против часовой стрелки. 

     Определение.Число 
 

      
∮       
 

,  где интегрирование по 

окружности  С.│z│ = R  проводится по часовой стрелке, назы-

вается вычетом функции  f(z) в бесконечно удаленной точке и 

обозначается через Res [f(z),  ]. 

Из формул (1.88) для с kпри k  = -1 следует, что 

    
 

   
∮         

 

   
∮            [      ] 

  

 

Таким образом, 
 

   [      ]                                               (1.89) 

Пример.   Пусть f(z) = (z+1)/z= 1+1/z.  Последнее выражение 

является разложением функции в ряд Лорана в окрестности 

бесконечно удаленной точки:           , остальные коэф-

фициенты равны нулю. Отсюда следует, что Res[f(z) , ]=-1. 

Заметим, что                  
   

 
  . Это означает, что 

точка  z=      является устранимой особой точкой для функции   

f(z).  Приведенный пример показывает, что вычет функции в 

точке z = ∞ может быть отличен от нуля даже в том случае, ко-

гда эта точка - устранимая особая точка.  Приведем еще одну 

формулу для вычисления вычета в бесконечно удаленной точке. 

Для этого рассмотрим часть ряда Лорана (1.88) для функции  

f ( z )  в окрестности бесконечно удаленной точки 
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Если в этом равенствеzзаменить на 1/z, а затем обе части полу-

ченного равенства умножить на1 /z
2
, то получим 

                
  

 
  , 

(
 

  
)         

   

 
 

  
  

 
  
  

  

Получили ряд Лорана для функции  (
 

  
)       

 в окрестности точки  z = 0. Отсюда следует, что 

   [(
 

  
)         ]          [      ]  

Следовательно, 

   [      ]      [(
 

  )        ]                      (1.90) 

Из определения вычета функции в бесконечно удаленной точке 

и из основной теоремы о вычетах вытекает следующая теорема. 

Теорема 2. Если функция  f(z) имеет в расширенной ком-

плекcной плоскости конечное число особых точек z1,z2,..., zn,то 

сумма всех вычетов функции, включая вычет в бесконечно уда-

ленной точке, равна нулю 

∑    [       ]

 

   

    [      ]    

или   ∑    [       ]
 
        [      ]                    (1.91) 
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Последняя формула позволяет упростить вычисление не-

которых интегралов. 

1.17. Вычисление вычетов в простом и кратном полюсе 

     Пусть  z0- простой полюс функции  f(z) . Из определения про-

стого полюса следует, что ряд Лорана для функции  f(z) в 

окрестности точкиz0 имеет вид 

     
   

    
                     

    
    

    
       

(1.92) 

где  g(z) - аналитическая в окрестности точки z функция. Ум-

ножим обе части равенства (1.92) на z-z0 и перейдем в полу-

ченном равенстве к пределу при     . В результате получим, 

что 
   
    

              
    

[              ]       

так как, в силу непрерывности аналитической функции  g(z), 

   
    

              

Таким образом, если  z0 - простой полюс функции  f(z), то 

   [       ]         
                                  (1.93) 

Иногда для вычисления вычета функции в простом полюсе бо-

лее удобна другая формула. 

     Пусть       
    

    
   где и      - аналитические в точке  z0 

функции, причем                              Это значит, 

что  z0 - простой нуль для функции  (z) и, следовательно, про-

стой полюс для функции  f(z). Тогда 
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   [       ]     
    

      
    

    
    

    

    
          

    

 
     

      
  

Таким образом, в этом случае 

   (
    

    
)  

     

      
                                   

2. Пусть теперь z0 – полюс кратности n для функции      . 

В этом случае рад Лорана для функции       в окрестности 

точки z 0имеет вид 

     
   

       
 

     

       
  …. 

   

    
              …., 

где       . Если обе части этого равенства умножить на 

      
 ,то получим 

      
                       …          

   + 

         
          

    … . 

Обе части этого равенства продифференцируем (n-1) 

раз. В результате получим 

    

     
[      

     ]                             
      

Отсюда, переходя к пределу при      , получим, что  

   
    

    

     
[      

     ]             

Следовательно, 

   [       ]  
 

      
   
    

    

     
[      

     ]             

Примеры. 

1.Найти вычеты функции       
 

       
 во всех ее особых точ-

ках.Точка       и        являются простыми полюсами 
функции     . С помощью формулы (1.94) находим, что  

   [
 

    
   ]  

 

  
|
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   [
 

    
   ]  

 

  
|
     

 
 

  
  

 

 
  

Так как сумма вычетов во всех особых точках, включая беско-

нечно удаленную точку, равна нулю, то отсюда следует, что  

   [
 

    
  ]=0 

2.Найдем вычет функции      
 

       
  в особой точ-

ке z=i. Точка z=i является полюсом кратности 3 функции 

     . Поэтому 

   [
 

       
  ]  

 

  
   
   

[
      

            
]

   

  

 

 
   
   

[
 

      
]
   

 
 

 
   
   

        

      
 

 

     
  

  

  
  

           ∮
  

    
| |  

    

В круге | |      функция       
    

    
 имеет две особые 

точки z1=0 и z2= 1. По основной теореме о вычетах 

 

∮
  

    
| |  

          [      ]     [       ]  

                
   

    

      
  ,тоточка z0=0 является устранимой 

особой точкой функции      , поэтому     [      ]      

Точка z2= 1 –простой полюс функции       Поформуле (1.94) 

находим, что  

   [       ]  
    

    
|
    

        

Следовательно, 
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∮
  

    
| |  

               

           ∮
     

             
 

| |  

 

         | |                     
     

             
        

шесть особых точек. Чтобы найти эти точки и  вычислить выче-

ты в них, потребуется значительные вычисления. Чтобы избе-

жать этого воспользуемся теоремой о том, что сумма всех вы-

четов функции, включая в точке z= , равна нулю. Поэтому  
 

∮
     

             
         [

     

             
  ]

| |  

  

 

Для вычисления вычета функции в точке z= , восполь-
зуемся формулой (1.90) 

   [      ]      [              ] где 
 

      
     

             
      

 

  
             

     

             
 

 

Точка z=0 является простым полюсом функции g(z). Поэтому 

   [      ]      [      ]      
   

 

              
     

Следовательно, 

 

∮
     

             
     

| |  

 



 

 69 

1.18.Некототорые применения вычетов 

                                 ∫               

  

 

 

Пусть функция      аналитична в замкнутом круге | |     
кроме конечного числа особых точек  z1,z2,…,zn, ни одна из ко-

торых не лежит на окружности  | |    

Рассмотрим интеграл 

∮        

| |  

                                               

       Этот интеграл можно вычислить двумя способами:во-первых, 

спомощью замены переменной z=e
it
,           вычисление 

интеграла(18.1) сводится к вычислению опреленного интеграла 

по формуле (1.55), и во-вторых, интеграл (1.96) можно вычис-

лить с помощью вычетов. Таким образом, справедливы две 

формулы: 

∮        ∫  (   )          ∫           ∑    [       ] 

 

   | |  

  

 | |  

 

Отсюда следует, что  

∫  (   )          ∑    [       ] 

 

   

  

 

                                   

Приведенные рассуждения применимы для вычисления  

                ∫                

  

 

                     

рацианальная функция от переменных  и  . 

Следует в этом интеграле замену переменной:  

                  .Тогда 
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следовательно, 

∫                 ∫  (
    

  
 
    

   
)

| |  

  

  
 ∮       

| |  

  

 

  

В результате получили интеграл, который модно вычис-

лить с помощью вычетов. 

Пример.Вычислить ∫
  

       
 

  

 
 

                            
   

  
    

  

  
           

∫
  

       
 ∫

  

      
    

  
 
  

 

 
∮

  

        
 

| |  

  

| |  

  

 

 

         
  

        
                              

  ⁄   

                                   | |                 
точка z=1/2. Поэтому  

∫
  

       
        (

 

        
 
 

 
)    

  

 

 
 

    
|
     

 
 

 
  

 

1.18.2. Вычисление несобственных интеграл 

с помощью вычетов  

Теорема. Пусть функция       аналитична в верхней по-
луплоскости       , кроме конечного числа особых точек 

z1,z2,…..,zn, ни одна из которых не лежит на 

тель                          [     ]       
Тогда 

∫           ∑    [       ] 
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Доказательство. Проведем в верхней полуплоскости дугу 

СRокружности | |   . Радиус Rэтой окружности выберем так, 

чтобы все особые точки функции     , расположенные в верх-
ней полуплоскости, оказались внутри контура С, состоящего из 

отрезка [–   ] и дуги СR (рис. 1.28). Тогда, по основной теоре-

ме о вычетах 

∮       

 

    ∑    [       ]

 

   

  

или 

∮        ∮       

  

 

  

    ∑    [       ]

 

   

               

 

Оценим интеграл по дуге С     Так как     
  ∞

[     ]      то 

по любому     можно указать число N=N(   такое что нера-

венство |     |     выполняется для всех z, для которых 
| |   . Поэтому, если R>N, то во всех точках CR выполняется 

неравенство|    |     . Отсюда и из свойства 5 интеграла от 
функции комплексного переменного следует, что  

| ∮       

  

|  (
 

 
)        
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следовательно , 

   
   

∮          

  

 

Переходя в равенстве (1.99) к пределуR   находим ,что 

∮       

 

  

    ∑    [       ]

 

   

  

Теорема доказана. 

 

Пример.  Вычислить  ∫
  

          

 

  
  

              
  

          
                       

полуплоскости Imz> 0, кроме одной особой точки z=1+i, 

являющейся полюсом кратности 2, и  

   
   

[     ]     
   

  

          
    

Так как  

   [        ]     
   

 

  
[

        

                
]     

   

  

        
 

 

  
  

то 

∫
  

          

 

  

 
   

  
 

 

 
  

 

1.18.3. Лемма Жордана. Применение леммы 

к вычислению несобственных интегралов 

Пусть СR-дуга окружности радиуса Rс центром в начале 

координат, расположенная в полуплоскости Imz>b (рис. 1.29). 

Лемма. Если функция      аналистична в полуплоскости 

Imz b, кроме конечного числа особых точек, ни одной из 
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то при любом t > 0. 

∫              

   

 

Лемма Жордана приводится здесь без доказательства. Лем-

ма Жордана используется для вычисления некоторых несоб-

ственных интегралов. 

Пример.  Вычислить  ∫
      

     

 

  
  

Пусть СR дуга окружности | |   , расположенная в полу-

плоскости Imz>0 и пусть С – контур, состоящий из отрезков 

[–    ]и  дуги СR  (рис. 1.30). 

 
 

                                    ∮
     

     

 

 

По основной теореме о вычетах  

∮
     

     

 

 ∫
     

     
 ∫

     

     
       [

   

     
   ]   

  

 

  

 

    
 

  
|
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Жордана . Поэтому        ∫
     

        
  

 

Из равенства (1.100) при      находим, что 

∫
     

     

 

  
 

 

     или 

∫
      

     
  ∫

      

     

 

  

 

  

 
 

   
  

Приравнивая в этом равенстве действительную и мни-

мую части, получаем 

∫
      

     

 

  

 
 

   
 ∫

      

     

 

  

    

В теории преобразования Лапласа лемма Жордана приме-

няется в другой формулировке. Пусть СR – дуга окружности 

| |   , расположенная в полуплоскости Rep<a (рис. 1.31).  

Лемма. Если функция F(p)аналитична в полуплоскости 

Rep<a, кроме конечного числа особых точек, ни одна из ко- 

                                              
   

       

то при любойt> 0 ,       ∫            
  

.Вторая формули-

ровка леммы получается из первой, если в ней сделать замену 

переменной iz = p. При такой замене плоскость комплексного 

переменного p получается из плоскости переменногоz поворо-

том на угол      вокруг начала координат. 
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2.ОПЕРЕЦИОННОЕ ИСЧЕСЛЕНИЕ  

2.1. Оригинал и изображение Лапласа 

 

Комплексная функция                  называется ори-
гиналом, если для нее выполнены условия: 

1.Функция     непрерывна и имеет производные до неко-
торого порядка на всей числовой оси t        , кроме отдель-
ных точек, в которых функция или ее производные имеют раз-

рывы первого рода,  причем на каждом отрезке конечной длины 

таких точек конечное число. 

2.                 
3.Функция     при       может расти не быстрее неко-

торой показательной функции. Это означается, что для каждой 

функции    можно указать постоянные М и   такие, что  

|    |                                                    

Ясно, что если (2.1) выполняется для некоторого   , то оно 
выполняется для любого       . Точная нижняя граница чисел 
 , для которых выполняется неравенство (2.1), назвается по-
рядком роста функции      при     . Иными словами, чис-
ло называется порядком роста функции      при      , если 
неравенство |    |      выполняется при всех      и не 

выполняется при     . Например, если функция        огра-

ничена на всей числовой оси, то ее порядок роста равен 0. Ну-

левой порядок роста имеют также и степеннее 

ции            , так как для любой степенной функции tn мож-
но указать число Mтакое, что t

n      при любом 

         
Таким образом, условие 3 означается, что функция      

имеет конечный порядок роста при      . Примером функ-
ции для которой не выполняется условие 3, служит функция 

   
.Простейшим примеров оригинала является так называемая 

единичная функция Хевисайда (рис. 2.1).      {
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Если для функции      выполнены условия 1 и 3 и не вы-

полняется условие 2, что для           выполнены все три 

условия, предъявляемые к оригиналам, так как  

          {
              
           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например, функция sint, cost,    ,t
n 
и другие не являются 

оригиналами, так как для них не выполнено условие      
 при t< 0. Поэтому в операционном исчислении рассматрива-

ются функции         ,         ,(t)        и другие ,которые 
являются оригиналами, при этом  множитель      

условились не 

писать, так что, например, функция           в операцион-

ном исчислении имеет   график вида (2.2). 

      Пусть функция       является оригиналом преобразования 

Лапласа или изображением функции      называется функция 

F(p) от комплексного переменного       ,определяемая по 
формуле  
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     ∫         

 

 

                                       

Если функция F(p) является преобразованием Лапласа 

функция      , то этот факт записывается в виде: 
                          [    ]  

Примеры:1.Пусть       ( то есть              

Тогда 

     ∫          
 

 
     |

 

 

 
 

 
            

 

  

 

Таким образом, 

  
 

 
                                                        

2.Пусть          , где а- постоянное комплексное или 

действительно число. Тогда 

     ∫            ∫            

 

 

 

 

 

  
 

   
        |

 

  

   
                 

     
 

   
                                                

Теорема. Если оригинал      имеет порядок роста   , то его 

изображение F(p) является аналитической функцией в по- 

луплоскости Rep=      причем            (рис. 2.3) 
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По определению 

     ∫            

 

 

 

Покажем, что интеграл стоящий в правой части этого равен-

ства, сходится для всех       , если       В самой деле, 
пусть         . По условию теоремы |    |      , для 

любого     , следовательно, 

|        |  |    |                 

Так как       , то интеграл ∫           
 

 
 сходится, следо-

вательно  интеграл ∫     
 

 
       сходится абсолютно.  

Так как   

∫                           

 

 

 

        |∫           

 

 

|  
 

      
             

Аналитичность функции F(p) в полуплоскости Rep=      

Примем без доказательства. 

 

2.2. Свойства преобразования Лапласа 

2.2.1. Линейность преобразования Лапласа 

 

Теорема 1. Если функция              оригиналы, то функ-
ция                    , где С1 и С2 постоянные числа, 

также является оригиналом, причем 

                                                      

В самом деле, пусть          порядок роста соответ-

ственно функций              . Тогда число                
очевидно, является порядком роста функции       
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Поэтому, если Rep> ,то 

     ∫ [               ] 
      

 

 

 

  ∫          ∫       
                       

Примеры. Найти изображения функций cosbt, sinbt,chbt,shbt. 

                         
          

 
  

      
          

  
       

          

 
       

          

 
  

 

Поэтому 

      
 

 
(

 

    
 

 

    
)  

 

     
  

      
 

  
(

 

    
 

 

    
)  

 

     
 

      
 

 
(

 

   
 

 

   
)  

 

     
  

      
 

 
(

 

   
 

 

   
)  

 

     
  

 

Таким образом, 
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2.2.2. Теорема подобия 

Теорема 2. Если          ,тодля любого      

      
 

 
 (

 

 
)                                               

                              ∫  

 

 

                   

Замену переменной                , то получим  

      ∫      

 

 

       ∫      

 

 

  
 

 
      

 

 
 

 

 
  

                           
 

    
         

      
 

 

 

 

(
 

 
)
 
  

 
 

      что совпадает с результатом   (2.6). 

 

2.2.3. Теорема о смещении изображения  

Теорема 3. Если            то для любого постоянного 
комплексного числа   

                                                         

В самом деле, 

        ∫               ∫                       

 

 

 

 

 

С помощью теоремы 3 из соотношений (2.6)-(2.9) получаем 
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2.2.4. Дифференцирование оригинала 

Теорема 4. Если функции         - оригиналы и если 

         , то  
                                                   

В частности, если       , то               
Доказательство. С помощью формулы интегрирования по 

частям находим, что 

      ∫      

 

 

               |

 

 

  ∫            

 

 

 

           
   

[             ]  

Пусть |    |        и пусть        . Тогда 

|        |              при      Поэтому 
   
   

[             ]                           

Следствие. 

Если функции                  ,…        – оригиналы, то  

 

                                                     

   где k=1,2,3,…,n. 

В частности, если 

 

                           
То                                                                

 

Так как       [     ]          [     ] , то в силу (2.16),         
имеем 

        [           ]         

                      
         [                    ]          

                             

                                     
 



 

 82 

Соотношения (2.17) – (2.18) играют большую роль в при-

менениях преобразования Лапласа, так как сложной операции 

дифференцирования оригинала соответствует более простая 

операция над изображением оригинала. 

 

2.2.5. Интегрирование оригинала 

Теорема 5. Если           , то интегрированию оригина-
ла в пределах от 0 доtсоответствует деление изображения на p. 

∫       
    

 

 

 

                                          

Интегрированию оригинала в пределах от 0 доt соответ-

ствует деление изображения на p. 

В самом деле, 

∫      

 

 

 ∫ [∫      

 

 

]        

 

 

 

Применим к интегралу в правой части этого соотноше-

ния формулу интегрирования по частям, полагая 

  ∫                              
 

 
     

 

 

 

В результате получим 

∫      

 

 

 ∫ [∫      

 

 

]        [ 
 

 
    ∫      

 

 

]

 

 

|

 

 

  

 
 

 
∫            

 

 
     

 

 

 

так как, если Rep>s0, где s0- порядок роста функции  

∫      

 

 

        ∫                  

 

 

 



 

 83 

2.2.6. Дифференцирование изображения 

Теорема 6. Если             

                                                      
                                                     

Дифференцированию изображению по переменной p соответ-

ствует умножение оригинала на (-t). 

Доказательство. Так как функция 

     ∫     
 

 
       ∫

 

  
           

 

 
 Поэтому 

       ∫                      

 

 

 

Применяя это правило n раз, получим 

                    

Пример. Положим в формуле (2.21)             

      
     

 
                 (

     

 
)

   

  

                      
 

    
 

  

    
                

   
  

    
                                                   

2.2.7. Интегрирование изображения  

Теорема 7. Если           и если несобственный  

ин      ∫                    ∫        
    

 
 

 

 

 

 
 

иными словами, интегрированию изображения в пределах от 

pдо  соответствует деление оригинала на t. 

Доказательство. Пусть несобственный интеграл 

∫        ∫ [∫           

 

 

]

 

 

 

 

                           

сходится и пусть интегрирование по переменной q, соединяю-

щей точки pи  , проводится по кривой, лежащей в полуплос-
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кости Rep>  , где    - порядок роста функции     . Тогда, ме-
няя в повторном интеграле(2.23) порядок интегрирования,  

получим 

∫       

 

 

 ∫ [∫       

 

 

]

 

 

        

∫ [ 
 

 
    |

 

 

]        ∫
 

 
           

 

 

 

 

 

        
    

 
 ∫        

 

 

 

Примеры. 

                                 
    

 
  

             
 

    
    

    

 
 ∫

  

    

 

 

  

       | 
  

 

 
                  

2.Найти изображение функции      ∫
    

 
   

 

 
 

Функция sit называется интегральным синусом. Пользуясь 

результатом предыдущего примера и теоремой об интегрирова-

нии оригинала, находим, что  

    
       

 
  

2.2.8. Теорема о запаздывании оригинала. 

Изображение периодических оригиналов 

Пусть      - оригинал и пусть a>0 . Тогда функция        

называется запоздавшим оригиналом. График функции  

       получается из графика функии       сдвигом вправо на 

величинуa  (рис. 2.4). 
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Теорема8. Если                                
                    гинала на величину     изображение 
умножается на      . 

                               ∫            

 

 

 

Тогда, так как                   

          ∫       

 

 

       ∫              

 

 

 

В последнем интеграле сделаем замену переменной t-a=t1. 

В результате получим 

∫       

 

 

       ∫       
                ∫       

        

 

 

 

 

 

то есть                  
 

Пример. Найти изображения функций, графики которых 

изображены на рис. 2.5, 2.6 и 2.7. Функции                можно 

задать в виде: 
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(  

     

      
)   

 
         

         
 

 

 
  (

  

 
)  

 

                       ∫      

 

 

          

      
     

 
 

 

  
  (

  

 
)  

Оригинал    называется периодическим оригиналом с пе-
риодомT, если равенство             выполняется для всех 

t>0. Функции                рассмотренные в предыдущем при-
мере, являются периодическими оригиналами с периодом T=2a. 

Изображение периодического оригинала можно найти следую-

щим образом. Пусть          , если   [   ]и         
если                  [   ]. Тогда 
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Пример. Найти изображение функции, график которой 

изображен на рис 2.8. Имеем       , если    [   ]           
если t не принадлежит[   ]. Поэтому  

     ∫         ( 
     

 
 

    

  
)

 

 

|

 

 

 
      

  
 

     

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                   
 

  
 

     

         
  

 

2.2.9. Гамма- функция Эйлера. 

Изображение степенных функций 

 

В общем курсе высшей математики рассматривается несоб-

ственный интеграл  ∫             
 

 
Этот интеграл сходится, если 

   , и определяет функцию     , называемую гамма-

функцией Эйлера       ∫               
 

 
 

Для функции Г(а) справедливо равенство:Г(    =       
которое позволяет свести вычисление функции Г(   при а>1 к 

вычислению Г(а) при       ] В частности 

               ⁄  √        √    ⁄  

Найти теперь изображение функции        , где     - 

любое действительное число . 
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                    ∫                              

 

 

 

Тельной переменной, сделаем в интеграле замену пере-

менной            ⁄         ⁄  В результате получим  
 

     
 

    
∫   

       
      

    
 

 

 

 

Таким образом, если     , то  

   
      

    
                                     

В частности, если    – целое положительно число, то  

  
  

    
                                               

Другим способом. 

При              ⁄⁄  

        
 

√ 
 √

 

 
              √   

√ 

  √ 
  

Эти результаты принято записывать в виде 

 
 

√  
 

 

√ 
                                              

 √
 

 
 

 

 √ 
                                              

 

Замечание. Функция            при t = 0 терпит разрыв 

второго рода. Однако для этих функций преобразование Лапла-

са существует. Поэтому функции    при           включают-

сяв множество оригиналов. 
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2.3. Обратное преобразование Лапласа 

В предыдущих пунктах решалась задача: дана функция 

    , принадлежащая множеству оригиналов, требуется найти 
преобразование Лапласа      этот функции. Рассмотри теперь 
обратную задачу. Дана функция      комплексного переменно-

го p. Требуется выяснить, при каких условиях 

ция      является преобразованием Лапласа для некоторой 
функции      и как найти оригинал      , изображением кото-

рой является данная функция        
Для решения этой  задачи сравним преобразование Лапласа 

с преобразованием Фурье. Как известно, если функция       

абсолютно интегрируем на всей числовой оси tи на каждом 

[-T,T]  конечной длины кусочно - непрерывна и кусочно - мо-

нотонна, то для нее существует преобразование Фурье 

     
 

√  
∫                                          

 

  

 

Функция     по функции      находится с помощью 

обратного преобразования Фурье 

     
 

√  
∫                                           

 

  

 

Пусть       оригинал,     – преобразование Лапласа 

функции     . Так как       при t<0 и        , то форму-

ла (2.2) для определения      можно записать в виде 

        ∫     

 

  

           
 

√  
∫[√          ]       

 

  

 

Отсюда следует, что при каждом постоянном      

ция          является преобразованием Фурье для функ-

ции.Поэтому, в силу (2.29), 

√           
 

√  
∫        
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отсюда находим, что 

     
 

  
∫        

 

  

                                       

Формула (2.30) справедлива во всех точках t, в которых функ-

ция      непрерывна, и всех     . Преобразуем интеграл в 

правой части (2.30) в интеграл по комплексному переменному 

       .                       
 

 
        

 

 
   

           если  переменная  меняется  пределах от            
то переменная p меняется по прямой                
             . Следовательно, 
 

    
 

   
∫           

    

      

                                          

 

Функция     , определяемая по формуле (2.31), называется 
обратным преобразованием Лапласа для функции F(p). 

Предыдущие рассуждения являются нестрогим доказатель-

ством следующей теоремы. 

Теорема. Если функция      комплексного переменного 
        аналитична в некоторой полуплоскости Re       

                                  то 

ция       яляется преобразованием Лапласа для функции      , 

причем  

    
 

   
∫                                    

    

      

 

Непосредственное вычисление интеграла, стоящего  правой ча-

сти формулы (2.31) очень часто сопряжено с большими трудно-

стями. Рассмотрим случаи, когда обратное преобразование 

Лапласа можно найти более простыми способами. 



 

 91 

2.3.1. Применение вычетов для отыскания 

обратного преобразования Лапласа 

На практике очень часто изображение Лапласа аналитично 

не только в полуплоскости Re      , но и во всей плоско-

сти комплексного переменного p, кроме конечного числа осо-

бых точек. В этом случае справедлива следующая теорема: 

Теорема. Если функция      аналитична в плоскости ком-

плексного переменного p, кроме конечного числа особых 

                            
   

                        

является преобразованием Лапласа для  функции    , причем  

     ∑    [           ]                          

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для доказательства теоремы построим на плоскости ком-

плексного переменного pзамкнутый контур С , состоящий из 

отрезка AB прямой Re       идуги CR  радиуса R с цен-

тром в начале координат (рис. 2.9). Отрезок AB и радиус Rдуги 

CR выберем так, чтобы все особые точки             

ции       лежали внутри области, ограниченной контуром С. 

Тогда,  силу основной теоремы  о вычетах  
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∮     

 

         ∑    [          ]     

 

   

 

∮           ∫              ∑    [          ] 

 

       

 

 

 

В силу леммы Жордана (см. 1.18.3) при t> 0  

   
  ∞

∫     

  

        

Так как 

   
  ∞

∫     

  

      ∫          

    

    

 

,то 

     
 

   
∫          

    

    

 
 

   
   
  ∞

 ∫     

  

       

 ∫         

 

  

  ∑     [          ]

 

   

  

Так же можно доказать, что при t < 0,f(t) = 0. 

 

2.3.2. Оригиналы рациональных изображений 

Рассмотрим случай, когда изображение F(p) является правиль-

ной дробно-рациональной функцией переменногоp: 

     
    

    
                                                   (2.32) 

где А(р) и В(p) многочлены, причем степень числителя меньше 

степени знаменателя.Как известно из анализа, функцию (2.32) 



 

 93 

можно представить в виде суммы простейших дробно-

рациональных функций, то есть в виде суммы дробей вида 
 

   
     

 

      
     

    

       
     

    

          
   

где 4b-a2>0. Оригиналы функций (2.33) находятся с помощью 

формул (2.3), (2.4), (2.6) - (2.9), (2.12) - (2.15), (2,22). 

 

   
      

 

      
 

        

      
   

    

       
 

 (  
 

 
)

(  
 

 
)
 

 
     

 

  

     

√     

√     

 

(  
 

 
)
 
 

     

 

  
  

 (       
     

√     
     )  

 

где   
√     

 
 .Оригинал дроби вида  

    

(       )
   проще все-

го находится с помощью вычетов. Оригиналы рациональных 

изображений находятся как суммы оригиналов простейших 

дробно-рациональных функций. 

 

2.4 Теорема об умножении изображений. 

Интеграл Дюамеля 

   Пусть функции  f(t) и g(t) являются оригиналами. Функция 

     ∫            

 

 

 

называется сверткой оригиналов и обозначается 

               
операция свертывания оригиналов обладает свойствами ком-

мутативности и ассоциативности: 
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           [         ]  [         ]        
Проверим, например, свойство коммутативности. Имеем 

          ∫             

 

 

 

Сделаем в этом интеграле замену переменной          
         

Получим 

          ∫             

 

 

 ∫                

 

 

 

 ∫                

 

 

           

Свойства коммутативности и ассоциативности позволяют нахо-

дить свертку трех и более оригиналов, причем порядок сверты-

ваемых функций не играет роли. Легко проверяется, что свертка 

оригиналов также является оригиналом.  

Теорема 1.Если                    то 

                    
При свертывании оригиналов их изображения перемножаются. 

Доказательство. Пусть 

               ∫             

 

 

 

Тогда 

     ∫       ∫             

 

 

 

 

 



 

 95 

Интеграл в правой части этого равенства является повторным 

интегралом по неограниченной области D в плоскости 

     определяемой неравенствами                     

(рис. 2.10). 

Если в повторном интеграле изменить порядок интегрирования, 

то получим 

     ∫       ∫             ∫       ∫              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Во внутреннем интеграле правой части сделаем замену пере-

менной                        В результате получим 

     ∫       ∫       
            ∫           

 

 

 

 

 

 

 

∫       
        

 

 

           

что и требовалось доказать. 

Теорема 1 называется теоремой об умножении изображений. 

Аналогично доказывается теорема об умножении оригиналов. 

Теорема 2. Еслиf(t) иg(t)- оригиналы, порядок роста которых 

соответственно равен        , и если 
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∫                                 

    

    

  

Интеграл  

∫             

    

    

 

называется сверткой изображений. 

Таким образом, умножению изображений соответствует свер-

тывание оригиналов, умножению оригиналов соответствует 

свертывание изображений и деление результата на    .  
Пользуясь теоремой 1, найдем оригинал для изображений 

да             где                    . 

Для этого заметим, что 

            [           ]               
или 

           [           ]               
Отсюда следует, что 

                                
или 

                                
то есть 

           ∫                                  

 

 

 

или 

           ∫                                  

 

 

 

Если воспользоваться коммутативностью свертки, то соотно-

шения (2.34) и (2.35) принимают вид 

           ∫                                             
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           ∫                                    

 

 

 

Интеграл в правых частях соотношений (2.34)-(2.37) называется 

интегралом Дюамеля. В частности, если  f (0) = 0,то 

                      ∫              

 

 

 

а если  g(0) = 0, то 

                   ∫              

 

 

 

2.5. Теоремы о разложении 

 

Для отыскания прямого и обратного преобразования Лапласа 

очень часто используются следующие две теоремы, которые 

приводятся здесь без доказательства. 

Теорема 1. Если функция  F (p ) аналитична в области 

|p|>R, удовлетворяет условию 

   
   

     

и разлагается вряд Лорана 

     ∑
  
  

 

   

  

то функция F (p )является изображением для функции 

     ∑
   

   

      

 

   

  

Теорема 2. Если функция  f( t ), рассматриваемая как функция 

комплексного переменного t, аналитична на всей комплексной 

плоскости, имеет конечный порядок роста при       и разла-
гается в степенной ряд 
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     ∑   

 

   

    

то изображение F (p )функции  f(t) разлагается в ряд вида 

     ∑
    

    

 

   

   

Примеры. 

1. Показать, что функция       
 

√    
  является изображением 

функции Бесселя  

      ∑
        

        

 

   

   

Для решения этой задачи разложим функцию   
 

 √    
 

ряд Лорана по степеням 
   

 
. Имеем 

 

 

√    
 

 

 
(  

 

  
)
   ⁄

  

 

 

 
(  ∑

    ⁄      ⁄            ⁄  

  

 

   

 

   

)  

 

Так как               
     

    
  то 

 

√    
 ∑

          

             
 ∑

        

        
 

 

   

 

   

       

2. Разложить в степенной ряд функцию 

             
      

 
       

По теореме о смещении изображения находим, что 
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[

   

        
 

   

        
]  

  

    
   

 

Разложим функцию 
  

     
в степенной ряд по степеням

 

 
в 

Области| p  | >2. Получим 

     
  

    
 

 

 

 

  
 

  

 ∑
       

     

 

   

   

Следовательно, 

             ∑
          

     

 

   

   

 

2.6. Применения преобразования Лапласа 

 

2.6.1. Решение задачи Коши для линейных дифференциаль-

ных уравнений и систем с постоянными коэффициентами. 

Применение интеграла Дюамеля 

 

        Пусть требуется найти частное решение дифференциаль-

ного уравнения 

   
       

             
                       

удовлетворяющее начальным условиям 

          
                                         

Будем предполагать, что решение x(t) и его производные x'(t), 

x''(t), ... ,x
(n-1)

(t), а также функция  f(t) являются оригиналами. 

Тогда, применяя преобразование Лапласа к левой и правой ча-

стям уравнения (2.38), получим 

   [                           ]   

   [ 
                            ]     

             
или 

                                                 ) 
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где         
     

         -  характеристический мно-

гочленуравнения (2.38), В(р)  - многочлен, степень которого не 

превышает п-1, зависящий от начальных словий x0 ,x1 , . . . ,xn -1 .  

Из уравнения (2.40) находим, что 

     
         

    
   

Отсюда с помощью обратного преобразования Лапласа нахо-

дится искомое решение  x(t).  

Пример. Найти решение задачи Коши 

                ,х(0) = х0, х'(0) = х1. 

Применяя преобразование Лапласа, получим 

                     
  

     
   

Отсюда следует, что 

     
  

        
 

      

     
   

С помощью таблицы изображений и их оригиналов находим, 

что 

     
 

   
                        

  

 
        

При произвольныхx0 ,  x1слагаемое  ̅            
  

 
      

является общим решением однородного уравнения 

х"+ах  = 0, а слагаемое        
 

   
               является 

частным решением неоднородного уравнения 

                   
Если начальные условия  (2.39) нулевые, то в некоторых случа-

ях решение уравнения  (2.38)  легче находить с помощью инте-

грала Дюамеля. 

Пусть требуется найти решение уравнения  (2.38) 

   
       

             
            

удовлетворяющее начальным условиям 
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Для этого найдем решение вспомогательного уравнения 

    
   

     
     

                            

удовлетворяющее нулевым начальным условиям (2.41). 

Применяя преобразование Лапласа к уравнениям (2.38) и (2.42), 

получим 

                        
 

 
   

Разделим полученное первое уравнение на второе. Получим 
    

     
      ,следовательно,                .  

Отсюда с помощью интеграла Дюамеля находим, что  

       
                 

      
Тоесть 

     ∫  
             ∫      

 
                   

 

 

 

 

 

Применение интеграла Дюамеля оправдано в тех случаях, когда 

решается задача (2.38)-(2.41) для различных функций  f(t)или 

тогда, когда трудно найти  F(p).  

Пример. Найти решение задачи Коши 

          
                 

Для вспомогательной задачи 

                 
       

 находим, что 

       
     

 

 
         

 

       
   

 то есть 

      
 

       
    

     
 

    
  

следовательно,   
           

Отсюда в силу (2.43) следует, что 
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     ∫    

 

 

           

Аналогично применяется преобразование Лапласа к решению 

систем линейных дифференциальных уравнений с постоянными 

коэффициентами. Например, пусть требуется найти решение 

задачи Коши для системы 

{

                             

                           

                          

 

 

Применяя преобразование Лапласа к каждому уравнению си-

стемы, получим 

 

{

                          

                        

                       

 

Или 

 

{

                       

                      

                       

  

 

Решая полученную систему алгебраических уравнений, нахо-

дим, что 

     
  

            
             

 

            
   

Отсюда с помощью обратного преобразования Лапласа 

находим, 

     
          √ 

 
            

         √ 

 
 



 

 103 

Преобразование Лапласа применяется также и для решения не-

которых типов линейных дифференциальных уравнений е пе-

ременными коэффициентами. 

 

2.6.2. Решение интегральных уравнений 

Уравнения вида 

     ∫            

 

 

                              

и 

          ∫            

 

 

                

называются уравнениями Вольтерра соответственно первого и 

второго рода. Здесь f ( t ) ,        - заданные функции, x ( t ) - не-

известная функция. Функция       называется ядром инте-
грального оператора. 

Рассмотрим случаи, когда функция              зависит 
только от разности   ,  то есть рассмотрим уравнения Воль-

терра вида 

     ∫                                      

 

 

 

и 

          ∫                            

 

 

 

причем будем предполагать, что функцииf(t)иk(t)являются ори-

гиналами. Применим преобразование Лапласа к правой и левой 

частям уравнений (2.46) и (2.47), при этом воспользуемся тео-

ремой об умножении изображений. В результате 

чим               для уравнения (2.46) и 
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 для уравнения (2.47). Отсюда следует, что 

     
    

    
            

    

      
    

Неизвестная функция x( t )находится с помощью обратного 

преобразования Лапласа. 

Пример. Найти решение интегрального уравнения 

          ∫            

 

 

 

Это уравнение Вольтерра второго рода. Так как 

∫            

 

 

         

то переходя к изображениям,получим 

     
 

    
 

    

  
   

Отсюда находим, что 

     
  

            
 

 

 
(

 

    
 

 

    
)   

 

Следовательно,     
 

 
           . 

 

2.7. Прииложение теории функций комплексного перемен-

ного и операционного исчисления  технических задачах 

2.7.1. Решение задач электротехники 

 

          Применению преобразования Лапласа к решению задач 

электротехники посвящена большая специальная литература.                         

          Здесь мы рассмотрим лишь простейшие примеры. 

           Рассмотрим колебательный контур, в котором последова-

тельновключены сопротивление R. индуктивность L и 

емкость С  (рис. 2.11). Уравнение, описывающее состояние ко-

лебательного контура, имеет вид 
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∫                       

 

 

                     

Применяя преобразование Лапласа к уравнению (2.48) и пред-

полагая, что i(0) = 0, получим 

 

           
    

  
       

Отсюда находим, что   

     
    

     
 

  

 
    

    
                       

где           
 

  
  называется операторным сопротивле-

нием цепи. Формула (2.49) является операторной формой зако-

наОма. Из формулы (2.49) с помощью обратного преобразова-

ния Лапласа можно найти силу тока 

     
 

   
∫

    

    
                                          

    

    

 

Например, пусть v(t)=E- в цепь включается постоянное напря-

жение. Тогда 

     
 

 
       

 

       
 

 

 
 

 

 

   
 

 
  

 

  

   

Возможны следующие случаи: 
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1) если   
 

  
 

  

                
 

 √ 
  

  

      √      

2) если                    
 

 
   

  

   

   

3) если                     
 

 √  
   

  

      √      

        В первом случае в цепи наблюдаются затухающие гар-

монические колебания, во втором и третьем случае - неперио-

дический затухающий процесс. Пусть в контур включено по-

стоянное единичное напряжение             . Тогда 

       
 

 
         

 

     
   

Если теперь в контур включить произвольное напряжение  v(t), 

то  

     
    

    
  

    

      
         

Следовательно,                    
Отсюда с помощью интеграла Дюамеля находим, что 

                 ∫        

 

 

                                

или 

                 ∫    

 

 

                        

Формулы (2.51)  и  (2.52) показывают, что, не зная параметры 

контура, а зная лишь реакцию контура на единичное напряже-

ние, можно рассчитать реакцию контура на любое напряжение 

v(t).  Мы рассмотрели случай, когда  i(0) = 0, v(0) = 0. Рассмот-

рим теперь случай, когда в начальный момент времени t =0  в 

контуре есть ток i 0  и на обкладках конденсатора есть началь-

ный заряд q 0 .Тогда состояние контура описывается диффе-

ренциальным уравнением 
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∫     

  

 
                          

 

 

 

которое после применения преобразования Лапласа принимает 

вид 

                 
    

  
 

 

  
       

Отсюда следует, что 

     
    

    
 

    
  

  

    
                

 

  
   

Таким образом, к току, определяемому изображением 

 

       
    

    
, добавляется ток, изображение которого 

етвид       
    

  
  

    
 . Этот ток называется током короткого за-

мыкания. Он получается, если положить v(t)= 0, то есть нако-

ротко замкнуть контур. 

Рассмотрим теперь не один контур, а сложную электрическую 

цепь. Расчет электрических постоянного тока проводится на ос-

нове законов Кирхгофа: 

   1.Алгебраическая сумма всех токов, притекающих к данной 

точке цепи, равна нулю. 

   2.Для каждого замкнутого контура алгебраическая сумма па-

дений напряжения на отдельных ветвях цепи равна нулю. 

     В курсах электротехники доказывается, что если ток ме-

няется во времени, то оба закона Кирхгофа остаются справед-

ливыми также для операторных токов и операторных сопртив-

лений. Всякую электрическую цепь можно разбить на участки, 

содержащие один из трех возможных типов сопротивлений: ак-

тивное сопротивление  R, сопротивление индукцииLи сопро-

тивление емкости  С. Зависимость напряжения от тока на от-

дельных участках цепи имеет вид 
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∫      

 

 

 

Применяя преобразование Лапласа к этим равенствам, получим 

зависимость операторных напряжений от операторных токов. 

                                                  
    

  
     

Эти соотношения объединяет операторная форма закона Ома 

                
где Z ( p ) - операторное сопротивление цепи, зависящее от опе-

раторных сопротивлений 

                               
 

  
    

Рассмотрим возможные типы соединений отдельных сопротив-

лений в электрическую цепь. Сопротивления Z 1 и Z2соединены 

последовательно (рис. 2.12).  

 

В этом случае 

 

                                     
 

                  [             ]                
 

Следовательно,                    - при последовательном 

соединении операторные сопротивления складываются. 

2) сопротивления Z1 и  Z2соединены параллельно  (рис. 2.13). 
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 В этом случае 

                   
    

      
 

    

      
  

      [
 

      
 

 

      
]  

    

    
   

Отсюда следует, что 

 

    
 

 

      
 

 

      
       

            

             
   

Полученные соотношения для операторных сопротивлений и 

закон Ома в операторной форме позволяют составить опера-

торное уравнение для любой электрической цепи. 

    Пример. Найти ток в контуре, изображенном на рис. 2.14, ес-

ли i(0)= 0 и при  t = 0 в цепь включается постоянное напряжение 

Е .Для параллельного участка цепи 
 

      
    

 

 
         

 

     
   

Для всей цепи 
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По закону Ома 

     
    

    
             

 

 
   

Следовательно, 

 

     
        

             
   

   Отсюда с помощью обратного преобразования Лапласа нахо-

дится ток i(t). 

 

2.7.2. Решение некоторых задач математической физики. 

         Ограничимся случаем, когда искомая функция и зависит 

от двух независимых переменных  х и  t .Переменную  х будем 

рассматривать как пространственную координату, переменную 

t— как время. 

Рассмотрим, например, уравнение теплопроводности 

  

  
   

   

   
                                                     

(а
2
 — постоянная). 

      Разберем первую краевую задачу для уравнения (2.54): 

найти решение  и (х, t) дифференциального уравнения (2.54)  

для              ,удовлетворяющее начальному условию 

                                                                   

и краевым условиям 

                                             

Предположим, что         
        

              рассматриваемые 

как функции  t, являются оригиналами. Обозначим через  

       ∫                                                     

 

 

 

- изображение функции       .Тогда 
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 ∫

  

  
       

  

  
 

   

   
 

   

   
              

 

 

 

По правилу дифференцирования оригиналов получаем с учетом 

начального условия  (2.55): 
  

  
                                                                      

Предположим, что        и         являются оригиналами и 

                                                           
Тогда граничные условия (2.56) дают 

 |               |                                       

Таким образом, операторный метод приводит решение задачи 

(2.54), (2.55), (2.56) к решению обыкновенного дифференци-

ального уравнения 

  
   

   
                                              

при граничных условиях (2.61), где F(х, р) =f(х, t).Решая задачу 

(2.62), (2.61) и обращая полученное решение, найдем функцию 

u(x,t),являющуюся решением задачи (2.54), (2.55), (2.56).  

Аналогично решаются и другие краевые задачи для уравнения 

теплопроводности, а также краевые задачи для уравнения коле-

баний струны
   

         

                 

телеграфного уравнения  

   

   
   

   

   
      

  

  
                  

и некоторых других уравнений более общего вида. 

     Задача. Концы струны  х=0 и  х=l  закреплены жестко. 

Начальное отклонение задано равенством 

           
  

 
         

Начальные скорости равны нулю. Найти отклонения  u(x,t )при 

I>0. 

    Решение. Дифференциальное уравнение 
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Начальные условия 

           
  

 
  
       

  
                             

краевые условия 

                                                              

Переходя к изображениям, будем иметь 

   

   
 

  

  
   

  

  
   

  

 
                                  

 

 |     |                                                  
Решая уравнение (2.68), получим 

          
   ⁄     

    ⁄  
  

   
    

  

   
  

 
   

Учитывая краевые условия (2.69), найдем 

       
  

   
    

  

   
  

 
   

Оригиналом для U(x, р) является функция 

           
   

 
   

  

 
                                      (2.70) 

которая будет решением поставленной задачи. 
 

Таблица оригиналов и изображений 

Номер формулы Оригиналf(t) ИзображениеF(p) 

1 1  

 
 

2      

   
 

3      
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4                  

    
 

5  

√  
 

 

√ 
 

6 

 √
 

 
 

 

 √ 
 

7 cosbt  

     
 

8 sinbt  

     
 

9 chbt  

     
 

10 shbt  

     
 

11         

        
 

12             

        
 

13             

         
 

14           

         
 

15            

         
 

16          

         
 

17        

√    
 

18         

√     
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19        √        

√    
 

20         √         

  √     
 

21 sit       

 
 

22 tcosbt      

        
 

23 tsinbt    

        
 

24 tchbt      

        
 

25 tshbt    

        
 

 

2.7.3  Расчет электростатического поля 

двухпроводной линии 
Современная индустрия выдвигает широкий круг инже-

нерных задач электротехники, связанных с исследованием дву-

мерных электростатических полей. Это расчет напряженности и 

емкости проводов линий передач, коаксиальных кабелей, кон-

денсаторов различной формы, электрофильтров и т.д. Их урав-

нения записанные в принятых обозначениях электростатики, 

имеют вид D=εE=-ε gradu*= -ε u*, divD = divεE = 0, где D – 

вектор электростатической индукции; E – напряженность элек-

тростатического поля; ε – диэлектрическая проницаемость; u* - 

потенциал или потенциальная функция. 

При переходе к безразмерным величинам выбирают ха-

рактерные длину L; потенциальную функцию u0
*
 и диэлектри-

ческую проницаемость среды ε0. 
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Тогда характерным значением модуля вектора D являет-

ся | D | = D0= ε0u0
*
/L. Очевидно, что при ε = const, учитывая, 

чтоЕ = u0
*
/L, уравнения в в безразмерных величинах можно за-

писать в виде D = E = - gradu*, divD=divE=0. 

В двумерных задачах, вводя функцию потока электро-

статического поля  v, запишем основные равенства рассматри-

ваемого процесса в виде  

Dx=
  

  
 

  

  
    Dy=

  

  
  

  

  
  u = - u*;  

W = u + iv, D=
  

  
, где W – комплексный потенциал 

В задачах, рассматриваемых в данной главе, вычислется 

емкость С между двумя проводящими поверхностями, которая 

определяется как отношение результатирующего потока элек-

трического поля, общего для обеих поверхностей, к разности 

потенциалов между ними т.е. С=(v1-v2)/(u1-u2) 

Это соотношение справедливо и в том случае, когда чис-

ло проводящих поверхностей более двух. Если имеются только 

два проводника (один из них может находится в бесконечности) 

то поток между ними равен заряду q на каждом из них и ем-

кость С=q/(u1-u2) 

Двухпроводные линии передач 

Рассмотрим электростатическое поле двухпроводной 

линии из тонких проводов, расположенных друг от друга на 

расстоянии 2а. Пусть один из проводов имеет линейную плот-

ность заряда  +q  другой  –q.  Пусть далее  z1=−a  и  z2=a – ком-

плексные координаты точек пересечения осей проводов плос-

костью  (z)  см.рис.2.15. 

Комплексный потенциал электростатического поля, со-

здаваемого каждым проводом в отдельности, в безразмерных 

величинах имеет вид 

    
 

  
             

 

  
        

Тогда комплексный потенциал результирующего поля  

           
 

  
  (

   

   
) (2.71)  
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Рис.2.15 

 Обозначим z+a=r1exp(iϕ1), z-a=r2exp(iϕ2), где r1 и r2 – расстоя-

ния от точки z=x+iy до осей проводов; ϕ1 и  ϕ2 – углы между 

радиус-векторами r1 и r2 и положительным направлением оси 

Ox. Подставив выражение для комплексного потенциала поля 

вместоz+a= r1exp(iϕ1), z-a=r2exp(iϕ2), получим: 

   
 

  
  

  

  
      ϕ  ϕ    

 

  
[  

  

  
 

   ϕ  ϕ  ]  
  

  
 ϕ  ϕ   

 

  
  

  

  
. 

Выделяя в полученном выражении действительную и 

мнимые части, имеем: 

  
 

  
 ϕ  ϕ  ,      

 

  
  

  

  
. 

Полагая в выражении r1=r2, получаем    , то есть ли-
нией нулевого потенциала является ось Oy. Уравнение эквипо-

тенциалей получим, положив в соотношении          : 
 

  
  

  

  
 c. 

Запишем данное выражение, обозначив     ( 
 

  
)  √ , 

в виде r2/r1=√   или  r2
2
/r1

2
=k. 

Таким образом, в декартовых прямоугольных координа-

тах уравнения эквипотенциалей имеют вид 

 

или(1-k)x
2
-2(1+k)ax+(1-k)y

2
=-a

2
(1-k). 

 

Так как 1-k≠0, то разделим обе части этого равенства на 

1-k и прибавим к обеим частям выражение  
   

   

 
   . 

Получаем 

 
x a( )

2
y

2


x a( )
2

y
2



k
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   (

   

   
)
 

      (
   

   
)
 

       или 

(  
   

   
 )

 

    (
 √ 

   
)
 

                   (2.72) 

Последнее уравнение определяет семейство окружно-

стей с центрами (
   

   
   ) и радиусами    

 √ 

   
   При k>1 

окружности расположены слева от точки z=0, при к<1-справа от 

нее. Определяя радиус из соотношения r  
 √ 

   
  , при k>1 сле-

дует брать соответствующий физическому смыслу отрицатель-

ный знак. Таким образом переходим к выводу, что семейство  

окружностей  с центрами на оси абсцисс.Полагая в функции по-

тока ϕ1=ϕ2, получает U=0.Т.е ось 0x является линией потока. 

Для того чтобы получить уравнение силовых линий поля,нужно 

положить в выражение  U=c=const; тогда            

tg (ϕ2-ϕ1 )=1/k                                                (2.73) 

где k=1/tg(2  c/q). В принятой системе координат tgϕ1=y/(x+a), 

tgϕ2=y/(x-a), поэтому преобразуя равенство  (2.73), находим что 

линиями потока поля является окружности с центрами , распо-

ложенными на оси 0y: 

              ( √    )
 
                     (2.74) 

 

 
Рис 2.16 

Картина эквипотенциалей  и линии потока поля изображена на 

рис 2.16 

      Рассмотрим семейство u=const и обозначим r радиус какой-

либо эквипотенциали, лежащей справа от  начала координат , а 
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l-расстояние от центра до этой точки . Тогда на основанни фор-

мулы (2.72) имеем 

   
  √ 

   
l=a(1+k)/(1-k)                             (2.75) 

Откуда    
 (  √ )

 

   
            

    √  
 

   
следовательно 

                                                      (2.76) 

Эта формула позволяет геометрически определить по-

ложение на оси Ox центра эквипотенциали заданного радиуса r. 

Аналогично, обозначая r1 радиус какой-либо лини потока 

и  l2-расстояние от центра до начала координат, на основаннии 

(2.74) имеемr1= √              
Отсюда   

    
       

    
     . Таким образом гео-

метрически просто определить положение центра линии потока 

радиуса  r1 на оси 0y. 

Из изложенного следует что эквипотенциали и линии 

потока электростатического полня двухпроводной линии тон-

ких проводов, представляют собой неконцентрические окруж-

ности. Безразмерный вектор электростатической индукции D и 

безразмерный вектор напряжения электростатического поля E 

(в безразмерный величинах E=D) на основании комплексного 

потенциала задачи имеет вид 

    (
  

  
)  

  

 

 

                                (2.77) 

         Расчет электростатического поля двухпроводной линии на 

цилиндрических проводах одинакового радиуса r при расстоя-

нии 2l между их центрами, начнем с определения положения 

электрических осей этих проводов. Под электрической осью 

принимают такую ось , при перенесении на которую зарядов с 

поверхности провода электростатическое поле не меняется. 

Положение электрических осей определяется расстояни-

ем a, которое находится из соотношения   √     . Для 

определения потенциалов проводов нужно решить относитель-

но k уравнение       √       . В результате имеем  
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                                                            (2.78) 

Для точек, расположенных в полуплоскости Rez<0 чис-

литель в формуле (2.78) следует брать в виде l+a; для точек, 

расположенный в полуплоскости Rez>0, в виде l-a. Чтобы вы-

числить емкость двухпроводной линии, составленной из цилин-

дрических проводов одинакового радиуса r, найдем разность 

потенциалов между проводами.имеем 

      
 

  
  

   

 
 

 

  
  

   

 
 

 

  
  

   

   
 

 

  
  

      

      
 

  
  

   

 

 

Тогда емкость на единицу длины линии без учета влия-

ния земли согласно  равна. 

  
 

     
 

 

    
  

 
 
 

Для вычисления напряжённости электростатического 

поля двухпроводной линии составленной из цилиндрических 

проводов одинакового радиуса r. воспользуемся формулой 

(2.77). Подставляя в эту формулу вместо  q  его выражение , 

найденное из соотношения (2.78) имеем 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

         Настоящее пособие написано авторами на основе много-

летнего опыта преподавания  курса высшей математики в тех-

ническом университете и рассчитано на студентов тех специ-

альностей, в программу которых входят разделы теории функ-

ций комплексного переменного и операционное исчисление.  

       Материал пособия авторы постарались изложить так,  

чтобы максимально помочь студентам овладеть основами  

ТФКП и операционного исчисления. С этой целью в пособии  

разобрано большое количество примеров, которые помогут  

студентам глубже усвоить теоретический материал курса 

и приобрести навыки решения задач.  

       Этот раздел служит  теоретической базой в решении многих приклад-

ных вопросов дисциплин «Теоретические основы электротехники»,  

«Теория автоматического управления», «Проектирование 

электротехнических устройств (электрических  машин)»,  

«Математическое моделирование электрических машин» 

 и других общетехнических дисциплин. 
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