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ВВЕДЕНИЕ 
Система университетского образования предполагает 

рациональное сочетание таких видов учебной деятельности, 
как лекции, практические занятия, самостоятельная работа 
студентов, а также контроль полученных знаний. 

Лекции представляют собой систематическое, последо-
вательное изложение учебного материала.  

Практические занятия позволяют научиться применять 
теоретические знания, полученные на лекциях при решении 
конкретных задач.  

Самостоятельная работа студентов способствует глу-
бокому усвоению учебного материала и развитию навыков 
самообразования. Самостоятельная работа предполагает 
следующие составляющие:  

- работа с текстами: учебниками, справочниками, до-
полнительной методической литературой, а также проработ-
ка конспектов лекций; 

- выполнение домашних заданий и типовых расчетов; 
- работа над темами для самостоятельного изучения; 
- подготовка к зачетам и экзаменам. 

Данные методические указания содержат материал по 
разделу «Кольцо многочленов» и направлены на системати-
зацию и закрепление лекционного материала, а так же на по-
лучение практических умений и навыков студентов по этому 
разделу. Кроме того, в методических указаниях рассмотрены 
темы, выносимые на самостоятельное изучение: «Интерпо-
ляционный многочлен Лагранжа», «Критерий Батлера не-
приводимости многочлена над конечным полем», что помо-
жет студентам в усвоении соответствующего материала. 

Для эффективной подготовки к текущему контролю 
по данному разделу дисциплины в настоящих методических 
указаниях приведены вопросы для самоконтроля, тестовые 
задания, образец контрольной работы. 
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1.  ПОСТРОЕНИЕ КОЛЬЦА МНОГОЧЛЕНОВ. 
ДЕЛЕНИЕ С ОСТАТКОМ. СХЕМА ГОРНЕРА 

Основные теоретические сведения 
Пусть K  - коммутативное кольцо с единицей, не со-

держащее делителей нуля (т.е. K  - область целостности).  
Определение. Многочленом от одного переменного x  

над кольцом K  называется формальное выражение вида 
2

0 1 2 ... n
na a x a x a x+ + + + , где n  - целое неотрицательное 

число, и элементы 0 1 2, , ,..., na a a a K∈ . 
Обозначать многочлены будем ( )a x , ( )b x , ( )f x  и т.п. 
Элементы 0 1 2, , ,..., na a a a  называют коэффициентами 

многочлена, 0a  - свободным членом. Если 0na ≠ , то число 
n  называется степенью многочлена, а элемент na  - старшим 
коэффициентом. Степень многочлена ( )a x  обозначается 
символом deg ( )a x . Многочлен со старшим коэффициентом, 
равным единице, называется унитарным. 

Если все коэффициенты многочлена ( )a x  равны нулю, 
то ( )a x  называют нулевым многочленом и обозначают 

( ) 0a x = . Степень нулевого многочлена считают равной −∞ . 
В качестве K  обычно рассматриваются следующие ал-

гебраические структуры:    - поле действительных чисел, 
  - поле комплексных чисел,   - поле рациональных чисел, 
  - кольцо целых чисел, p  - поле вычетов по простому 
модулю p . 

Множество всех многочленов над кольцом K  обозна-
чим [ ]K x . Зададим на множестве [ ]K x  две операции - сло-
жение и умножение. Пусть 

0 1( ) ... n
na x a a x a x= + + + ,  0 1( ) ... m

mb x b b x b x= + + +   ( n m≥ ). 

Определение. Суммой многочленов ( )a x  и ( )b x  назо-
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вем многочлен вида 
0

( ) ( )
n

i
i

i
a x b x c x

=
+ =∑ , где i i ic a b= + , 

0,i m= ,   и  i ic a= , 1,i m n= + . 
Определение. Произведением многочленов ( )a x  и ( )b x  

назовем многочлен вида  0 1( ) ( ) ... n m
n ma x b x d d x d x +
+⋅ = + + + , 

где  0 1 1 0...k i j k k k
i j k

d a b a b a b a b−
+ =

= = + + +∑ ,  0,k n m= + . 

Здесь свободный член 0 0 0d a b=  и старший коэффици-
ент n m n md a b+ = . 

Из введенных определений суммы и произведения 
многочленов вытекает: 

1) ( )deg ( ) ( ) max{deg ( ),deg ( )}a x b x a x b x+ ≤ ; 
2) deg( ( ) ( )) deg ( ) deg ( )a x b x a x b x⋅ = + . 

Ометим, что свойство 2 верно в силу того, что в кольце K  
нет делителей нуля.  

Теорема. Множество [ ]K x  с введенными операциями 
сложения и умножения является коммутативным кольцом с 
единицей. 

Зафиксируем произвольное поле P , и рассмотрим 
кольцо многочленов над полем P . 

Определение. Пусть ( ), ( ) [ ]a x b x P x∈ . Говорят, что 
( )a x  делится с остатком на ( )b x , если существуют много-

члены ( ),  ( ) [ ]q x r x P x∈  такие, что выполняются условия: 
1) ( ) ( ) ( ) ( )a x b x q x r x= + ,       2) deg ( ) deg ( )r x b x< . 

При этом ( )q x  называют неполным частным, а ( )r x  остат-
ком от деления ( )a x  на ( )b x . 

Теорема (о делении с остатком). Если ( ), ( ) [ ]a x b x P x∈  
и ( ) 0b x ≠ , то ( )a x  можно разделить с остатком на ( )b x , 
причем неполное частное и остаток находятся однозначно. 
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Заключение теоремы становится неверным, если P  - 
кольцо, а не поле. Например, в кольце многочленов [ ]x  
с целыми коэффициентами многочлен 2( ) 1a x x= +  нельзя 
разделить с остатком на ( ) 3b x x= , так как коэффициенты 
частного и остатка не являются целыми числами. 

При доказательстве этой теоремы предлагается практи-
ческий способ нахождения неполного частного и остатка. 
Этот способ совпадает с известным из средней школы деле-
нием многочлена на многочлен "уголком". 

Особо выделяется случай деления многочлена ( )f x  на 
двучлен вида ( x c− ). В этом случае можно использовать 
схему Горнера, которая позволяет найти неполное частное и 
остаток, не производя деление многочленов "уголком". 
Пусть требуется разделить с остатком многочлен 

1
1 1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a x a−
−= + + + +  

на двучлен ( )x c− . Тогда в силу теоремы о делении с остат-
ком получим ( ) ( ) ( )f x x c q x r= − + , где 

1 2
1 2 1 0( ) ...n n

n nq x b x b x b x b− −
− −= + + + +  - частное и r  - остаток 

от деления. Коэффициенты ib  частного и остаток r  находят 
из таблицы: 
 na  1na −  2na −  ... 1a  0a  

c  1n

n

b
a
− =

=
 2

1 1

n

n n

b
cb a
−

− −

=

= +
 3

2 2

n

n n

b
cb a
−

− −

=

= +
 ... 0

1 1

b
cb a
=

= +
 

0 0

r
cb a
=

= +  

Здесь первая строка – это все коэффициенты многочлена f  
(по убывающим степеням), и каждый коэффициент kb  вы-
числяется путем умножения предыдущего коэффициента 

1kb +  на c  и добавления числа 1ka + , стоящего над ним. Оста-
ток вычисляется по тому же правилу. 

Из теоремы о делении с остатком вытекает следующий 
факт. 



 5 

Теорема (Безу). Остаток от деления многочлена 
( ) [ ]f x K x∈  на двучлен [ ]x c K x− ∈  равен ( )f c . 

В силу этой теоремы ( )f c r= , поэтому схема Горнера 
может быть использована для быстрого вычисления значения 
многочлена в точке c , и для отыскания корней многочлена. 

Вопросы для самоконтроля 
1) Что называется многочленом над кольцом? 
2) Что такое степень многочлена? 
3) Какой многочлен называется унитарным? 
4) Как определяется сумма и произведение двух многочленов? 
5) Что можно сказать о степенях многочленов ( ) ( )a x b x+  и 

( ) ( )a x b x⋅ ?  
6) Может ли кольцо многочленов быть полем? Докажите. 
7) Что значит «разделить с остатком многочлен ( )a x  на 

( )b x »? Какому условию должен удовлетворять остаток? 
8) Сформулируйте теорему о делении с остатком. 
9) Как выполнить деление с остатком многочлена на двучлен 

при помощи схемы Горнера? 
10) Сформулируйте теорему Безу. 

Примеры решения задач 
Задача 1. Выполнить деление с остатком многочлена 

4 3 2( ) 2 3f x x x x x= + + − −  на многочлен 3 2( ) 2 1g x x x= + −  в 
кольцах [ ]x  и 7[ ]x . 

Решение. Воспользуемся схемой деления многочленов 
"уголком". Имеем: 

4 3 2 3 2

4 3

3 2

3 2

2

2 3 2 1
2 32 4 2

3 3

3 6 3

7 6

x x x x x x
xx x x

x x x

x x

x x

+ + − − + −
−

−+ −

− + + −
−
− − +

+ −
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Итак, в кольце [ ]x  частное ( ) 2 3q x x= − , остаток 
2( ) 7 6r x x x= + − . Для получения результата в кольце 7[ ]x  

преобразуем коэффициенты полученного частного и остатка. 
По модулю 7 имеем: 3 4− ≡ , 7 0≡ , 6 1− ≡ . Окончательно в 
кольце 7[ ]x  получаем: ( ) 2 4q x x= + , ( ) 1r x x= + . 

Задача 2. Пользуясь схемой Горнера, разделить с 
остатком многочлен 5 3 2( ) 2 3 6 7 6f x x x x x= − − − +  на дву-
член ( 3)x −  в кольцах [ ]x  и 7[ ]x . 

Решение. Применим схему Горнера. Все коэффициенты 
многочлена ( )f x , в том числе и нулевые, запишем в верхней 
строке таблицы, а в нижней строке получим коэффициенты 
частного ( )q x  и остаток r . 

Старший коэффициент 2na =  сразу запишем во вто-
рую строку. Каждый следующий коэффициент частного бу-
дем вычислять по формуле 1 1k k kb cb a+ += + , где 3c = ; при 
этом в последней клетке таблицы получим остаток. Имеем: 

 2  0  3−  6−  7−  6  
3  2  3 2 0 6⋅ + =  3 6 3 15⋅ − =  3 15 6 39⋅ − =  3 39 7 110⋅ − =  3 110 6 336⋅ + =  
Таким образом, в кольце многочленов [ ]x  верно 

4 3 2( ) 2 6 15 39 110q x x x x x= + + + + ,    336r = . 
В кольце многочленов 7[ ]x  преобразуем коэффициенты 
частного и остаток (по модулю 7): 15 1≡ , 39 4≡ , 110 5≡ , 
336 0≡ ;   тогда 4 3 2( ) 2 6 4 5q x x x x x= + + + + ,    0r = . 

Отсюда видно, что 3x =  не является корнем многочле-
на ( ) [ ]f x x∈ , но является корнем в случае 7( ) [ ]f x x∈ . 

Задачи и упражнения для самостоятельного решения 

1) Выполните деление с остатком в кольце [ ]x : 

а) 4 3 22 3 4 5 6x x x x− + − +   на  2 3 1x x− + ; 
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б) 3 23 1x x x− − −   на  23 2 1x x− + . 
2) В кольце 5[ ]x  выполните деление с остатком 

     4 32 3 4x x x+ + +   на  2 2x + . 

3) Пользуясь схемой Горнера, разделите в кольце [ ]K x  мно-
гочлен ( )f x  на двучлен ( )x c− : 

а) K =  ,  4 3( ) 3 1f x x x x= − + − ,  2c = ; 

б) K =  ,  3 2( ) 9 8 10f x x x x= + − ,  3c = − ; 

в) 7K =  ,  3 2( ) 3 6 2f x x x= + − ,  2c = ; 

г) 11K =  ,  4 3 2( ) 7 9 8 10 6f x x x x x= − + + − ,  3c = − . 
4) Пользуясь схемой Горнера, найдите значение многочлена 

( )f x  в точке c :  а) 4 3( ) 5 3 6 [ ]f x x x x x= + − + ∈ ,    2с = ; 

                         б) 4 3
7( ) 3 3 2 [ ]f x x x x x= + − + ∈ ,    4с = . 

5) Пользуясь схемой Горнера, найдите кратность корня 0x  
многочлена ( )f x : 

а) 5 4 3 2( ) 5 7 2 4 8 [ ]f x x x x x x x= − + − + − ∈ ,    0 2x = ; 

б) 5 3 2
3( ) 2 2 [ ]f x x x x x= − + − ∈ ,    0 2x = . 

6) Пользуясь схемой Горнера, составьте таблицу всех значе-
ний многочлена ( ) [ ]pf x x∈ : 

а) 4 3 2( ) 2 2f x x x x= − + + ,    5p = ; 

б) 5 3( ) 3 2 1f x x x x= + − + ,    7p = . 

7) Найдите все корни и их кратности для многочлена 

5( ) [ ]f x x∈ :       7 6 5 3 2( ) 3 4 4 2f x x x x x x x= − + − + − + . 

8) Найдите сумму коэффициентов многочлена  
5 3 2 20( ) (3 4 2 1)f x x x x x= − + − −  
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2.  НАИБОЛЬШИЙ ОБЩИЙ ДЕЛИТЕЛЬ 
МНОГОЧЛЕНОВ. АЛГОРИТМ ЕВКЛИДА 

Основные теоретические сведения 
Пусть 1 2( ), ( ),..., ( )nf x f x f x  - многочлены над полем P . 
Определение. Наибольшим общим делителем много-

членов 1 2( ), ( ),..., ( )nf x f x f x  называется любой многочлен 
( ) [ ]d x P x∈ , который удовлетворяет двум условиям: 

1) ( )d x  является общим делителем многочленов 1( )f x , 

2 ( )f x , ... , ( )nf x ; 
2) ( )d x  делится на любой другой общий делитель этих 

многочленов. 
Обозначение:  ( )1 2( ), ( ),..., ( ) ( )nНОД f x f x f x d x= . 
НОД двух многочленов находят с помощью алгоритма 

Евклида. Алгоритм Евклида для нахождения НОД многочле-
нов ( )a x  и ( )b x  при ( ) 0b x ≠  состоит в следующем.  

Выполним цепочку последовательных делений. Снача-
ла делим с остатком ( )a x  на ( )b x . Затем ( )b x  делим на оста-
ток 1( )r x , потом 1( )r x  делим на 2( )r x , и так далее, пока не 
получим остаток, равный нулю. Этот процесс можно запи-
сать следующим образом: 

:a b  1 1( ) ( ) ( ) ( )a x b x q x r x= + , 1deg degr b< ; 

1:b r  1 2 2( ) ( ) ( ) ( )b x r x q x r x= + , 2 1deg degr r< ; 

1 2:r r  1 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )r x r x q x r x= + , 3 2deg degr r< ; 
… … … … … … … 

2 1:k kr r− −  2 1( ) ( ) ( ) ( )k k k kr x r x q x r x− −= + , 1deg degk kr r −< ; 

1 :k kr r−  1 1( ) ( ) ( )k k kr x r x q x− += . 
Тогда НОД( ( ), ( ))= ( )ka x b x r x . Таким образом, последний 
ненулевой остаток ( )kr x  в алгоритме Евклида является 
наибольшим общим делителем многочленов ( )a x  и ( )b x . 
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Справедлива теорема о линейном представлении НОД. 
Теорема. Если ( ), ( ) [ ]a x b x P x∈  и ( ) ( ( ), ( ))d x НОД a x b x= , 

то существуют многочлены ( ), ( ) [ ]u x v x P x∈  такие, что 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )d x a x u x b x v x= + . 

Нахождение НОД нескольких многочленов сводится к 
нахождению НОД двух многочленов. Так, для трех много-
членов имеем:  ( )1 2 3 1 2 3НОД( , , ) НОД НОД( , ),f f f f f f= . 
Аналогично для четырех многочленов:   1 2 3 4НОД( , , , )f f f f =  

( ) ( )( )1 2 3 4 1 2 3 4НОД НОД( , ), , =НОД НОД НОД( , ), ,f f f f f f f f= . 
Как видно из приведенных формул, при вычислении НОД 
нескольких многочленов можно заменять любую пару мно-
гочленов на их наибольший общий делитель. 

Вопросы для самоконтроля 
1) Что называют наибольшим общим делителем многочленов? 
2) Как найти наибольший общий делитель двух многочле-

нов? Опишите алгоритм Евклида. 
3) Как найти наибольший общий делитель трех многочленов? 
4) Сформулируйте теорему о линейном представлении 

наибольшего общего делителя.  
5) Какие многочлены называются взаимно простыми? При-

ведите примеры. 

Примеры решения задач 

Задача 1. Найти НОД многочленов 3 2( ) 2 2f x x x x= + + +  

и 2( ) 1g x x x= + +  в кольцах [ ]x  и 3[ ]x . 
Решение. Применяя алгоритм Евклида, получим: 

:f g
   

3 2 2

3 2

1

2 2 1

2

x x x x x
xx x x

x r

+ + + + +
−

+ +

+ =
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21

2

2

: 1 2
12

1
2
3

g r x x x
xx x

x
x

r

+ + +
−

−+

− +
−
− −

=

               

1 2
2 3:

1 2
3 3

2
2

0

xr r
x x

+
−

+

−  

Итак, в кольце [ ]x  последний ненулевой остаток – это 2r , 
поэтому ( , ) 3НОД f g = , или переходя к унитарному много-
члену, имеем ( , ) 1НОД f g = . 

В кольце 3[ ]x  остаток 2 3 0(mod3)r = ≡ , поэтому по-
следним ненулевым остатком в этом кольце многочленов 
является 1r , а значит ( , ) 2НОД f g x= + . 

Задача 2. В кольце [ ]x  найти НОД многочленов 
5 4 3 2( ) 2 7 6f x x x x x x= + + + + +  и 4 3 2( ) 4 4 3 14g x x x x x= + + + + . 

Решение. Выполняя цепочку последовательных деле-
ний алгоритма Евклида, имеем: 

:f g
    

5 4 3 2 4 3 2

5 4 3 2

4 3 2

4 3 2

3 2
1

2 7 6 4 4 3 14
24 4 3 14

2 3 4 13 6

2 8 8 6 28

5 12 7 34( )

x x x x x x x x x
xx x x x x

x x x x

x x x x

x x x r

+ + + + + + + + +
−

−+ + + +

− − + − +
−
− − − − −

+ − + =

 

Для удобства дальнейших вычислений умножим ( )g x  на 5. 
Это не повлияет на окончательный ответ, так как 5 - обрати-
мый элемент кольца [ ]x . Чтобы избежать дробных коэф-
фициентов, один из промежуточных остатков также умно-
жим на 5. Получим: 
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4 3 2 3 2

4 3 21

3 2

3 2

3 2

2
2

5 20 20 15 70 5 12 7 34
5 : // 85 12 7 34

8 27 19 70 ( 5)

40 135 95 350

40 96 56 272

39 39 78( )

x x x x x x x
g r xx x x x

x x x

x x x

x x x

x x r

+ + + + + − +
−

++ − +

+ − + ×

+ − +
−

+ − +

− + =

 

В этой схеме знак // разделяет различные частные. Разделим 
теперь 1r  на 2r , или для удобства дальнейших вычислений – 

на 2
1
39

r . Имеем: 

3 2 2

1 2 3 2

2

2

5 12 7 34 21: ( )
5 1739 5 5 10

17 17 34

17 17 34
0

x x x x xr r
xx x x

x x

x x

+ − + − +
−

+− +

− +
−

− +

 

Итак, в кольце [ ]x  последний ненулевой остаток - это 2r , 
тогда переходя к унитарному многочлену, получим 

2
2

1( , ) 2
39

НОД f g r x x= = − + . 

Отметим, что домножение промежуточного остатка на 
число возможно лишь в случае, когда не ставится задача об 
отыскании линейного представления НОД, поскольку при 
таком домножении изменяется частное. 

Задача 3. В кольце 3[ ]x  найти НОД многочленов 
5 4 3 2( ) 2 2 2f x x x x x x= + + + + + ,     5 3( )g x x x x= + +  

и получить линейное представление НОД. 
Решение. Выполним цепочку последовательных деле-

ний, сразу преобразуя коэффициенты (напомним, что кольцо 
3  состоит из трех элементов - это 0, 1, 2): 
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:f g
    

5 4 3 2 5 3

5 3

4 3 2
1

2 2 2
1

2 2( )

x x x x x x x x
x x x

x x x r

+ + + + + + +
−

+ +

+ + + =

 

1:g r

      

5 3 4 3 2

5 4 3

4 3

4 3 2

2
2

2 2
2 22 2

2

2 2 1

2( )

x x x x x x
xx x x x

x x

x x x

x r

+ + + + +
−

++ + +

+
−

+ + +

+ =

 

1 2:r r

   

4 3 2 2

24 2

3

3

3

2 2 2
22

2

2
2( )

x x x x
x xx x

x

x x
x r

+ + + +
−

++

+
−

+
+ =

       

2 3:r r

  

2

2

4

2 2
12

2
2
0( )

x x
xx x

x
x

r

+ +
−

++

+
−

+
=

 

Итак, 3( , ) ( ) 2НОД f g r x x= = + . 
Для получения линейного представления НОД найдем 

многочлены 3( ), ( ) [ ]u x v x x∈  такие, что 
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )НОД f g u x f x v x g x= + . Запишем алгоритм Евкли-

да в сокращенной форме: 
1( ) ( ) 1 ( )f x g x r x= ⋅ + , 

1 2( ) ( ) (2 2) ( )g x r x x r x= ⋅ + + , 
2

1 2 3( ) ( ) (2 ) ( )r x r x x x r x= ⋅ + + . 
Из этих равенств выразим остатки, начиная с последнего: 

2
3 1 2( ) ( ) ( ) (2 )r x r x r x x x= − ⋅ + , 

2 1( ) ( ) ( ) (2 2)r x g x r x x= − ⋅ + , 

1( ) ( ) ( )r x f x g x= − . 
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Будем последовательно исключать остатки из выражений 
для 3r  и 2r . Для остатка 3( ) ( , )r x НОД f g=  получим: 

2
3 1 2( ) ( ) ( ) (2 )r x r x r x x x= − ⋅ + =  

2
1 1( ) ( ( ) ( ) (2 2)) (2 )r x g x r x x x x= − − ⋅ + ⋅ + =  

2 3
1( ) (2 ) ( ) ( 2 1)g x x x r x x x= − ⋅ + + ⋅ + + =  

2 3( ) (2 ) ( ( ) ( )) ( 2 1)g x x x f x g x x x= − ⋅ + + − ⋅ + + =  
3 3 2( ) ( 2 1) ( ) ( 2 1)f x x x g x x x= ⋅ + + − ⋅ + + =  
3 3 2( ) ( 2 1) ( ) (2 2)f x x x g x x x= ⋅ + + + ⋅ + + . 

Таким образом, линейное представление НОД найдено, а 
именно:  3 3 2( , ) ( 2 1) ( ) (2 2) ( )НОД f g x x f x x x g x= + + ⋅ + + + ⋅ . 

Задачи и упражнения для самостоятельного решения 
1) Найдите наибольший общий делитель многочленов 

, [ ]f g x∈ , если: 

а) 4 3 2( ) 3 4 1f x x x x x= + − − − ,    3 2( ) 1g x x x x= + − − ; 

б) 6 4 3 2( ) 2 2 4 3 8 5f x x x x x x= + − − + − ,   5 2( ) 1g x x x x= + − + ; 

в) 3( ) 7 7f x x x= − + ,   2( ) 3 7g x x= − . 
2) Для многочленов ( )f x , ( )g x  над данным полем P  

найдите НОД и его линейное представление: 
а) 3 2( ) 3 2 2f x x x x= − + + ,   2( ) 1g x x x= − + ,   P =  ; 

б) 4( ) 1f x x= + ,   3( ) 1g x x x= + + ,   3P =  ; 

в) 4 2( ) 2 4f x x x x= − + + ,   4 2( ) 6 2g x x x= + + ,   7P =  . 
3) Выясните, являются ли взаимно простыми многочлены 

, [ ]f g x∈ , если: а) 3 2( ) 3 2 1f x x x x= − + + ,  2( ) 2 1g x x x= − − ; 

б) 3 2( ) 2 3 2f x x x x= − − + ,  4 2( ) 2 3 4g x x x x= − − + . 
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3.  НЕПРИВОДИМЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ НАД ПОЛЕМ. 
КАНОНИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ МНОГОЧЛЕНА 

Основные теоретические сведения 
Определение. Многочлен ( ) [ ]f x P x∈  степени 1n ≥  

называется неприводимым над полем P , если не существует 
многочленов 1 2( ),  ( ) [ ]f x f x P x∈  таких, что  

1 2( ) ( ) ( )f x f x f x= ⋅ ,   где  0 deg if n< < ,  1, 2i = . 

В противном случае многочлен называется приводимым над 
полем P . Многочлены нулевой степени и нулевой много-
член не относят ни к приводимым, ни к неприводимым мно-
гочленам. 

Другими словами, многочлен неприводим над полем, 
если он не может быть разложен в произведение двух мно-
гочленов меньшей степени.  

Понятие неприводимого многочлена существенно при-
вязано к полю, над которым этот многочлен рассматривает-
ся. Например, многочлен 2( ) 3f x x= −  можно рассматривать 
и над полем   рациональных чисел, и над полем   дей-
ствительных чисел. Над полем   он неприводим, так как не 
имеет рациональных корней; но над полем   многочлен 

( )f x  уже приводим, так как верно разложение 
( ) ( 3)( 3)f x x x= − + . 

Отметим, что многочлен первой степени, т.е. много-
член вида ax b+ , 0a ≠ , является неприводимым над любым 
полем. 

Роль неприводимых многочленов раскрывается следу-
ющей теоремой. 

Теорема. Любой многочлен ( ) [ ]f x P x∈  степени 1n ≥  
разлагается в произведение неприводимых над полем P  мно-
гочленов, и такое разложение единственно с точностью до 
перестановки сомножителей и множителей нулевой степени. 
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Следствие. Любой многочлен ( ) [ ]f x P x∈  степени 
1n ≥  над полем P  представляется в виде 

1 2
1 2( ) ( ) ( )... ( )mk k k

mf x a x x xϕ ϕ ϕ= , 

где \{0}a P∈ ;  1 2( ),  ( ),  ... ,  ( )mx x xϕ ϕ ϕ  - различные унитар-
ные неприводимые над полем P  многочлены; 1 2,  ,  ... ,  mk k k  - 
натуральные числа.  

Такое представление многочлена ( )f x  называется его 
каноническим разложением над полем P .  

Заметим, что каноническое разложение многочлена на 
неприводимые множители существенно зависит от того по-
ля, над которым этот многочлен рассматривается. Так, 
например, многочлен 4( ) 4f x x= −  можно рассматривать над 
любым из полей  ,  ,  , и над каждым из них ( )f x  разла-
гается в произведение неприводимых множителей. Однако 
разложения эти различны, а именно: 

над полем        2 2( ) ( 2)( 2)f x x x= − + , 

над полем        2( ) ( 2)( 2)( 2)f x x x x= − + + , 
над полем       ( ) ( 2)( 2)( 2)( 2)f x x x x i x i= − + − + . 

Вопросы для самоконтроля 
1) Какой многочлен называется неприводимым? 
2) Докажите, что многочлен третьей степени, не имеющий 

корней в данном поле, неприводим. 
3) Приведите пример приводимого многочлена четвертой 

степени в кольце [ ]x , не имеющего действительных 
корней. 

4) Что такое каноническое разложение многочлена? 
5) Докажите, что многочлен второй или третьей степени 

приводим над полем P  тогда и только тогда, когда он 
имеет корни в поле P . Покажите, что уже для многочле-
нов четвертой степени этот факт неверен. 
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6) Как найти НОД нескольких многочленов, если известно 
каноническое разложение каждого из них? 

7) Как найти НОД нескольких многочленов, если известно 
разложение одного из них на неприводимые множители? 

Примеры решения задач 
Пример. Пусть 2P =  . Тогда в [ ]P x  неприводимы 

многочлены 2 1x x+ + , 3 1x x+ + , 3 2 1x x+ + , так как они не 
имеют корней в поле 2P =  . Многочлен 4 2 1x x+ +  также не 
имеет корней в данном поле P , но он приводим, так его 
можно разложить на множители:  4 2 2 21 ( 1)x x x x+ + = + + . 

Задачи и упражнения для самостоятельного решения 

1) Даны многочлены 2 1x − ,  2 2x − ,  2 1x + ,  4 25x − . Выяс-
ните, будут ли эти многочлены приводимы над полями 
 ,  ,  ? В случае положительного ответа запишите со-
отетствующее каноническое разложение многочлена. 

2) В кольце [ ]x  найдите наибольший общий делитель мно-

гочленов:   а) 3 3 2 2( 2) ( 3)x x x− −   и  2 2 3( 1) ( 2)x x x+ − ; 

б) 4 2( 4)( 2)x x− −   и  2 2 4( 2) ( 4)x x+ + ; 

в) 125 107 92( 1) ( 2) ( 3)x x x− + −   и 

     9 8 7 6 5 4 3 25 11 13 7 15 4x x x x x x x x+ − + + − − + − . 
3) Пусть A  - множество корней многочлена f  и B  - множе-

ство корней многочлена g . Справедливы ли следующие 
утверждения: 
а) Если A B =∅ , то наибольший общий делитель мно-

гочленов f  и g  равен 1. 
б) Если наибольший общий делитель многочленов f  и g  

равен 1, то A B =∅ ? 
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4.  НЕПРИВОДИМЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ НАД 
ПОЛЕМ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 

Основные теоретические сведения 
Рассмотрим сначала многочлены с комплексными ко-

эффициентами. Описание неприводимых многочленов над 
полем   дает следующая теорема. 

Теорема. Над полем   комплексных чисел неприводи-
мы все многочлены первой степени, и только они. 

Следствие. Каноническое разложение многочлена 
1

1 1 0( ) ... [ ]n n
n nf x a x a x a x a x−

−= + + + + ∈  

над полем   имеет вид 1 2
1 2( ) ( ) ( )  ... ( ) skk k

n sf x a x c x c x c= − − − , 

где 1 2, ,..., sc c c  - различные комплексные корни многочлена; 

1 2 ... sk k k n+ + + = . 
Рассмотрим теперь [ ]x  - кольцо многочленов над по-

лем действительных чисел. С помощью последней теоремы 
можно описать все неприводимые многочлены над полем  . 
Напомним, что дискриминантом многочлена 2 [ ]ax bx c x+ + ∈ , 

0a ≠ , называется число 2 4D b ac= − , и многочлен не имеет 
корней в поле   тогда и только тогда, когда 0D < . 

Теорема. Над полем   действительных чисел непри-
водимыми являются все многочлены первой степени и мно-
гочлены второй степени с отрицательными дискриминан-
тами, и только они. 

Следствие 1. Каноническое разложение многочлена 
1

1 1 0( ) ... [ ]n n
n nf x a x a x a x a x−

−= + + + + ∈  
над полем   имеет вид 

1 12 2
1 1 1( ) ( ) ...( ) ( ) ...( )s rkk m m

n s l lf x a x c x c x p x q x p x q= − − + + + + , 

где 2 4 0i ip q− <  ( 1,i r= );  1 1... 2 ... 2s rk k m m n+ + + + + = ; 

1 2,  ,  ... ,  sc c c  - различные действительные корни ( )f x . 
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Следствие 2. Любой многочлен нечетной степени над 
полем   имеет действительные корни. 

Укажем некоторые свойства корней многочленов с 
действительными коэффициентами. 

Теорема. Если комплексное число z a bi= +  является 
корнем многочлена ( )f x  с действительными коэффициен-
тами, то сопряженное с ним число z a bi= −  также будет 
корнем этого многочлена. 

Вопросы для самоконтроля 
1) Какие многочлены неприводимы над полем комплексных 

чисел? 
2) Какой вид имеет каноническое разложение многочлена 

n -й степени над полем комплексных чисел? 
3) Какие многочлены неприводимы над полем действитель-

ных чисел? 
4) Какой вид имеет каноническое разложение многочлена 

n -й степени над полем действительных чисел? 
5) Докажите, что в кольце [ ]x  нет неприводимых много-

членов нечетной степени. 
6) Приведите пример многочлена четвертой степени над полем 

действительных чисел, не имеющего корней в этом поле. 
7) Покажите, что кольцо [ ]x  многочленов с действитель-

ными коэффициентами не является полем. 

Примеры решения задач 
Задача 1. Найти многочлен наименьшей степени с дей-

ствительными коэффициентами, который имеет следующие 
корни:  2 i+ ,  3 - простые корни,  1 i+  - корень кратности 2. 

Решение. Искомый многочлен обозначим через ( )f x . 
Так как ( ) [ ]f x x∈ , то вместе с корнем 2 i+  комплексно 
сопряженное число 2 i−  также является корнем этого мно-
гочлена. Поэтому ( ) ( )f x g x ,  где 
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2( ) ( (2 ))( (2 )) 4 5g x x i x i x x= − + − − = − + . 
Кроме того, по условию 1 i+  - корень кратности 2; следова-
тельно, число 1 i−  также является корнем кратности 2. Тогда 

( ) ( )f x h x , где  ( ) ( )2 2 2 2( ) (1 ) (1 ) ( 2 2)h x x i x i x x= − + − − = − + . 
По условию число 3 также является корнем ( )f x , зна-

чит ( ) ( 3)f x x − . Таким образом, искомый многочлен ( )f x  

имеет вид   2 2 2( ) ( 3)( 4 5)( 2 2)f x x x x x x= − − + − + . 

Задача 2. Зная, что многочлен 4 3 2( ) 3 2 5f x x x x x= + + − +  
имеет корень 2 i− + , найти его остальные корни. 

Решение. Так как ( )f x  - многочлен с действительными 
коэффициентами, то вместе с корнем 2 i− +  он обязан иметь 
корень 2 i− − . Следовательно, многочлен ( )f x  делится на 

многочлен 2( 2 )( 2 ) 4 5x i x i x x+ − + + = + + . Разделив ( )f x  на 

этот многочлен, получим  2 2( ) ( 4 5)( 1)f x x x x x= + + − + . От-
сюда видно, что остальные корни ( )f x  являются корнями 

уравнения 2 1 0x x− + = , т.е. равны числам 1 3
2 2

i
± . Итак, 

многочлен ( )f x  имеет 4 корня:  2 i− + , 2 i− − , 1 3
2 2

i
± . 

Задачи и упражнения для самостоятельного решения 
1) Разложите на неприводимые множители в кольце [ ]x  

многочлен 4 4x + . 
2) Известно, что многочлен 4 3 23 2 5x x x x+ + − +  имеет ком-

плексный корень 0 2x i= − + . Какое число обязано быть 
корнем этого многочлена? Разложите многочлен на не-
приводимые множители над полем действительных чисел. 

3) Постройте многочлен наименьшей степени с действитель-
ными коэффициентами, имеющий данные корни: 
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а) корень 1 кратности 2 и простой корень 2 i+ ; 
б) корень 1 i−  кратности 2 и простой корень 3− ; 
в) корень 2 i+  кратности 2 и простой корень 1 i− . 

4) Выясните, над каким из полей  ,   или   приводимы 

следующие многочлены:  а) 2 10 21x x− + ;    б) 2 2 1x x+ − ; 
     в) 22 3 5x x− − ;    г) 23 3x x+ + . 

 
5.  НЕПРИВОДИМЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ НАД 

ПОЛЕМ РАЦИОНАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 
Основные теоретические сведения 

Как следует из предыдущих пунктов, в кольцах [ ]x  и 
[ ]x  удается явно описать все неприводимые многочлены. В 

кольце [ ]x  полного описания неприводимых многочленов 
не существует, и можно дать лишь некоторые достаточные 
условия неприводимости. 

Отметим следующее. Изучение свойств многочленов с 
рациональными коэффициентами удается свести к изучению 
многочленов с целыми коэффициентами. А именно, если 

( ) [ ]f x x∈ , то умножив ( )f x  на наименьшее общее крат-
ное знаменателей его коэффициентов, получим многочлен с 
целыми коэффициентами, имеющий те же корни, что и 

( )f x . Поэтому достаточно научиться находить рациональ-
ные корни многочленов с целыми коэффициентами. 

Теорема (о рациональных корнях многочлена). Если 
несократимая дробь m q  является корнем многочлена 

1
1 1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a x a−
−= + + + +  с целыми коэффициен-

тами, то число m  является делителем свободного члена 0a ; 
число q  является делителем старшего коэффициента na . 
Причем ( ) ( )f k m kq−  для любого k∈ ; в частности 

(1) ( )f m q− ,  ( 1) ( )f m q− + . 
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Следствие. Если целое число m  является корнем мно-
гочлена с целыми коэффициентами, то m  является делите-
лем свободного члена. 

Сформулированная теорема дает способ нахождения 
всех рациональных корней многочлена с целыми коэффици-
ентами: 
1) сначала надо найти все делители m  свободного члена 0a ; 
2) затем найти все делители q старшего коэффициента na ; 
3) составить всевозможные дроби вида m q . Тогда все раци-

ональные корни многочлена будут находиться среди та-
ких дробей. 

4) вычислить значения ( )f m q  для каждой дроби. В случае 
( ) 0f m q =  получаем корень многочлена x m q= . Вычис-

ление ( )f m q  можно выполнять по схеме Горнера. 
Приведем достаточное условие неприводимости мно-

гочленов над полем  . 
Теорема (признак неприводимости Эйзенштейна). 

Пусть 1
1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a−
−= + + +  - многочлен с целыми 

коэффициентами. Если существует такое простое число р, 
что:  1) старший коэффициент na  не делится на р; 

2) все остальные коэффициенты ia  делятся на p ; 

3) свободный член 0a  не делится на 2p ; 
тогда ( )f x  неприводим над полем   рациональных чисел. 

Следствие. Над полем   существуют неприводимые 
многочлены любой натуральной степени. 

Важное значение этой теоремы состоит не только в 
том, что она позволяет легко доказывать неприводимость 
некоторых многочленов, но и в том, что она дает возмож-
ность строить такие многочлены. Например, для любого 
простого числа p  многочлен nx p−  неприводим над  . 
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Вопросы для самоконтроля 
1) Какие многочлены неприводимы над полем   рацио-

нальных чисел? 
2) В каком случае многочлен может быть разложен на ли-

нейные множители над полем  ? 
3) Как находятся рациональные корни многочлена с целыми 

коэффициентами? 
4) Как найти целые корни многочлена? 
5) Приведите пример многочлена третьей степени над полем 

рациональных чисел, имеющего ровно один корень в этом 
поле. 

6) Сформулируйте признак неприводимости Эйзенштейна. 
7) Пользуясь признаком Эйзенштейна, постройте несколько 

неприводимых многочленов шестой степени над полем 
рациональных чисел. 

Примеры решения задач 
Задача 1. Выясните, приводимы ли над полем   дан-

ные многочлены. В случае приводимости разложите их на 
неприводимые множители:  а) 24 12 5x x− + ;   б) 2 3 5x x− − ; 
в) 3 26 15 2x x x+ − + ;    г) 3 2 1x x− + . 

Решение. а) Многочлен 24 12 5x x− +  имеет рациональ-
ные корни 1 5 2x = , 2 1 2x = . Поэтому он приводим над  : 

2 5 14 12 5 4( )( )
2 2

x x x x− + = − − . 

б) Корнями многочлена 2 3 5x x− −  являются числа 

1,2
3 29

2
x ±

= . Таким образом, данный многочлен не имеет 

рациональных корней, и поэтому он неприводим над  . 
в) Найдем рациональные корни многочлена 

3 2( ) 6 15 2f x x x x= + − + . Так как старший коэффициент ра-
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вен единице, то все рациональные корни должны быть це-
лыми и их следует искать среди делителей свободного члена 

0 2a = , т.е. среди чисел 1± , 2± . Имеем: (1) 6 0f = − ≠ , 
( 1) 22 0f − = ≠ , (2) 4 0f = ≠ , ( 2) 48 0f − = ≠ , поэтому целых 

корней нет. Итак, ( )f x  не имеет рациональных корней, при-
чем deg ( ) 3f x = ; следовательно, ( )f x  - неприводим над  . 

г) Для многочлена 3( ) 2 1f x x x= − +  имеем (1) 0f = ; 
следовательно, ( )f x  - приводим над  . Производя деление 

на ( 1)x − , получим 2( ) ( 1)( 1)f x x x x= − + − . Здесь многочлен 

2 1x x+ −  неприводим над  , так как его корни 1 5
2

− ±  

иррациональны. 
Задача 2. Пользуясь признаком Эйзенштейна, докажи-

те, что многочлен 5 4 3 25 6 144 18 42 12x x x x x+ − + − +  непри-
водим над полем  .  

Решение. Замечаем, что все коэффициенты данного 
многочлена, кроме старшего 5na = , делятся на простое чис-
ло 3p = , причем свободный член 0 12a =  не делится на 

2 9p = . Следовательно, условия признака Эйзенштейна вы-
полнены, и многочлен – неприводим. 

Отметим, что признак Эйзенштейна неприменим к 
данному многочлену при 2p = . Действительно, старший 
коэффициент не делится на 2, а все остальные коэффициен-
ты на 2 делятся; однако, свободный член делится на 2 4p = . 

Задача 3. Найдите все рациональные корни многочле-
на 4 3 2( ) 3 4 18 18f x x x x x= + + + +  и разложите его на непри-
водимые над полем   множители. 

Решение. Старший коэффициент многочлена ( )f x  ра-
вен единице, поэтому многочлен может иметь только целые 
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корни. В силу следствия из теоремы о рациональных корнях 
многочлена такие корни содержатся среди делителей сво-
бодного члена. В нашем случае делителями свободного члена 

0 18a =  являются следующие числа: 1± , 2± , 3± , 6± , 9± , 18± . 
Заметим, что все коэффициенты многочлена ( )f x  положи-
тельны, поэтому он может иметь только отрицательные кор-
ни. Итак, возможные корни ( )f x  - это числа 1− , 2− , 3− , 6− , 

9− , 18− . Проверим каждое из этих чисел по схеме Горнера: 
 1 3 4 18 18 

-1 1 2 2 16 2 0≠  
-2 1 1 2 14 -10 0≠  
-3 1 0 4 6 0 

Число 3−  является корнем многочлена ( )f x . Остальные 

корни ( )f x  являются корнями многочлена 3( ) 4 6q x x x= + + . 
Применив к ( )q x  признак Эйзенштейна при 2p = , получим, 
что ( )q x  - неприводим. Поэтому ( )q x  рациональных корней 
иметь не может. Итак, многочлен ( )f x  имеет единствееый 
рациональный корень 3− , и разложение ( )f x  на неприво-

димые множители имеет вид:  3( ) ( 3)( 4 6)f x x x x= + + + . 
Задача 4. Найдите все рациональные корни многочле-

на 5 4 3 2( ) 6 7 5 5 2f x x x x x x= + + + − −  и разложите его на не-
приводимые над полем   множители. 

Решение. Старший коэффициент данного многочлена 
отличен от единицы. Поэтому многочлен может иметь как 
целые, так и дробные корни. Для их отыскания воспользуем-
ся теоремой о рациональных корнях многочлена. Корни дан-

ного многочлена ( )f x  будем искать в виде m
q

, где m  - дели-

тели свободного члена 0 2a = −  и q  - делители старшего ко-
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эффициента 6na = , причем можно рассматривать только по-
ложительные значения q : 

( 2) { 1, 2}m d∈ − = ± ± ;      (2) {1,2,3,6}q d∈ = . 

Затем составим всевозможные дроби вида m q . Далее каждое 
из этих чисел надо проверить по схеме Горнера. Для отсеива-
ния чисел, которые не могут быть корнями, используем тот 

факт, что если дробь m
q

 является корнем многочлена ( )f x , 

то (1)f
m q−

 - целое число. Проверим это условие, учитывая, что 

(1) 20f = . Результаты запишем в таблицу: вверху – строка 

возможных числителей дробей m
q

, слева – столбец возмож-

ных знаменателей; знак + означает, что условие (1)f
m q

∈
−

   

выполняется. 
q\m 1 -1 2 -2 
1 – + + – 
2 + – – + 
3 + + + + 
6 + – + – 

Таким образом, рациональные корни многочлена ( )f x  нахо-

дятся среди чисел  -1, 2, 1
2

, 1
3

± , 2
3

± , 1
6

.  Проверим каждое 

из этих чисел по схеме Горнера. Начинаем с числа -1: 

 6 7 5 5 -1 -2 
-1 6 1 4 1 -2 0 

Так как остаток от деления ( )f x  на ( 1x + ) оказался равным 
нулю, то 1−  корень ( )f x , т.е. ( ) ( 1) ( )f x x q x= + , где 
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4 3 2( ) 6 4 2q x x x x x= + + + − . Проверим, не является ли 1−  
двукратным корнем, для чего полученное от деления частное 

( )q x  снова разделим на ( 1x + ): 

 6 1 4 1 -2 
-1 6 -5 9 -8 6 0≠  

Здесь остаток равен 6 0≠ ; следовательно, число 1−  является 
простым корнем ( )f x . Теперь проверим число 2. Здесь 
можно на ( 2x − ) делить не ( )f x , а ( )q x : 

 6 1 4 1 -2 
2 6 13 30 61 120 0≠  

Из таблицы видно, что (2) 120 0q = ≠ . Следовательно, число 2 
не является корнем ( )q x , а значит, и ( )f x . Проверим следу-
ющее число 1 2 . Вновь используем коэффициенты частного 

( )q x : 
 6 1 4 1 -2 

1 2  6 4 6 4 0 

Здесь остаток равен нулю. Поэтому число 1 2  является кор-
нем ( )q x , а значит, и ( )f x . Запишем соответствующее раз-
ложение на множители для ( )f x : 

3 21( ) ( 1)( )(6 4 6 4)
2

f x x x x x x= + − + + + . 

Заметим, что многочлен 3 26 4 6 4x x x+ + +  может иметь 
только отрицательные корни. Поэтому осталось проверить 

лишь числа 1
3

−  и 2
3

− . Запишем схему Горнера для коэффи-

циентов многочлена 3 26 4 6 4x x x+ + + . Для числа 2 3−  имеем: 
 6 4 6 4 

2 3−  6 0 6 0 
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Из таблицы видно, что 2 3−  является корнем. Следователь-
но, разложение на множители для данного многочлена ( )f x  

имеет вид:  21 2( ) ( 1)( )( )(6 6)
2 3

f x x x x x= + − + + . Причем мно-

гочлен 2 26 6 6( 1)x x+ = +  рациональных корней не имеет. 
Окончательно получаем, что исходный многочлен 

( )f x  имеет три рациональных корня: 1− , 1 2 , 2 3− ; и его 
разложение на неприводимые над полем   множители име-

ет вид:  21 2( ) 6( 1)( )( )( 1)
2 3

f x x x x x= + − + + . 

Задачи и упражнения для самостоятельного решения 
1) Пользуясь признаком Эйзенштейна, докажите неприводи-

мость над полем   следующих многочленов: 

а) 5 32 15 21 24x x x− + − ;     б) 6 4 23 20 30 20 20x x x x− + − + ; 
в) 7 5 4 24 21 28 14 35x x x x− + − − ;  г) 8 3 22 14 35 56 63x x x x+ − − + . 

2) Найдите все рациональные корни данных многочленов: 

а) 3 211 38 40x x x− + − ;           б) 4 3 21 13 2
2 2

x x x x+ + − + ; 

в) 4 3 23 2 4 2x x x x− + − + ;  г) 5 4 3 28 14 77 128 45 18x x x x x− − + + − . 
3) Выясните, какие из данных многочленов 2-й и 3-й степени 

приводимы над полем   рациональных чисел. В случае 
приводимости разложите их на множители, неприводи-

мые над  : а) 23 2 1x x− − ;   б) 22 3 4x x− + ;  в) 2 1
4

x x− + ; 

г) 3 23 4 4 4x x x+ + + ; д) 3 23 5 5 2x x x+ + + ; е) 3 22 3 6 24x x x+ + − ; 
ж) 3 22 12 17 2x x x+ + − ;      з) 3 2 1x x x+ − − . 

4) Разложите многочлены на неприводимые над полем   

множители:    а) 4 3 24 2 12 9x x x x+ − − + ; 
б) 5 4 3 26 14 11 3x x x x x+ − − − − ;  в) 4 3 26 19 7 26 12x x x x+ − − + ; 
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г) 5 4 3 224 10 19 5 6x x x x x+ − − − + .  
Ответы: 2) а) 2;  4;  5 ; б) 1 2; 1 3 ;  в) нет рациональных корней;  г) 2;  3;  3; 1 4; 1 2− .   

3) а) приводим, 3( 1)( 1 3)x x− + ;  б) неприводим, т.к. 0D < ; в) приводим, 2( 1 2)x − ; 

г) неприводим, т.к. нет рациональных корней; д) приводим, 23( 2 3)( 1)x x x+ + + ; 

е) неприводим по признаку Эйзенштейна при 3p = ; ж) неприводим, т.к. нет рациональ-

ных корней; з) приводим, 2( 1)( 1)x x− + . 4) а) 2 2( 1) ( 3)x x− + ;  б) 4( 1) ( 3)x x+ − ; 

в) 2( 3)( 1 2)(6 4 8)x x x x+ − + − ;  г) 224( 1 2)( 2 3)( 3 4)( 1)x x x x x− + − + +  

 
6. ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЙ МНОГОЧЛЕН ЛАГРАНЖА 

Основные теоретические сведения 
Пусть известно значение многочлена в нескольких точ-

ках. Как восстановить в явном виде сам многочлен? Это за-
дача «интерполяции». 

Рассмотрим следующую задачу: по данной таблице  

11 2

1 2 1

...
( ) ...

n

n

bx b b
f x c c c

+

+
 

найти многочлен ( )f x , принимающий в данных точках ib   

заданные значения ic , т.е. ( )i if b c= , 1, 1i n= + , и имеющий 
степень n . 

Теорема. Существует единственный многочлен ( )f x  
степени n≤  такой, что ( )i if b c= , 1, 1i n= + . Этот много-
член определяется формулой 

1
1 1 1 1

1 1 1 11

( )...( )( )...( )( )
( )...( )( )...( )

n
i i n

i
i i i i i i ni

x b x b x b x bf x c
b b b b b b b b

+
− + +

− + +=

− − − −
=

− − − −∑ . 

В правой части этой формулы имеется 1n +  слагаемое, 
каждое из которых представляяет собой многочлен n -й сте-
пени, поскольку содержит n  линейных множителей. 
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Сформулированная теорема дает формулу, которая 
называется интерполяционной формулой Лагранжа, и поз-
воляет по значению многочлена в 1n +  данной точке вычис-
лять его значения во всех других данных точках. 

Вопросы для самоконтроля 
1) Для чего используется интерполяционный многочлен Ла-

гранжа? 
2) Как построить интерполяционный многочлен Лагранжа? 

Какую степень он имеет? 
Примеры решения задач 

Задача 1. Найдите многочлен по данной таблице его 
значений 

1 0 2 3
( ) 3 2 0 1
x

f x
−

−
 . 

Решение. Известно значение многочлена в четырех 
точках, поэтому его степень 3≤ . С помощью интерполяци-
онной формулы Лагранжа получаем: 

4

1 2 3 4
1

( ) ( ) 3 ( ) 2 ( ) 0 ( ) 1 ( )i i
i

f x c f x f x f x f x f x
=

= = ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑  

3( 0)( 2)( 3) 2( 1)( 2)( 3) ( 1)( 0)( 2)
( 1 0)( 1 2)( 1 3) (0 1)(0 2)(0 3) (3 1)(3 0)(3 2)

x x x x x x x x x− − − + − − + − −
= − +

− − − − − − + − − + − −
. 

После раскрытия скобок и приведения подобных членов по-
лучим: 

2 3 21 1( ) ( 2)( 3 2) ( 5 4 4)
2 2

f x x x x x x x= − − − − = − − + + . 

Для проверки результата достаточно найти значения 
( )i if b c= , 1, 2,3, 4i = . 

Используя полученный вид ( )f x , можно найти значе-
ние ( )f x  в любой точке, например, (5)f , хотя таблица зада-
ет значения многочлена лишь в точках  -1, 0, 2 и 3. 
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Задачи и упражнения для самостоятельного решения 
1) Используя интерполяционную формулу Лагранжа, по-

стройте многочлен ( ) [ ]f x x∈  такой, что: 
(1) 2f = ,  (2) 1f = ,  (3) 4f = ,  (4) 3f = . 

2) Используя интерполяционную формулу Лагранжа, по-
стройте многочлен 11( ) [ ]f x x∈  такой, что (1) 8f = , 

(3) 1f = , (7) 4f = . 
 

7.  ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МНОГОЧЛЕНОВ ДЛЯ 
ПОСТРОЕНИЯ КОНЕЧНЫХ КОЛЕЦ И ПОЛЕЙ 

Основные теоретические сведения 
Аналогично тому, как мы построили серию конечных 

колец и полей m  из кольца целых чисел  , можно постро-
ить новую серию колец и полей из кольца многочленов [ ]P x  
над любым заданным полем Р. С этой целью введем отно-
шение сравнимости многочленов. 

Пусть ( ) [ ]f x P x∈  - унитарный многочлен, deg ( ) 1f x ≥ . 
Определение. Многочлены ( ), ( ) [ ]a x b x P x∈  называют-

ся сравнимыми по модулю данного многочлена ( )f x , если 
они дают одинаковые остатки при делении на ( )f x . 

Обозначение:  ( ) ( ) (mod ( ))a x b x f x≡ . 
Для сравнений многочленов имеют место все свойства, 

справедливые для сравнений целых чисел по модулю. В 
частности, сравнения многочленов можно почленно склады-
вать, вычитать, умножать. 

Отношение сравнимости по mod ( )f x  является отно-
шением эквивалентности на множестве [ ]P x . Следователь-
но, множество [ ]P x  можно разбить на непересекающиеся 
классы. К одному классу отнесем все многочлены, дающие 
при делении на ( )f x  один и тот же остаток. Класс, содер-
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жащий многочлен ( )a x , обозначим [ ( )] fa x , а множество 
всех классов – через [ ] /P x f . На множестве [ ] /P x f  зададим 
две операции - сложение и умножение, положив: 

[ ( )] [ ( )] [ ( ) ( )]f f fa x b x a x b x+ = + ,     [ ( )] [ ( )] [ ( ) ( )]f f fa x b x a x b x⋅ = ⋅ . 

Теорема. Множество классов вычетов [ ] /P x f  с 
определенными выше операциями сложения и умножения 
является коммутативным кольцом с единицей. 

Нулевым элементом этого кольца является класс [0] f , 
единицей является класс [1] f , где 1 - единица поля P . При-
чем нулевой класс состоит из всех таких многочленов, кото-
рые делятся на ( )f x  без остатка. В частности, [ ( )] [0]f ff x = . 

Теорема. Кольцо [ ] /P x f  является полем тогда и 
только тогда, когда многочлен f(x) неприводим над полем Р. 

Приступим к построению конечных полей.  
Рассмотрим поле [ ] /P x f . В качестве P  возьмем поле 

вычетов p , где p  - простое число. В качестве ( )f x  возь-
мем унитарный, неприводимый над полем p  многочлен 

степени n :  1
1 0( ) ...n n

nf x x a x a−
−= + + + , где i pa ∈ . Тогда 

получим конечное поле [ ] /p x f . Найдем число элементов 
этого поля.  

Каждому классу [ ( )] [ ] /f pa x x f∈  поставим в соот-
ветствие тот многочлен, который является остатком от деле-
ния всех многочленов этого класса на ( )f x . Так как 
deg ( )f x n= , то выбранный остаток имеет вид  

1
1 1 0( ) ...n

nr x c x c x c−
−= + + + , где i pc ∈ . Тогда поле 

[ ] /p x f  содержит столько классов, сколько разных остат-
ков мы можем получить от деления на ( )f x . Найдем коли-



 32 

чество таких остатков. Остаток ( )r x  имеет n  коэффициен-
тов, причем каждый коэффициент i pc ∈ , т.е. может при-

нимать p  разных значений. Тогда мы получим np  различ-

ных наборов из n  коэффициентов, и соответственно, np  
разных остатков. Следовательно, поле [ ] /p x f  состоит из 

np  элементов. 
Из проведенных рассуждений видно, что мы получили 

способ построения новых полей. Достаточно взять неприво-
димый многочлен ( ) [ ]pf x x∈  степени n , рассмотреть 
множество классов вычетов [ ] /p x f , задать в этом множе-
стве операции сложения и умножения классов, и мы полу-
чим поле из np  элементов.  

В заключение отметим, что конечное поле из q  эле-
ментов существует тогда и только тогда, когда q  является 

простым числом или степенью простого числа: nq p= , где 
p  - простое число, n  - натуральное число. 

Любое конечное поле называют полем Галуа и обозна-
чают ( )GF q , где q  - число элементов этого поля. 

Вопросы для самоконтроля 
1) Какие многочлены называются сравнимыми? 
2) Перечислите свойства сравнений по модулю данного мно-

гочлена. 
3) Что называется классом вычетов по модулю данного мно-

гочлена? Как определяются операции сложения и умно-
жения классов? 

4) В каком случае кольцо классов вычетов по модулю данно-
го многочлена является полем? 

5) Существует ли поле из 6, 9, 10, 16, 91, 121 элементов? 
6) Как построить поле из 8 элементов? 
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Примеры решения задач 
Задача 1. В поле 3[ ] /x f  найдите сумму, произведе-

ние классов [ ( )] fa x , [ ( )] fb x  и элемент, обратный к классу 

[ ( )] fa x , если  2( ) 2 2a x x x= + + ,  2( ) 1b x x= + ,  3( ) 2 2f x x x= + + . 
Решение. В силу определения операций сложения и 

умножения классов имеем: 
2 2[ ( )] [ ( )] [2 2 3] [2 2 ]f f f fa x b x x x x x+ = + + = + , 

2 2[ ( )] [ ( )] [( 2 2) ( 1)]f f fa x b x x x x⋅ = + + ⋅ + =  
4 3 2 4 3[ 2 3 2 2] [ 2 2 2]f fx x x x x x x= + + + + = + + + . 

Упростим результат для произведения классов. Для этого 
многочлен 4 32 2 2x x x+ + +  заменим остатком от деления на 
модуль 3( ) 2 2f x x x= + + . В процессе вычислений будем 
сразу преобразовывать коэффициенты многочленов по мо-
дулю 3. Имеем: 

4 3 3

4 2

3 2

3

2

2 2 2 2 2
22 2

2 2

2 1

2 1

x x x x x
xx x x

x x

x x

x x

+ + + + +
−

++ +

+ +
−

+ +

+ +

 

Отсюда получаем:   2[ ( )] [ ( )] [ 2 1]f f fa x b x x x⋅ = + + . 

Найдем теперь элемент 1[ ( )] fa x − . Для этого сначала 
найдем унитарный НОД многочленов ( )a x  и ( )f x , а затем 
получим его линейное представление. 

Выполним цепочку последовательных делений алго-
ритма Евклида, сразу преобразуя коэффициенты: 
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( ) : ( )f x a x
       

3 2 2

3 2

2

2

1

2 2 2 2
12 2

2

2 2
( )

x x x x
xx x x

x

x x
x r

+ + + +
−

++ +

+
−

+ +
=

 

1( ) : ( )a x r x

      

2

2

2

2 2
2

2 2
2

2( )

x x x
xx

x
x

r

+ +
−

+

+
−

=

 

На последнем шаге алгоритма Евклида при делении 1( )r x x=  
на 2( ) 2r x =  получим нулевой остаток. Тогда, 

2( , ) ( ) 2НОД a f r x= = . Линейное представление НОД имеет 
вид (проверьте!): 

22 ( ) (2 1) ( )f x x a x x= ⋅ + + ⋅ . 
Разделив последнее равенство на 2, получим: 

21 ( ) ( 2) ( ) 2f x x a x x= ⋅ + + ⋅ . 
Тогда 

2[1] [ ( ) ( 2)] [ ( ) 2 ]f f ff x x a x x= ⋅ + + ⋅ . 
Отсюда, учитывая равенство [ ( ) ( 2)] [0]f ff x x⋅ + = , имеем: 

2[ ( )] [2 ] [1]f f fa x x⋅ = . 

Последнее равенство означает, что элемент, обратный к 
классу [ ( )] fa x , имеет вид: 

1 2[ ( )] [2 ]f fa x x− = . 
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Задача 2. Построить поле из восьми элементов. 
Решение. Так как 38 2= , то в качестве поля P  можно 

взять 2 {0,1}= , а в качестве модуля ( )f x  - неприводимый 

многочлен степени 3n = , например, 3
2( ) 1 [ ]f x x x x= + + ∈ . 

Тогда искомое поле – это 2[ ] /x f .  
Выпишем все элементы этого поля. Для этого рассмот-

рим всевозможные остатки, которые получаются от деления 
на ( )f x  - это многочлены из 2[ ]x , степень которых 3< , 

т.е. многочлены вида 2ax bx c+ + , где 2, , {0;1}a b c∈ = :  
2 2 2 20, 1 ,  ,  1,  ,  1,  ,  1x x x x x x x x+ + + + + . Тогда поле 2[ ] /x f  

состоит из классов, которые порождаются этими остатками: 
2 2 2 2

2[ ] ( ) {[0],  [1],  [ ],  [ 1],  [ ],  [ 1],  [ ],  [ 1]}x f x x x x x x x x x= + + + + +  

Составим таблицы сложения и умножения для элемен-
тов этого поля. Сначала, для примера, найдем сумму и про-
изведение классов 2[ ]x  и 2[ ]x x+ . Для суммы имеем: 

2 2 2[ ] [ ] [2 ] [ ]x x x x x x+ + = + = , 

здесь мы сначала сложили два данных многочлена, а затем 
преобразовали полученные коэффициенты, учитывая, что 
2 0(mod 2)≡ . 

Теперь найдем произведение классов, для этого снача-
ла перемножим два данных многочлена: 

2 2 4 3[ ] [ ] [ ]x x x x x⋅ + = + , 

а затем упростим результат; для этого найдем остаток от де-
ления  4 3x x+   на модуль  3( ) 1f x x x= + + . Имеем: 
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4 3 3

4 2

3 2

3

2

1
1

1

1

x x x x
xx x x

x x x

x x

x

+ + +
−

++ +

+ +
−

+ +

+

 

Окончательно получаем:    2 2 4 3 2[ ] [ ] [ ] [ 1]x x x x x x⋅ + = + = + . 
Аналогично находятся сумма и произведение для всех 

остальных классов. Таблицы сложения и умножения для по-
ля 2[ ]x f  выглядят следующим образом (проверьте!):  

 

⊕  0 1 x  1x +  2x  2 1x +  2x x+  2 1x x+ +  
0 0 1 x  1x +  2x  2 1x +  2x x+  2 1x x+ +  
1 1 0 1x +  x  2 1x +  2x  2 1x x+ +  2x x+  
x  x  1x +  0 1 2x x+  2 1x x+ +  2x  2 1x +  

1x +  1x +  x  1 0 2 1x x+ +  2x x+  2 1x +  2x  
2x  2x  2 1x +  2x x+  2 1x x+ +  0 1 x  1x +  
2 1x +  2 1x +  2x  2 1x x+ +  2x x+  1 0 1x +  x  
2x x+  2x x+  2 1x x+ +  2x  2 1x +  x  1x +  0 1 

2 1x x+ +  2 1x x+ +  2x x+  2 1x +  2x  1x +  x  1 0 
 

⊗  0 1 x  1x +  2x  2 1x +  2x x+  2 1x x+ +  
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 x  1x +  2x  2 1x +  2x x+  2 1x x+ +  
x  0 x  2x  2x x+  1x +  1 2 1x x+ +  2 1x +  

1x +  0 1x +  2x x+  2 1x +  2 1x x+ +  2x  1 x  
2x  0 2x  1x +  2 1x x+ +  2x x+  x  2 1x +  1 
2 1x +  0 2 1x +  1 2x  x  2 1x x+ +  1x +  2x x+  
2x x+  0 2x x+  2 1x x+ +  1 2 1x +  1x +  x  2x  

2 1x x+ +  0 2 1x x+ +  2 1x +  x  1 2x x+  2x  1x +  
Тем самым, поле из восьми элементов построено. 
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Задачи и упражнения для самостоятельного решения 
1) Сколько элементов содержится в кольце классов вычетов 

2
3[ ] ( 1)x x − . Обратим ли в этом кольце элемент [2 1]x + ? 

2) Покажите, что кольцо 2[ ]x f , где 4 3( ) 1f x x x x= + + + , 
не является полем. Найдите число его элементов, укажите 
все обратимые элементы и найдите обратные к ним. 

3) Покажите, что многочлен 4 3 2( ) 3f x x x x= + + +  неприво-
дим над полем 7 . В поле 7[ ]x f  найдите элемент, об-

ратный для класса 2[ 3] fx x+ + .         Ответ: 3[6 2 5] fx x+ +  

4) Найдите неприводимый многочлен над полем 3 , и с его 
помощью постройте поле из 9 элементов. Составьте таб-
лицы для операций сложения и умножения в этом поле. 
Для каждого элемента этого поля укажите обратный. 

 
8.  КРИТЕРИЙ БАТЛЕРА НЕПРИВОДИМОСТИ  
МНОГОЧЛЕНА НАД КОНЕЧНЫМ ПОЛЕМ 

Основные теоретические сведения 
Если поле P  конечно, то над ним существуют непри-

водимые многочлены любой степени. Этот факт значительно 
усложняет решение вопроса о неприводимости многочлена 
над данным полем. Приведем критерий неприводимости 
многочлена над конечным полем, установленный 
М.Батлером в 1954 году. 

Теорема (критерий Батлера). Многочлен ( ) [ ]f x P x∈  
степени n  неприводим над полем ( )P GF q=  тогда и только 
тогда, когда выполнены условия: 

1) унитарный ( , ) 1НОД f f ′ = ; 

2) уравнение 0qz z− =  имеет в кольце [ ] ( )P x f x  
ровно q  решений. 
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Из этой теоремы вытекает практически удобный спо-
соб распознавания приводимости или неприводимости мно-
гочлена ( )f x  над полем ( )GF q . А именно: 

1) Если ( , ) 1НОД f f ′ ≠ , то по теореме многочлен ( )f x  
приводим над ( )GF q . 

2) Пусть ( , ) 1НОД f f ′ = . Тогда проверим, выполняется 
ли условие 2 теоремы. 

Построим многочлены ( ) (mod )iq i
i x x x fα ≡ − , 1, 1i n= − , 

такие, что  1
0 1 1,( ) ... n

i i i n ix x xα α α α −
−= + + + , т.е. многочлен 

( )i xα  выполняет роль остатка от деления iq ix x−  на ( )f x . 
Из коэффициентов многочленов ( )i xα  составим мат-

рицу A , при этом коэффициенты запишем в матрицу столб-
цами, где первый столбец – всегда нулевой: 

01 0, 1

11 1, 1

1,1 1, 1

0 ...
0 ...
. . ... .
0 ...

n

n

n n n

A

α α
α α

α α

−

−

− − −

 
 
 =  
  
 

. 

Заметим, что сначала выписываются коэффициенты при 
меньших степенях x . В силу критерия Батлера многочлен 

( )f x  неприводим над ( )GF q  тогда и только тогда, когда 
rang 1A n= − . В противном случае ( )f x  - приводим. 

Вопросы для самоконтроля 
1) Какую степень могут иметь непрводимые многочлены над 

конечными полями? 
2) Приведите примеры многочленов второй, третьей, четвер-

той степени, неприводимых над полем 3 . 
3) Сформулируйте критерий Батлера. 
4) Как проверить условия критерия Батлера? 
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Примеры решения задач 
Задача 1. Пользуясь критерием Батлера, определите, 

приводим или нет над полем (3)GF  многочлен 4( ) 2f x x= − . 
Решение. Сначала найдем унитарный ( , )НОД f f ′ . С 

помощью алгоритма Евклида получаем (проверьте!): 
4 3( , ) ( 1, ) 1НОД f f НОД x x′ = − = . 

Так как условие 1 выполнено, то переходим к проверке 
условия 2. Построим многочлены ( ) (mod )iq i

i x x x fα ≡ − , 

1, 2,3i = , выполняющие роль остатка от деления iq ix x−  на f . 
По условию 3q =  и степень многочлена ( )f x  равна четы-

рем. Поэтому  3( ) (mod )i i
i x x x fα ≡ − , и многочлены ( )i xα  

должны иметь степень 3≤ . 
1) При 1i =  получаем   3

1( )  (mod )x x x fα ≡ − . 
Так как должно выполняться неравенство 1deg ( ) 3xα ≤ , то 

можно считать 3
1( )x x xα = − . Откуда, учитывая равенство 

1 2(mod3)− ≡ , находим 
3 3 2 3

1( ) 2 0 2 0 1x x x x x x x xα = − = + = + + ⋅ + ⋅ . 

2) При 2i =  получаем   6 2
2 ( )  (mod )x x x fα ≡ − . 

Здесь многочлен 2( )xα  - это остаток от деления многочлена 
6 2x x−  на 4( ) 2f x x= − . Выполняя деление уголком, нахо-

дим остаток 2x . Значит, 
2 2 3

2( ) 0 0 1 0x x x x xα = = + ⋅ + ⋅ + ⋅ . 

3) При 3i =  получаем   9 3
3( )  (mod )x x x fα ≡ − . 

Выполняя деление уголком многочлена 9 3x x−  на 
4( ) 2f x x= − , находим остаток 32x x+ . Значит, 
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3 2 3
3( ) 2 0 1 0 2x x x x x xα = + = + ⋅ + ⋅ + . 

Многочлены ( ) (mod )iq i
i x x x fα ≡ − , 1, 2,3i = , построены.  

Теперь составим матрицу A , записав в ее первый стол-
бец нули, а в остальные столбцы – коэффициенты построенных 
многочленов ( )i xα  по убывающим степеням x . Получим: 

0 0 0 0
0 2 0 1
0 0 1 0
0 1 0 2

A

 
 
 =
 
  
 

. 

Вычислим ранг этой матрицы и сравним его с числом 1n − , 
где 4n =  - это степень данного многочлена ( )f x . Имеем: 

rang 2 1 3A n= < − =    (Проверьте!) 
Следовательно, в силу критерия Батлера многочлен 

4( ) 2f x x= −  приводим над (3)GF . Нетрудно показать, что 
разложение ( )f x  на неприводимые множители над (3)GF  

имеет вид    2 2( ) ( 2 2)( 2)f x x x x x= + + + + . 

Задачи и упражнения для самостоятельного решения 
1) Пользуясь критерием Батлера, определите, приводимы 

или нет над полем (2)GF  многочлены 2 1x +  и 3 1x x+ + . 
2) Пользуясь критерием Батлера, определите, приводимы 

или нет над полем (3)GF  многочлены 3 2 1x x+ +  и 
4 3 2x x x+ + + . В случае приводимости - разложите на не-

приводимые множители. 
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ 

1. Многочлен 1 0( ) ...n
nf x a x a x a= + + +  с целыми коэффициен-

тами неприводим над полем рациональных чисел, если 
существует простое число p  такое, что: 
1)  na  p ,   ( 0, 1)ia p i n= − ,   0a  2p ; 

2) na 

2p ,   ( 1, )ia p i n= ,   0a  p ; 

3)  na 

2p ,   ( 0, )ia p i n= ,   0a  2p ; 

4)  ( 0, )ia p i n= ,   0a  2p . 
2. Наибольший общий делитель многочленов , [ ]f g x∈ , 

где 5 4 3 2( ) 3 3 1f x x x x x x= + + + + + , 4 3( ) 2 2g x x x x= + + + , 
имеет вид:      1) 1x + ;       2) 3 1x + ;       3) 2x + ;       4) 1. 

3. Укажите, какие из данных многочленов неприводимы над 
полем   рациональных чисел:          а) 4 25 3x x+ + ; 
б) 25 83 4 2x x+ + ;    в) 94 22 1x x− + ;    г) 6 32 8x x+ − . 

4. Разложение многочлена 5 3 2( ) 7 12 6 36f x x x x x= − − + +  на 
неприводимые множители над полем   рациональных 
чисел имеет вид: 
1) 3 2( 2)( 3)( 6)x x x x− − + − ;      2) 3 2( 2)( 3)( 6)x x x x+ − + + ; 
3) 4 3 2( 2)( 9 6 6 18)x x x x x+ − + − + ;  4) 3 2( 2)( 3)( 6)x x x x+ − + − . 

5. Найдите кратность корня 0 2x = −  для многочлена 
5 4 3 27 16 8 16 16 [ ]x x x x x x+ + + − − ∈ :   1) 4;  2) 3;  3) 2;  4) 1. 

6. Какова наибольшая степень многочленов ( ) [ ]f x x∈ , не-
приводимых над полем   действительных чисел? 
1) 1;        2) 2;        3) 4,        4) наибольшей степени нет 

7. Какое наибольшее число различных целых корней может 
иметь многочлен 1

1 1 0... [ ]n n
n na x a x a x a x−

−+ + + + ∈ , если 
3na = ,  0 9a = ?      1) 8;        2) 4;        3) 6,        4) 3 
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8. Известно, что многочлен 4 3 2 4 10x x x x+ + − +  имеет ко-
рень 0 1x i= + . Укажите, какое из следующих чисел обя-
зано быть корнем этого многочлена: 
1) i ;            2) 1 i− − ;            3) 1 i− + ;            4) 1 i−  

9. Число α  является k -кратным корнем многочлена ( )f x , 
если:      1) ( ) 0f α = ;      2) ( ) 0kf α = ; 
3) ( ) ( ) ( )kf x x q xα= −  для некоторого ( )q x ; 
4) ( ) ( ) ( )kf x x q xα= − , где ( ) 0q α ≠ . 

10. Кратность корня 0 2x =  многочлена 2 3 2( 2) ( 7)x x x− +  над 
полем 11  равна:    1) 2;          2) 3;          3) 4;          4) 0. 

11. Разложение многочлена 4 3 23 2 4 11x x x x− + − −  на непри-
водимые множители над полем 5  имеет вид: 

1) 2( 1)( 2)( 2)x x x x+ + + − ;      2) 3 2( 1)( 3 1)x x x− + + ; 
3) 2 2( 1) ( 2)x x− − ;                   4) 2 2( 4) ( 2)x x+ + . 

12. В поле 3[ ]x f  найдите произведение классов [ ( )] fa x  и 

[ ( )] fb x , если  ( ) 2 2a x x= + ,  2( ) 2b x x x= + + ,  3 2( ) 2f x x x= + + . 

1) 22x ;      2) 3 22 1x x+ + ;     3) 2 2x x+ + ;     4) 22 1x + . 
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