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1. СКАЛЯРНЫЕ, ВЕКТОРНЫЕ И ТЕНЗОРНЫЕ ПОЛЯ 

Основные определения. Геометрические характеристики 

скалярных и векторных полей.  Пусть D – область в пространстве 

двух, трех или n измерений. Говорят, что в области D задано скаляр-

ное поле, если в D задана скалярная функция точки u(Р) =  

= u(x1, x2, …, xn) = u(r), называемая функцией поля (r – радиус-вектор 

точки Р(x1, x2, …, xn)). Если каждой точке PD поставлен в соответ-

ствие вектор a(Р) = a(r), то говорят, что в области D задано вектор-

ное поле, определяемое векторной функцией a(Р) = a(x1, x2, …, xn) =  

= a(r). Тензорным полем m-го ранга 
1 ... 1

ˆ( ) ( , ..., )
mi i nT P T x x  называет-

ся совокупность n
m
 скалярных функций, образующих в любой точке  

P  D  тензор m-го ранга. Индексы i1, ... , im принимают значения  

от 1 до n. Скалярное и векторное поля являются частными случаями 

тензорных полей нулевого и первого ранга. 

Простейшими геометрическими характеристиками скалярных 

полей являются линии уровня u(х, у) = С в пространстве двух изме-

рений, поверхности уровня, или эквипотенциальные поверхности, 

u(x, у, z) = С в пространстве трех измерений и гиперповерхности 

уровня u(x1, x2, …, xn) = С в пространстве n > 3 измерений. Простей-

шими геометрическими характеристиками векторных полей являют-

ся векторные линии и векторные трубки. Векторной линией называ-

ется линия, касательная к которой в каждой точке имеет направле-

ние соответствующего ей вектора поля. Векторные линии для век-

торного поля  a = ax i + ay j + azk  определяются системой дифферен-

циальных уравнений  

),,(),,(),,( zyxa

dz

zyxa

dy

zyxa

dx

zyx

  

(аналогично для плоских и многомерных полей). Векторной трубкой 

называется поверхность, образованная векторными линиями, прохо-

дящими через точки некоторой лежащей в поле замкнутой кривой, 

не совпадающей (даже частично) с какой-либо векторной линией. 

Определить вид линий или поверхностей (гиперповерхно-

стей) уровня следующих скалярных полей: 

1. u = y
2

+ x.  2. u = ху.  3. u = у/х.  4. u = х + у + z.  5. u = x
2

+ y
2
– z

2
.  

6. u = х
2

+ y
2
– z.   7. u = х1 + х2 + х3 + х4.   8. 2

4

2

3

2

2

2

1 xxxxu  . 
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Найти векторные линии следующих полей: 

9. a = yi – xj.    10. a = xi – yj.    11. a = yi + j.    12. a = r = xi + yj + zk. 

13. u = [r, с] (с—постоянный вектор). 

Пусть  c = ai + bj + ck. Тогда 

а = [r, с] =
cba

zyx

kji

= (cy – bz)i + (az – cx)j + (bx – ay)k. 

Дифференциальные уравнения векторных линий поля а имеют вид:  

aybx

dz

cxaz

dy

bzcy

dx








. 

Умножая числитель и знаменатель первой дроби на x, второй – на у и 

третьей на z, находим 

ayzbxz

zdz

cxyayz

ydy

bxzcxy

xdx








. 

Складывая почленно и используя свойство пропорции, окончательно 

выводим: 

  
0

zdzydyxdx

aybx

dz

cxaz

dy

bzcy

dx 









. 

Следовательно,  xdx + ydy + zdz = 0,  или  d(x
2

+ y
2
+ z

2
) = 0. 

Отсюда получаем, что  
2

1

222 Czyx  . 

Аналогично, умножая числитель и знаменатель первой дроби на 

а, второй на b, третьей на с и складывая почленно, находим 

0

cdzbdyadx

aybx

dz

cxaz

dy

bzcy

dx 









 

Следовательно,  adx + bdy + cdz = 0,  или  ax + by + cz = C2 . 
Таким образом, уравнения векторных линий имеют вид: 









 .

),0(,

2

1

2

1

222

Cczbyax

CCzyx
 

Векторные линии поля а представляют собой окружности, являю-

щиеся сечениями сфер 
2

1

222 Czyx   плоскостями ax+by+cz=C2 , 

перпендикулярными вектору с.  
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14. 
zyx

kji
a  .                  15. a = (y – z)i + (z – x)j + (x – y)k. 

16. a = x1e1 + x2e2 + x4e4 . 

17. Найти векторную линию поля а = –yi + xj + bk, проходя-

щую через точку Р(1, 0, 0). 

18. Найти векторную линию поля а = х
2
i – у

3
j + z

2
k, проходя-

щую через точку Р(1/2, –1/2, 1). 

19. Определить вид векторных трубок: 

а) в задаче 12;  б) в задаче 15. 

Производная по направлению и градиент скалярного поля. 

Дифференцирование тензорного поля. Пусть s=cos i +cos j+ 

+cos k – единичный вектор данного направления s, r0 = x0i +  

+ y0 j + z0k – радиус-вектор точки Р0(х0, у0, z0). Производная скалярно-

го поля и(Р) в точке Р0 по направлению s, обозначаемая через 
u

s




, 

определяется соотношением 

0 0

0

( ) ( )
lim

u u u

s 





  




r s r
 

и характеризует скорость изменения функции и(Р) в направлении s. 

Производная 
s

u




 вычисляется по формуле 























coscoscos

0000
rrrrrrrr z

u

y

u

x

u

s

u
.  (1) 

Градиентом скалярного поля и(Р), обозначаемым символом 

grad и, называется вектор, проекциями которого на координатные оси 

являются соответствующие частные производные функции и(Р), т. е. 

kji
z

u

y

u

x

u
u














grad .                             (2) 

Аналогично определяется производная по направлению и гра-

диент для n-мерных скалярных полей. 

 



 5 

Т е о р е м а . Если )(...1
r

miiT  – тензорное поле m-го ранга, то его 

частная производная )(...1
r

mii

i

T
x


 есть тензорное поле (m+1)-го ран-

га )(,...1
riii m

T . 

С л е д с т в и е . Если u(r) – скалярное поле, то 
ix

u




 – компонен-

ты вектора (i = 1, ... , n), являющегося градиентом скалярного поля 

(
ix

u




 [grad u]i). 

Исходя из выражения производной по направлению (1) и оп-

ределения градиента (2), доказать следующие свойства градиента: 

20. Производная поля по направлению s равна скалярному 

произведению градиента поля на единичный вектор данного на-

правления, т.е. равна проекции градиента на данное направление 

s

u




= (grad u, s) = | grad и | cos , 

где   –  угол между градиентом и вектором  s. 

21. Направление градиента есть направление наибыстрей-

шего возрастания функции поля. 

22. В каждой точке поля градиент направлен по нормали к 

соответствующей поверхности уровня в сторону возрастания 

потенциала поля, т. е. 

| grad u | =
n

u




. 

где п – направление нормали к поверхности уровня в сторону 

возрастания функции поля. 

23. Пусть и = и(х, у, z) и v = v(x, у, z) – дифференцируемые 

функции, с – постоянная. Доказать следующие соотношения: 

а) grad (u+ v) = grad u + grad v;  

б) grad (c + u) = grad u; 

в) grad (cu) = сgrad и; 

г) grad (uv) = v grad u + ugrad v; 
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д) grad (u
n
) = nu

n – 1
grad u; 

e) 0   ,
gradgrad

grad
2












v

v

vuuv

v

u
. 

Найти градиенты следующих скалярных полей: 

24. u = | r |.  25. u = ln| r |.  26. u = (a, r); а – постоянный вектор. 

27. u = (a, r)(b, r);  а, b – постоянные векторы. 

28. и = | [a, r] |
2
;  a – постоянный вектор. 

Пусть 222 || zyxr  r . Показать, что: 

29. (grad u(r), r) = u(r) r.               30. [grad u(r), r] = 0. 

Найти производные от следующих полей в заданных точ-

ках по заданному направлению: 

31. 22

2

1
yxu   в точке Р0(2, –1) по направлению вектора 



10 PP , где P1 (6, 2). 

32. Найти производную скалярного поля zyxu  22

2

1

2

1
 в 

точке P(2, 1, 1) по направлению прямой 
2

1

0

1

1

2 





 zyx
 в 

сторону возрастания поля.  

33. 2

4

2

3

2

2

2

1 xxxxu   в точке Р(1, 3, 2, –1) по направлению 

вектора a = 2e1 + e2 – 2e4 . 

34. Найти производную скалярного поля  и=1/ | r |  по на-

правлению его градиента.  

35. Найти производную поля 
2

2

2

2

2

2

c

z

b

y

a

x
u   в точке 

M(a; b; c) по направлению радиус-вектора этой точки. 

36. Найти угол между градиентами поля и = х
2

+ 2y
2

– z
2
  в 

точках Р1(2, 3, –1) и Р2(1, –1, 2). 

37. Найти скорость и направление наибыстрейшего возрас-

тания поля u = xyz в точке P(1, 2, 2). 
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38. Найти единичный вектор нормали к поверхности уровня 

поля u = x
2

+ 2xy – 4yz в точке Р0(1, 1, –1), направленный в сто-

рону возрастания поля. 

39. Найти стационарные точки поля и=2х
2

– 4xy + y
2

– 2yz + 6z. 

Убедиться в ортогональности линий уровня полей: 

40. и = х
2

– у
2
,  v = xy.    41. u = 2x

2
+ y

2
,  v = y

2
/x.  

Убедиться в ортогональности поверхностей уровня сле-

дующих полей: 

42. и = х
2

+ у
2
– z

2
,  v = xz + yz.   43. и = х

2
+ у

2
– 2z

2
,  v = xyz.   

44. 2

4

2

3

2

2

2

1 xxxxu  ,  v = x1x3 + x2x4 ,  w = x1x4 – x2x3 . 

Найти семейство линий наибыстрейшего возрастания для 

следующих полей: 

45. Плоского поля и = х
2

– у
2
.  46. Трехмерного поля u = xyz.  

47. Трехмерного поля  и = х
2

+ у
2
– z

2
. 

2. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ И ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

Криволинейный интеграл 1-го рода. Пусть 
  

AB


 – дуга кусоч-

но гладкой кривой, и(Р) – заданное на 
  

AB


 скалярное поле, и 

A = A0, A1, A2, …, An–1 , An = B – произвольное разбиение дуги 
  

AB


 и Р 

( = 1, 2, … , n) – произвольные точки на частичных дугах А – 1А , 

длины которых обозначим через s . Если существует предел после-

довательности интегральных сумм 


 
n

sPu
1

)( при 

smax → 0 (и 

n→), который не зависит ни от способа разбиения дуги 
  

AB точка-

ми А , ни от выбора точек P  в частичных дугах А – 1А , то этот пре-

дел называется криволинейным интегралом 1-го рода от функции 

и(Р) по кривой 
  

AB и обозначается через 

 
AB AB

dszyxudsPu ),,()(  

(ds – дифференциал дуги), т. е. 
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sPudsPu
n

s
AB

)(lim)(
1

0max
.                          (1) 

Если функция u(Р) непрерывна на 
  

AB, то интеграл (1) существует.  

Физически интеграл (1) можно рассматривать как массу кривой 
  

AB. Вычисление интеграла (1) сводится к вычислению определен-

ного интеграла. Например, если уравнение дуги 
  

AB задано в виде 

x = x(t),  y = y(t),  z = z(t),  t0  t  t1 , то 

  
AB

t

t

dttztytxtztytxudsPu
1

0

)()()())(),(),(()( 222
. 

Криволинейный интеграл 1-го рода не зависит от того, в каком на-

правлении проходится дуга 
  

AB, иными словами, 

 
AB BA

dsPudsPu )()( . 

П р и м е р  1. Определить массу М первого витка винтовой ли-

нии  x = a cos t, y = a sin t, z = ht, если плотность (Р) в каждой ее точ-

ке пропорциональна длине радиус-вектора этой точки. 

Так как 
222 zyxkkr  , то в точках винтовой линии 

222 thak  . Первому витку отвечает изменение параметра t от 

0 до 2  и 

dthadtzyxds 22222  . 

Отсюда  






2

0

22222 dtthahakM  

        












0

2
ln

22

222
2

22222 thaht
h

a
tha

t
hak        

      .
42

ln
2

4
2222

22222













 


a

hah

h

a
hahak  
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В задачах 48 – 54 вычислить следующие криволинейные 
интегралы 1-го рода: 

48.  
C

dsyx )( , где С – контур треугольника АВО с верши-

нами A(1, 0), B(0, 1) и О(0, 0). 

49. 
C

ds
yx

ds

422
, где С – отрезок прямой, соединяющий 

точки О(0, 0) и  A(1, 2). 

50. 
C

xyds , где С – контур квадрата   | x | + | y | = a,  (a > 0). 

51. 
C

dsy 2 , где С – первая арка циклоиды х = a(t – sin t), 

y = a(l – cos t). 

52.  
C

dsyx 22 , где С – дуга развертки окружности  

х = a(cos t + tsin t),  y = a(sin t – tcos t)   (0  t 2). 

53.  
C

zx

yds

3
, где С – дуга линии x = t,  y = t

2
/ 2 , z = t

3
/3 от 

О(0, 0, 0) до B( 2 , 2 , 2 2 /3). 

54.  
C

dsyx )( 22 , где С – дуга логарифмической спирали 

r = ае
3

 от точки А(а, 0) до точки О(0, 0). 
55. Найти массу всей астроиды x = acos

3
t,  у = аsin

3
t, если 

плотность (P) в каждой ее точке Р выражается формулой  

(P) = k | xy |, где k > 0 – коэффициент пропорциональности. 
58. Найти массу дуги конической винтовой линии 

x = ae
t
cos t, у = аe

t
sin t, z = аe

t
, если плотность в каждой ее точке 

Р выражается формулой = ke
t
 (где k > 0 – коэффициент про-

порциональности), от точки О(0, 0, 0) до точки A(а, 0, а). 
60. Найти массу четверти окружности x

2
+ y

2
= r

2
, располо-

женной в первом квадранте, если плотность ее в каждой точке 
пропорциональна абсциссе этой точки (коэффициент пропор-

циональности ). 
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61. Найти массу полуокружности x
2

+ y
2

= r
2
, расположенной 

в верхней полуплоскости, если плотность ее в каждой точке 

пропорциональна кубу ординаты этой точки (коэффициент 

пропорциональности ). 

Криволинейный интеграл 2-го рода. Пусть на дуге 
  

AB  ку-

сочно гладкой кривой задано векторное поле а = а(r) = ax(x, у, z)i +  

+ay(x, у, z)j + az(x, у, z)k , и пусть A = A0 , A1 , A2 , …, An – 1 , An = B – про-

извольное разбиение дуги 
  

AB  на частичные дуги, P ( = l, 2, ..., n) – 

произвольные точки на дугах A – 1A , а  приращение радиус-вектора 

r(Р) на концах дуги A – 1A . Тогда, если существует предел последо-

вательности интегральных сумм 


 
n

P
1

)( ra  при ||max 


r  0 (и 

n ), который не зависит ни от способа разбиения дуги 
  

AB  на 

частичные дуги, ни от  выбора точек Р в этих частичных дугах, то 

этот предел называется  криволинейным интегралом 2-го рода по 

дуге 
  

AB  и обозначается через 

 
AB

zyx

AB

dzadyadxad ),( ra , 

т.е.                       )),((lim),(
1

0  ||  max







 




rara
r

n

AB

Pd .                      (2) 

Здесь (а, dr) и (a(Р), r) – скалярные произведения векторов. Если 

вектор-функция  а(Р)  непрерывна на 
  

AB , то интеграл (2) существует. 

Интеграл (2) называют также линейным интегралом вектора 

а(r). Аналогично определяются линейные интегралы в плоских и 

многомерных векторных полях. Если даны параметрические уравне-

ния дуги AB: x = x(t),  y = y(t),  z = z(t),  t0  t  t1 , то 

    
1

0

)()(),(),()()(),(),(),(

t

t

yx

AB

tytztytxatxtztytxadra        

                                               dttztztytxaz )()(),(),(        (3) 

Здесь t0 и t1 – значения параметра t, отвечающие точкам A и B. В от-

личие от криволинейных интегралов 1-го рода, линейные интегралы 

(2) зависят от направления, по которому производится интегрирова-
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ние  вдоль  дуги  
  

AB : 

 
BAAB

dd ),(),( rara . 

Простейший физический смысл линейного интеграла – работа сило-

вого поля  а = а(r)  при перемещении в нем материальной точки по 

кривой АВ из точки A в точку В. 

П р и м е р  2. Найти работу силового поля F = xi + yj + zk при пе-

ремещении материальной точки вдоль первого витка конической вин-

товой линии  x = ae
t
cos t,  у = аe

t
sin t,  z = аe

t
  из точки A(0, 0, 0) в точку 

B(а, 0, а). 

Так как  dx = ae
t
(cos t – sin t)dt,  dy = ae

t
(cos t + sin t)dt,  dz = ae

t
dt  и 

(F, dr) = xdx + ydy + zdz =  

 = a
2
e

2t
((cos t – sin t)cos t + (cos t + sin t)sin t + 1)dt = 2a

2
e

2t
dt, 

то, учитывая, что t = – в точке A и t = 0 в точке B, имеем  

2

0

222),( adtead t

AB

 


ra . 

Линейный интеграл вектора a, взятый по замкнутому контуру С, 

называется циркуляцией вектора поля по данному контуру и обозна-

чается символом  
C

dra . Направление обхода контура указывается 

заранее, причем положительным считается обход против часовой 

стрелки, а отрицательным – по часовой стрелке. 

Для плоских векторных полей  а = a(x, у)  имеет место следую-

щее утверждение: 

Если векторная функция а = ax(x, у) i +ay(x, у)j непрерывна вместе с 

производными  ax /y  и  ay /x  в замкнутой области G = GC, то 

 



















C

yx

G

xy
dyadxadxdy

y

a

x

a
    (ф о р м у л а  Г р и н а ). 

П р и м е р  3 . Вычислить криволинейный интеграл 

 
C

dyyxdxyx )()( ,   где C – окружность х
2
+ y

2
= r

2
. 

Применяя формулу Грина, можем записать: 
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22)11()()( rdxdydyyxdxyx
KC

  , 

так как  
K

dxdy   есть площадь круга K: х
2
+ y

2
 r

2
.   

62. Вычислить работу силового поля F = yi – xj  при переме-

щении материальной точки вдоль верхней половины эллипса 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 из точки A(a, 0) в точку B(–а, 0). 

63. Вычислить линейный интеграл 
OB

d ),( ra , если 

a = y
2
i + x

2
j,  O(0, 0), B(1, 1), по следующим путям: а) отрезок 

прямой OВ; б) дуга параболы x
2

= y; в) дуга параболы у
2

= х; 

г) ломаная ОАВ, где A(1, 0); д) ломаная OCB, где С(0, 1). 

64. Вычислить циркуляцию вектора a = yi – xj  вдоль окруж-

ности (х – х0)
2

+ (у – у0)
2
= R

2
 в отрицательном направлении. 

65. Вычислить линейный интеграл 
OA

d ),( ra , если 

a = zi + xj + yk,  уравнение дуги ОА:   r = ti + t
2
j + t

3
k,  0  t  1. 

66. Вычислить линейный интеграл 
OA

d ),( ra , если                       

a = –yzi + xzj + xyk, OA – первый виток винтовой линии 

x = a cos t,  y = a sin t,  z = ht  (0  t 2). 

67. Вычислить циркуляцию вектора  a = yi – zj + xk  вдоль эл-

липса 
22

22

2
az

yx



,   y = x   в положительном направлении 

относительно орта  i. 

68. Вычислить работу силового поля  F = 2xyi + y
2
j – x

2
k  при 

перемещении материальной точки вдоль сечения гиперболоида  

x
2

+ y
2

– 2z
2

= 2a
2
 плоскостью у = x от точки (а, а, 0) до точки 

(а 2 , а 2 , а). 
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Используя формулу Грина, вычислить интегралы: 

69.  
C

dyyxdxyx )()( 2222  , где C – контур, образованный 

полуокружностью  22 xry  и осью Oх. 

70.  
C

dyyxdxyx 22 )()( , где C – контур, образованный 

синусоидой у = sin x  и отрезком оси Oх при 0 x  . 

71.  
C

dyxyydxx 22 , C – окружность  x
2
 + y

2
 = r

2
.  

72.  
C

dyyxdxyx )()( 222 , где C – треугольник с верши-

нами O(0, 0), A(1, 0) и B(0, 1). 

Поверхностный интеграл 1-го рода. Гладкая поверхность G в 

трехмерном пространстве называется двусторонней, если нормаль к 

поверхности при обходе по любому замкнутому контуру, лежащему 

на поверхности G и не имеющему общих точек с ее границей, воз-

вращается в первоначальное положение. Выбор определенной сто-

роны поверхности, т. е. выбор направления нормали к поверхности, 

называется ориентацией поверхности. 

Пусть G – кусочно гладкая поверхность, u(Р) – заданное на G 

скалярное поле, G1, G2, ..., Gn – произвольное разбиение поверхности 

G на частичные поверхности, площади которых равны 1, 2, ... , 

n и пусть Р ( = 1, 2, … , n) – произвольные точки на частичных 

поверхностях G . Если существует предел последовательности инте-

гральных сумм 


 
n

Pu
1

)(  при 


max  0 (и n), который 

не зависит ни от способа разбиения поверхности G на частичные по-

верхности, ни от выбора точек Р на этих частичных поверхностях, 

то этот предел называется поверхностным интегралом 1-го рода от 

функции и(Р) по поверхности G и обозначается через 

 
GG

dzyxudPu ),,()(  

(d—дифференциал площади поверхности), т. е. 
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)(lim)(
1

0max

n

G

PudPu .                      (4) 

Если и(Р) непрерывна на G, то интеграл (4) существует. Вычисление 

интеграла (4) сводится к вычислению обычного двойного интеграла. 

Если поверхность G задана параметрически: 

x = x(, ),  y = y(, ),  z = z(,), (, )D, 

или в векторной форме – r (,  ) = x(, ) i + y(, ) j + z(, ) k, то 

   
G D

ddNzyxudzyxu |),(|),(  ),,(  ),,(),,(


,  (5) 

где  








zyx

zyxN

kji

rr ,),(


 – вектор нормали (не единичной 

длины) к поверхности G;  





















zyx
;;r , 






















zyx
;;r ; 

222 ),(|||||),(|   rrrrN


. 

Допустим, что прямая, параллельная оси Оz, пересекает поверх-

ность G лишь в одной точке, т. е. уравнение поверхности имеет вид 

z = f(x, у), и пусть G проектируется на плоскость Оху в область D. 

Элемент d1 площади D выражается в виде d1 = d cos , где  – ост-

рый угол, который нормаль к поверхности G составляет с осью Оz:  
2/122 )1(cos  yx zz . 

Таким образом, 

  































DG D

dxdy
y

z

x

z
zyxu

d
zyxudzyxu

22

1 1),,(
cos

),,(),,( . 

Это же выражение можно получить из более общей формулы (5), 

положив x = , y = , z = f(, ). Если прямая, параллельная оси Оz, 

пересекает поверхность G в двух или более точках, то G разбивается 

на части, каждая из которых пересекается с прямой, параллельной 

оси Оz, лишь в одной точке. Интегрирование следует выполнять по 

каждой из полученных частей. 
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Вместо плоскости Оху поверхность G можно проектировать на 

плоскости Oxz или Оyz. 

Для двусторонних поверхностей поверхностный интеграл 1-го ро-

да не зависит от того, по какой стороне поверхности он берется. Физи-

ческий смысл поверхностного интеграла 1-го рода зависит от физиче-

ского характера данного скалярного поля: он может определять массу, 

распределенную по данной поверхности, электрический заряд и т. д. 

П р и м е р  4 . Вычислить интеграл  




G zyx

d

222
, где G – 

часть цилиндрической поверхности x = Rcos u, y = Rsin u, z = v;  

0  u  2,  0  v H. 

В данном случае применима формула (5), причем RN ||


. Поэтому 






G zyx

d

222
=

R

HRH
R

vR

dv
R

vR

dvduR
H H 222

0 0 0
2222

ln22








  


. 

П р и м е р  5 . Определить статический момент относительно 

плоскости Оху и положение центра масс однородной полусферы G 

(плотности 1): x
2

+ y
2

+ z
2
= R

2
 (z  0). 

Имеем 

dxdy
y

z

x

z
yxRzdM

G

xy   


























22

1222
, 

где D – круг x
2
+y

2
 R

2
, z = 0. Так как на полусфере xdx+ydy+zdz=0, то 

z

x

x

z





,      

z

y

y

z





, 

откуда 

222

22222

1
yxR

R

z

zyx

y

z

x

z































 , 

и       
32 RRRdxdyRdxdyRzdM

DDG

xy   . 

Определим теперь координаты центра масс полусферы. В силу сим-

метрии  x0 = y0 = 0. Далее, так как площадь Q поверхности полусферы 
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G есть 2R
2
, то 

2
0

R

Q

M
z

xy
 . 

П р и м е р  6 . На всей поверхности конуса с высотой h и радиу-

сом основания a распределены электрические заряды. В каждой точке 

поверхности плотность заряда пропорциональна аппликате этой точки 

(e = kz). Вершина конуса – в начале координат, его ось направлена по 

оси Оz. Определить суммарный заряд всей поверхности конуса.  

Суммарный заряд основания конуса равен произведению его 

площади a
2
 на плотность точечного заряда, т. е. kh. Таким образом, 

Eосн = ka
2
h. Заряд боковой поверхности G определяется интегралом 

 
G

повбок kzdE . . 

Уравнение поверхности конуса )( 22

2

2
2 yx

a

h
z  , 0  z  h. Дифферен-

цируя, находим )(
2

2

ydyxdx
a

h
zdz  , откуда 

z

x

a

h

x

z
2

2





, 

z

y

a

h

y

z
2

2





 и, 

следовательно, 

a

ha

z

yx

a

h

y

z

x

z 22

2

22

4

4

11

22






























 . 

Поэтому   



DG

повбок dxdy
a

ha
yx

a

kh
zdkE

22
22

. , 

где D – круг x
2

+ y
2
 a

2
,  z = 0. Переходя к полярным координатам, по-

лучаем: 







 
 a

G

повбок drrd
a

hakh
drdr

a

hakh
E

0

2

2

0

2

22

2

2

22

.

22

3

2
haahk  . 

Находим весь заряд: 

)23(
33

2 22222

. haa
ahk

haahkhakEEE повбокосн 


 . 
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Вычислить следующие поверхностные интегралы 1-го рода: 

73.  
G

yzdx 2 , где G – часть плоскости х + у + z = 1, лежащая 

в первом октанте. 

74.  
G

dyx 22 , где G – часть поверхности конуса  

x
2

+ y
2

= z
2
,  0 z 1. 

75.  
G

dzyx )( 222 , где G – сфера  x
2 

+ y
2 

+ z
2 

= 1. 

76.  
G

dzyx )( , где G – часть сферы x
2

+ y
2

+ z
2

= a
2
;  

x  0, y  0, z 0. 

77. Определить массу, распределенную на части поверхно-

сти гиперболического параболоида 2аz = x
2

– y
2
, вырезаемой 

цилиндром x
2

+ y
2

= a
2
, если плотность в каждой точке поверх-

ности равна k | z |, где k>0 – коэффициент пропорциональности. 

78. Определить суммарный электрический заряд, распреде-

ленный на части поверхности двуполостного гиперболоида  

z
2

= x
2

+ y
2

+ a
2
 (0  z  a 2 ), если плотность заряда в каждой 

точке пропорциональна аппликате этой точки (e = kz). 

79. Определить массу, распределенную по поверхности куба 

| x | a, | y | a, | z | a, если поверхностная плотность в точке 

P(x, у, z) равна 3 || xyzk , где k > 0 – коэффициент пропорцио-

нальности. 

80. Определить суммарный электрический заряд, распределен-

ный на части поверхности параболоида 2аz = x
2

+ y
2
, вырезаемой 

из него цилиндром x
2

+ y
2

= a
2
, если плотность заряда в каждой 

точке равна zk , где k>0 – коэффициент пропорциональности. 

Вычислить интегралы: 

C81.  dz
G

2
, где G – часть конической поверхности 

x =  cos  sin, z =  sin  sin, z =  cos, (= const,  

(0; /2)),   [0; 1],  [0; 2]. 
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C82.  dz
G

, где G – поверхность x = cos,  z = sin,  z =, 

 [0; 1], [0; 2]. 

 
Поверхностный интеграл 2-го рода. Пусть G – кусочно гладкая 

ориентированная поверхность и а = ax(x, у, z)i + ay(x, у, z) j + az(x, у, z)k – 

векторное поле. Разобьем поверхность G на частичные поверхности 

G1, G2, ... , Gn , площади которых обозначим через 1, 2, ... , n 

соответственно, а площади частичных поверхностей G , снабженных 

единичными нормалями n(P) в точках  PG ( = 1, 2, … , n), – че-

рез  (т. е. считаем каждую такую площадь вектором длины  и 

направления n(P)). Тогда, если существует предел последовательно-

сти интегральных сумм 


 
n

P
1

) ),(( a  при 


 max  0 (и n ), 

который не зависит ни от способа разбиения поверхности G на час-

тичные поверхности, ни от выбора точек P на этих частичных по-

верхностях, то этот предел называется поверхностным интегралом 

2-го рода по поверхности G и обозначается через 

  
G G

zyx dxdyadxdzadydzad ),( a ,                    (6) 

т. е.                    ) ),((lim) ,(
1

0  ||  max







 





n

G

Pd aa . 

Если поле a(Р) непрерывно на G, то интеграл (6) существует.  

Поверхностный интеграл 2-го рода называют также потоком век-

торного поля a(Р) через поверхность G. Его можно интерпретиро-

вать как количество жидкости или газа, протекающего за единицу 

времени в заданном направлении через поверхность G. Переход к 

другой стороне поверхности меняет направление нормали к поверх-

ности, а потому и знак поверхностного интеграла 2-го рода. 

Вычисление поверхностного интеграла 2-го рода сводится к вы-

числению поверхностного интеграла 1-го рода 

 
G

zyx

GG

daaadd )coscoscos(),(),( naa  ,  (7) 

где  n = (cos,  cos ,  cos ) – единичная нормаль к поверхности, или 
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к вычислению суммы трех двойных интегралов 

       
1

),),,((),(
D

x

G

dydzzyzyxada  

                       

2 3

)),(,,()),,(,(
D D

zy dxdyyxzyxadxdzzzxyxa , 

где D1 , D2 и D3 – проекции G соответственно на плоскости Oyz, Oxz и 

Oxy, а x(y, z), у(x, z) и z(x, y) – выражения, полученные из уравнения 

поверхности G разрешением относительно соответствующих коор-

динат. Знак ―+‖ или ―–‖ зависит от того, острый или тупой угол со-

ставляет вектор нормали с положительным направлением соответст-

венно осей Ox, Oy, Oz. 

В случае параметрического задания поверхности G  x = x(u, v),  

y = y(u, v),  z = z(u, v),  (u, v)D, справедлива следующая формула: 

 



D

vvv

uuu

zyx

G D

zyx dudv

zyx

zyx

aaa

dudvNdxdyadxdzadydza ),(


a . (8) 

В частном случае  ax = ay = 0, az = R  (8) принимает вид 

   




G D

dudv
vu

yx
vuzvuyvuxRRdxdy

),(

),(
),(),,(),,( . 

Аналогично записываются формулы, когда ax = az = 0, ay  0  и 

ay = az = 0, ax  0 . 

П р и м е р   7. Найти поток вектора  r = xi + yj + zk через часть по-

верхности эллипсоида 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
, лежащую в первом октан-

те, в направлении внешней нормали. 

Имеем в силу (7) 

 
GG

dzyxd )coscoscos(),( nr . 

Так как в первом октанте внешняя нормаль эллипсоида со всеми 

осями координат образует острые углы, то все три направляющих 

косинуса неотрицательны. Поэтому 
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23

4

8

1
33),(

2 31

abc
abcvzdxdyydxdzxdydzd

D DDG


   r  

(каждый из интегралов по D1, D2 и D3 определяет объем v одной 

восьмой части эллипсоида).  

П р и м е р   8. Найти поток вектора  a = x
2
i – y

2
j + z

2
k  через всю 

поверхность тела  x
2
+ y

2
+ z

2
 3R

2
,  0  z 

222 Ryx   в направ-

лении внешней нормали. 

Имеем:   
GG

dzyxd )coscoscos(),( 222
na  

                     
GGG

dzdydx coscoscos 222
. 

Заданная поверхность ограничена сверху сегментом сферы 

x
2
+ y

2
+ z

2
=3R

2
, с боков – частью поверхности гиперболоида x

2
+ y

2
–

z
2

= R
2
, снизу кругом  x

2
+ y

2
 R

2
, z = 0 (см. рис.). На плоскости Oyz и 

Охz поверхность G проектируется дважды с разных сторон, поэтому, 

в силу симметрии поверхности относительно этих плоскостей, пер-

вые два интеграла в записи потока равны нулю: 

 
GG

dydx 0coscos 22
. 

На плоскость Оху сферический сегмент 

проектируется в круг (область D31) 

x
2

+ y
2
 2R

2
, часть поверхности гипербо-

лоида – в кольцо (область D32) 

R
2
 x

2
+ y

2
 2R

2
, a нижним основанием 

служит лежащий в этой плоскости круг 

(область D33) x
2

+ y
2
 R

2
. Но для сегмента 

сферы cos > 0, для гиперболоида cos  < 0, 

а на нижнем основании z = 0. Поэтому 

 

 
GG

dzd cos),( 2
na  

          

3231

)()3( 222222

DD

dxdyRyxdxdyyxR . 

Для вычисления интегралов перейдем к полярным координатам: 

 z     z     z    

 x    

 y    
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 2

0

422

2

0

222 4)3()3(

31

R

D

RrdrrRddxdyyxR , 






 2 4
22

2

0

222

2
)()(

32

R

RD

R
rdrRrddxdyRyx . 

Таким образом, окончательно находим:   
4

2

7
),( Rd

G

 na . 

П р и м е р   9. Вычислить интеграл  
G

z

dxdy

y

dzdx

x

dxdy
K , 

где G – часть эллипсоида  x = acos u cos v,  y = bsin u cos v,  z = csin v, 

u [/4; /3], v [/6; /4]. 

Заметим, что функции 1/x, 1/y, 1/z  положительные, а углы, обра-

зованные внешней нормалью с осями координат, – острые, поэтому  

K > 0. Воспользуемся формулой (8). Вычислим определитель 







vvv

uuu

zyx

zyx

zyx 111







vcvubvua

vubvua
vcvubvua

cossinsinsincos

0coscoscossin
sin
1

cossin
1

coscos
1

 

 v
a

bc

b

ac

c

ab
cos







 . 

Поэтому  





















  








a

bc

b

ac

c

ab
vdvdu

a

bc

b

ac

c

ab
K

24

)12(
cos

3/

4/

4/

6/

. 

В задачах 83-86 вычислить поверхностные интегралы 2 рода: 

83. 
G

ydxdz , где G – верхняя сторона части плоскости 

x + y + z = a, лежащей в первом октанте. 

84. 
G

z

dxdy
, где G – внешняя сторона сферы  x

2 
+ y

2 
+ z

2
 = a

2
. 
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85. 
G

dydzx 2 , где G – внешняя сторона части поверхности 

параболоида )( 22

2
yx

R

H
z  , x  0,  y  0, z  H.  

86. 
G

dxdyz 2 , где G – внешняя сторона полусферы 

x
2

+ y
2

+ z
2

= R
2
,  z  0. 

87. Найти поток вектора a = x
2
i + y

2
j + zk через всю поверх-

ность тела Hzyx
R

H
 22  в направлении внешней нормали. 

88. Найти поток вектора a = 2xi – yj через часть поверхности 

цилиндра x
2

+y
2

= R
2
, x  0, y  0, 0  z H в направлении внешней 

нормали. 

89. Найти поток вектора  a = x
2
i + y

2
j + z

2
k  через часть по-

верхности параболоида )( 22

2
yx

R

H
z  , zH в направлении внут-

ренней нормали. 

90. Найти поток вектора a = x
2
i – y

2
j + z

2
k через часть сферы 

x
2

+ y
2

+ z
2

= R
2
, x 0, y 0, z 0, в направлении внешней нормали. 

91. Найти поток вектора a = xi + yj – 2zk через всю поверх-

ность куба | x | a, | y | a, | z | a в направлении внешней нормали. 

92. Найти поток вектора a = 2x
2
i +3y

2
j + z

2
k через всю поверх-

ность тела 22222 2 yxRzyx   в направлении внешней 

нормали. 

93. Найти поток вектора a=xi + yj + zk через часть поверхно-

сти параболоида )( 22

2
yx

R

H
z  , вырезаемую плоскостями x=R, 

z=0, x=0, ориентированной в соответствии с направлением орта k. 

94. Найти поток вектора a = x
2
i + y

2
j + zk через часть поверх-

ности параболоида )( 22

2
yx

R

H
z  , вырезаемую цилиндром  

x
2

+ y
2

=R
2
, ориентированной в соответствии с направлением 

орта k. 
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Используя формулу (8), вычислить интегралы: 

C95.  
G

dzdxydydzx 33 , где G – внешняя сторона эллипсои-

да 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
,  z  0. 

C96. , 
G

yzdxdyxydzdxzxdydz  G – внешняя сторона части 

цилиндра x
2 

+ y
2 
= R

2
, x  0,  y  0, 0 z  Н. 

C97. Найти объем V тела, ограниченного гладкой поверхно-

стью G:  

1) поверхностью x = u cos v,  y = u sin v,  z = –u + a cos v (u  0, 

a > 0) и плоскостями x = 0, z = 0; 

2) поверхностью x = (b + a cos u)cos v, y = (b + a cos u)sin v, z =    

= a sin u, b a > 0; 

3) поверхностью x = acos u cos v + bsin u sin v, y = acos u sin v –  

– b sin u cos v, z = c sin u и плоскостями z = c, z = –c. 

У к а з а н и е . Воспользоваться формулой (см. задачу 105) 

 
G

zdxdyydzdxxdydzV
3

1
 

(G – кусочно гладкая замкнутая поверхность, охватывающая объ-

ем V).  
 

3. ТЕОРЕМЫ ГАУССА-ОСТРОГРАДСКOГО И СТОКСА 

Дивергенция векторного поля и теорема Гаусса- 

Остроградскoго. Дивергенцией (или расхождением) векторного поля 

a = a(r), обозначаемой через div a, называется скалярная величина, 

равная пределу отношения потока векторного поля a через замкну-

тую поверхность P к величине VP объема тела, ограниченного этой 

поверхностью, при VP  0, т. е. при условии, что поверхность стяги-

вается в точку Р: 







P

P

d
VP

V
P ) ,(

1
  lim)(div

0  
aa .                           (1) 

Дивергенция характеризует отнесенную к единице объема мощность 

потока векторного поля, ―исходящего‖ из точки Р, т.е. мощность ис-
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точника (при (div a)P > 0) или стока (при (div a)P < 0), находящегося в 

точке Р. 

В трехмерном евклидовом пространстве дивергенция поля вы-

ражается следующим образом: 

z

a

y

a

x

a zyx














adiv . 

Т е о р е м а  Г а у с с а - О с т р о г р а д с к о г о. Поток векторного поля 

a(r) через замкнутую поверхность , лежащую в этом поле, в на-

правлении ее внешней нормали, равен тройному интегралу по об-

ласти V, ограниченной этой поверхностью, от дивергенции этого 

векторного поля, т.е. 

. div) ,(  
 V

dvd ana                               (2) 

Эта теорема справедлива в случае гладкого векторного поля, т.е. по-

ля, каждая компонента которого обладает непрерывными частными 

производными по всем аргументам. 

З а д а н и е .  Выпишите соотношение (2) в координатной форме. 

Обобщенная теорема Гаусса-Остроградского. Пусть дано глад-

кое тензорное поле ),,( 321...1
xxxT

mii . Тогда имеет место равенство  


 


V i

m
i

im
dvTdnT iiiii

3

1
1,...1

3

1

...1
11

1
,                       (3) 

где 
1i

n  – компоненты внешней нормали n к поверхности .    

П р и м е р  1. Используя теорему Гаусса-Остроградского, найти  

поток вектора a = x
3
i + y

3
j + R

2
zk через всю поверхность G тела  

Hzyx
R

H
 )( 22

2
  в направлении внешней нормали. 

Имеем  div a = 3(x
2

+ y
2
) + R

2
. Поэтому 

 
VG

dvRyxd ) )(3() ,( 222
na . 

Для вычисления тройного интеграла перейдем к цилиндрическим 

координатам. Уравнение поверхности примет вид  z = Hr
2
/R

2
, 
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 H

RrH

R

V

dzrdrRrddvRyx
22 / 0

22

2

0

222 )3() )(3(  

 












RR

HRrdrrrRR
R

H
rdr

R

Hr
HRr

0

44224

2

0

2

2
22 )32(

2
 )3(2 . 

98. Найти div(xyi + yzj + xzk). 

99. Найти 
3 2)(

div
zyx 

 kji
. 

100. Найти дивергенцию векторного поля 

a = x
2
yi + xy

2
j + z

2
k  в точке Р(1, 2, –1). 

101. Найти дивергенцию градиента скалярного поля u = x
3
y

2
z  

в точке Р(1, –1, 1). 

102. Магнитное поле, создаваемое электрическим током силы 

I, текущим по бесконечному проводу, определяется формулой 

22
2),()(

yx

xy
IyxP






ji
HH . Вычислить div H(P). 

103. Найти div [c, r], где с – постоянный вектор. 

104. Найти div (r [c, r]) , где с – постоянный вектор. 

Используя теорему Гаусса-Остроградского, решить сле-

дующие задачи: 

105. Доказать, что поток радиус-вектора r через любую ку-

сочно гладкую замкнутую поверхность в направлении внешней 

нормали равен утроенному объему тела, ограниченного этой 

поверхностью. 

106. Найти поток вектора  a = x
3
i + y

3
j – z

3
k  через всю по-

верхность куба  0  x  a, 0  y a, 0 z a  в направлении внеш-

ней нормали. 

107. Найти поток вектора  a = r /r  через всю поверхность 

сферы x
2

+ y
2

+ z
2

= R
2
 в направлении внешней нормали. 

108. Распространить понятие потока и дивергенции на слу-

чай плоского (двумерного) поля и сформулировать теорему 

Гаусса-Остроградского для этого случая. 
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109*. Используя решение предыдущей задачи, преобразовать 

циркуляцию вектора по замкнутому контуру L в плоском поле в 

двойной интеграл по площади, ограниченной этим контуром. 

110. Найти с помощью теоремы Гаусса-Остроградского по-

ток вектора  a = x
2
yi + xy

2
j + xyzk  через всю поверхность тела  

х
2
+ у

2
+ z

2
R

2
, x0, у 0, z 0 в направлении внешней нормали. 

111. Найти поток вектора a = x
2
yi – xy

2
j + (x

2
+ y

2
)zk  через 

всю поверхность тела  х
2

+ у
2
R

2
, 0 zH  в направлении 

внешней нормали. 

C112. 1) Доказать формулы Грина 

 
 VV

vdudvudvu ),(),( n ,            (А) 




 duvvuduvvu
V

),()( n .              (В) 

Здесь u, v –  дважды непрерывно дифференцируемые скаляр-

ные поля, V – ограниченная область с кусочно гладкой грани-

цей , ориентированной внешней нормалью n.  

2) С помощью (А) и (В) получить соотношения 

 
 VV

vdudvudu ),(|| 2
n , 




 duud
V

),(n . 

С113. Показать, что в случае тензорного поля 1-го ранга из 

формулы (3) следует формула (2).  
 

Ротор векторного поля. Теорема Стокса. Ротором (или вих-

рем) векторного поля а = а(r), обозначаемым rot a, называется век-

тор, который в каждой точке Р дифференцируемости поля определя-

ется следующим образом: 





P

P
lP

Ps dпр ) ,(
1

  lim)rot(
0  

raa . 

Здесь s – единичный вектор произвольного направления, lP – малый 

замкнутый контур, окружающий точку Р, лежащий в плоскости, 

перпендикулярной к вектору s и обходимый в положительном по 
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отношению к вектору s направлении, P – площадь области, ограни-

ченной контуром lP ; предел ищется при условии, что контур lP стя-

гивается в точку Р. В трехмерном пространстве rot a через декартовы 

прямоугольные координаты вектора  а = axi + ay j + azk  выражается 

следующим образом: 

kji

kji

a 








 













 















 




















dy

a

x

a

dx

a

z

a

dz

a

y

a

aaa

zyx

xyzxyz

zyx

rot . 

Т е о р е м а   С т о к с а. Циркуляция дифференцируемого вектор-

ного поля а по произвольному кусочно гладкому замкнутому контуру 

L равна потоку вектора rot a через поверхность G, ограниченную 

этим контуром L: 

 
GL

dd ) ,(rot),( σara .                               (4) 

При этом единичной вектор n нормали к поверхности G направлен в 

такую сторону, чтобы обход контура L происходил в положительном 

по отношению к п направлении. 

З а д а н и е .  Выпишите соотношение (4) в координатной форме. 

П р и м е р  2. Вычислить циркуляцию вектора  a = zi + x j + yk  по 

окружности x
2
+ y

2
+ z

2
= R

2
,  x + y + z = R в положительном направ-

лении относительно орта k.  

Так как а = zi + x j + yk, то rot a = i + j + k. За поверхность G, огра-

ниченную контуром L, примем сам круг, образованный сечением 

шара x
2
+ y

2
+ z

2
 R

2
 плоскостью x + y + z = R. Центр круга O (R/3, 

R/3, R/3); его радиус 321 RR  . Единичный вектор нормали 

n = (i + j + k)/ 3 .  Так как  (rot a, n) = 3/ 3 = 3 , то находим 

3

2
33σ) ,(rot),(

2
2

1

R
Rddd

GGL


  nara . 

П р и м е р  3. Найти циркуляцию вектора а = yi – 2z j + xk вдоль 

эллипса, образованного сечением гиперболоида 2x
2
– y

2
+ z

2
= R

2
 

плоскостью у = х, в положительном направлении относительно орта 

i. Ответ проверить при помощи теоремы Стокса.  
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Параметрические уравнения заданного эллипса х = Rcos t,  

у = Rcos t,  z = Rsin t. Для обхода в заданном направлении параметр t 

надо изменять от 0 до 2. Следовательно, 

.3)cossin2cossin(2),( 2

2

0

222 RdtttttRxdzzdyydxd
LL

 


ra  

Применим теорему Стокса. Имеем  rot a = 2i – j – k. За поверхность G, 

ограниченную контуром L, примем часть секущей плоскости, лежащей 

внутри эллипса. Единичный вектор нормали, направленный в нужную 

сторону, имеет вид  n = (i – j) / 2 . Поэтому (rot a, n) = 3 / 2  и 

abdd
GG

 
2

3

2

3
σ) ,(rot na . 

Но так как эллипс имеет полуоси a=R 2  и b = R, то  
23σ) ,(rot Rd

G

 na . 

114. Найти  rot xyz(xi + yj + zk). 

115. Найти  rot (P(x, y)i + Q(x, y)j). 

116. Показать, что магнитное поле H(P) (см. задачу 102) в 

области своего определения является безвихревым. 

117. Найти ротор поля [а, с],  a = x
2
i + y

2
j – x

2
k  и  c = i – j + 2k. 

118. Найти 
||

rotrot
222 rzyx

zyx rkji





. 

119. Вывести формулу Грина, применяя теорему Стокса к 

двумерному векторному полю  а = axi + ay j . 

120. Пользуясь формулой Грина, убедиться в том, что пло-

щадь Q плоской области D, ограниченной кусочно гладким 

контуром L, можно найти при помощи любого из трех сле-

дующих интегралов: 


L

xdyQ ,     
L

ydxQ ,      
L

ydxxdyQ
2

1
. 

121. При помощи теоремы Стокса найти циркуляцию вектора 
a = z

2
i + x

2
j + y

2
k по сечению сферы  х

2
+ у

2
+ z

2
= R

2
  плоскостью  

x + y + z = R  в положительном направлении относительно орта k. 
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122. Найти циркуляцию вектора  a = z
3
i + x

3
j + y

3
k  по сече-

нию гиперболоида 2x
2
– y

2
+ z

2
= R

2
 плоскостью x + y = 0 в поло-

жительном направлении относительно орта i. Проверить при 
помощи теоремы Стокса.  

123. Найти циркуляцию вектора  a = y
2
i + xyj + (x

2
+ y

2
)k  по 

контуру, вырезаемому в первом октанте из параболоида  
х

2
+ у

2
= Rz  плоскостями  х = 0,  y = 0,  z = R  в положительном 

направлении относительно внешней нормали параболоида. 
Проверить при помощи теоремы Стокса. 

4. ОПЕРАТОР ГАМИЛЬТОНА И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 

ОПЕРАЦИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Оператор Гамильтона и его применение. Все операции век-

торного анализа можно выразить при помощи оператора Гамильтона 

– символического вектора  (читается – набла), определяемого ра-

венством 

zyx 












 kji . 

Применяя известные операции умножения вектора на скаляр, ска-

лярного и векторного произведения двух векторов, находим: 

u
z

u

y

u

x

u
u 














 kjigrad ; 

uuu
s

u
),(),()grad ,( 




sss , 

z

a

y

a

x

a zyx














adiv , 

] ,[rot akjia 








 













 















 







dy

a

x

a

dx

a

z

a

dz

a

y

a xyzxyz
. 

По аналогии с производной по направлению от скалярной функции 

s

u




, вводится понятие производной по направлению единичного 

вектора s от векторной функции a(r). Именно, 
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ksjsisas

a
)grad ,()grad ,()grad ,(),( zyx aaa

s
 

kji
s

a

s

a

s

a zyx














 . 

Производные по направлению произвольного (не единичного) век-

тора с отличаются от производных по направлению единичного век-

тора l только тем, что в них входит дополнительный скалярный 

множитель | с | : 

dl

u
uu


 ||)grad  ,( ),( ccc ,      

l
aaa zyx






a
ckcjcicac ||)grad ,()grad ,()grad ,(),( , 

где  l = c / | c |  . 

С помощью оператора Гамильтона удобно выполнять диффе-

ренциальные операции векторного анализа над сложными выраже-

ниями (произведение двух или более скалярных функций, произве-

дение скалярной функции на вектор, скалярное и векторное произ-

ведения векторов и т. п.). Следует лишь помнить, что это оператор 

дифференцирования произведения. 

П р и м е р  4. Найти градиент произведения двух скалярных 

функций  и  и  v. 

Имеем   

)()()()grad(


 vuvuuvuv . 

(стрелка указывает функцию, на которую ―действует‖ оператор). Но 

uvuvvu grad)( 


,       vuvuvu grad)( 


. 

Таким образом,  grad uv = v grad u + u grad v.  

П р и м е р  5. Найти  rot [а, с], где c – постоянный вектор.  

Так как по известной формуле векторной алгебры   

[а, [b, с]] = b(a, с) – c(a, b) = (a, с)b – (a, b)c, 

то, учитывая соотношение  ]],[,[


 ca  = 0, имеем: 
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caaccacacaca  ),( ),(]],[ ,[]],[ ,[]],[ ,[],[ rot


 . 

Но 


 acac ),( ),( , a это есть производная вектора  a  по направ-

лению вектора c. Далее,  acacca div),( ),( 


. 

Таким образом,  rot [a, r] = (c, )a – cdiv a.  

Выполнить следующие дифференциальные операции (с – 

постоянный, а и b – переменные векторы): 

124. Найти div(си) и div(au).  

125*. Найти grad(a,с) и grad(a, b). 

126. Найти div[a, с] и div[а, b].  

127*. Найти  rot(си),  rot(au)  и  rot[a, b].  

Дифференциальные операции 2-го порядка. Можно образо-

вать пять дифференциальных операций 2-го порядка: 

1)  div grad u = (, )u = 
2
u = u (лапласиан функции); 

2)  rot grad u = [, ]u; 

3)  grad div a = (, a); 

4)  div rot a = (, [, a]); 

5)  rot rot a = [, [, a]]. 

Кроме того, операцию 
2
 можно применять и к векторным полям, 

т.е. рассматривать операцию 
2
a. Вторая и четвертая операции при-

водят к нулю: 

rot grad u = [, ]u = 0,    div rot а = [, [, а]] = 0. 

Это следует из векторного смысла оператора : в первом случае фор-

мально мы имеем векторное произведение двух коллинеарных векто-

ров, а во втором – смешанное произведение компланарных векторов. 

128. Получить выражения для:  

div grad и =
2
u,       

grad div a =(, a),  

rot rot a = [, [, а]], 


2
a =a =

2
axi +

2
ay j +

2
azk  

через производные скалярного или векторного полей. 
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129. Найти  grad div a,  если  a = x
3
i + y

3
j + z

3
k. 

130. Найти  rot rot а,  если  a = xy
2
i + yz

2
j + zx

2
k. 

131. Найти  a, если a = (y
2

+ z
2
)xi + (x

2
+ z

2
)yj + (x

2
+ y

2
)zk. 

132. Найти   div grad(uv). 

133. Найти  grad div (иc) и grad div (иa) (с – постоянный, a – 

переменный вектор).  

134. Найти  rot rot (иc). 

5. СПЕЦИАЛЬНЫЕ ВИДЫ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ 

Потенциальное векторное поле. Векторное поле a = a(r) назы-

вается потенциальным, если вектор поля a является градиентом не-

которой скалярной функции u = u(P): 

a(r) = grad u(P).                                          (1) 

Функцию и(Р) в этом случае называют потенциалом векторного 

поля. Необходимым и достаточным условием потенциальности два-

жды дифференцируемого в односвязной области поля a(r) является 

равенство нулю ротора этого поля: 

rot a = 0.                                                (2) 

Поле в произвольной области , для которого выполняется условие 

(2), называется безвихревым. В односвязной области безвихревое 

поле потенциально. Для многосвязной области последнее утвержде-

ние, вообще говоря, неверно. 

П р и м е р  1. Проверить, что ротор трехмерного векторного поля  

a = grad u  тождественно равен нулю (функцию u(Р) предполагаем 

дважды дифференцируемой). 

Так как a = grad u = (u/x, u/y, u/z) и учитывая равенство 

смешанных производных 2-го порядка, получаем 
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u
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ugradrotrot  
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 kj

x

u

yy

u

xz

u

xx

u

z
. 

В п. 2 предыдущего параграфа это равенство было получено с 

использованием свойств символического вектора набла. 
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Потенциальное поле обладает следующими свойствами.  

1. В области непрерывности потенциала поля линейный инте-

грал от вектора поля, взятый между двумя точками поля, не зависит 

от пути интегрирования и равен разности значений потенциала поля 

в конце и начале пути интегрирования 

)()(),(grad),( AuBududrud

B

A

B

A

B

A

  ra             (3) 

(использована легко проверяемая формула (grad u, dr) = du). 

2. Циркуляция вектора поля по любому замкнутому контуру, 

целиком лежащему в области непрерывности поля, равна нулю.  

3. Если поле a потенциально, то потенциал поля u(Р) в произ-

вольной точке P может быть вычислен по формуле (3): 

CdPu

P

A

  ),()( ra ,                                     (4) 

причем C = u(A), что легко получается подстановкой в (4) вместо 

переменной точки P фиксированной точки A. 

Для вычисления интеграла (4) можно выбрать любой путь – 

проще всего в качестве такого пути выбрать ломаную со звеньями, 

параллельными осям координат, соединяющую точки A и P. За точку 

A удобно принимать начало координат (если оно лежит в области 

непрерывности поля). 

П р и м е р  2. Найти потенциал поля a = 2xyi +(x
2
– 2yz)j – y

2
k. 

Убедимся, что поле потенциально. Вычисляя ротор, получаем:  

rot a = 0. 

За путь интегрирования примем ломаную ОАВР, где O(0, 0, 0), 

A(X, 0, 0), B(X, Y, 0), P(X, Y, Z). Находим: 

CdddCdZYXu

P

B

B

A

A

OABP

  ) ,() ,() ,() ,(),,(
0

rararara , 

(a, dr) = 2xydx + (x
2
– 2yz)dy – y

2
dz. 

Так как на [OA] имеем  y = z = 0,  dy = dz = 0,  0  x  X, то  

0) ,(
0


A

dra . 

Аналогично на [AB] имеем  x = X, dx = 0, z = 0, dz = 0, 0  y  Y, поэтому 
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YB

A

YXdyXd
0

22) ,( ra . 

На [BP] имеем  x = X,  y = Y,  dx = dy = 0,  0  z  Z, значит,  

 

ZP

B

ZYdzYd
0

22) ,( ra . 

Таким образом,  и(Х, Y, Z) = X
2
Y – Y

2
Z + C. Возвращаясь к перемен-

ным x, y, z, получаем 

u(P) = x
2
y – y

2
z + C.  

З а м е ч а н и е .  Изложенный метод отыскания потенциала поля 

применяется также для восстановления функции двух, трех и n пере-

менных по их полным дифференциалам и интегрирования дифферен-

циальных уравнений в полных дифференциалах. 

Если в плоском потенциальном поле есть точки, в которых поле 

теряет свойство непрерывности (так называемые особые точки), то 

циркуляция по замкнутому контуру, окружающему такую точку, 

может быть отлична от нуля. В этом случае циркуляция по контуру, 

обходящему данную особую точку один раз в положительном на-

правлении, не зависит от формы контура и называется циклической 

постоянной относительно данной особой точки. Аналогичными 

свойствами обладают трехмерные поля с особыми линиями, вдоль 

которых поле теряет свойство непрерывности. 

Найти потенциалы следующих плоских и трехмерных полей: 

135. a = (3x
2
y – y

3
)i + (x

3
– 3xy

2
)j.  

136. 
yxyx

yxyx

2222 cossinsincos

2sin2cos2cos2sin






ji
a . 

137. kjia )(
2

)( 22
2

zyxyyz
x

xzxyyz 







 . 

138*. kjia 



























222

111

z

x

yy

z

xx

y

z
. 

139*. kjia 



























322322322

222

z

xy

y

x

x

y

y

xz

z

x

x

z

x

yz

z

y

y

z
. 
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140*. Доказать, что во всюду непрерывном потенциальном 

векторном поле векторные линии не могут быть замкнутыми. 

141. Убедиться в потенциальности поля  
22 yx

yx
a






ij . Опре-

делить его особую точку и ее циклическую постоянную.  

Соленоидальное поле. Векторное поле а = а(r) называется со-

леноидальным, если дивергенция этого поля равна нулю: div a = 0. 

Для трехмерного поля это условие можно переписать в виде 

0div 















z

a

y

a

x

a zyxa . 

В таком поле в силу теоремы Гаусса-Остроградского равен нулю 

поток вектора поля через любую замкнутую поверхность. Исключе-

ние может быть только в случае наличия в таком поле особых точек 

(в которых вектор поля не определен и дивергенция поля, если ее 

определять в такой точке при помощи формулы (1) § 3, отлична от 

нуля). В этом случае поток через замкнутую поверхность может 

быть отличен от нуля, но будет иметь одно и то же значение для всех 

замкнутых поверхностей, окружающих данную группу особых точек. 

Векторное поле A называют векторным потенциалом поля a, 

если a = rot A. Условие div a = 0 необходимо, но, вообще говоря, не 

достаточно для существования векторного потенциала. 

Любое гладкое поле a в области  является суммой потенци-

ального (в общем случае, безвихревого) и соленоидального полей 

(теорема Гельмгольца). 

П р и м е р  3. Доказать, что для любого дважды дифференцируе-

мого трехмерного векторного поля а = а(r) поле вихрей соленоидально. 

Имеем  kjia 


























































y

a

x

a

x

a

z

a

z

a

y

a xyzxyzrot . 

Учитывая равенство смешанных производных 2-го порядка, получаем 

0rotdiv 
































































y

a

x

a

zx

a

z

a

yz

a

y

a

x

xyzxyza . 

В п. 2 предыдущего параграфа это соотношение доказано с по-

мощью оператора набла. 
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142. Доказать, что в соленоидальном поле поток вектора че-

рез замкнутую поверхность, не содержащую внутри особых 

точек, равен нулю. 

Проверить соленоидальность следующих полей: 

143. a = (x
2
y + y

3
)i + (x

3
– xy

2
)j.  144. a = xy

2
i + x

2
yj – (x

2
+ y

2
)zk. 

145. kjia
xy

zyx

xz

y

yz

x ln)( 
 . 146.

2/322

22

22 )(

)(

yx

zyx

yx

yx











kji
a . 

Лапласово (или гармоническое) поле. Векторное поле называ-

ется лапласовым (или гармоническим), если оно одновременно и по-

тенциальное и соленоидальное, т. е. если 

rot а  0   и   div a  0. 

П р и м е р  4. Доказать, что потенциал и двумерного или трех-

мерного лапласова поля является гармонической функцией двух или 

трѐх переменных 














0 е. т.

2

2

2

2

y

u

x

u
 или 




















0 

2

2

2

2

2

2

z

u

y

u

x

u
. 

Действительно, имеем 

0graddivdiv
2

2

2

2












y

u

x

u
ua  

для двух переменных,  

0graddivdiv
2

2

2

2

2

2

















z

u

y

u

x

u
ua  

для трех переменных.  

П р и м е р  5. Показать, что потенциал поля сил тяготения, воз-

никающего в пространстве, окружающем некоторую точечную мас-

су, равен k /r (k > 0 – коэффициент пропорциональности) и что поле 

сил тяготения лапласово. 

Поместим начало координат в центре притяжения. Тогда 

32/3222222 )(

1
gradgrad

r

k

zyx

zyx
k

zyx
k

r

k rkji
a 







 . 

Но это – вектор силы притяжения. Действительно, он направлен к 

центру притяжения, поскольку  –r /r – единичный вектор радиус-
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вектора точки Р(r), направленный к началу координат, а его модуль 

равен  k /r
2
, т.е. обратно пропорционален квадрату расстояния от 

центра притяжения. Покажем, что 0divdiv
3


r
k

r
a . Имеем: 

2/3222 )( zyx

kx
ax


 , 

5

222

2/5222

2222 2

)(

3

r

xzy
k

zyx

xzyx
k

x

ax 










. 

Аналогично 

,
2

;
2

5

222

5

222

r

zyx
k

z

a

r

yzx
k

y

a
zy 










. 

и потому 

0))2()2()2(( 222222222

5















zyxyzxxzy

r

k

z

a

y

a

x

a zyx .  

Итак, поле сил тяготения лапласово.  

147. Доказать, что плоское векторное поле, потенциалом ко-

торого служит функция )(ln 22 yxrru  , лапласово. 

148*. Для гармонических в области G функций и и w дока-

зать следующие формулы Грина: 

а)  




GS

dvwud
n

w
u )grad,(grad   (первая формула Грина), 

б)  

















S

d
n

u
w

n

w
u 0   (вторая формула Грина), 

в)  




S G

dvwud
n

uw
)grad,(grad2

)(
 (третья формула Грина). 

Являются ли гармоническими следующие функции: 

149. 
22

11

yxr
u


 .   150. xyxxru  22 . 

151. u = Ax + By + C.      152. u = Ax
2

+ 2Bxy + Cy
2

. 

153. u = Ax
3
+ 3Bx

2
y+ 3Cxy

2
+ Dy

3
.   

154. u = Ax + By + Cz + D. 
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155. u = a11x
2

+ a22y
2

+ a33z
2

+ 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz. 

156. u = a111x
3 

+ a222y
3 

+ a333z
3 

+ 3a112x
2
y + 3a113x

2
z + 3a122xy

2 
+         

+ 3a223y
2
z + 3a133xz

2
 + 3a233yz

2
 + 6a123xyz.   

С157. Пусть ограниченная область  имеет кусочно-

гладкую границу , функция u гармонична в  и определена на 

, а  grad u  непрерывен в  + . Доказать, что: 

1) 0






d
n

u
, где n – нормаль к поверхности ; 

2) если u = 0 на , то u = 0 в , т.е. гармоническая функция 

однозначно определяется своими значениями на границе; 

3) если 0




n

u
 на , то u = const в , т.е. гармоническая 

функция определяется с точностью до постоянной значениями 

своей нормальной производной на границе. 

С158. Доказать принцип максимума: гармоническая функ-

ция достигает максимального и минимального значения на 

границе области гармоничности.  

 

6. ПРИМЕНЕНИЕ КРИВОЛИНЕЙНЫХ КООРДИНАТ 

В ВЕКТОРНОМ АНАЛИЗЕ 

Криволинейные координаты. Основные соотношения.                    

В пространстве задана система координат, если каждой точке Р по-

ставлена в соответствие тройка чисел ,  ,  , причем различным 

тройкам чисел отвечают различные точки пространства. Числа ,  , 

  называются координатами (или криволинейными координатами) 

точки P = P(,  ,  ). Наиболее употребительными являются сле-

дующие системы координат: 

1) Декартова прямоугольная система координат. Здесь = x – 

абсцисса точки Р, = y – ордината и  = z – аппликата. 

2) Цилиндрическая система координат. Здесь за   принимается 

расстояние r от точки Р до оси z, = r (0  r < +), =  – угол, состав-

ленный проекцией радиус-вектора ОР на плоскость Оху с положитель-

ным направлением оси Ох (0  < 2), a = z – аппликата точки Р. 

При этом цилиндрические координаты связаны с декартовыми 

прямоугольными координатами при помощи формул 



 39 

x = r cos ,     y = r sin ,     z = z, 

и, обратно, 

x

y
yxr  tg,22 . 

3) Сферическая система координат. Здесь = r – длина радиус-

вектора точки Р (0  r < +), =  – угол между положительным на-

правлением оси Оz и радиус-вектором ОР точки Р(0    ), =  – 

угол между положительным направлением оси Ох и проекцией ради-

ус-вектора ОР на плоскость Оху (0  < 2). Имеют место формулы: 

х = r sin  cos ,   у = r sin  sin ,   z = r cos   

и, обратно, 

x

y

zyx

z
zyxr 


 tg,cos,

222

222 . 

Иногда за координату   сферической системы принимают угол ме-

жду радиус-вектором ОР и плоскостью Оху. 

Линия, вдоль которой изменяется только одна координата , на-

зывается координатной -линией, а единичный касательный вектор к 

этой линии, направленный в сторону возрастания , – единичным 

координатным ортом e  в точке Р(
0
, 

0
, 

0
). Аналогично определя-

ются - и  -линии и единичные орты e, e . 

Если векторы e , e, e  попарно ортогональны в любой точке 

пространства, то соответствующая система криволинейных коорди-

нат ,  ,   называется ортогональной. 

Пусть Р(,  , ) – произвольная точка пространства, Р1(+ , 

 ,  ) – точка, лежащая на -линии точки Р, и  |


1PP | – длина дуги 


1PP . Тогда число 

1
0

1
1

lim
q

PP
L

q 





 

называется коэффициентом Ламе координаты  в точке Р. Анало-

гично определяются коэффициенты Ламе L2 и L3 координат   и  . 

Если точка Р(х, y, z) имеет криволинейные координаты = (х, 

y, z), = (х, y, z), = (х, y, z), то дифференциалы радиус-векторов 

drq, (q = ,  , ) координатных линий и дифференциалы их дуг dsq 

определяются с помощью равенств 
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drq = dq
q

z
dq

q

y
dq

q

x














kji  = Lq eq dq,   

dsq = dq
q

z

q

y

q

x
222







































 = Lq dq,    

где Lq – коэффициенты Ламе. 

Множество точек Р(,  , ), для которых одна из координат по-

стоянна, называется координатной поверхностью. 

Дифференциалы площадей координатных поверхностей опреде-

ляются по формулам 

  ddLLdddLLdddLLd ηηη ,, , 

а дифференциал объема 

dv = LLL dd d . 

Найти вид координатных линий и координатных поверх-
ностей и построить их в произвольной точке для следующих 
случаев: 

159. Для декартовой прямоугольной системы координат. 

160. Для цилиндрической системы координат. 

161. Для сферической системы координат. 

Получить выражения для коэффициентов Ламе (162–164): 

162. В декартовой прямоугольной системе координат  

163. В цилиндрической системе координат r, , z. 

164. В сферической системе координат r, , . 

Получить формулы для дифференциалов дуг координат-

ных линий, дифференциалов площадей координатных поверх-

ностей и дифференциалов объема (165–167). 

165. В декартовой прямоугольной системе координат.  

166. В цилиндрической системе координат. 

167. В сферической системе координат.  
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Дифференциальные операции векторного анализа в криво-

линейных координатах. Указанные операции определяются сле-

дующими формулами: 
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L
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Для цилиндрических координат r, , z вывести следующие 

выражения: 

168. grad и = zr
z

uu

rr

u
eee
















1
.  

169. u = 

































2

2

2

211

z

u
r

u

rr

u
r

rr
.  

170. div a = 






















 

z

a
r

a

r

ra

r

zr )(1
.  

171. rot a = (rot a)rer + (rot a) e + (rot a)zez , где 

(rot a)r=
z

aa

r

z








 1
,  (rot a) =  

r

a

z

a zr









,  
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(rot a)z= 

















  ra

r

ra

r

)(1
. 

C172.  a = (a)r er + (a) e + (a)z ez , где 






a

rr

a
a r

rr 22

2
)( a ,  









ra

rr

a
a

22

2
a , (a)z =az . 

Получить формулы для сферических координат r, , :  

173. grad u = 















eee

u

r

u

rr

u
r

s i n

11
.  

174. u= 
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2
2

2 sin

1
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sin

1 uu

r

u
r

rr
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175. div a =     
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1 2

2
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176. rot a =   r

a
a

r
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C177.  a = (a)r er + (a) e + (a) e , где 
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r
a rrr
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)(sin
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12
2

a , 

  




























aaa
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a r

222 sin

cos

sin2

2
a , 

  


























sin2
ctg

sin

2
22

aaa

r
a ra . 

П р и м е р  1. Перейти к цилиндрическим координатам в выра-

жении векторного поля 
222 zyx

zyx






kji
a  и найти div a и rot a. 
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Так как в данном случае  xi + yj = r,  то  
22 zr

zr zr






ee
a . 

По формулам, полученным при решении задач 170 и 171, находим: 
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2322 )(

2
/zr

rz
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178. Вывести формулы: 

а) 











)L(L

LLL

1
div e   и аналогичные для div e и div e ;  

б)  



  ee ,grad
1

rot L
L

.   

179. Используя формулы, выведенные при решении задачи 

178, найти div a и rot a для единичных координатных векторов 

цилиндрической системы координат: 

а) а = еr;  б) а = е ;  в) а = еz. 

180. Решить задачу, аналогичную 179, для сферической сис-

темы координат: 

а) а = еr;  б) а = е ;  в) а = е. 

181. Найти все гармонические функции вида: 

а) u = f(r);  б) u = f();  в) u = f(z) 

(r, , z – цилиндрические координаты). 

182. Найти все гармонические функции вида: 

а) u = f(r);  б) u = f();  в) u = f() 

(r, ,   – сферические координаты). 
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183. Перейти к сферическим координатам в выражении ска-

лярного поля 
22

222 )(2

yx

yxzxy
u




  и найти u, grad u, и 

2
u. 

184. Перейти к цилиндрическим координатам в выражении 

скалярного поля 
22

22 )(2

yx

yxxyz
u




  и найти и, grad u и 

2
u. 

185. Перейти к сферическим координатам в выражении век-

торного поля 
222 zyx

yx






ij
a  и найти a, div a и rot a. 

186. Перейти к цилиндрическим координатам в выражении 

векторного поля kji 22 yxzyzxza   и найти a, div a и rot a. 

Центральные, осевые и осесимметрические скалярные поля. 

Скалярное поле называется центральным, если функция поля 

и = и(Р) зависит только от расстояния точки Р поля от некоторой по-

стоянной точки – его центра. Если начало координат поместить в 

центр поля, то функция и примет вид 

 222)( zyxuruu  . 

При исследовании таких полей целесообразно пользоваться 

сферическими координатами. Поверхностями уровня такого поля 

будут сферы с центром в центре поля, и потому эти поля часто назы-

вают сферическими. 

Скалярное поле называют осевым, если функция поля и(Р) зави-

сит только от расстояния точки поля Р от некоторой оси. Если при-

нять эту ось за ось Оz и обозначить расстояние от точки Р до нее че-

рез r, то функция и примет вид 

 22)( yxuruu  . 

При исследовании таких полей целесообразно пользоваться ци-

линдрическими координатами. Поверхностями уровня таких полей 

являются круговые цилиндры, оси которых совпадают с осью поля. 

Эти поля называют также цилиндрическими. 
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Если функция и(Р) скалярного поля принимает одни и те же 

значения в соответствующих точках всех полуплоскостей, проходя-

щих через одну и ту же прямую (ось поля), то такое поле называют 

осесимметрическим. Поверхности уровня такого поля – поверхности 

вращения, оси которых совпадают с осью поля. Если ось поля при-

нять за ось Oz, то при исследовании таких полей целесообразно 

пользоваться либо сферическими, либо цилиндрическими координа-

тами. Функцию и = и(Р) можно в этом случае представить либо в ви-

де  u = u(r, )  (в сферических координатах), либо в виде u = u(r, z)  (в 

цилиндрических координатах). 

Замечание. Градиенты центральных, осевых и осесимметриче-

ских полей образуют векторные поля того же характера – централь-

ные, осевые и осесимметрические. 

Найти градиенты и лапласианы следующих полей: 

187. u = f(r),  222 zyxr  . 

188. u = f(r),  22 yxr  .  

189. u = F(r, )  (r,  – сферические координаты). 

190. u = F(r, z)  (r, z – цилиндрические координаты). 



 46 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ТИПОВОГО РАСЧЕТА 

(из книги Кузнецова Л.А. «Сборник заданий по высшей математике 

(типовые расчеты)», раздел «Векторный анализ», вариант № 31) 

 

З а д а ч а  1. Найти производную скалярного поля u(x, y, z) =     

= x
2
– arctg(y + z) в точке M(2, 1, 1) по направлению вектора I = 3j – 4k. 

Находим градиент  

222 )(1
2

zy
xu






kj
i ;     kji

5

1

5

1
4)(  Mu . 

Искомая производная есть 

5

1
)4(

5

1
3

5

1
04),( 

M
u I .  

З а д а ч а  2.  Найти угол между градиентами скалярных полей 

v = x
2
– y

2
+ z

2
  и  u =

2yz
x   в точке  M  

3
1

2
1

2
1 ,, . 

Угол определим из формулы скалярного произведения двух век-

торов: (a, b) = | a | | b | cos . 

Имеем    v = (2x; –2y; –6z),  v(M)=  32,2,2  ,  

               










3222

2
;;

1

yz

x

zy

x

yz
u , 








 36;

2

6
;23)(Mu , 

      4163222|)(|
222

 Mv ,   12144|)(|  Mu . 

Таким образом,  

1
48

48

124

)32()36()2()26(223

||||

),(
cos 











vu

vu
, 

или   = 0. 

З а д а ч а  3. Найти векторные линии в векторном поле a = 9xj–4yk. 

Для плоского поля векторные линии определяются дифференциаль-

ным уравнением 

yx a

dy

a

dx
 . Так как ax = 9x, ay = –4y, то 

y

dy

x

dx

49
 . 

Имеем уравнение с разделяющимися переменными; интегрируя ле-

вую и правую части, последовательно получаем: 
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y

dy

x

dx

49
; 

1ln
4

1
ln

9

1
Cyx  ; 

136ln9ln4 Cyx  ;  

Cyx lnlnln 94   ;    
9

4

y

C
x  . 

Итак, уравнение векторных линий имеет вид   x
4 
y

9 
= C. 

З а д а ч а  4. Найти поток векторного поля a = xi + (y + z)j + (z – y)k 

через часть поверхности x
2
+ y

2
+ z

2
= 9, вырезаемую плоскостью z = 0, 

(z  0) (нормаль внешняя к замкнутой поверхности, образуемой дан-

ными поверхностями). 

Первый способ. Поверхность интегрирования G представляет собой 

полусферу радиуса 3 с центром в начале координат при z  0. Имеем 

  
G DDD

dxdyyzdxdzzyxdydzd

321

)()(),( na . 

D1 – это проекция полусферы на 

плоскость Oyz, т.е. полукруг 

y
2

+ z
2
 9, x = 0, z  0. Заметим, что 

полусфера проецируется на эту 

плоскость дважды, причем знаки 

перед интегралами для этих про-

екций разные (т.к. в одном случае 

соответствующий направляющий 

косинус (cos) нормали больше 

нуля, а в другом случае – меньше 

нуля). Однако и подынтегральная функция для данных проекций 

различается лишь знаком, так что первый интеграл равен удвоенной 

величине двойного интеграла, взятого по проекции только с одной 

стороны:  

  




18)9(
3

1
29292

0

3

0

2/32

0

3

0

2

9

22

22
1

ddddydzzyxdydz
zyD

. 

Второй интеграл вычисляется по D2 –проекции G на плоскость Oxz – 

полукругу x
2
+ z

2
 9, y = 0, z  0. Как и в предыдущем случае, проеци-

рование осуществляется с двух сторон плоскости, и в силу симмет-

рии области заключаем, что часть этого интеграла (от функции z) 
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равна нулю, а оставшаяся часть вычисляется аналогично интегралу 

по D1. Таким образом,  

 


18092)(

9

22

22
222 zxDDD

dxdzzxzdxdzydxdzdxdzzy . 

И, наконец, последний интеграл – по кругу D3: x
2
+ y

2
 9, z = 0 (про-

ецирование только с одной стороны, cos  > 0 ) .  Переходя к поляр-

ным координатам, находим 

      
2

0

3

0

222  sin99)(

33

dddxdyyyxdxdyyz
DD

 




18cos99
2

0
.  

Окончательный результат:   = 18+ 18+ 18= 54.  

Следует отметить, что каждый из интегралов 
1

),(
D

dydzzyx , 


2

),(
D

dxdzzxy , 
3

),(
D

dxdyyxz  определяет объем полушара x
2

+ y
2
+ z

2
 9, 

z  0.  

Второй способ.  

  





D

zyx

G D

dxdy
aaa

dxdy
d

cos
)coscoscos(

cos
),(),( nana . 

Здесь D –проекция поверхности G на плоскость Oxy – круг x
2

+ y
2
 9, 

z = 0. Направляющие косинусы найдем с учетом того, что вектор 

нормали направлен в сторону градиента функции u(x, y, z) =  

= x
2
+ y

2
+ z

2
 (т.е. считаем G поверхностью уровня). Итак, 

  












3
,

3
,

39

),,(),,(
cos,cos,cos);2,2,2(

222

zyxzyx

zyx

zyx
zyxu n  

(ввиду того, что cos  = z /3  0, то при таком задании нормаль состав-

ляет острый угол с осью Oz); 

a = (x, z + y, z – y); 229 yxz  (знак ―+‖ перед радикалом, т.к. z  0); 

(a, n) = (1/3)[x
2
+ y(z + y) + z(z – y)] = (1/3)[x

2
+ y

2
+ z

2
] =  

= (1/3)[x
2
+ y

2
+ (9 – x

2
– y

2
)] = 3. 

Переходя к полярным координатам, получаем: 
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ddxdy
z

D

.  

Третий способ. Область интегрирования G зададим в парамет-

рическом виде 

x = 3cos u cos v,  y = 3cos u sin v, z = 3sin u;  :{0  v  2, 0  u  /2} 

(фактически это означает переход к сферической системе коорди-

нат). Найдем нормаль: 

























0coscos3sincos3

cos3sinsin3cossin3

vuvu

uvuvuN
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kjikji


.

kji uuvvu cossin9)sin(coscos9 2  . 

При таком задании нормаль не составляет острого угла с осью Oz, в 

чем легко убедиться, взяв какую-либо точку на поверхности сферы, 

например (0, 0, 3). Эта точка соответствует параметрам u = /2, v = 0 

и, тем самым, единичный вектор /N N  k . Поэтому вектор N


 

необходимо взять со знаком ―минус‖. Итак, 

 


dudvNda
G

),(),(


an 




2

0

23

2/

0

coscos[27 vudu  

 dvvuuvuvuuvu )]sincos(sincossin)sincos(sinsincos2  

2 2

0 0

27 cos 54du udv

 

   . 

З а д а ч а  5. Найти поток векторного поля a = –x i + 2yj + zk  че-

рез часть плоскости x + 2y + 3z = 1, расположенную в первом октанте 

(нормаль образует острый угол с осью Oz). 

Очевидно, все направляющие косинусы нормали положительны. 

Имеем 

  
G DDD

zdxdyydxdzxdydzd

321

2),( na . 
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Рассмотрим первое слагаемое. Это двойной интеграл по треугольни-

ку D1 в плоскости Oyz, ограниченному линиями 2y + 3z = 1, y = 0, 

z = 0. Поэтому  

 

36

1
)321()321(

2/1

0

21
3

1

011

  

 y

DD

dzzydydydzzyxdydz . 

Этот интеграл можно посчитать проще, если учесть, что по опреде-

лению двойного интеграла он равен объему тетраэдра x + 2y + 3z = 1, 

x = 0, y = 0, z = 0, который можно найти как одну шестую объема парал-

лелепипеда, построенного на трех ребрах, исходящих из одной верши-

ны. Если в качестве такой вершины взять начало координат, то 

36

1

3

1

2

1
1

6

1

1











D

xdydz . (Объем 

тетраэдра можно также вычислить как 

произведение одной трети площади 

основания на высоту). Аналогично, 

второе слагаемое из выражения для 

потока равно удвоенному объему, а 

третье слагаемое – просто объему того 

же тетраэдра. Таким образом, 

 

18

1

36

1

36

1
2

36

1
 .  

З а д а ч а  6. Найти поток векторного поля  a = –5x i + (1 – 2y)j +  

+ 4zk  через часть плоскости  x/2 + 4y + z/3 = 1, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Oz). 

Задача в значительной степени схожа с предыдущей. Поэтому 

  
G DDDD

zdxdyydxdzdxdzxdydzd

3221

425),( na  

)2()2( 2

2

  VSVdxdz
D

, 

где V –  объем тетраэдра  x/2 + 4y + z/3 = 1, x = 0, y = 0, z = 0; S2 – пло-

щадь поверхности D2 – треугольника  x/2 + z/3 = 1, x = 0, z = 0, лежа-

щего в плоскости y = 0. Ввиду того что заданная плоскость отсекает 

 

1 

 3
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 n
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на осях координат отрезки a=2, b=1/4, c = 3, находим V = abc/6 = 1/4;  

S2 = (ac)/2 = 3. Итак, 
42

5
)2(

4

1
3


 . 

З а д а ч а  7. Найти поток векторного поля a = (2y – 5x)i + (x – 1)j +     

+ (2 xy + 2z)k  через замкнутую поверхность S:  2x+ 2y – z = 4,  x = 0,  

y = 0,  z = 0 (нормаль внешняя). 

Здесь применима теорема Гаусса-Остроградского: 

 
VVVS

dxdydzdvdvd 3)205(div),( ana  

= –3Vтетр = –3  16 = –48. 

З а д а ч а  8. Найти поток векторного поля a = ( x – z )i + yk  через 

замкнутую поверхность S: z = 8 – x
2

– y
2

, z = x
2

+ y
2
 (нормаль внешняя). 

Данная поверхность состоит из двух частей – сверху она ограничена 

параболоидом z = 8 – x
2

– y
2
, снизу – параболоидом z = x

2
+ y

2
. Имеем  

 
VVS

dvdvd )001(div),( ana  

  



 DD

yx

yx

dxdyyxdzdxdy )228( 22

8 22

22

, 

 

где D – проекция тела объема V на плос-

кость Oxy. Область D представляет собой 

круг, радиус которого найдем, исключая 

переменную z из уравнений параболоидов: 

8 – x
2
– y

2
= x

2
+ y

2
, следовательно, x

2
+ y

2
=  

= 4 и радиус равен 2. Переходя к полярным 

координатам, получаем 

.16)4(2

2

0

2

0

2   


dd   

З а д а ч а 9. Найти поток векторного поля a = (y
2
+ z

2
)i +     

+ (xy + y
2
)j + (x z + z)k  через замкнутую поверхность S: x

2
+ y

2
= 1, z = 0, 

z = 1 (нормаль внешняя). 

S представляет собой поверхность круглого цилиндра с осью Oz 
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радиуса 1; снизу и сверху ограничена плоскостями z = 0, z = 1. 























 

VV

zyx

S

dvyxdv
z

a

y

a

x

a
d )122(),( na  

  
D

dzyxdxdy

1

0

)122( 
 122

)122(
yx

dxdyyx  

.)1sin2cos2(

2

0

1

0

  


dd  

З а д а ч а  10. Найти работу силы F = (x – y)i + j  при перемеще-

нии вдоль линии L: x
2

+ y
2
= 4 (y 0) от точки M(2, 0) к точке N(–2, 0). 

Линия L – полуокружность с центром в начале координат радиу-

са 2, лежащая в верхней полуплоскости. При вычислении криволи-

нейного интеграла 2-го рода используем параметрическое уравнение 

окружности: x = 2cos t, y = 2sin t. Точке M соответствует значение па-

раметра t0 = 0, а точке N – значение t1 = .  

   
1

0

)()(

t

t

tytx

L

yx dtytFxtFdyFdxFA  

   


0

cos21)sin2()sin2cos2( dttttt  

.2sin2)2cos1(22cos)cossin22sin(2
0

0

0

2 









 tdtttdtttt  

З а д а ч а  11. Найти циркуляцию векторного поля a = yi /3 –     

– 3x j + xk  вдоль контура Г: x = 2cos t, y = 2sin t, z = 1 – 2cos t – 2sin t (в 

направлении, соответствующем возрастанию параметра t).  

По определению, циркуляция есть линейный интеграл вектора a, 

взятый по замкнутому контуру. Полному обходу контура Г соответ-

ствует изменение параметра от 0 до 2. Поэтому можем записать 

 


1

0

))()()(() ,(

t

t

tztytxzyx dtztaytaxtadzadyadxadra  

.
3

52
)cos2sin2(cos2cos2cos23)sin2(

3

sin2
2

0
























dttttttt
t
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Теперь вычислим этот интеграл, используя формулу Стокса. Легко 

видеть, что контур Г получается пересечением цилиндра x
2
+ y

2
= 4 и 

плоскости  z = 1 – x – y. Это эллипс. В качестве поверхности G, огра-

ничиваемой этим контуром, удобно взять часть упомянутой плоско-

сти. Из уравнения плоскости Ax + By + Cz + D = 0 определяем вектор 

единичной нормали 













3

1
 ,

3

1
 ,

3

1),,(

222 CBA

CBA
n , причем его 

направление соответствует положительному направлению обхода 

контура . Находим ротор  rot a = – j – (10/3)k. Имеем  

.
cos

),(rot),(
33

13

33

13

3

1

3

10

3

1
1  









 

 DGGG

dxdy
dddd nara

Здесь D – проекция поверхности G на плоскость Oxy – круг x
2
+ y

2
 4, 

cos  – один из направляющих косинусов нормали n = (cos, cos , 

cos ). Очевидно, cos  = 1/ 3  и окончательно получаем: 

 


3

52
2

3

13

3

13
3

33

13
),( 2

кругSdxdyd
D

ra . 

З а д а ч а  12. Найти модуль циркуляции векторного поля a 

вдоль контура Г: 

a = yz i – xz j + xy k ,     Г:  x
2 
+ y

2
+ z

2 
= 9,  x

2 
+ y

2 
= 9. 

Имеем сферу радиуса 3, вписанную в круглый цилиндр с осью 

Oz. Контур  представляет собой окружность, лежащую в плоскости 

z = 0. Используя формулу Стокса, находим  

  .0022120002),(rot),(  
 GGGG

dzddzxdd nara  
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ОТВЕТЫ 

1. Линии уровня – параболы у
2
= С – х. 2. Линии уровня – гипер-

болы ху = С (при С = 0  – совокупность координатных осей). 3. Линии 

уровня – прямые у = Сх. 4. Поверхности уровня – параллельные 

плоскости х + у + z = С. 5. Поверхности уровня – одно- и двуполост-

ные гиперболоиды х
2
+ у

2
– z

2
= С

2
 (при С = О – конус х

2
+ у

2
– z

2
= 0). 

6. Поверхности уровня – параболоиды вращения х
2

+ у
2
= z + С. 7. Ги-

перповерхности уровня – четырехмерные параллельные плоскости 

х1 + х2 + х3 + х4 = С. 8. Гиперповерхности уровня – четырехмерные 

сферы х1

2
+ х2

2
+ х3

2
+ х4

2
= С

2
. 9. Окружности х

2
+ у

2
= С

2
. 10. Гиперболы 

ху = С (при С = 0 – совокупность координатных осей). 11. Параболы 

у
2

= 2(х + С). 12. Прямые 
n

z

m

y

l

x
 . 14. Линии пересечения гипербо-

лических цилиндров у
2

– х
2

= С1 с такими же цилиндрами z
2
– х

2
= С2. 

15. Окружности, являющиеся линиями пересечения сфер х
2
+у

2
+z

2
=C1

2
 

с плоскостями х + у + z = С2 . 16. Прямые четырехмерного пространст-

ва, перпендикулярные к оси Ох3 и еѐ пересекающие: Cx 3 ; 

4

4

2

2

1

1

l

x

l

x

l

x
 . 17. x = cos t, у = sin t, z = bt. 18. ,1

11


zx
 4

2

11
2


yx
. 

19. а) Конические поверхности с вершинами в начале координат, на-

правляющими которых служат заданные замкнутые кривые;           б) 

тороидальные  поверхности,  образованные  окружностями  с  цен-

трами  на  прямой  х = у = z,  лежащими  в  плоскостях  х + у + z = С, 

сечениями которых служат заданные замкнутые кривые. 24. 

222 zyx

zyx






kjir

r
.  25.

2
r

r
.  26. а.  27. а(b, r) + b(a, r).                    

28. arara ),(2  2
2
 . 31. 13/5. 32. 54 . 33. 14/3. 34. 1/

2
  r .       

35. 
2226 cba  . 36. cos  = 414 . 37. 62





n

u
, 

)2(
6

1
kjin  . 38. )232(

17

1
kji  . 39. P(3, 3, –3). 45. ху = С.  
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46. 









.

,

2

22

1

22

Czx

Cyx
 47. 
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,

2

1

xCz

xCy
 48. 12 .  49.

2

35
ln


.  50. 0.  

51.
3

15

256
a .  52. ]1)41[(

3

2/32
2


a

. 53.
2

1
. 54.

15

105a
. 55.

3

64

9
ak .  

58.
2

3ka
. 60.r

2
.  61.

3

4
r

4
.  62. ab.  63. а)

3

2
;  б) 0.7; в) 0.7; г) 1; 

д) 1. 64. 2R
2
. 65.

60

91
. 66. 2

2
а

2
h. 67. 2a

2
. 68.

3

3

7
22 a








 . 69. 2r

2
. 

70. –4. 71.
2

4r
 . 72.

3

1
 . 73.

360

3
.  74.

3
22


 75. 4. 76.
3

2

3
a . 

77. )12(
15

8 3


ka

. 78. )133(
3

3


ak

. 79.
3

2

27
ka .  80. 



4

2 aka
 

))21ln(23(  .  С81.
2


(sin cos

2
) . C82. 

2
( 2 + ln(1 + 2 ) ). 

83. а
3
/6. 84. 2а. 85. 4НR

3
/15. 86. R

4
/2. 87. R

2
Н/3. 88. R

2
Н/4.         

89. R
2
Н

2
/3. 90. R

4
/8. 91. 0. 92. R

4
. 93. –R

2
H/3. 94. 0.                    

C95. 2(a
2
+ b

2
) abc/5. C96. Hr

rH 2

38











. C97. 1) 2a

3
/9. 2) 2

2
a

2
b. 

3) 2 (2a
2

+ b
2
) | c | / 3. 98. х + у + z. 99. –2/(х + у + z)

5/3
. 100. 14. 101. 1. 

102. 0. 103. 0. 104. 0. 106. а
5
. 107. 4R

2
. 108. Если  а = аx i + ay j,  то 

поток вектора а через дугу 
   

AB  определится формулой 





    

),(

AB

yx

AB

dyadxadsna .  Теорема  Гаусса-Остроградского  для  

плоского поля: 
L

ds),( na 
L

yx dxadya  



















Q

yx dydx
y

a

x

a
. 

109.  




















Q

xy

y

L

x dydx
y

a

x

a
dyadxa  (формула Грина).  Поло-

жить в предыдущей формуле (задача 108) аx = аy , аy = – аx . 110. R
5
/3. 
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111. R
4
H/2. 114. х(z

2
– у

2
)i + y(х

2
– z

2
)j + z(у

2
– х

2
)k . 115. k


















y

P

x

Q
. 

117. –2уi + 2хj – 2(Зх + 2у)k . 118. 0. 121. 
3

3

4
R . 122. 4

2

3
R . 123.

3

3R
. 

124. div(сu) = (c, grad u),  div (au) = udivа + (а, gradu).  125.grad(a, c) = 

= [c, rot a] + (c,)а, gгаd(а, b) = [b, rot a] + [a, rot b] + (b,)а + (a,)b. 

Найдем предварительно [с, rot а]. Имеем: [с, rot a]=[с, [, a]]= 

=(a, c)– (c,)a =(a, c)– (c,)a. Отсюда (a, c) = [c, rot a] + (c,)a; 

далее, ),(),(),grad(


 bababa  и используем предыдущий ре-

зультат. 126. div[а, с] = (с, rot а), div(a, b)= (b, rot a) – (a, rot b).               

127. rot(cu)=[grad u, с] ,  гоt (аu)= u rоt а +[gгаd u, а], rot[a, b]=(b,)a – 

– (a,)b +a div b –bdiva.См. решение примера 5. 128. div gradu=
2
u= 

2

2

2

2

2

2

z

u

y

u

x

u














 , gгаd divа =(, a)= k

a
j

a
i

a

zyx 











 )(div)(div)(div
, 

rot rot a = [, [, a]] =(, а) –
2
а = grad div a –

2
а, 

2
а =

2
аx i + 

+
2
аy j +

2
аzk. 129. 6r = 6(хi + уj + zk). 130.0. 131. 4r = 4(хi+уj+zk). 

132. и div gгad v + 2(grаd и, grad v) + vdivgrad u. 133. grad div (uс) = 

=(c,)gгаd u, grad div(ua) = u grad diva + divа grad u + [grad и, rot а] 

+(gгаd u,)a +(а,)grаd u. 134. rot rot(uc)=(c,)grаd и–с
2
и. 135. х

3
у–  

–ху
3
+С. 136. yxyx 2222 cossinsincos2  +C. 137. C

zyyx
xyz 

22

222

.  

138. C
z

x

y

z

x

y
 . За начальную точку А принять точку (1,1,1) или 

любую другую точку, не лежащую на осях коорди-

нат. 139. C
z

xy

y

xz

x

yz


222
. См. указание к предыдущей задаче. 

140.Если бы во всюду непрерывном потенциальном поле могли 

существовать замкнутые векторные линии, то циркуляция по такой 

линии не могла бы быть равной нулю, так как произведение (a, dr) 

вдоль всей линии сохраняло бы постоянный знак, и поэтому 

  0),( ra d . 141. Особая точка О(0, 0), циклическая постоянная 

равна 2. 148.  Применить теорему Гаусса- Остроградского и учесть, 
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что для гармонических функций 
2
u = 0. 149. Нет. 150. Нет. 151. Да. 

152. Только при А + C = 0. 153. Только если A+C=B+D=0. 154. Да. 

155. Только при а11+ а22+ a33= 0. 156. Только если 

а111+а122+а133=а112+a222+а233=а113+а223+а333= 0. 159. Линии х: 

001

00 zzyyx 



 ; линии у: 

010

00 zzyxx 



; линии z: 

100

00 zyyxx






. 

160. Линии r:  = 0 , z = z0  (лучи, исходящие из точек оси Oz, лежа-

щие в горизонтальных плоскостях); линии : r = r0 , z = z0  (окружно-

сти с центрами на оси Oz радиуса r0 , лежащие в плоскостях z = z0); 

линии z: r = r0 ,  = 0  (прямые, параллельные оси Оz). 161. Линии r: 

 = 0 , = 0 (лучи, исходящие из начала координат); линии  : r = r0 , 

 = 0 (полуокружности радиуса r0 с центром в начале координат, 

лежащие в полуплоскостях  = 0, проходящих через ось Oz, т.е. ме-

ридианы); линии : r=r0 ,  =0  (окружности радиуса r0sin0 с цен-

тром на оси Oz, лежащие в горизонтальных плоскостях, т.е. паралле-

ли). 162. Lx=Ly=Lz=1. 163. Lr=Lz=1, L=r.  164. Lr = 1, L = r, 

L = r sin . 165. dsx = dx, dsy = dу, dsz = dz; dx = dydz, dy = dxdz, 

dZ = dхdу; dv = dxdydz. 166. dsr = dr, ds = rd, dsz = dz; dr = r d dz, 

d = drdz, dz=rdrd; dv=rdrd dz. 167. dsr=dr, ds=rd, 

ds=rsin d, dr = r
2
sin d d,  d= rsin drd,  d= r drd; 

dv=r
2
sin drd d. 179. a)

r
r

1
div e , rot er = 0; б) div e = 0, 

r

ze
e rot ; в) div ez = 0, rot ez = 0. 180. а)

r
r

2
div e , rot er = 0; 

б)
r




ctg
div e , 

r



 
e

erot ; в) div e = 0,  


 eee
rr

r

1ctg
rot . 

181. а) и = С1 ln r +С2 ; б) и = С1+С2 ; в) и = С1z+С2 . 182. а) u = 2
1 C

r

C
 ; 

б) 21
2

tgln CCu 


 ;  в) и=С1z+С2 .  183.и=r
2
sin2 соs2, grad u = 













 eee

sin

2cos2cos
2sin2sin2cos2sin2 θrr ,  

2
u= 2sin2 

 (1 – 2ctg
2
). 184. u = rzsin2 + rcos2, grad u =( z sin 2 +cos 2) er+ 



 58 

+2(z cos 2 – sin 2) e + rsin2 ez , 
2
u =

2

3

r

u
 . 185. a = sin  e, di-

v a = 0, )sincos2(
1

rot  eea r
r

. 186. a = rz(еr – еz),  divа=2z–r,  

rot a = (r + z)e .  187. grad u=f(r)er = f(r)
r

r
, 

2
u = f(r) +

r

rf )(2 
. 

188. grad и=f(r)er = f(r)
r

r
, 

2
u = f(r) +

r

rf )(
. 189. grad u =  

=










ee

F

rr

F
r

1
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2
u =
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rr
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22
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22

2 ctg12
. 190. grad u = 
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