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Введение 

Цель практических работ: научиться уравнивать плановые и высотные 

съемочные сети различными способами и выполнять оценку точности резуль-

татов уравнивания. 

Литература: 

1. А.В. Маслов, А.В. Гордеев, Ю.Г. Батраков. Геодезия: Учебник для ву-

зов. – М.: КолосС, 2006, гл. 18 (18.1 – 18.3). 

2. Г.Г. Поклад, С.П. Гриднев. Геодезия: Учебное пособие. – М.: Академи-

ческий проект, 2007, ч.II, гл.14(§§80 – 84). 

Заданием предусмотрено уравнивание съемочных сетей с использованием 

следующих способов: 

1. Уравнивание системы нивелирных ходов с одной узловой точкой спо-

собом среднего весового; 

2. Уравнивание системы теодолитных ходов с одной узловой точкой спо-

собом среднего весового; 

3. Уравнивание системы нивелирных ходов с двумя узловыми точками

способом эквивалентной замены и среднего весового; 

4. Уравнивание системы ходов способом последовательных приближе-

ний; 

5. Уравнивание системы ходов способом полигонов проф. В.В. Попова.

В процессе выполнения студентом индивидуальных заданий результаты

расчетов должны быть представлены по возможности в табличном виде и со-

провождаться необходимыми формулами, схемами и краткими пояснениями. 
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Практическая работа 1 

Уравнивание системы нивелирных ходов с одной узловой точкой способом 

среднего весового 

Нивелирные ходы, проложенные между исходными реперами А, В и С с 

отметками НА, НВ и НС (рис. 1) сходятся в одной узловой точке U, образуя три 

одиночных хода. Измерены длины ходов Li (либо число станций в ходе ni) и 

превышения по каждому ходу.  

hi (i = 1, 2, 3). 

Вычисления выполняют в следующей последовательности: 

1. На схему выписывают отметки исходных реперов, суммы измеренных

превышений по ходам и длины ходов. 

2. Определяют допустимость невязок; расчеты выполняют по самым ко-

ротким ходам (или по ходам с меньшим числом станций). Количество комби-

наций принимают на одну меньше числа ходов (напр., А ‒ С и В ‒ С). 

Фактические и допустимые невязки по ходам рассчитывают как 

( )h пр кон начf h H Н   , (1) 

для нивелирования IV класса  20доп

h кмf мм L или 5доп

h стf мм n .  

3. Находят частные значения отметки узловой точки по каждому ходу:

1 А 1

2 В 2

3 С 3

Н Н h ;

Н Н h ;

Н Н h .

 











 







(2) 

Рис. 1. Схема нивелирования ходов с одной узловой  точкой 

4. Приняв веса суммы превышений по каждому ходу 1
i

i

p
L

 , вычисляют

вероятнейшее значение отметки узловой точки по формуле среднего весового: 
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1 1 2 2 3 3
U

1 2 3

pHp H p H p H
H

p p p p

 
 

 
, (3) 

или 

 
 U 0

p
H H

p


  , (4) 

где  0H – приближенное значение высоты узловой точки; i i 0H H   – остатки. 

В результате систему ходов с одной узловой точкой (см. рис. 1) можно 

рассматривать как систему одиночных нивелирных ходов с высотой конечной 

точки равной НU. 

5. Находят невязки в сумме превышений по каждому ходу:

1 U 1

2 U 2

3 U 3

W H H ;

W H H ;

W H H .

  


  
  

(5) 

6. Выполняют оценку точности результатов уравнивания:

Вычисляют среднюю квадратическую погрешность в превышении ниве-

лирного хода длиной 1 км, то есть погрешность единицы веса 

2

км

p
m ,

N 1




   


(6) 

где ткм – средняя квадратическая погрешность превышения в ходе длиной 1 км; 

i iW   – поправка в сумму превышений хода; N – число ходов (в рассматрива-

емом случае N = 3). 

Находят среднюю квадратическую погрешность высоты узловой точки 

 
UM .

p


 (7) 

Пример уравнивания системы нивелирных ходов IV класса точности, по-

казанный на рис. 1, приведен в табл. 1. 

Таблица 1 

Уравнивание системы нивелирных ходов с одной узловой точкой 

НА = 120,157м,  НВ = 130,412 м,    НС = 111,310 м 
№ 

хода 
hi, м Нi, м 

Li, 

м 
рi ε, мм p , мм i , мм p , мм 2p p

1 +1,085 121,242 8,2 0,12 39 4,7 –17 –2,0 34 –78

2 –9,209 ,203 7,1 0,14 0 0,0 +22 +3,1 68 0 

3 +9,920 ,230 6,0 0,17 27 4,6 –5 –0,8 4 –22

Н0 = 121,203м  p  0,43  p 9,3  p +0,3  p –103 
2p    106
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1 2 1 3 2 3

1 2 1 3 1 2

h h h

доп доп доп

h h h

f 0,039м;  f 0,012м;  f 0,027 м;

f 0,078м;  f 0,075м;  f 0,072м;

  

  

     

  

 
 U 0

9,3мм
121,203м+ =121,203м+0,022м=

p
H H  121,225 м;

p 0,43


  

2

км

p 106
m 7,3

N 1 3 1




     
 

мм;  
 

U

7,3
M 11,1

0,43p


   мм. 

Исходные данные для индивидуальных вариантов задания приведены в 

прил. 1. 

Практическая работа 2 

Уравнивание системы теодолитных ходов с одной узловой 

точкой 

Требуется выполнить уравнивание системы теодолитных ходов, сходя-

щихся в узловой точке U (рис. 2). Известны плановые координаты исходных 

пунктов B, K, F и дирекционные углы исходных сторон αАВ, αСК и αЕF. Измере-

ны горизонтальные углы в ходах βi и горизонтальные положения сторон di. 

Рис. 2. Система теодолитных ходов с одной узловой точкой 
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При упрощенном уравнивании системы теодолитных ходов с одной узло-

вой точкой сначала уравнивают углы по способу среднего весового. Далее, вы-

числив по уравненным углам дирекционные углы и приращения координат, 

выполняют раздельное уравнивание приращений координат Δx и Δy. 

Расчеты выполняют в следующем порядке: 

1. Для уравнивания углов выбирают узловую линию, в качестве которой

может быть принята любая линия, опирающуюся на узловую точку (в нашем 

примере линия UQ). 

Вычисляют значения дирекционного угла узловой линии по каждому хо-

ду: 

 

 

 

UQ AB 1 1

UQ CK 2 2

UQ EF 3 3

180 n ;

180 n ;

180 n ,

  

  

  

    


     


     

(8) 

где   ni – число углов до узловой линии в i-м ходе (i = 1, 2, 3);   
i

  – сумма уг-

лов в i-м ходе. 

2. Приняв вес суммы углов i - го хода равным i
i

1p ,
n

 окончательное

значение дирекционного угла узловой линии вычисляют по формуле среднего 

весового 

1 UQ 2 UQ 3 UQ

UQ

1 2 3

p p p
.

p p p

  


   


 
(9) 

3. Находят угловые невязки W  по каждому ходу:

UQ UQ

UQ UQ

UQ UQ

W ,

W ,

W .







 

 

 

   


   


   

(10) 

4. Распределив угловые невязки поровну на углы соответствующего хода

с противоположным знаком, находят уравненные значения углов. По уравнен-

ным углам вычисляют приращения координат по всем линиям ходов и находят 

суммы приращений координат по каждому ходу  
i

x  и  
i

у .

5. Уравнивание приращений координат производят раздельно для Δх и Δу

аналогично уравниванию превышений системы нивелирных ходов с одной уз-

ловой точкой по формулам: 

 

 

 

U B 1

U K 2

U F 3

x x x ;

x x x ;

x x x .

   


    


    

(11)
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1 U 2 U 3 U
U

1 2 3

p x p x p x
x .

p p p

   


 
(12) 

 i

i

1
p ,

L


где  ip – вес абсциссы (ординаты) узловой точки;  
i

L – длина  i - го хода. 

6. Вычисляют невязки в приращениях координат по каждому ходу:

х U U

х U U

х U U

W x x ,

W x x ,

W x x .

   


   
   

(13) 

7. Находят поправки в приращения координат по формуле

 ij

x
x ij

i

W
d .

d
    (14) 

где  dij –  j - ая длина стороны i - го хода. 

Для уравнивания приращений ординат используют выражения (11) – (14), 

заменив х на у. 

8. По исправленным приращениям координат вычисляют координаты

всех пунктов сети. 

9. Оценку точности измерения углов производят по известной из теории

погрешностей формуле, которая в данном случае дает приближенное значение 

средней квадратической погрешности измерения угла 

2pW
m ,

N 1


   


где  N  – число ходов. 

В табл. 2-4 приведен пример уравнивания системы теодолитных ходов с 

одной узловой точкой. 
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Таблица 2 

Уравнивание системы теодолитных ходов с одной узловой точкой 

Пункты 
Измеренные 

углы, i  

Дирекци-

онные 

углы, i  

Длины 

сторон, 

Li, км 

Приращения 

координат, м 
Координаты, м 

x у х у 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 – й  ход 

A 

54°10,3′ 

B 
–1

185°48,0′ 5548,34 2380,98 
48°22,4′ 304,53 

–19

+202,29
+21

+227,63

O 
–1

179°49,0′ 5750,44 2608,82 
48°33,5′ 304,76 

–20

+201,71
+22

+228,46

U 
–2

128°00,9′ 5951,95 2837,50 
100°32,8′ 

Q 

  

 
Т

 

W   

493°37,9′ 

493°37,5′ 

+0,4′

1L = 609,29 +404,00

+403,61

xW  +0,39 

+456,09

+456,52

уW   –0,43 

2 2
L x уW W W  =0,58 м 

L
отн

W 1
W

L 1050
 

2 – й  ход 

C 
137°07,3′ 

K 
+1

198°35,2′ 6958,85 2136,41 
118°32,0′ 318,32 

+6

–152,05
–2

+279,66

R 
+1

142°00,6′ 6806,86 2416,05 
156°31,3′ 267,40 

+5

–245,26
-1

+106,53

S 
+1

184°49,3′ 6561,65 2522,57 
151°42,9′ 353,24 

+6

–311,01
–2

+167,48

P 
+1

177°58,0′ 6250,70 2690,03 
153°43,8′ 333,23 

+6

–298,81
–2

+147,49

U 
+3

233°10,7′ 5951,95 2837,50 
100°32,8′ 

Q 

  

 
Т

 

W   

936°33,8′ 

936°34,1′ 

–0,3′

2L = 1272,19 –1007,13

–1006,90

xW –0,23

+701,16

+701,09

уW  +0,07 

2 2
L x уW W W  =0,24 м 

L
отн

W 1
W

L 5300
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Окончание табл. 2 
1 2 3 4 5 6 7 8 

3 – й  ход 

E 
328°25,3′ 

F 201°51,6′ 5512,83 3408,06 
306°33,7′ 196,34 

+9

+116,96
–12

–157,70

T 167°36,5′ 5629,87 3250,23 
318°57,2′ 387,78 

+18

+292,45
–24

–254,64

Q 218°24,4′ 5922,46 2995,32 
280°32,8′ 160,46 

+7

+29,37
–10

–157,75

U 5951,92 2837,48 

  

 
Т

 

W   

587°52,5′ 

587°52,5′ 

0,0′ 

3L = 744,58 +438,78

+439,12

xW –0,34 

–570,09

–570,56

уW  +0,47 

2 2
L x уW W W  =0,58 м 

L
отн

W 1
W

L 1300
 

Таблица 3 

Вычисление уравненного значения дирекционного угла узловой линии UQ 

№ 

хода 

Дирекцион. 

углы,   

Число 

углов 

в ходе, 

in

Вес, 

i

i

1
p

n
 i i ip  W Вычисления 

1 

2 

3 

100°32,4′ 

33,5′ 

32,8′ 

3 

5 

3 

0,33 

0,20 

0,33 

0,0′ 

1,1′ 

0,4′ 

0,00′ 

0,22′ 

0,13′ 

+0,4′

–0,7′

0,0′

допW 1 n 1 3 1,7
    

 
 QU 0

p
100 32,4

p

0,4 100 32,8


      

   0 100°32,4′  p  0,86  p  0,35 

2 2 20,33 0,4 0,20 0,7 0,33 0,0
m 0,27

3 1


    
  


. 

Таблица 4 

Вычисление координат узловой точки U 

№ 

хода 

Длина 

хода 

 L , км 

Вес, 

 i

i

1
p

L
 х′, м X , м Xp , м у′, м У , м Уp , м 

1 

2 

3 

0,61 

1,27 

0,74 

1,64 

0,79 

1,35 

5952,34 

5951,72 

5951,61 

0,73 

0,11 

0,00 

1,20 

0,09 

0,00 

2837,07 

2837,57 

2837,97 

0,00 

0,50 

0,90 

0,00 

0,40 

1,22 

 p  3,78  Xp  1,29  Уp 1,62 

0x  5951,61 0y 2837,07 
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X

U 0

p
x x 5951,61 0,34 5951,95

p


     м,         Uy 2837,07 0,43 2837,50   м. 

Исходные данные для индивидуальных вариантов задания приведены в 

прил. 2. 

Практическая работа 3 

Уравнивание систем съемочных ходов с двумя узловыми  

точками 

В геодезической практике для уравнивания сетей ходов с двумя узловыми 

точками наряду со способом среднего весового широкое применение получил 

способ эквивалентной замены. Указанные способы рассмотрим на примере 

уравнивания системы нивелирных ходов IV класса (рис. 3) с узловыми точками 

R и T. Известны высоты исходных пунктов НА, НВ, НС, НD, превышения по хо-

дам hi (i=1, 2, …, 5) и их длины Li. 

Заданием на выполнение расчетной работы предусмотрено уравнивание 

системы нивелирных ходов с двумя узловыми точками способами эквивалент-

ной замены и среднего весового. 

Способ эквивалентной замены. Суть способа состоит в приведении си-

стемы с двумя узловыми точками к системе с одной узловой точкой. Для этого 

два хода (например 1 и 2) необходимо объединить в один «воображаемый» (KR 

на рис. 3), называемый эквивалентным. В результате получают систему ходов с 

одной узловой точкой Т:  ход KR+5, ход 3 и ход 4. 

1. По формулам среднего весового вычисляют высоту Н1,2 узловой точки 

R и параметры эквивалентного хода: его вес 1,2p  и длину 1,2L . 

 1 1 2 2
1,2

1 2

p H p H
H ,

p p





 (15) 

где 1 A 1 2 B 2H H h , H H h .     

При вычислении отметок узловых точек необходимо учитывать направ-

ления положительных превышений показанных на рис. 3 стрелками. 

Рис. 3. Система нивелирных ходов с двумя узловыми 

точками 
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Веса 1p  и 2p  в формуле (15) вычисляют обратно пропорционально длине 

соответствующего хода  

  i

i

1
p i 1, 2, ,5 .

L
   (16) 

Вес найденного значения высоты  Н1,2   

 1,2 1 2p p p .   (17) 

или 

 1,2

1,2

1
p .

L
  (18) 

Отсюда  1,2

1 2

1
L .

p p



 

В результате получают систему ходов с одной узловой точкой Т. 

2. Находят высоту узловой точки Т по каждому ходу: 

 
3 C 3

4 D 4

1,2 5 1,2 5

H H h ,

H H h ,

H H h .

  


  
  

 (19) 

Веса вычисленных из выражения (19) значений Hi будут равны: 

 
 3 4 1,2 5

3 4 1,2 5

1 1 1
p , p , p .

L L L L
  


 

3. Определяют окончательное значение высоты узловой точки Т, найден-

ное как среднее весовое из выражения 

 3 3 4 4 1,2 5 1,2 5

T

3 4 1,2 5

p H p H p H
H .

p p p

 



 


 
 (20) 

4. Находят поправки в превышения ходов  

 
3 T 3

4 Т 4

1,2 5 T 1,2 5

H H ;

H H ;

H H .





  

  


  
  

 (21) 

5. Поправки 3 и 4 распределяют на превышения каждого хода пропор-

ционально длинам ijL  нивелирных линий, т.е. 

 i
ij ij

i

L ,
L


    (22) 

где  ijL  – длина  j - ой линии  i - го хода. 

Аналогично распределяют поправку 1,2 5   на превышения эквивалентного 

хода и хода 5 
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1,2 5

1,2 1,2

1,2 5

1,2 5

5 5

1,2 5

L ,
L

L .
L
















  



 



 

6. Находят окончательное значение высоты узловой точки R 

 R 1,2 1,2H H ,   (23) 

и поправки на 1 и 2 ходы 

 
 

 

1 A R 1

2 B R 2

H H h ,

H H h .





   


   

 (24) 

Далее по формуле (22) находят поправки и на каждое превышение 1-го и 

2-го ходов. 

7. Выполняют приближенную оценку точности результатов по поправкам 

i , вычислив среднюю квадратическую погрешность   единицы веса 

 
2

км

p
m ,

N r




   


 (25) 

где  N – число ходов;  r – число узловых точек. 

Пример уравнивания нивелирной сети, показанной на рис. 3, приведен в 

табл. 5. 

Таблица 5  

Уравнивание нивелирной сети с двумя узловыми точками способом  

эквивалентной замены 

НА = 14,930 м;    НВ = 13,000 м;    НС = 11,970 м;    НD = 16.480 м 

№ хода 
Превышения  

hi, м 

Высоты узло-

вых точек  

Hi, м 

Длина хода  

Li, км 

Вес 

i

i

1
p

L
  

Поправки 

i , м 

1 +4,980 9,950 2,0 0,50 ‒8 

2 +3,030 9,970 3,0 0,33 +12 

3 +0,100 12,970 4,0 0,25 ‒13 

4 +4,442 12,038 5,0 0,20 –19 

5 +2,100  2,0 0,50 –1 

 

1 1 2 2
1,2

1 2

p H p H
H 9,958

p p


 


 м,      1,2 1 2p p p 0,83   ,      1,2

1,2

1
L 1,20

p
   км, 

 1,2 5 1,2 5H H h 12,058м,     1,2 5

1,2 5

1
p 0,31,

L L
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3 3 4 4 1,2 5 1,2 5

T

3 4 1,2 5

p H p H p H
H 12,057

p p p

 



 
 

 
 м, 

 1,2 5 T 1,2 5H H 1       мм, 1,2 5

1,2 1,2

1,2 5

L 0
L


 



    мм, 

 R 1,2 1,2H H 9,958    м,  1 A R 1H H h 8       мм, 

  2 B R 2H H h 12       мм, 3 T 3H H 13      мм, 

 4 4 TH H 19      мм,  1,2 5

5 5

1,2 5

L 1
L


 



     мм, 

2

км

p
m 8

N r




    


 мм. 

Способ среднего весового. Этот способ приводит к тому же результату, 

что и способ эквивалентной замены. 

1. В первом приближении высоты RH   и TH   узловых точек R и Т находят 

по формуле среднего весового как 

 

1 1 2 2
R

1 2

3 3 4 4
T

3 4

p H p H
H ,

p p

p H p H
H ,

p p

 
   


  

 

 

где    i исх iH H h i 1, 2,3,4   ;     i

i

1
p .

L
  

Веса высот узловых точек RH   и TH   равны 

 R 1 2 R 3 4p p p , p p p ,     

а обратные веса 

 R T

R 1 2 T 3 4

1 1 1 1
q , q .

p p p p p p
   

 
 

2. Вычисляют невязку по ходу RT как разность 

  5 T RW h H H .     

3. Полученную невязку W распределяют пропорционально обратным ве-

сам, т.е. вычисляют поправки в превышение  h5 и высоты RH  , TH  : 
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5 5

R R

T T

W
q ;

q

W
q ;

q

W
q ,

q








   




   



   


 (26) 

где   5

5

1
q

p
 ;         5 R Tq q q q   . 

4. Определяют окончательные значения высот узловых точек 

 R R R

T T T

H H ,

H H .





  


  
 

5. Учитывая, что в выражении (26) поправка 5  в превышение   h5  хода 

RT уже известна, то поправки i  в превышения 1 – 4 ходов определяют как 

 

1 1 R

2 2 R

3 T 3

4 4 T

H H ,

H H ,

H H ,

H H .









  


  


  
  

 (27) 

6. Поправки i  распределяют на измеренные на станциях превышения i - 

го хода по формуле (22). 

Уравнивание системы ходов (см. рис. 3) по способу среднего весового произ-

ведено в табл. 6. Исходные данные для индивидуальных вариантов задания приве-

дены в прил. 3. 

Таблица 6  

Уравнивание нивелирной сети с двумя узловыми точками способом среднего 

весового 

НА = 14,930 м;    НВ = 13,000 м;    НС = 11,970 м;    НD = 16.480 м 

№
 х

о
д

а 

П
р
е-

в
ы

ш
е-

н
и

я
 h

i, 

м
 

В
ы

со
-

ты
 

 Н
i, 

м
 

Д
л
и

н
ы

 

х
о
д

о
в
 

L
i, 

к
м

 Веса 

i

i

1
p

L
  В

ы
со

-

ты
 H

′ R
, 

H
′ T

, 
м

 

Веса  

pR, pT 

О
б

р
ат

-

н
ы

е 
в
е-

са
 q

R
, 

q
T
, 
q

5
 

П
о
-

п
р
ав

к
и

 

υ
R
, 
υ

T
, 

м
м

 
П

о
-

п
р
ав

к
и

 

υ
i, 

м
м

 

1 +4,980 9,950 2,0 0,50 
9,958 0,83 1,20 0 

‒8 

2 +3,030 9,970 3,0 0,33 +12 

3 +0,100 12,970 4,0 0,25 
12,056 0,45 2,25 +1 

‒13 

4 +4,442 12,038 5,0 0,20 –19 

5 +2,100  2,0 0,50   2,00  –1 
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 5 T RW h H H 2       мм; 

 R R RH H 9,958    м; 

 T T TH H 12,057    м; 

кмm 8    мм. 

Практическая работа 4 

Уравнивание систем съемочных ходов способом последовательных 

 приближений 

Данный способ выгодно применять в случаях, когда в системе ходов име-

ется несколько исходных пунктов и несколько узловых точек. 

Приведенная на рис. 4 система состоит из 8 нивелирных ходов с 3 узло-

выми точками; стрелками показаны направления измеренных  превышений. 

Известны отметки исходных грунтовых реперов 31, 14, 29 и 12 (H31, H14, H29 и 

H12); в результате нивелирования получены суммарные превышения hi по каж-

дому ходу, длины ходов Li и количество станций в ходах ni. 

Выражения для вычисления высот узловых точек Ст. рп. 6, 29, 11 запи-

шутся в виде: 

 

       

       

     

31 1 1 14 2 2 6 6 7 7

1 2 6 7

14 3 3 63 4 4 7 7 8 8

3 4 7 8

12 5 5 6 6 8 8

5 6 8

H h p H h p z h p y h p
x ;

p p p p

H h p H h p x h p z h p
y ;

p p p p

H h p x h p y h p
z ,

p p p

       
 

   
       

 
   

    


  

 (28) 

где  x, y, z ‒ высоты узловых точек 6, 29, 11;  pi – веса превышений hi, определя-

емые как i

i

1
p

L
 .   или   i

i

1
p

n
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Рис. 4. Система к уравниванию нивелирных ходов способом последовательных 

приближений 

 

Обозначим 

 

i
i

i

i
i

i

i
i

i

p
p ,     (i 1,2,6 ,7 );

p

p
p ,     (i 3,4,7,8 );

p

p
p ,     (i 5,6 ,8 ),

p


   




  



  








  (29) 

где ,   ,   
i i i

p p p    ‒ приведенные веса 

Для того, чтобы процесс приближений был более коротким, в качестве 

начальных принимают высоты узловых точек, получаемые путем передачи от 

ближайших исходных реперов: 

 

0

14 1

0

63 4

0

12 5

x H h ;

y H h ;

z H h .

 


  


  

 (30) 

На основе выражений (28) и с учетом обозначений (29) и (30) вычисляют 

высоты точек в первом приближении 
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1 0 0 0

31 1 1 2 6 6 7 7

1 10 0

14 3 3 4 7 7 8 8

1 10 ( 1 )

5 6 6 8 8

x H h p x p z h p y h p ;

y H h p y p x h p z h p ;

z z p x h p y h p ,

         



          


       


 (31) 

т.е. при вычислении отметки узловой точки 29 (у
(1)

) берут полученные ра-

нее значения х
(1)

, у
0
 и z

0
, а при вычислении z

(1)
 используют z

0
, х

(1)
 и y

(1)
, получен-

ные в первом приближении, что позволяет сократить количество приближений. 

Используя полученные в первом приближении значения высот, вычисля-

ют высоты узловых точек во втором приближении 

 

         
         
      

2 1 10

31 1 1 2 6 6 7 7

2 2 10

14 3 3 4 7 7 8 8

2 20 ( 2 )

5 6 6 8 8

x H h p x p z h p y h p ;

y H h p y p x h p z h p ;

z z p x h p y h p .

         



          


       


 (32) 

Вычисления заканчивают, если в последних двух приближениях получе-

ны одинаковые значения высот узловых точек, т.е. 

 

   

   

   

k k 1

k k 1

k k 1

x x ,

y y ,

z z .










 


 

 (33) 

Эти приближения дают окончательные (уравненные ,  ,  x y z ) значения вы-

сот узловых точек. В результате сеть распадается на 8 отдельных ходов, каж-

дый из которых уравнивают по правилам, принятым для одиночного хода. 

Точность результатов нивелирования оценивают по формуле 

 
2

км

p
m ,

N r




   


 (34) 

где  N – число ходов;  r – число узловых точек; i ‒ поправки, получаемые как 

разности уравненного значения отметки узловой точки ( ,  ,  x y z ) и отметок, по-

лученных в последнем k-ом приближении 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

;

;

.

x k

i i

y k

i i

z k

i i

x x

у y

z z







 


  


  

 (35) 

Пример уравнивания нивелирной сети способом приближений приведен в 

табл. 7. 

Исходные данные для индивидуальных вариантов задания приведены в 

прил. 4. 
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Рис. 5. Схема свободной нивелирной 

сети

Практическая работа 5 

Уравнивание систем ходов способом полигонов проф. В.В. Попова 

Способ применяют для уравнивания как свободных, так и несвободных 

сетей нивелирных и теодолитных (полигонометрических) ходов. 

Свободными называют такие геодезические сети, в которых имеются 

только необходимые исходные элементы: координаты одного исходного пункта 

и дирекционный угол исходного направления, высота одного исходного репера 

и т.п. Наличие в сети избыточных исходных данных вызывает дополнительные 

условия, которым должны удовлетворять уравненные величины; такие сети яв-

ляются несвободными. 

Уравнивание сети методом непосредственного решения систем 

уравнений поправок 

Сущность способа В.В. Попова можно уяснить на примере уравнивания 

свободной сети нивелирных ходов, состоящей из трех примыкающих друг к 

другу полигонов (рис. 5), невязки в которых равны соответственно ,  и 
1 2 3h h hf f f . 

Направления ходов в полигонах 

показаны стрелками. 

Обозначим длину каждого 

звена (или число станций) между 

двумя узловыми точками через n 

с указанием номеров полигонов, 

к которым данное звено принад-

лежит. Тогда длины внешних 

звеньев полигонов АВ, ВС, и АС 

будут соответственно n1, n2 и n3, а 

общие для двух смежных поли-

гонов звенья AD, BD, и CD –n1,2, 

n2,3, и n3,1. 

Если каждый из рассматри-

ваемых полигонов рассматривать 

как независимый, то для устра-

нения невязок в каждом из них 

длины звеньев нужно умножить 

на поправки k1, k2, и k3, приходя-

щиеся на один километр длины 

каждого полигона. Тогда с уче-

том взаимного влияния смежных

полигонов, условия устранения невязок в полигонах запишутся в виде системы 

уравнений: 
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       (36) 

где W1, W2, W3 – свободные члены уравнений, равные невязкам в соответству-

ющих полигонах ,  и 
1 2 3h h hf f f . 

Уравнения системы (36) легко составить по схеме сети (см. рис. 5), руко-

водствуясь следующими правилами: 

- первый член каждого уравнения представляет собой произведение по-

правочного коэффициента ki на периметр полигона Ni, где i – номер по-

лигона;

- второй и третий члены уравнений есть произведения поправочных ко-

эффициентов смежных полигонов на длины соответствующих звеньев;

- четвертый (свободный) член каждого уравнения равен невязке соответ-

ствующего полигона, т.е. Wi = fhi.

Решение составленной системы уравнений может быть выполнено мето-

дом последовательного исключения или в матричном виде, предварительно 

приведя ее к каноническому виду (когда число неизвестных равно числу урав-

нений). 

Для приведения системы к каноническому виду необходимо перегруппи-

ровать ее члены таким образом, чтобы поправочные коэффициенты ki с одно-

именными индексами находились друг под другом.  

Уравнения системы в каноническом виде можно легко составить, сведя 

данные нивелирной сети в табл. 8, в которой диагональные элементы представ-

ляют собой периметр N (или общее количество штативов) полигона. Остальные 

члены таблицы показывают длину nij (число штативов) смежных звеньев соот-

ветствующих полигонов с коэффициентами –1 или 0, если между полигонами 

смежное звено отсутствует. В последнем столбце таблицы записываются зна-

чения невязок с обратными знаками. 

Таблица 8 

Сводная таблица полевых данных для составления системы уравнений  

поправок в каноническом виде 

№ полигона 
I II III 

Невязка 

- W, мм
k1 k2 k3 

I N1 - n1,2 - n1,3 = - W1

II - n2,1 N2 - n2,3 = - W2

III - n3,1 - n3,2 N3 = - W3

Тогда система (36) запишется как: 
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(37) 

После решения системы уравнений суммарные поправки в превышения 

по звеньям v вычисляются как: 
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(38) 

Для облегчения составления выражений вычисления поправок в звенья 

можно воспользоваться табл. 9. В ней показаны разности коэффициентов по-

правок ki - kj, которые необходимо умножить на длину ni,j соответствующего 

смежного звена.      

Таблица 9 

Таблица разностей поправочных коэффициентов 

№ полигона I II III 

I k1 k1 - k2 k1 - k3 

II k2 – k1 k2 k2 - k3

III k3 – k1 k3 - k2 k3 

Для нивелирных сетей данный способ уравнивания является строгим и 

дает результаты, идентичные уравниванию по способу наименьших квадратов. 

Пример: 

Требуется уравнять несвободную нивелирную сеть IV класса, схема ко-

торой приведена на рис. 6. 

Методика уравнивания несвободной сети сводится к уравниванию сво-

бодной сети путем введения фиктивных звеньев, соединяющих исходные пунк-

ты. Число фиктивных звеньев должно быть на 1 меньше числа исходных пунк-

тов. Длину фиктивных звеньев принимают равной 0, следовательно, в фиктив-

ные звенья поправки не вводят. 
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Рис. 6. Схема несвободной нивелирной сети 

Уравнивание выполняют в следующей последовательности. 

1. На схему сети выписывают все данные, необходимые для уравнивания:

- номера полигонов;

- длины звеньев, т.е. расстояния (либо число станций) между исходными и

узловыми точками nij;

- стрелками указывают направления нивелирования;

- превышения по каждому звену;

- невязки в превышениях по каждому полигону, соответствующие обходу

полигона по ходу часовой стрелки;

- допустимые высотные невязки.

На основе схемы нивелирной сети сводят данные в табл. 10.

Таблица 10 

Сводная таблица данных для составления системы уравнений поправок в 

каноническом виде 

№ полигона 
I II III 

Невязка 

-W, ммk1 k2 k3 

I +59,2 -19,9 -20,4 = -15

II -19,9 +53,0 -16,0 = +23,0

III -20,4 -16,0 +55,0 = -14

2. Составляют систему уравнений поправок:

, , , ;

, , , ;

, , , .

1 2 3

1 2 3

1 2 3

59 2k 19 9k 20 4k 15

19 9k 53 0k 16 0k 23

20 4k 16 0k 55 0k 14
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Решение системы уравнений выполняют методом последовательного ис-

ключения неизвестных либо методом определителей. 

При решении системы уравнений методом исключений получены следу-

ющие значения поправочных коэффициентов: 

k1 =-0,27;   k2 = +0,25;   k3 = -0,28 

Для решения системы уравнений в матричном виде представляют коэф-

фициенты nij при неизвестных ki в виде определителя D, а значения за знаком 

равенства - в виде столбца свободных членов W: 

, , ,

, , ,

, , ,

59 2 19 9 20 4

D 19 9 53 0 16 0

20 4 16 0 55 0

 

  

 

,    

,

,

,

15 0

W 23 0

14 0







. 

Параметры уравнений ki находят по формулам Крамера: 

;  ;  ,31 2 kk k

1 2 3

DD D
k k k

D D D
  

где 
ikD – определитель, получающийся из D заменой столбца, составленного из 

коэффициентов ni j при неизвестном kj, столбцом, составленным из свободных 

членов Wj. 

, , , , , ,

, , ,  ,    , , ,  ,

, , , , , ,

, , ,

, , , .

, , ,

1 2

3

k k

k

15 0 19 9 20 4 59 2 15 0 20 4

D 23 0 53 0 16 0 D 19 9 23 0 16 0

14 0 16 0 55 0 20 4 14 0 55 0

59 2 19 9 15 0

D 19 9 53 0 23 0

20 4 16 0 14 0

    

    

   

 

  

  

Определитель 3-го порядка решают по «правилу Саррюса», тогда: 

,   ,   ,   ;

, ,   , ,   , .

1 2 3k k k

1 2 3

D 100585 D 26799 D 25059 D 280892

k 0 27 k 0 25 k 0 28

     

     

3. Вычисляют поправки в превышения для каждого звена:

Рп1 – а v1 = n1k1 = 18,9км × (– 0,27) = –5мм; 

а  – с v1,2 = n1,2(k1 – k2) = 19,9 × [(– 0,27) – 0,25] = –10мм. 

a – b v2 = n2k2 = 17,1км × 0,25 = +4мм; 

b – c v2,3 = n2,3(k2 – k3) = 16,0 × [0,25 – (– 0,28)] = +9мм; 

b – Рп2 v3 = n3k3 = 18,6км × (-0,28) = -4мм; 

Рп3 – c v3,1 = n3,1(k3 – k1) = 20,4 × [(– 0,28) – (– 0,27)] = 0 мм. 

4. Вычисленные поправки выписывают на схему около соответствующих

звеньев каждого полигона.
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5. Выполняют контроль уравнивания сети: сумма поправок по звеньям в

каждом полигоне должна равняться невязке с обратным знаком, т.е.

i hv f  . 

Полигон I –  (–5) + (–10) + (0) = –15мм  (fhI = +15мм); 

полигон II –  (+4) + (+10) + (+9) = +23мм  (fhII = –23мм); 

полигон III – (–5) + (–9) + (0) = –13мм (fhIII = +14мм). 

Следовательно, уравнивание сети выполнено правильно. 

Оценка точности результатов уравнивания 

Точность определения отметок точек сети, уравненной по способу 

В. В. Попова, характеризуется средней квадратической погрешностью нивели-

рования на 1 км хода 

1кмт
c


 , (39) 

[ ]2pv

r k
 


, (40) 

где  v - поправки по звеньям; 
i

c
p

п
 - вес превышения по i звену; ni - длина

звена, км;  

с – длина нивелирного хода, вес которого принят равным единице; r – число 

нивелирных звеньев; k - число полигонов. 

Вычисления, связанные с оценкой точности результатов уравнивания, 

приведены в табл. 11. 

Таблица 11 

Оценка точности результатов уравнивания 

Назв.превышений 
Длина хода 

ni,км 

Вес, 

i

c
p

п


c = 10 

Поправка vi, 

мм 

2pv

r k


  


,мм 1кмт
c


 ,мм

h1 18,9 0,529 –5

6,76 2,14 

h2 17,1 0,585 +4

h3 18,6 0,538 +5

h1,2 19,9 0,503 –10

h2,3 16,0 0,625 –9

h3,1 20,4 0,490 0 

Исходные данные для индивидуальных вариантов задания приведены в 

прил. 5. 
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Вопросы для самоконтроля 

1. Какие сети называют свободными и несвободными?

2. В каких случаях выполняют упрощенное уравнивание геодезических се-

тей?

3. В чем заключается сущность уравнивания систем ходов с одной узловой

точкой?

4. Приведите последовательность действий при уравнивании систем ходов с

одной узловой точкой.

5. Точность каких величин оценивают при уравнивании?

6. Дайте понятие узловой точки и узловой линии.

7. В чем заключается сущность уравнивания систем теодолитных ходов с

одной узловой точкой?

8. Приведите порядок уравнивания систем теодолитных ходов.

9. Дайте понятие эквивалентного хода.

10. В каких случаях целесообразно использовать для уравнивания сети спо-

соб среднего весового?

11. В чем состоят отличия уравнивания систем ходов с двумя узловыми точ-

ками способами эквивалентной замены и среднего весового?

12. Сущность уравнивания системы съемочных ходов способом эквивалент-

ной замены.

13. Последовательность уравнивания системы нивелирных ходов с одной уз-

ловой точкой способом среднего весового.

14. По какой формуле определяют среднюю квадратическую погрешность

высоты узловой точки?

15. В каких случаях при уравнивании применяется способ последовательных

приближений?

16. Что является критерием для окончания уравнивания способом последова-

тельных приближений?

17. Сущность уравнивания систем полигонов способом В.В. Попова.

18. Особенности уравнивания несвободной сети полигонов.

19. Сформулируйте правила составления системы уравнений при уравнива-

нии способом полигонов проф. В.В.Попова.

20. Что называют фиктивным звеном?

21. Приведите порядок действий при уравнивании систем ходов методом

непосредственного решения систем уравнений поправок.

22. Перечислите основные виды контролей правильности уравнивания пла-

новых и высотных геодезических сетей?

23. В чем состоит принцип уравнивания съемочных сетей способом «красных

чисел»?

24. Как оценивают точность результатов уравнивания сети способом

В.В. Попова?
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Приложение 1 

Исходные данные к расчетной работе №1.  

«Упрощенное уравнивание съемочных сетей»  

Задание 1. «Уравнивание системы нивелирных ходов с одной узловой точкой» 

Вариант 

Высоты исходных 

пунктов, м 

Измеренные  

превышения, м 

Длины 

ходов, км 

Число шта-

тивов, шт 

HA HB HC h1 h2 h3 L1 L2 L3 n1 n2 n3 

1 121,394 116,619 116,320 –4,661 +0,094 +0,397 5,59 3,65 5,57 32 23 33 

2 118,751 124,312 112,873 –4,631 –10,186 +1,230 7,28 5,00 4,20 42 31 25 

3 113,669 123,662 120,948 +0,171 –9,811 –7,094 6,44 5,04 4,10 37 32 24 

4 118,535 125,758 111,200 +2,094 –5,137 +9,429 7,52 3,63 7,16 43 23 42 

5 114,310 124,311 125,046 +0,613 –9,374 –10,121 5,77 3,22 4,78 33 20 28 

6 123,999 117,436 121,886 –7,007 –0,433 –4,885 4,15 4,07 7,79 24 25 46 

7 119,041 121,866 119,021 +0,428 –2,397 +0,434 3,91 3,21 7,36 22 20 43 

8 124,157 116,512 111,988 –2,336 +5,311 +9,816 6,83 7,27 3,98 39 45 23 

9 123,378 124,326 115,215 –4,001 –4,967 +4,161 5,26 4,49 5,90 30 28 35 

10 119,182 118,108 122,953 –3,919 –2,843 –7,671 6,88 4,43 3,35 39 28 20 

11 125,126 119,600 118,077 –8,782 –3,242 –1,720 4,01 4,49 4,33 23 28 25 

12 117,533 119,845 126,392 –1,140 –3,444 –10,005 5,98 4,92 5,73 34 31 34 

13 116,125 116,671 126,068 –3,422 –3,965 –13,381 5,49 5,27 7,69 31 33 45 

14 118,844 123,965 123,407 –4,909 –10,017 –9,457 6,28 3,50 5,64 36 22 33 

15 114,746 118,302 111,992 –1,734 –5,289 +1,008 6,20 4,27 4,82 35 27 28 

16 124,208 117,511 118,473 –8,455 –1,754 –2,732 3,62 3,97 7,65 21 25 45 

17 115,945 120,128 125,235 +0,145 –4,030 –9,132 6,78 5,42 5,24 39 34 31 

18 116,193 124,744 120,144 –5,161 –13,695 –9,121 6,44 4,37 6,23 37 27 37 

19 126,357 123,617 114,619 –9,715 –6,988 +2,026 3,62 7,18 6,84 21 45 40 

20 117,299 122,098 126,719 +1,789 –3,008 –7,641 6,46 7,36 3,27 37 46 19 

21 112,734 125,527 126,956 +6,655 –6,153 –7,585 3,64 3,59 7,73 21 22 45 

22 121,586 120,835 123,593 –5,354 –4,608 –7,378 6,43 3,67 5,04 37 23 30 

23 116,806 116,711 122,254 –3,302 –3,224 –8,760 6,00 3,75 6,77 34 23 40 

24 125,543 119,848 114,368 –4,271 +1,407 +6,894 5,98 6,09 6,66 34 38 39 

25 125,282 120,342 123,455 –11,175 –6,207 –9,330 7,10 6,85 3,21 41 43 19 
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Приложение 2 

Исходные данные к расчетной работе №1. «Упрощенное уравнивание съемочных сетей» 

Задание 2. «Уравнивание системы теодолитных ходов с одной узловой точкой» 

Вариант 1 2 3 4 5 

Координаты 

пунктов, м 

xB 4344,52 8836,71 8123,12 4886,25 5897,06 

yB 3803,82 4077,33 6219,04 8371,53 3080,69 

xK 3148,77 7669,54 6924,41 3674,86 4719,83 

yK 4224,53 4484,05 6604,34 8796,60 3457,13 

xF 3305,81 7836,88 7078,68 3862,04 4894,95 

yF 3608,92 3881,72 6005,10 8199,18 2863,09 

Дирекционные 

углы исходных 

линий 

αA-B 162° 53,7' 121° 44,9' 141° 13,2' 167° 40,4' 150° 57,0' 

αC-K 311° 32,5' 336° 21,9' 343° 50,4' 342° 21,8' 318° 38,3' 

αE-F 38° 46,2' 68° 56,9' 73° 34,8' 22° 29,1' 32° 31,9' 

Горизонтальные 

углы 

β1 144° 55,1' 96° 42,6' 120° 30,0' 145° 36,6' 118° 33,8' 

β2 256° 51,4' 265° 48,8' 264° 42,7' 264° 28,6' 271° 34,9' 

β3 54° 16,2' 67° 16,0' 55° 11,0' 57° 30,5' 57° 34,0' 

β4 75° 56,7' 96° 55,7' 103° 55,8' 101° 52,5' 80° 16,7' 

β5 262° 53,5' 264° 09,8' 264° 05,0' 272° 12,6' 262° 46,1' 

β6 184° 30,3' 180° 18,3' 187° 14,1' 173° 35,4' 181° 22,3' 

β7 223° 36,6' 231° 39,9' 220° 45,6' 230° 03,6' 234° 03,4' 

β8 217° 44,8' 231° 22,8' 227° 00,2' 224° 34,0' 216° 53,3' 

β9 254° 15,1' 281° 59,5' 276° 28,4' 238° 48,2' 249° 01,3' 

β10 101° 39,8' 99° 59,0' 112° 20,1' 103° 25,5' 102° 39,0' 

β11 155° 59,9' 175° 01,3' 163° 57,3' 160° 12,1' 157° 36,0' 

Длины линий, м 

d1 322,72 307,24 301,25 315,30 302,39 

d2 299,62 279,97 275,60 301,14 309,82 

d3 353,26 339,93 386,16 368,52 348,87 

d4 282,80 275,43 297,52 327,68 293,13 

d5 241,58 270,15 268,74 262,94 283,69 

d6 308,61 365,29 332,63 322,88 330,23 

d7 244,14 241,05 292,04 230,84 241,42 

d8 378,01 336,21 351,31 366,11 374,10 

d9 256,69 248,84 252,97 255,20 246,68 
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Окончание прил. 2 

Вариант 6 7 8 9 10 

Координаты 

пунктов, м 

xB 6130,33 4190,55 4946,88 2926,69 4681,74 

yB 2968,91 2807,84 4411,32 4296,24 4144,92 

xK 4992,80 3010,91 3758,62 1757,78 3498,37 

yK 3388,28 3170,24 4836,90 4723,90 4551,11 

xF 5127,15 3163,26 3942,25 1883,93 3641,43 

yF 2782,01 2601,38 4259,57 4109,75 3916,77 

Дирекционные  

углы исходных 

линий 

αA-B 137° 45,7' 144° 25,1' 172° 37,0' 151° 47,1' 154° 07,6' 

αC-K 343° 58,1' 349° 26,8' 348° 11,4' 277° 39,4' 316° 43,3' 

αE-F 31° 12,9' 5° 06,8' 46° 49,2' 70° 50,6' 51° 03,4' 

Горизонтальные 

углы 

β1 112° 55,1' 116° 56,0' 148° 02,3' 128° 46,8' 126° 48,0' 

β2 263° 25,6' 269° 32,1' 262° 34,8' 265° 51,7' 264° 09,0' 

β3 57° 36,8' 60° 15,4' 63° 15,6' 61° 38,5' 63° 41,1' 

β4 95° 38,6' 107° 42,8' 109° 50,5' 42° 22,8' 80° 23,2' 

β5 273° 45,4' 262° 03,6' 272° 27,2' 255° 25,0' 260° 08,1' 

β6 189° 16,9' 194° 59,0' 167° 50,9' 194° 54,3' 182° 34,0' 

β7 220° 42,8' 224° 25,5' 236° 34,2' 220° 48,1' 231° 47,2' 

β8 220° 46,3' 222° 33,9' 222° 42,7' 228° 39,0' 222° 20,4' 

β9 237° 25,7' 213° 03,4' 261° 50,3' 282° 56,5' 250° 38,6' 

β10 116° 38,8' 107° 56,5' 100° 41,1' 104° 33,6' 118° 27,6' 

β11 153° 21,8' 166° 24,9' 165° 32,6' 167° 52,0' 162° 28,9' 

Длины линий, м 

d1 287,65 302,09 290,85 307,91 316,86 

d2 301,73 294,99 299,15 263,84 294,98 

d3 350,87 377,14 375,21 330,15 327,45 

d4 340,51 330,81 302,45 270,18 285,59 

d5 239,98 283,87 267,63 296,47 250,08 

d6 336,40 299,46 349,27 331,54 358,28 

d7 229,51 270,66 274,86 279,87 256,98 

d8 339,87 340,69 301,32 364,00 315,24 

d9 245,13 256,72 271,45 242,05 238,20 
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