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ВВЕДЕНИЕ 

 

     Настоящие методические указания содержат теоретический 

материал, разбор и подробное решение некоторых задач типо-

вого  расчета по теме:“ Элементы уравнений математической 

физики ”. Содержание методических указаний соответствует 

программе курса математики для студентов инженерно-

технических специальностей вузов рассчитанной на 600 часов 

и утвержденной Министерством образования Российской Фе-

дерации в соответствии с новыми образовательными стандар-

тами. 

В данной работе изложены основные понятия из тео-

рии функции нескольких переменных. Методическое указание 

содержит большое количество задач для проведения практи-

ческих и индивидуальных занятий. К задачам даны ответы, 

большое количество пояснений дает возможность многие 

примеры выносить на самостоятельную работу. 

 

1. ВЫВОД ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИЙ 

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

 

1.1. Уравнение колебаний струны 

Рассмотрим натянутую струну, закрепленную на кон-

цах. Под струной понимают тонкую нить, которая может сво-

бодно изгибаться, т. е. не оказывает сопротивления измене-

нию ее формы, не связанному с изменением ее длины. Сила 

натяжения То, действующая на струну, предполагается значи-

тельной, так что можно   пренебречь действием силы тяжести. 

       
Пусть в положении равновесия струна направлена по 

оси Ох. Будем рассматривать только Рис. 1  поперечные коле-
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бания струны, предполагая, что движение происходит в одной 

плоскости и что все точки струны движутся перпендикулярно 

оси Ох. 

Обозначим через u(х, t) смещение точек струны в мо-

мент времени t от положения равновесия. При каждом фикси-

рованном значении t график функции  u(х, t), очевидно, дает 

форму струны в этот момент времени (рис. 1). Рассматривая 

далее только малые колебания струны, будем считать, что 

смещение u(х, t), а также производная  
дх

ди
столь малы, что их 

квадратами и произведениями можно пренебречь по сравне-

нию с самими этими величинами. Выделим произвольный 

участок (х1, х2) струны (см. рис. 1), который при колебании 

струны деформируется в участок М1,М2. 

Длина дуги этого участка в момент времени t равна 

,1 12

2

1

2 SxxdxuS

x

x

x    

вследствие чего можно считать, что в процессе малых 

колебаний удлинения участков струны не происходит. Отсюда 

в силу закона Гука следует, что величина натяжения Т в каж-

дой точке струны не меняется со временем. Таким образом, 

при наших предположениях изменением величины натяжения 

струны, возникающим при ее движении, можно пренебречь по 

сравнению с натяжением, которому она была уже подвергнута 

в положении равновесия. 

Покажем, что величину натяжения Т можно считать не 

зависящей от х, т. е. Т ≈ То. Действительно, на участок М1М2 

струны действуют силы натяжения, направленные по каса-

тельным к струне в точках М1 и М2, внешние силы и силы 

инерции. Сумма проекций на ось Ох всех этих сил должна 

равняться нулю. Так как мы рассматриваем только попереч-

ные колебания, то силы инерции и внешние силы направлены 

параллельно оси Оu, тогда  
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        0coscos 2211  xxTxxT  , 

где а(х) — угол между касательной в точке с абсциссой х к 

струне в момент времени  t с положительным направлением 

оси х. В силу малости колебаний  
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  и T(x1)≈T(x2).. 

Сумма проекций на ось Оu сил натяжения, действую-

щих в точках М1 и М2, равняется     120 sinsin xxTY   , но 

вследствие наших предположений  
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окончательно получим  
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0                                                                 (1) 

Обозначим через р(х, t) внешнюю силу, действующую 

на струну параллельно оси Оu и рассчитанную на единицу 

длины. Тогда проекция на ось Оu внешней силы, действую-

щей на участок М1М2 струны, будет равна  

 dxtxp
x

x


2

1

,                                                                         (2 

Пусть р(х) — линейная плотность струны, тогда сила 

инерции участка M1M2 струны будет равна  

  dx
t

u
x

x

x

2

22

1



                                                                        (3) 
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Сумма проекций (1)-(3)  на ось Оu всех сил, действую-

щих на участок М1М2 струны, должна быть равна нулю, т. е. 

  0,
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2

2

2

2
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x
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Отсюда ввиду произвольности х1 и х2 следует, что 

подынтегральная функция должна равняться нулю для каждой 

точки струны в любой момент времени t, т. е.  

   txp
x

u
T

t

u
x ,

2

2

02

2










                                                (4) 

Это есть искомое уравнение колебаний струны.  

Если р = const, т. е. в случае однородной струны, урав-

нение (4) обычно записывается в виде  
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                                                 (5) 

где 
 

.
,

),(,0



txp
txf

T
a                                                        (6) 

 

Если внешняя сила отсутствует, то р(х, t) = 0 и получаем 

уравнение свободных колебаний струны  

.
2

2
2

2
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x

u
a

t

u









                                                                 (7) 

Уравнение (4) имеет бесчисленное множество частных 

решений. Поэтому одного уравнения (4) недостаточно для 

полного определения движения струны; нужны еще некото-

рые дополнительные условия, вытекающие из физического 

смысла задачи. Так, в начальный момент времени t = 0 нужно 

задать положение и скорость всех точек струны  

   ., 1000 x
t

u
xu tt  




                                          (8) 
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Условия (8) называются начальными условиями. Так 

как струна ограничена, то нужно указать, что происходит на 

ее концах. Для закрепленной струны на концах должно быть  

0,00   lxx uu                                                       (9) 

при всяком t ≥ 0. Условия (9) называются краевыми или гра-

ничными условиями Возможны и другие граничные условия.  

Итак, физическая задача о колебании струны свелась к 

математической задаче: найти решение уравнения (4), которое 

удовлетворяло бы начальным условиям (8) и граничным усло-

виям (9).  

Можно рассматривать колебания полубесконечной или 

бесконечной струны, когда один или оба конца находятся бес-

конечно далеко. Оба эти случая являются идеализацией слу-

чая очень длинной струны, причем первый из них соответ-

ствует рассмотрению точек, сравнительно близких от одного 

из концов струны, а второй — рассмотрению точек, располо-

женных далеко от обоих концов. В первом из этих случаев в 

качестве граничного условия остается требование  00 xu , а 

во втором случае граничные условия вообще отсутствуют. 

Начальные функции φ0(х) и φ1(x) должны быть в этих случа-

ях заданы соответственно для всех  0≤x<∞ или для всех —  ∞< 

х <∞ .  

 

1.2. Уравнение колебаний мембраны. 

Мембраной называют свободно изгибающуюся натяну-

тую пленку.  

Пусть в положении равновесия мембрана расположена 

в плоскости хОу и занимает некоторую область D, ограничен-

ную замкнутой кривой L. Далее предположим, что мембрана 

находится под действием равномерного натяжения Т, прило-

женного к краям мембраны. Это означает, что если провести 

линию по мембране в любом направлении, то сила взаимодей-

ствия между двумя частями, разделенными элементами ли-
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нии, пропорциональна длине элемента и перпендикулярна его 

направлению; величина силы, действующая на элемент ds ли-

нии, будет равна Tds. Будем рассматривать только попереч-

ные колебания мембраны, при которых каждая ее точка дви-

жется перпендикулярно плоскости хОу, параллельно оси Оu. 

Тогда смещение и точки (х, у) мембраны будет функцией от х, 

у и t. Рассматривая далее только малые колебания мембраны, 

будем считать, что функция u(х, у, t), а также ее частные про-

изводные по х и у малы, так что квадратами и произведениями 

их можно пренебречь по сравнению с самими этими величи-

нами. Выделим произвольный участок (σ) мембраны, ограни-

ченный в положении равновесия кривой ɭ . Когда мембрана 

будет выведена из положения равновесия, этот участок мем-

браны деформируется в участок σ
/
  поверхности мембраны, 

ограниченный пространственной кривой ɭ
/
. Площадь участка 

σ
/
 в момент времени  t равна  

 


 .1 22/ dxdydxdyuu yx  

Таким образом, при наших предположениях можно 

пренебречь изменением площади произвольно взятого участка 

мембраны в процессе колебаний и считать, что любой участок 

σ
/
 мембраны будет находиться под действием первоначально-

го натяжения Т.  

Перейдем к выводу уравнения поперечных колебаний 

мембраны. Рассмотрим произвольный участок σ
/
 мембраны. 

Со стороны остальной части мембраны на этот участок дей-

ствует направленное по нормали к контуру ɭ
/
 равномерно рас-

пределенное натяжение Т, лежащее в касательной плоскости к 

поверхности мембраны. Найдем проекцию на ось Оu сил 

натяжения, приложенных к кривой ɭ
/
, ограничивающей уча-

сток σ
/
  мембраны. Обозначим через ds' элемент дуги кривой 

ɭ
/
. На этот элемент действует натяжение, равное по величине 

Tds'. Косинус угла, образованного вектором натяжения Т с 
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осью Оu, очевидно, равен, в силу наших предположений,
дп

ди
, 

где n — направление внешней нормали к кривой ɭ, ограничи-

вающей участок а мембраны в положении равновесия  

 

 
 (рис. 2). Отсюда следует, что проекция на ось Оu сил натяже-

ния, приложенных к элементу ds' контура ɭ
/
, равна 

/ds
n

u
T



 и, стало быть, проекция на ось Оu сил натяжения, 

приложенных ко всему контуру ɭ
/
, равна  

./

/

ds
n

u
T

l

 


                                                            (10) 

Так как при малых колебаниях мембраны можно счи-

тать ds≈ ds', то мы можем в интеграле (10) путь интегрирова-

ния ɭ
/
 заменить на ɭ. Тогда, применяя формулу Грина, получим  

.
2

2

2

2

dxdy
y

u

x

u
Tds

n

u
T
l

 
























          (11) 

Предположим далее, что на мембрану параллельно оси 

Оu действует внешняя сила  р (х, у, t), рассчитанная на едини-
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цу площади. Тогда проекция на ось Оu внешней силы дей-

ствующей на участок σ
/
 мембраны, будет равна  

  .,, dxdytyxp


                                                              (12) 

Силы (11) и (12) должны в любой момент времени t 

уравновешиваться силами инерции участка σ
/
 мембраны  

  ,,
2

2

dxdy
t

u
yxp



 



 

где р(х, у) — поверхностная ,плотность мембраны.  

Таким образом, мы получаем равенство  

    .0,,,
2

2

2

2

2
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 dxdytyxp
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Отсюда в силу произвольности площадки а следует, 

что   

   .,,,
2

2

2

2

2

2

tyxp
y

u

x

u
T

t

u
yx 






















               (13) 

Это есть дифференциальное уравнение поперечных ко-

лебаний мембраны. В случае однородной мембраны р = const 

уравнение малых колебаний мембраны можно записать в виде  

 .,,
2

2

2

2
2

2

2

tyxf
y

u

x

u
a

t

u























                              (14) 

где  

 
 

.
,,

,,,


tyxp
tyxf

T
a                        (15) 

Если внешняя сила отсутствует, т. е. р(х, у, t) = 0, то из (14) 

получаем уравнение свободных колебаний однородной мем-

браны  

.
2

2

2

2
2

2

2
























y

u

x

u
a

t

u
                              (16) 
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Как и при рассмотрении колебаний струны, одного 

уравнения (13) недостаточно для полного определения движе-

ния мембраны; нужно задать смещение и скорость ее точек в 

начальный момент времени:  

   .,,, 1000 yx
t

u
yxu tt  




                                     (17) 

Далее, так как на контуре L мембрана закреплена, то 

должно быть  

0Lu                                          (18) 

при любом t≥0.  

 

 

Пример. Продольные колебания стержня  

Рассмотрим задачу о продольных колебаниях однород-

ного упругого стержня длины l, когда один его конец х = 0 за-

креплен, а другой х = l свободен. Было показано, что эта задача 

сводится к решению волнового уравнения  

2

2
2

2

2

x

u
а

t

u









, 



E
a 2

 

при граничных условиях ,0,00 



  lxx

t

u
u  и начальных 

условиях ,)(),( 00 xF
t

u
xfu tt 




   )0( lx    

Согласно методу Фурье, частные решения уравнения  

будем искать в виде 

u(х, t) = X(x)T(t) 

Подставив u(х, t)  в основное уравнение , получим 

,
)(

)(''

)(

)('' 2

2


xX

xX

tTa

tT
откуда получаем два уравнения  

Х(х) + λ
2
Х(х) = 0,  T(t) + a

2
λ

2
T(t) = 0  

Чтобы функция Х(х), отличная от тождественного нуля, 

удовлетворяла граничным условиям, очевидно, нужно потре-
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бовать выполнения условий Х(0) = 0, Х(l) = 0. Таким образом, 

мы пришли к задаче о собственных числах для уравнения  

Х(х) + λ
2
Х(х) = 0 при граничных условиях ,0,00 




  lxx

t

u
u  . 

Интегрируя уравнение , получим  

xCxCxX  sincos)( 21  . 

И имеем С1 =0, 0sin2 lC  . 

Считая С2≠0 (в противном случае имели бы Х(х)≡0), 

находим xcos  = 0, откуда 
2

)12(


  kl (k — целое число).  

Таким образом, нетривиальные решения задачи воз-

можны лишь при значениях λk  

λk=
l

k

2

)12( 
. 

Собственным числам 2

k  соответствуют собственные 

функции  

Xk(x)=sin
l

xk

2

)12( 
(k=0,1,2,…), 

определенные с точностью до постоянного множителя, кото-

рый мы положили равным единице (отрицательные целые зна-

чения k новых собственных функций не дадут).  

При λ = λk общее решение основного уравнения  имеет 

вид  

l

atk
b

l

atk
atT kkk

2

)12(
sin

2

)12(
cos)(

 



 , 

где аk и bk — произвольные постоянные.  

Найдем 

l

xk

l

atk
b

l

atk
axXtTtxu kkkkk

2

)12(
sin

2

)12(
sin

2

)12(
cos)()(),(

 







 



  

Составим ряд  
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1 2

)12(
sin

2

)12(
sin

2

)12(
cos),(

к

kk
l

xk

l

atk
b

l

atk
atxu


 

Для выполнения начальных условий необходимо, чтобы  









1

,
2

)12( 
sin)(

к

k
l

xk
axf


 









1 2

)12(
sin

2

)12(
)(

к

k
l

xk
b

l

ak
xF


 

Предполагая что ряды  сходятся равномерно, можно 

определить коэффициенты ak и bk, умножив обе части равенств 

рядов на 
l

xn

2

)12(
sin


 и проинтегрировав по x в пределах  

от х = 0 до х = l Тогда, приняв во внимание, что  















 nk
l

nk

dx
l

xk

l

xn
l

при
2

при0

2

)12(
sin

2

)12(
sin

0


 

получим.  






l

n dx
l

x
xf

l
a

0
2

)1(2n
sin)(

2 
   







l

n dx
l

xn
xF

n
b

0
2

)12(
sin)(

)12(

4 
, 

С помощью метода Фурье легко можно исследовать за-

дачу о продольных колебаниях стержня. Напомним, что по-

ставленная там задача привелась к решению основного урав-

нения при граничных и начальных условиях  

 )(0 xfu t rx, ,00



t

t

u
 )0( lx  , где r— постоянная.  

Применяя формулы, полученные выше, найдем, что  

22)12(

8)1(






k

lr
a

k

k , bk=0 откуда вытекает, что относительное пе-

ремещение сечения стержня с абсциссой х выражается рядом  



 

 12 

l

xk

l

atk

k

lr
txu

k

k

2

)12(
sin

2

)12(
cos

)12(

)1(8
),(

0
22










 





. 

 

1.3. Уравнение распространения тепла в 

изотропном твердом теле 

Рассмотрим твердое тело, температура которого в точ-

ке (х, у, x) в момент времени t определяется функцией  u(х, у, 

z, t). Если различные части тела находятся при различной 

температуре, то в теле будет происходить движение тепла от 

более нагретых частей к менее нагретым. Возьмем какую-

нибудь поверхность S внутри тела и на ней малый элемент ΔS. 

В теории теплопроводности принимается, что количество теп-

ла ΔQ, проходящего через элемент ΔS за время Δt, пропорци-

онально ΔtΔSи нормальной производной 
дп

ди
, т. е.  

,utgradSktS
n

u
kQ n



       (36)  

где k > 0 — коэффициент внутренней теплопроводности, а n 

— нормаль к элементу поверхности ΔS в направлении движе-

ния тепла. Будем считать, что тело изотропно в отношении 

теплопроводности, т. е. что коэффициент внутренней тепло-

проводности k зависит только от точки (x, у, z) тела и не зави-

сит от направления нормали поверхности S в этой точке.  

Обозначим через q тепловой поток, т. е. количество 

тепла, проходящего через единицу площади поверхности за 

единицу времени. Тогда (36) можно записать в виде  

.
n

u
kq



                             (37) 

Для вывода уравнения распространения тепла выделим 

внутри тела произвольный объем V, ограниченный гладкой 

замкнутой поверхностью S, и рассмотрим изменение количе-

ства тепла в этом объеме за промежуток времени (t1, t2). Не-

трудно видеть, что через поверхность S за промежуток време-
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ни (t1, t2), согласно формуле (36), входит количество тепла, 

равное 

   ,,,
2

1

1 dS
n

u
zyxkdtQ

S

t

t



     

где n — внутренняя нормаль к поверхности S.  

Рассмотрим элемент объема ΔV. На изменение темпе-

ратуры этого объема на Δu за промежуток времени Δt нужно 

затратить количество тепла  

         ,,,,,,,,,,,2 VzyxzyxtzyxuttzyxuQ    

где р(х,y,z), γ(х,у,z) — плотность и теплоемкость вещества. 

Таким образом, количество тепла, необходимое для измене-

ния температуры объема V на Δu = u(х, у, z, t2) — u(х. у, г, t1), 

равно  

     dVtyxutzyxuQ
V

  122 ,,,,, или  

,
2

1

2 dV
t

u
dtQ

t

t V

  


  так как     .,,,,,,

2

1

12 dt
t

u
tzyxutzyxu

t

t

 


  

Предположим, что внутри рассматриваемого тела 

имеются источники тепла. Обозначим через F (х, у, z, t) плот-

ность (количество поглощаемого или выделяемого тепла в 

единицу времени в единице объема тела) тепловых источни-

ков. Тогда количество тепла, выделяемого или поглощаемого 

в объеме V за промежуток времени (t1, t2), будет равно  

  .,,,
2

1

3 dVtzyxFdtQ

t

t V

   

Составим теперь уравнение баланса тепла для выде-

ленного объема V. Очевидно, что Q2 =Q1 + Q3, т. е.  

  ,,,,
2

1

2

1

2

1

dVtzyxFdtdS
n

u
kdtdV

t

u
dt

t

t V

t

t S

t

t v
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или, применив формулу Остроградского ко второму интегра-

лу, получим  

    .0,,,
2

1














  dVtzyxFkgradudiv

t

u
dt

t

t V

  

Так как подынтегральная функция непрерывна, а объем 

V и промежуток времени (t1, t2) произвольны, то для любой 

точки (х, у, г) рассматриваемого тела и для любого момента 

времени t должно быть  

   tzyxFkgradudiv
t

u
,,,




                        (38) 

или  

 .,,, tzyxF
z

u
k

zy

u
k

yx

u
k

xt

u
























































  (38

/
) 

Это уравнение называется уравнением теплопроводно-

сти неоднородного изотропного тела.  

Если тело однородно, то γ, ρ и к — постоянные и урав-

нение (38') можно переписать в виде  

 ,,,,
2

2

2

2

2

2
2 tzyxf

z

u

y

u

x

u
a

t

u




























         (39) 

где   
 

.
,,,

,,,,


tzyxF
tzyxf

k
a   

Если в рассматриваемом однородном теле нет источ-

ников тепла, т е. F(x, у, z, t) = 0, то получим однородное урав-

нение теплопроводности 

 

.
2

2

2

2

2

2
2





























z

u

y

u

x

u
a

t

u
          (40) 

В частном случае, когда температура зависит только от 

координат х, у и t, что, например, имеет место при распро-
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странении тепла в очень тонкой однородной пластинке, урав-

нение (40) переходит в следующее:  

.
2

2

2

2
2
























y

u

x

u
a

t

u
                   (41) 

Наконец, для тела линейного размера, например для 

тонкого однородного стержня, уравнение теплопроводности 

примет вид:  

.
2

2
2

x

u
a

t

u









                                                (42) 

Отметим, что при такой форме уравнений (41) и (42) не 

учитывается, конечно, тепловой обмен между поверхностью 

пластинки или стержня с окружающим пространством.  

Чтобы найти температуру внутри тела в любой момент 

времени, недостаточно одного уравнения (38). Необходимо, 

как это следует из физических соображений, знать еще рас-

пределение температуры внутри тела в начальный момент 

времени (начальное условие) и тепловой режим на границе S 

тела (граничное условие). Граничное условие может быть за-

дано различными способами:  

1) в каждой точке поверхности S задается температура 

 ,,1 tPu S  где Ψ1(P,t)— известная функция точки поверхно-

сти 5 и времени t;  

2) на поверхности S задается тепловой поток 

,
n

u
kq



 откуда  

 ,,2 tP
n

u
S 




                               (44) 

где Ψ2(Р, t) — известная функция, выражающаяся через за-

данный тепловой поток по формуле 
 

;
,

),(2
k

tPq
tP   

3) на поверхности твердого тела происходит теплооб-

мен с окружающей средой, температура которой и0 известна. 
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Закон теплообмена очень сложен, но для упрощения задачи он 

может быть принят в виде закона Ньютона. По закону Ньюто-

на, количество тепла, передаваемое в единицу времени с еди-

ницы площади поверхности тела в окружающую среду, про-

порционально разности температур поверхности тела и окру-

жающей среды: q=H(u-u0), где Н — коэффициент теплообме-

на. Коэффициент теплообмена зfвисит от разности температур 

u — u0, от характера поверхности и окружающей среды (он 

может изменяться вдоль поверхности тела). Мы будем считать 

коэффициент теплообмена Н постоянным, не зависящим от 

температуры и одинаковым для всей поверхности тела.  

По закону сохранения энергии это количество тепла 

должно быть равно тому количеству тепла, которое передает-

ся через единицу площади поверхности за единицу времени 

вследствие внутренней теплопроводности. Это приводит к 

следующему граничному условию:  

 
n

u
kuuH



 0       (на S), 

где n —внешняя нормаль к поверхности S, или, положив 

k

H
h  ,  

  .00 



Suuh

n

u
                                     (45) 

Таким образом, задача о распространении тепла в изо-

тропном твердом теле ставится так:  

Найти решение уравнения теплопроводности (38), удо-

влетворяющее начальному условию.  

  zyxu t ,,0                                (46) 

и одному из граничных условий (43), (44) или (45).  

 

Пример. Распространение тепла в неограниченном стержне 
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Задача о распространении тепла в неограниченном од-

нородном стержне, боковая поверхность которого теплоизо-

лирована, математически формулируется следующим образом.  

Найти ограниченную функцию u(х, t) (t≥0, —<x< ), удовле-

творяющую уравнению теплопроводности  

2

2
2

x

u
a

t

u









   (t>0, -<x< ) и начальному условию  

u|t=0= )(x  (-<x< ), где )(x  — непрерывная ограниченная 

функция.  

Найдем сначала частные решения уравнения (1) вида  

u=T(t)X(x).  

Подставляя u=T(t)X(x) в основное уравнение, имеем 

T’(t)X(x)=a
2
T(t)X”(x) 

или  

,
)(

)("

)(

)(' 2

2


xX

xX

tTa

tT
 

где 2  — постоянная. Мы получаем 

T
/
(t)+a

2 2 T(t)=0, X"(х)+ 2 X(x)=0, 

откуда, отбрасывая постоянный множитель в выражении T(t):  

T(t)= ,
22 tae    X(x)=Acos x+Bsin x. 

Постоянные А и В могут зависеть от  . Так как граничные 

условия отсутствуют, то параметр   остается совершенно 

произвольным.  

Согласно предыдущему, получим, что  

u(x, t)= tae
22 [ Acos x+Bsin x]- есть частное решение урав-

нения основного уравнения при любых А( ) и В( ). Получим 

решение уравнения :  

u(x, t)=   ,sin)(cos)(
22

 dxBxAe ta






   если этот интеграл 

сходится и его можно дифференцировать один раз по t и два 

раза по х под знаком интеграла.  
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Выберем А ( ) и В ( ) так, чтобы выполнялось и 

начальное условие . Полагая t = 0, получим  

  .sin)(cos)()(  dxBxAx 




  

     Сравнивая интеграл в правой части с интегралом Фурье 

дляфункции )(x : 

,sin)(sincos)(cos
2

1
)(cos)(

2

1
)( 





 ddxdxdxdx    































 

И A( )=
2

1





 dcos)( ; B( )=
2

1





.sin)(  d    

Тогда получаем:  

u(x, t)=   


















  





 dxeddxed tata )(cos)(
1

)(cos)(
2

1 2222

 

или, изменяя порядок интегрирования,  

u(x, t)=  






  .)(cos)(
1

0

22




 dxed ta   

Внутренний интеграл можно вычислить. Действительно, по-

ложим ,zta   ,)( zx   откуда  

,
ta

dz
d   .

ta

x



  

Поэтому  




 
0

)(cos
22

 dxe ta = ).(
1

cos
1

0

2

 J
ta

zdze
ta

z




   

Дифференцируя интеграл )(J  по параметру  , найдем, что  





0

,sin)('
2

zdzzeJ z   



 

 19 

причем это дифференцирование законно в силу равномерной 

сходимости полученного интеграла. Интегрируя теперь по ча-

стям, получаем  

),(
2

sin
2

)('
0

2







 JzdzzeJ z




  отсюда .)( 4

2




 CeJ  

Чтобы найти постоянную С, полагаем здесь  =0. Это дает 

.
2

)0(
0

2




 


dzeJC z  Поэтому ,
2

)( 4

2





 eJ  и 




 
0

)(cos
22

 dxe ta = .
2

2

2

4

)(

ta

x

e
ta






 

Подставив это соотношение в решение, окончательно найдем:  

.
2

1
)(),(

2

2

4

)(








de
ta

txu ta

x






  

Нетрудно видеть, что функция  

,
2

1
),(

2

2

4

)(

ta

x

e
ta

tx









  

рассматриваемая как функция от (x, t), является решением  

нашего уравнения. знака интеграла.  

 

Задача для самостоятельного решения. 

 Дана неограниченная пластина толщиной 2R при температуре 

C0 . Пластина нагревается с обеих сторон одинаково посто-

янным тепловым потоком q.  

Найти распределение температуры по толщине пластины в 

любой момент времени t > 0.  

Ответ:  























 


1
222

222

,cos
)1(2

6

3
),(

2

n

t
R

ann

R

xn
e

nk

qR

a

xR
t

kR

qa
txu







 

где k—коэффициент внутренней теплопроводности.  
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Указание. Задача приводится к интегрированию уравнения  

2

2
2

x

u
a

t

u









при условиях 

.0,0
),0(

,0,0 |||
0
















 tRxRx
u

x

tu
q

x

u
kq

x

u
k  

 

1.4.  Задачи, приводящие к уравнению Лапласа  

 Установившаяся температура в однородном твердом 

теле. В предыдущем параграфе было установлено, что урав-

нение распространения тепла в изотропном однородном теле в 

случае отсутствия источников тепла имеет вид  

.
2

2

2

2

2

2
2





























z

u

y

u

x

u
a

t

u
               (47) 

Допустим теперь, что температура в каждой точке (х, у, 

z) внутри тела установилась, т. е. что она не меняется с тече-

нием времени. Тогда 0
dt

du
и уравнение (47) примет вид  

.0
2

2

2

2

2

2
















z

u

y

u

x

u
                    (48) 

Таким образом, уравнению Лапласа (48) удовлетворяет 

темпера- тура и (х, у, z), установившаяся в однородном теле. 

Для определения и(х, y, z) теперь не надо уже задавать 

начальное распределение температуры (начальное условие), а 

достаточно задать одно граничное условие, не зависящее от 

времени. Задача определения решения уравнения (48) по его 

значениям на границе рассматриваемой области называется 

задачей Дирихле. Задача определения решения уравнения 

(48), удовлетворяющего граничному условию 0S
dn

du
, назы-

вается задачей Неймана. Потенциальное движение несжимае-

мой жидкости. Рассмотрим установившееся движение несжи-

маемой жидкости. Пусть движение жидкости невихревое или, 
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иначе говоря, потенциальное, т. е. скорость v (х, у, z) есть по-

тенциальный вектор  

v=grad  .                                                                             (49) 

Для несжимаемой жидкости плотность ρ постоянна, и 

из уравнения неразрывности (20) имеем  

div  =0                                                                        (50) 

Подставив (49) в (50), получим  

0divgrad   или  ,0
2

2

2

2

2
















zyx


                            (51) 

т.е. потенциал скорости удовлетворяет уравнению Лапласа. 

 

2. КЛАССИФИКАЦИЯ УРАВНЕНИЙ 

ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 

2. I. Типы уравнений второго порядка  

Рассмотрим уравнение второго порядка  

  .0,...,,,,...,,...,
1

1

2

1,

, 























 n

n

ji

n

ji

nji
x

u

x

u
uxxf

xx

u
xxa    (1) 

Коэффициенты aij- — заданные функции в области D 

пространства (x1, ...xn),  причем аij = аji. Все функции и незави-

симые переменные считаем вещественными  

В этом параграфе мы дадим классификацию уравнений 

вида (1) в точке. Зафиксируем определенную точку (x
0

1 ..., хт) 

в области D и составим квадратичную форму  

  .,..., 0
1

0

1,

jin

n

ji

ij ttxxa


                                                    (2) 

Уравнение (1) принадлежит эллиптическому типу в 

точке (x
0

1,…,x
0

n) если в этой точке квадратичная форма (2) по-

ложительно определенная или отрицательно определенная.  

Уравнение (1) принадлежит гиперболическому типу в 

точке(x
0

1,…,x
0

n) если в этой точке квадратичная форма (2) при 

приведении ее к сумме квадратов имеет все коэффициенты, 
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кроме одного, определенного знака, а оставшийся один коэф-

фициент противоположного знака.  

Уравнение (2) принадлежит ультрагиперболическому 

типу в точке (x
0

1,…,x
0 

n),если в этой точке квадратичная форма 

(2) при приведении ее к сумме квадратов имеет больше одного 

положительного коэффициента и больше одного отрицатель-

ного, причем все коэффициенты отличны от нуля. Уравнение 

(1) принадлежит параболическому типу в точке (x
0

1,…,x
0 

n )ес-

ли в этой точке квадратичная форма (2) при приведении ее к 

сумме квадратов -имеет только один коэффициент, равный 

нулю, все же другие коэффициенты имеют одинаковые знаки.  

Уравнение (1) принадлежит эллиптическому типу соответ-

ственно гиперболическому типу и т. д. в области D, если во 

всех точках этой области оно принадлежит эллиптическому 

типу, соответственно гиперболическому типу и т. д. Если ко-

эффициенты aij постоянные, то принадлежность уравнения к 

тому или иному типу не зависит от значений независимых пе-

ременных. Простейшим уравнением эллиптического типа яв-

ляется уравнение Лапласа; уравнением гиперболического типа 

является волновое уравнение и, наконец, уравнением парабо-

лического типа — уравнение теплопроводности.  

 

2.2. Приведение к каноническому виду уравнения 

второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Пусть дано уравнение с постоянными коэффициентами  

 .,...,1
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u
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                    (3) 

Введем вместо (x1,…,xn) новые независимые перемен-

ные (ξ1,…,ξn)  при помощи линейного преобразования  

 .,...,2,1
1





n

i

ikik nkxc                             (4) 

Мы предполагаем, что преобразование (4) неособен-

ное, т. е. что определитель |cki| не равен нулю. Производные по 
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старым переменным выразятся через производные по новым 

переменным следующими формулами:  
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    (5) 

Подставив (5) в уравнение (3), получим  
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    (6) 

где  

.
1,





n

jl

ljkiijkl ccaa                                                 (7) 

Нетрудно проверить, что формулы преобразования (7) 

коэффициентов при вторых производных от функции u при 

замене независимых переменных по формулам (4) совпадают 

с формулами преобразования коэффициентов квадратичной 

формы  

,
1,




n

jk

jiij tta                                              (8) 

если в ней произвести линейное преобразование  

 ,,...,2,1,
1

nict k

n

k

kii 


                            (9) 

приводящее ее к виду  

.
1,

l

n

lk

kkla 


                                        (10) 

В алгебре доказывается, что всегда можно подобрать 

коэффициенты cik так, чтобы квадратичная форма (8) приве-

лась к сумме квадратов, т. е.  

,2

1

k

n

k

k


                                                                (10
/
) 



 

 24 

или, иначе говоря, akl = 0 при k≠l и akk= λk. Коэффициенты λk 

равны ±1 или нулю соответственно. Знаки коэффициентов λk и 

определяют тип уравнения (3). Преобразованное уравнение (6)  

принимает вид  
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                 (11) 

Этот вид уравнения (3) называется его каноническим 

видом.  

Положим, что все λk отличны от нуля, т. е. что уравне-

ние (3) не параболического типа, и покажем, что в этом случае 

при помощи преобразования функции u можно освободиться 

от производных первого порядка. С этой целью вместо и вве-

дем новую искомую функцию v по формуле  

.
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1

k

n

k k

kbveu 







  

Подставив это в уравнение (11), получим, как нетрудно 

проверить, уравнение вида  

 .,...,1212
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Для уравнения эллиптического типа все λk = l или λk = 

—1, и, умножая, если надо, обе части уравнения на (—1), мы 

можем считать, что все λk = 1. Таким образом, сохраняя преж-

ние обозначения, мы можем утверждать, что всякое линейное 

уравнение эллиптического типа с постоянными коэффициен-

тами может быть приведено к виду  

 .,...,11
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                            (12) 

В случае гиперболического типа будем считать, что 

имеется (n + 1) независимых переменных, и положим ξn+1=t. 

Тогда всякое линейное уравнение гиперболического типа с 

постоянными коэффициентами приводится к виду 
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                    (13) 

В случае уравнения (3) с переменными коэффициента-

ми для каждой точки (x
0

1,…,x
0

n) области D можно указать такое 

неособое преобразование независимых переменных, которое 

приводит уравнение (3) к каноническому виду в этой точке. 

Для каждой точки (x
0

1,…,x
0

n). имеется, вообще говоря свое пре-

образование независимых переменных, приводящее уравне-

ние к каноническому виду; в других точках это преобразова-

ние может не приводить уравнение к каноническому виду.  

 

2.3. Приведение к каноническому виду уравнения 

второго порядка с двумя независимыми переменными. 

Рассмотрим квазилинейное уравнение второго порядка 

с двумя независимыми переменными  
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где коэффициенты A, В и С суть функции от х и у, имеющие 

непрерывные производные до второго порядка включительно. 

Будем предполагать, что A, В и С не обращаются одновре-

менно в нуль.  

Уравнению (14) соответствует квадратичная форма  

.2 2

221

2

1 CttBtAt                                                        (15) 

Дифференциальное уравнение (1) принадлежит:  

1) гиперболическому типу, если В
2
 — AС> 0 (квадра-

тичная форма (15) знакопеременная);  

2) параболическому типу, если В
2
 — AС = 0 (квадра-

тичная форма (15) знакопостоянная);  

3) эллиптическому типу, если В
2
 —AС<0 (квадратич-

ная форма (15) знакоопределенная).  

Введем вместо (х, у) новые независимые переменные 

(ξ,η).  
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Пусть  

   yxyx ,,,                                           (16) 

— дважды непрерывно дифференцируемые функции, причем 

якобиан  

 
 

0

,

,

,

,




















yx

yx

yxD

D






                         (17) 

в области D.  

В новых независимых переменных ξ и η уравнение (14) 

запишется так:  
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где  
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   (19) 

Непосредственной подстановкой нетрудно проверить, 

что  

  .

2

22




























xyyx
ACBACB


       (20) 

Отсюда легко видеть, что преобразование независимых 

переменных не меняет типа уравнения.  

В преобразовании (16) в нашем распоряжении две 

функции ξ (х, у) и η (х, у). Покажем, что их можно выбрать 

так, чтобы выполнялось только одно из условий  
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1) A=0, С = 0; 2) A=0, В = 0; 3) A = С, В = 0.  

Тогда, очевидно, преобразованное уравнение (18) при-

мет наиболее простой вид.  

1) В
2
 — AС> 0. В рассматриваемой области D уравне-

ние (14) принадлежит гиперболическому типу. Можно счи-

тать, что в точке (x0,y0) в окрестности которой мы будем при-

водить уравнение (14) к каноническому виду, либо А≠0, либо 

С≠0.  

Рассмотрим дифференциальное уравнение первого по-

рядка  
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        (21) 

Пусть А≠0. Так как B
2
 — AС> 0, то уравнение (21) 

можно записать в виде  
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Это уравнение распадается на два:  
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            (21a)   (21б) 

Следовательно, решения каждого из уравнений (21а) и 

(21б) будут решениями уравнения (21).  

Для интегрирования уравнений (21а) в (21б) составим 

соответствующие им системы обыкновенных дифференци-

альных уравнений  

ACBB

dy

A

dx

ACBB

dy

A

dx







22
,  или 

    .0,0 22  dxACBBAdydxACBBAdy  
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Заметим, что уравнения (22) можно записать в виде од-

ного уравнения  

.02 22  CdxBdxdyAdy          (22а) 

Коэффициенты дифференциальных уравнений (22) 

имеют непрерывные частные производные до второго поряд-

ка, что следует из предположений о коэффициентах А, В и С. 

Так как А(x0,y0)≠0, то существуют интегралы  

    constyxconstyx  ,., 21                   (23) 

уравнений (22) и их левые части имеют непрерывные частные 

производные до второго порядка в окрестности точки (х0, 

у0)*. Левые части интегралов (23) будут соответственно ре-

шениями уравнений (21а) и (21б). Кривые (23) называются 

характеристическими кривыми или просто характеристиками 

уравнения (14), а уравнение (21) — уравнением характери-

стик.  

Для уравнения гиперболического типа В
2
 — АС>0 и, 

следовательно, интегралы (23) вещественны и различны. При 

этом мы имеем два различных семейства вещественных ха-

рактеристик.  

Положим в преобразовании (16)  

       ,,,,,, 21 yxyxyxyx    

где φ1 (x, у) и φ2 (х, у) —соответственно суть дважды непре-

рывно дифференцируемые решения уравнений (21а) и (21б). 

Эти решения можно выбрать так, чтобы якобиан 
 
 

0
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, 21 
yxD

D 
 

в некоторой окрестности точки (х0, у0) области D. Действи-

тельно, так как А≠0, то из уравнений (21а) и (21б) получим  
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Отсюда, в силу В
2
 — АС > 0 и уравнений (21а) и (21б), 

следует, что если якобиан в некоторой точке равен нулю, то в 

этой точке равны нулю обе частные производные первого по-

рядка от φ1 или φ2. Таким образом, надо строить такие реше-

ния уравнений (21а) и (21б), у которых обе частные производ-

ные первого порядка одновременно не равны нулю **.  

Функции φ1(х, у) и φ2(х, у) удовлетворяют уравнению 

(21) и, в силу (19), в уравнении (18) А=С = 0. Коэффициент 

В≠0 всюду в рассматриваемой области, что следует из (17) и 

(20). Разделив на коэффициент 2В уравнение (18), приведем 

его к виду  
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                    (24) 

Этот вид уравнения также называется каноническим.  

Если уравнение (14) было линейным относительно 

производных первого порядка и самой функции и, то преобра-

зованное уравнение также будет линейным: 
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             (25) 

При А=С = О уравнение (14) уже имеет вид (24). По-

ложив ,,   приведем уравнение (24) к виду  
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Это—канонический вид уравнения гиперболического 

типа.  

2) В
2
 — аС = 0. В рассматриваемой области D уравне-

ние (14) принадлежит параболическому типу. Так как мы 

предполагаем, что коэффициенты А, В и С уравнения (14) не 

обращаются одновременно в нуль, то, в силу условия В
2
 — 

АС = 0, следует, что в каждой точке этой области один из ко-

эффициентов А и С отличен от нуля. Пусть, например, А≠0 в 

точке (х0, у0), в окрестности которой мы будем приводить 
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уравнение (14) к каноническому виду. Тогда оба уравнения 

(21а) и (21б) совпадают и обращаются в уравнение  
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A


                                           (27) 

Нетрудно видеть, что всякое решение уравнения B7), в 

силу условия В
2
 — АС = 0, удовлетворяет также уравнению  
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                          (28) 

Мы можем, как и в предыдущем пункте, найти такое 

решение φ(x, у) уравнения (27), что функция φ(х,у) имеет не-

прерывные частные производные второго порядка и ее первые 

производные не обращаются в нуль одновременно в некото-

рой окрестности точки (х0, у0). Отметим, что для уравнения 

параболического типа мы имеем одно семейство веществен-

ных характеристик φ(х, у) = const.  

Положим в преобразовании (16) , где φ(х, у) — реше-

ние уравнения (27), а за η(х, у) возьмем любую дважды непре-

рывно дифференцируемую функцию так, чтобы якобиан 
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 в окрестности точки (х0, у0). Тогда в уравнении 

(18) А≡0, что следует из (19), а коэффициент при 
дд

ди
при-

нимает следующий вид:  
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Согласно (27) и (28), В≡0 в окрестности точки (х0, у0). 

Коэффициент С в уравнении (18) преобразуется к виду  



 

 31 

.
1

2




















y
B

x
A

A
C


 Откуда С≠0, так как в против-

ном случае, в силу (27), якобиан 
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. Разделив на С≠0 

уравнение (18), приведем его к виду  
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Это — канонический вид уравнения параболического 

типа.  

3) В
2
 — АС<0. В рассматриваемой области D уравне-

ние (14) принадлежит эллиптическому типу. Будем считать, 

что коэффициенты А, В и С суть аналитические функции от х 

и у*. Тогда коэффициенты уравнений (21а) и (21б) — также 

аналитические функции от х и у, и можно утверждать, что 

уравнение (21) имеет аналитическое решение  

     yxiyxyx ,,, 1    

в окрестности точки (х0, у0) и 0
ду

д

дх

д 
в этой окрестно-

сти . Положим в преобразовании (16)    .,,, 21 yxyx    

Нетрудно показать, что  
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и мнимую части, получим  

.0

,22

2222



















































































































yy
C

xyyx
B

xx
A

y
C

yx
B

x
A

y
C

yx
B

x
A





 



 

 32 

Отсюда, в силу (19), следует, что А = С, В = 0. 

В силу определенности квадратичной формы  

 ,02 22

321

2

1  ACBCttBtAt коэффициенты А=С могут об-

ратиться в нуль только в том случае, если  

.0



















yxyx


              (30) 

Но решение  φ(х, у) выбрано так, что равенства (30) не 

выполняются одновременно. Таким образом, в уравнении (18) 

А= С≠0 и после деления на А оно приводится к виду  
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uu
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             (31) 

Это — канонический вид уравнений эллиптического 

типа. Замечание. Может оказаться, что в различных частях 

области D уравнение (14) принадлежит различным типам. Как 

уже было сказано, точки параболичности уравнения (14)  

характеризуются равенством  

В
2
 — АС = 0.                                       (32) 

Предположим, что множество точек области D, кото-

рое описывается уравнением (32), является простой гладкой 

кривой σ. Кривая σ называется линией параболического вы-

рождения. Если кривая σ делит область D на две части, в од-

ной из которых уравнение (14) принадлежит эллиптическому 

типу, а в другой — гиперболическому типу, то мы скажем, что 

в области D уравнение (14) смешанного типа. Например:  

1) Уравнение Трикоми  

0
2

2

2

2











y

u

x

u
y — уравнение смешанного типа в любой 

области D, содержащей точки оси Ох. При у > 0 оно принад-

лежит эллиптическому типу, при у<0 — гиперболическому 

типу, у= 0 — линия параболичности.  

2) Уравнение  
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y

u
y

x

u
— уравнение смешанного типа в любой 

области D, содержащей точки оси Ох; у = 0 — линия парабо-

личности, которая одновременно является характеристикой (у 

= 0 —огибающая семейства характеристик).  

Пример. Рассмотрим уравнение  

0coscossin2
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u
. Это уравнение ги-

перболического типа, так как В
2
-АС=sin

2
x+cos

2
x=1. Согласно 

общей теории, составляем уравнение (22а) dy
2
 - 2sinхdxdy-

cosxdx
2
 = 0 или dy + (l + sinx)dx=0, dy-(1-sinx)dx = 0, интегри-

руя эти уравнения, получим X+y-cosx=C1,  x-y+cosx=C2. 

Вводим новые переменные (ξ,η) по формулам  

ξ = х + у — cosx,  η= x-y+cosx. Тогда уравнение (33) в новых 

независимых переменных приводится к виду  

.0
2








u
                                                                      (34) 

Положив ξ=α+β, η=α-β, приведем уравнение (34) к ка-

ноническому виду:  
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uu
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Уравнение (33) можно проинтегрировать в замкнутом 

виде, т. е. найти формулу, дающую все решения этого уравне-

ния. Действительно, перепишем уравнение (34) в виде  

.0


















u
  Тогда  ,






u
где θ(η) — произвольная 

функция η. Интегрируя полученное уравнение по η, считая ξ 

параметром, найдем, что       du , где φ(ξ) — про-

извольная функция по ξ. Полагая    ,  d получим  
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u=φ(ξ)+ψ(η), или, возвращаясь к старым переменным (x, у), 

получим решение уравнения (33) в виде  

u(x,y)=φ(x+y-cosx)+ψ(x-y+cosx).                          (39)  

 

Задачи для самостоятельного решения. 

Привести к каноническому виду следующие уравне-

ния:  

  .0sin3cos2.1
2

2
2

2

2

2





















y

u
y

y

u
x

yx

u
x

x

u
 

.022.2
2

2
2

2

2

2





















y

u

y

u
x

yx

u
x

x

u
 

    .011.3
2

2
2

2

2
2 





















y

u
y

x

u
x

y

u
y

x

u
x  

Ответы:  
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3. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА  

 

3.I. Квазилинейные дифференциальные уравнения с 

двумя независимыми переменными 

Рассмотрим уравнение  

ap + bq = c, (p = ux, q=uy)                                            (1) 
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где а, b, с — заданные функции от х, у, u, которые в рассмат-

риваемой области имеют непрерывные частные производные 

первого порядка и удовлетворяют условию а
2
 + b

2
≠0.  

Решение u= u(х, у) уравнения (1) геометрически пред-

ставляет собой поверхность в пространстве (х, у, u). Эту по-

верхность будем называть интегральной поверхностью.  

Функции а(х,у,u), b(x, y, u) и с(х, у, u) определяют не-

которое поле направлений в пространстве (х, у, u)у а именно: 

в каждой фиксированной точке этого пространства мы имеем 

направление, направляющие косинусы которого пропорцио-

нальны a, b и с. Интегральные кривые, соответствующие это-

му полю направлений, определяются системой обыкновенных 

дифференциальных уравнений  

     uyxc
du

uyxb

dy

uyxa

dx

,,,,,,
                      (2) 

и называются характеристическими кривыми или характери-

стиками уравнения (1). Если ввести параметр s, изменяющий-

ся вдоль характеристической кривой, то дифференциальные 

уравнения (2) примут вид  

     .,,,,,,,, uyxc
ds

du
uyxb

ds

dy
yyxa

ds

dx
                  (3) 

Величины р, q и (—1) пропорциональны направляю-

щим косинусам нормали к интегральной поверхности u= u(х, 

у) и уравнение (1) выражает условие перпендикулярности  

ap+bq+c(-1)=0 нормали к интегральной поверхности с направ-

лением поля, т. е. уравнение (1) сводится к требованию, чтобы 

в каждой точке интегральной поверхности u= u(х, у) направ-

ление, определяемое указанным выше полем направлений, 

находилось в касательной плоскости к поверхности. Если не-

которая поверхность u= u(х, у) образована характеристиками 

уравнения (1), то в каждой точке этой поверхности касатель-

ная к характеристике, проходящей через эту точку, лежит в 

касательной плоскости к поверхности и, следовательно, эта 
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поверхность является интегральной поверхностью уравнения 

(1). Обратно, если  u= u(х, у) есть интегральная поверхность 

уравнения (1), то ее можно покрыть семейством характери-

стик. Действительно, на любой интегральной поверхности  

u= u(х, у) уравнения (1) можно задать однопараметрическое 

семейство кривых x = x(s),     y = y(s), u = u(x(s), y(s)) с помо-

щью дифференциальных уравнений  

   ,,,,,, uyxxb
ds

dy
uyxa

ds

dx
  в которых и заменено его 

выражением u= u(х, у). Вдоль каждой такой кривой уравнение 

(1) переходит в c
ds

du
 . Таким образом, рассматриваемое се-

мейство удовлетворяет уравнениям (3) и, следовательно, со-

стоит из характеристических кривых. Так как решения систе-

мы дифференциальных уравнений (3) однозначно определя-

ются начальными значениями х, у, u при s = 0, мы получаем 

следующий результат: любая характеристическая кривая, 

имеющая общую точку с интегральной поверхностью, цели-

ком лежит на этой интегральной поверхности.  

Задача Коши. Пусть пространственная кривая l задана 

в параметрической форме x = x(t), y = y(t), u = u(t), причем 

x
2

l+y
2

l≠0.  

Обозначим через l0 проекцию кривой l на плоскость 

хОу. Задача Коши для уравнения (1) ставится так: в окрестно-

сти проекции l0 найти интегральную поверхность уравнения 

(1), проходящую через заданную кривую l, т. е. найти такое 

решение уравнения (1), которое принимает заданные значения 

в точках кривой l0. Будем предполагать, что начальные функ-

ции x(t), y(t), u(t) непрерывно дифференцируемы в рассматри-

ваемой области. Для решения задачи Коши проведем через 

каждую точку кривой lхарактеристику, т. е. интегральную 

кривую системы (3); это можно сделать, причем единствен-

ным образом, в некоторой окрестности кривой l. Мы получим 
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семейство характеристических кривых, зависящих еще от па-

раметра t.  

x = x(s, t), y = y(s,t),  u=u(s, t).                              (4) 

В силу наших предположений функции (4) имеют не-

прерывные производные первого порядка по s и t. Кривые (4) 

образуют поверхность u= u(х, у), если из первых двух уравне-

ний (4) можно выразить s и t через х и у. Для этого достаточ-

но, чтобы на кривой l не обращался в нуль якобиан  

Δ= xsyt-xtys=ayt-bxt.                                                        (5) 

Если на l выполняется условие Δ≠0, то и является 

функцией х и у. Нетрудно видеть, что эта функция есть реше-

ние уравнения (1). Действительно, пользуясь правилом диф-

ференцирования сложной функции и уравнениями (3), полу-

чим .buau
ds

du
yx   Но c

ds

du
  и, следовательно, г(х, у) удо-

влетворяет уравнению (1). Если Δ=0 всюду на кривой l и если 

существует интегральная поверхность u= u(х, у) с непрерыв-

ными производными первого порядка, проходящая через /, то 

эта кривая должна быть характеристикой. В самом деле, в 

этом случае параметр t на кривой l можно выбрать так, что 

вдоль этой кривой 
dt

dy
b

dt

dx
a  ,  Далее, подставляя в u(х, у) 

выражения x=x(t), y = y(t) и дифференцируя по l, будем иметь 

yx buau
dt

du
 . Отсюда, учитывая, что  u(х, у) есть решение 

уравнения (1), получим c
dt

du
 ; следовательно, l является ха-

рактеристикой. Но, если l — характеристика, то через нее 

проходит не только одна, а бесконечно много интегральных 

поверхностей. Действительно, проведем через любую точку 

кривой l кривую l
/
, которая уже не является характеристикой. 

Интегральная поверхность, проходящая через l
/
, обязательно 

содержит характеристику l. Таким образом, множество реше-
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ний задачи Коши для характеристики / определяется множе-

ством кривых l
/
. Все интегральные поверхности, проходящие 

через кривые этого множества, содержат характеристику l. 

Следовательно, характеристики являются линиями пересече-

ния интегральных поверхностей линиями ветвления, тогда как 

через не характеристическую кривую не может проходить бо-

лее одной интегральной поверхности.  

Сформулируем полученные результаты.  

Теорема. Если Δ≠0 всюду на начальной кривойl, то за- 

дача Коши для уравнения (1) имеет одно и только одно реше-

ние. Если же Δ≠0 всюду на l, то для того чтобы задача Коши 

имела решение, кривая l должна быть характеристикой. В 

этом случае задача Коши имеет бесконечно много решений.  

Пример. Рассмотрим уравнение  

(y
2
-u)p + yq = u.                                                               (6)  

Система (3) имеет вид  

u
ds

du
y

ds

dy
uy

ds

dx
 ,,2

                            (7) 

и ее решение, выраженное через начальные значения пере-

менных (х, у, u), будет  

.,,
2

1

2

1
00

2

0000

2

0

ssss euueyyyuxeueyx 
















         (8) 

Положим, что кривая l,через которую должна прохо-

дить интегральная поверхность, задана уравнениями  

x0=1, y0=t,  u0=(1/2)t
2
                                                                   (9) 

Подставив (9) в (8), получим  

  .
2

,,11
2

22
ssss e

t
uteyee

t
x                           (10) 

Определитель ,
2

2
2

s

stts e
t

yxyx  не обращается в 

нуль при s = 0 и t≠0. Исключая s и t, мы получим уравнение 

интегральной поверхности  u=1-x+y
2
/2                         

Пусть теперь кривая l задана уравнениями:  
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x0=0,y0=t, u0=t
2
.                                                                          (11)  

Подставив (11) в (8), найдем, что x=t
2
e

s
(chs-1), y=te

s
, 

u=t
2
e

s
. Определитель Δ= te

s
(e

s
—1) обращается в нуль при s = 0, 

т. е. вдоль l, хотя l не характеристика. Исключая s и t, мы по-

лучим    ,2, xyyyxu   т. е. две интегральные поверхности 

уравнения (6), проходящие через кривую (11). В данном слу-

чае р = ± 
x

y
и эта частная производная обращается в беско-

нечность вдоль линии (11).  

 

3.2. Нелинейные дифференциальные уравнения  

с двумя независимыми переменными 

 Рассмотрим нелинейное уравнение  

                              F(x, у, u, р, q) = 0,                       (12)  

где F — непрерывная функция, имеющая непрерывные част-

ные производные первого порядка по всем пяти аргументам в 

рассматриваемой области и кроме того, F
2

p + F
2

q|≠0.  

Выясним прежде всего геометрический смысл уравне-

ния (12). В любой фиксированной точке (х, у, u) уравнение 

A2) устанавливает зависимость между величинами р и q, 

определяющими направление касательной плоскости к инте-

гральной поверхности. Таким образом, из связки плоскостей, 

проходящих через точку х, у, u, соотношение (12) выделяет 

семейство плоскостей, зависящее от одного параметра. Оги-

бающая этого семейства возможных касательных плоскостей 

есть некоторый конус; назовем его конусом Т или конусом 

Монжа,. Уравнение (12) эквивалентно, таким образом, зада-

нию в каждой точке (х, у, u) рассматриваемой области про-

странства конусаТ, а искомая интегральная поверхность урав-

нения (12) должна обладать тем свойством, что в каждой ее 

точке касательная плоскость должна касаться конусаТ, соот-

ветствующего этой точке. Найдем уравнения образующих ко-

нуса Т в заданной точке (х, у, и). Пусть р и q—функции неко-
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торого параметра α, удовлетворяющие уравнению (12) в фик-

сированной точке (x,у,u). Конус Т является огибающей семей-

ства плоскостей  

p(α)(X-x) + q(α)(Y-y)-(U-u) = 0.   (13)  

Дифференцируя (13) по α, получим  

    p
/
(α)(X-x)+q

/
(α)(Y-y)=0.                           (14) 

Дифференцируя соотношение F = 0 по α, будем иметь  

Pp'(α) + Qq'(α) = 0,                                                      (15)  

где положено P = Fp,  Q = Fq.  

Считая, что производные р
/
 (а) и  q

/
(а) не равны нулю, 

одновременно мы из однородных уравнений (14) и (15) полу-

чим (X—x)\P=(Y— у)\Q и, наконец, используя уравнение (13), 

получим уравнения образующих конуса Т:  

(X-x)\P=(Y-y)\Q=(U-u)\(Pp+qQ).                        (16) 

В случае квазилинейного уравнения (1) в каждой точке 

имеется только одно направление (конус Т вырождается в 

прямую линию) и касательная плоскость к искомой инте-

гральной поверхности содержит это направление. В случае 

нелинейного уравнения (12) мы имеем в каждой точке вместо 

одного определенного направления конус Т и касательная 

плоскость к искомым интегральным поверхностям должна ка-

саться этого конуса. Таким образом для нелинейного уравне-

ния (12) нельзя непосредственно строить характеристические 

кривые, как это мы делали для квазилинейного уравнения (1), 

так как вместо поля направлений мы имеем поле конусов. Но 

мы покажем, что если известна интегральная поверхность  

u= u(х, у) уравнения (12), то ее можно покрыть линиями, ко-

торые вполне аналогичные характеристическим линиям ква-

зилинейного уравнения A). Действительно, в каждой точке 

интегральной поверхности касательная плоскость должна ка-

саться конуса Т, соответствующего этой точке, и тем самым 

должна содержать одну из образующих этого конуса, вдоль 

которой она и касается конуса. Эти образующие конусов Т и 

создают на интегральной поверхности поле направлений и тем 
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самым, интегрируя соответствующее этому полю направлений 

дифференциальное уравнение первого порядка, мы покрываем 

нашу интегральную поверхность семейством кривых С, зави-

сящим от одного параметра. Направляющие косинусы упомя-

нутого поля направлений пропорциональны знаменателям 

уравнений (16), где р и q определяются из уравнения рассмат-

риваемой интегральной поверхности. Таким образом, вдоль 

линий С, покрывающих заданную интегральную поверхность, 

выполняются соотношения  

qQpP

du

Q

dy

P

dx


                   (17) 

или 

.,, qQpP
ds

du
Q

ds

dy
P

ds

dx
               (18) 

Чтобы найти линии С на заданной интегральной по-

верхности, достаточно проинтегрировать уравнение первого 

порядка  

,
Q

dy

P

dx
                  (19) 

где знаменатели написанных дробей содержат только пере-

менные х и у поскольку функция г и ее частные производные 

р и q на заданной поверхности являются известными функци-

ями х и у. Интегрируя уравнение (19) и пользуясь уравнением 

поверхности u=u(х, у), мы получим однопараметрическое се-

мейство кривых С. Правые части уравнений (18) имеют опре-

деленный смысл только при определенном выборе интеграль-

ной поверхности u=u(х, у).  

Для заданной интегральной поверхности величины р и 

q есть известные функции х и у. Мы дополним систему урав-

нений (18) еще двумя уравнениями, содержащими дифферен-

циалы dp и dq, так, чтобы получилась система дифференци-

альных уравнений, независящая от выбора интегральной по-

верхности уравнения (12). Введем обозначения X = Fx,  Y = Fy,  
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U = Fu,  r = uxx,  σ=uxy,  t=uyy. Дифференцируя левую часть 

уравнения (12) сначала по х, а затем по у, получим соотноше-

ния  

X+Up+Pr+Qσ=0, Y+Uq+Pσ+Qt=0,                           (20) 

которые являются тождествами на заданной интегральной по-

верхности.  

Вдоль кривой С мы имеем, очевидно:  

.

,Pr

QtP
ds

dy
t

ds

dx

ds

dq

Q
ds

dy

ds

dx
r

ds

dp









            (21) 

Определяя из равенств (20) значения Pr+Qσ, Pσ+Qt  и 

подставляя их в уравнения (21), получим два добавочных 

дифференциальных уравнения  

   ., UqY
ds

dq
UpX

ds

dp
  

Присоединив эти уравнения к уравнениям (18), полу-

чим систему пяти обыкновенных дифференциальных уравне-

ний с пятью функциями вспомогательного параметра s:  

   .,

,,,

UqY
ds

dq
UpX

ds

dp

QqPp
ds

du
Q

ds

dy
P

ds

dx





         (22) 

Систему дифференциальных уравнений (22) можно 

рассматривать независимо от интегральных поверхностей 

уравнения (12). Эта система называется характеристической 

системой уравнения (12). Нетрудно проверить, что система 

(22) имеет первый интеграл  

    F(x, у, u, р, q) = C.                                                     (23)  

Действительно, дифференцируя по s левую часть этого 

равенства и пользуясь уравнениями (22), получим  
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      ,0



UqYQUpXPQqPpUYQXP

ds

dq
F

ds

dp
F

ds

du
F

ds

du
F

ds

dy
F

ds

dx
F

ds

dF
qpuuyx  

т. е. функция F вдоль каждого решения системы (22) прини-

мает постоянное значение.  

Из множества решений системы (22) выделим те реше-

ния системы, вдоль которых функция F принимает значение, 

равное нулю, как того требует исходное дифференциальное 

уравнение. Назовем такие решения системы (22) характери-

стическими полосами уравнения (12), т. е. характеристической 

полосой уравнения (12) называется система функций  

   x(s), y(s), u(s), p(s), q(s),                                           (24)  

удовлетворяющих системе (22) и уравнению  

F(x, у, u, р, q) = 0.                                                      (25)  

Пространственная кривая x(s), y(s) и u(s), несущая эту 

полосу, называется характеристической кривой. Функции (24) 

определяют не только пространственную кривую, но и плос-

кость, касающуюся ее в каждой точке. Для того чтобы реше-

ние системы (22) удовлетворяло соотношению (25), т. е. было 

характеристической полосой, достаточно, в силу (23), прове-

рить, что этому соотношению удовлетворяют начальные дан-

ные (х0, у0, u0, p0, q0) решения, т. е. 

 F(x0, y0, u0, p0, q0)=0.                           (26)  

Отметим, что при выводе уравнений (22) мы пользова-

лись производными второго порядка функции u(х, у). Кроме 

того, при интегрировании системы (22) существенно, чтобы 

правые части имели непрерывные производные первого по-

рядка. Для этого нужно потребовать, чтобы функция F (х, у, u, 

р, q) имела непрерывные производные до второго порядка в 

некоторой области. Как и для квазилинейных уравнений, из 

самого вывода характеристической системы уравнений (22) 

можно получить следующие теоремы.  
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I. На любой интегральной поверхности уравнения (12) 

существует однопараметрическое семейство характеристиче-

ских кривых и соответствующих характеристических полос. 

II. Если характеристическая полоса имеет общий элемент (т. е. 

значения х, у, u, p, q) с интегральной поверхностью, то эта по-

лоса целиком принадлежит интегральной поверхности.  

III. Если две интегральные поверхности касаются в некоторой 

точке, то они касаются вдоль всей характеристической поло-

сы, имеющей начальным элементом точку касания плоско-

стей. Предположим теперь, что мы сумели проинтегрировать 

систему (22) при условии (25) и тем самым нашли всевозмож-

ные характеристические полосы. Покажем, каким образом 

можно из этих характеристических полос строить интеграль-

ные поверхности уравнения (12).  

Пусть начальная полоса задана функциями  

x0(t), y0(t), u0(t), p0(t), q0(t),                                    (27) 

причем эти функции должны удовлетворять условию (26) и 

иметь непрерывные производные. Через каждый элемент за-

данной начальной полосы проведем характеристическую по-

лосу. Эта полоса получается как решение системы (22), кото-

рое при s=0 обращается в заданные элементы полосы x0(t), 

y0(t), u0(t), p0(t), q0(t). Обозначим эту систему решений через  

x = x(s, t), y=y(s,t),. u = u(s, t), p = p(s, t), q = q(s, t).   (28)  

Если определитель  

Δ=xsyt-ysxt=Fpyt-Fqxt              (29) 

отличен от нуля на начальной полосе, т. е. при s = 0, а следо-

вательно, в силу непрерывности производных и в некоторой 

ее окрестности, то в качестве независимых переменных можно 

взять х и у в этой окрестности вместо параметров s и t. Это 

значит, что можно выразить величины u, p, q как функции от х 

и у и, в частности, получить явное уравнение поверхности 

u=u(х, у). Функция u(х, у) будет удовлетворять уравнению 

(12), так как выражение F (х, у, u, р, q) обращается в нуль 

тождественно по s и t на нашей поверхности (в силу выполне-
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ния условия (26) при s = 0); следовательно, оно также обраща-

ется в нуль тождественно по х и у. Остается еще доказать, что 

функции р и q, определенные последними двумя уравнениями 

(28), совпадают соответственно с ux и uy.  Для этого достаточ-

но показать, что два выражения  

t
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               (30) 

тождественно обращаются в нуль на поверхности u=u(х, у), 

тогда из соотношений  
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следует, что  
дy

дu
q

дx

дu
p  , посколь-

ку Δ=xsyt-xtys≠0 по предположению. Обращение в нуль вели-

чины Н непосредственно следует из первых трех уравнений 

системы (22). Остается выяснить, при каких условиях и второе 

из соотношений (30) обращается в нуль тождественно. Рас-

смотрим тождество tstsstst yqxpyqxp
t

H

s

L










 и вос-

пользуемся уравнениями (22), а также тем, что из H=0 следует 

равенство 0
дt

дH
. Тогда получим 

    .
t

y
UqY

t

x
UpX

t

q
Q

t

p
P

s

L
























 Далее, диффе-

ренцируя по t соотношение F = 0, которому удовлетворяют 

функции (28), получим .0
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Вычитая это равенство из предыдущего, будем иметь  
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 откуда следует  

,0

0






s

UdS

eLL  где L0 есть значение L при s=0. Из последнего 

равенства видно, что для обращения L в нуль при всех значе-

ниях s необходимо и достаточно, чтобы L0=0, т. е. чтобы 

функции (27) удовлетворяли соотношению  

.0
0

0
0

0

dt

dy
q

dt

dx
p

dt

du
  

Таким образом, из предыдущих рассуждений следует, 

что если функции (27) удовлетворяют двум соотношениям  
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dy
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dt

dx
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dt

du

qpuyxF
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0
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                (31) 

и если определитель Δ=xsyt-xtys≠0  при s=0, то первые три из 

уравнений (28) в некоторой (s, t) окрестности определяют ин-

тегральную поверхность u=u(x,у) уравнения (12), содержащую 

начальную полосу, причем u(х, у) имеет непрерывные произ-

водные второго порядка.  

Задача Коши для уравнения (12) формулируется так 

же, как и в случае квазилинейного уравнения. Требуется 

найти интегральную поверхность уравнения (12), проходя-

щую через заданную кривую l.  

Пусть кривая l задана в параметрической форме:  

x=x0(t), y=y0(t), u=u0(t),                                         (32) 

причем х
2

t+y
2

t≠0. Кривую l дополним до полосы С1, определив 

p0(t) и q0(t) из уравнений (31). Функциональный определитель 

левых частей уравнений (31) по р0 и q0  Δ0=y
/
0(t)Fp0-x

/
0(t)Fqo 

совпадает с определителем (29) при s = 0. Будем считать, что 

определитель (29) отличен от нуля вдоль l, и что система (31)  

на  l однозначно разрешима относительно р0 (t) и q0 (t).  

Рассмотрим теперь случай, когда  
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Δ0=xsyt-xtys|s=0=y
/
0(t)Fp0-x

/
0(t)Fq0=0          (33) 

всюду вдоль заданной полосы С1, удовлетворяющей двум со-

отношениям (31). Положим, что существует дважды непре-

рывно дифференцируемая интегральная поверхность  

u=u(х, у), проходящая через полосу C1. Из (33) и второго соот-

ношения (31) следует, что полоса удовлетворяет уравнениям 

(18) (параметр s обозначенnбуквой t), а также согласно преды-

дущим вычислениям эта полоса удовлетворяет и всем уравне-

ниям (22), т. е. является характеристической полосой. Таким 

образом, в случае Δ0=0 интегральная поверхность уравнения 

(1) может проходить через кривую l, если функции p0(t) и q0(t), 

определенные из соотношений (31), дополняют эту кривую до 

характеристической полосы.  

 

3.3. Нелинейные дифференциальные уравнения с п 

независимыми переменными 

Изложенная в 2.2  теория нелинейных уравнений в 

частных производных с двумя независимыми переменными 

непосредственно распространяется на уравнение с n неизвест-

ными переменными  

F(x1, ..., хn, u, р1, ..., pn)= 0          (
k

k
дx

дu
p  )             (34)  

Поэтому мы ограничимся лишь указанием результатов. 

Характеристическая система, соответствующая уравнению 

(34), имеет вид:  

   
,...
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   (35) 

где Xk=Fxk, U=Fu, Pk=Fpk, a s — некоторый вещественный па-

раметр.           Система (35) имеет первый интеграл  

F(x1, ..., хn, u, р1, ..., рn) = С. Все решения системы (35), одно-

временно удовлетворяющие соотношению F(x1, ..., хn, u, 

p1,…,pn)=0, называются характеристическими полосами. Эти 

полосы образуют (2n-1) — параметрическое семейство.  
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Положим, что мы проинтегрировали систему (35):  
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                                   (36) 

где  x
(0)

k, u
0
, p

(0)
k—начальные значения функций при s = 0. Бу-

дем считать, что эти начальные значения являются функциями 

(n—1) параметров:  

x
(0)

k(t1,…, tn-1), u
(0)

(t1,…,tn-1), p
(0)

k(t1,…,tn-1).                            (37)  

Подставив это в (36), получим:  

xk=xk(s,t1,…, tn-1), uk=uk(s,t1,…,tn-1), pk=pk(s,t1,…,tn-1).          (38) 

Если функциональный определитель 
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 кото-

рый, в силу первых из уравнений системы (35), может быть 

записан в виде  
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                                          (39) 

не обращается в нуль на начальном многообразии (37) (т. е. 

при s = 0) и, следовательно, в силу непрерывности производ-

ных, не обращается в нуль в некоторой окрестности этого 

многообразия, то величины s, t1, ... , tn-1 в этой окрестности мо-

гут быть выражены через x1, ... ,xn, подставляя эти выражения 

в u = u(s, t1 ..., tn-1) получим определенную поверхность u = 

u(x1, ... , xn), содержащую начальное многообразие (37). Эта 

поверхность будет интегральной поверхностью уравнения 

(34), если функции (37) удовлетворяют  n соотношениям  
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тождественно по tj.  

Задача Коши состоит в отыскании интегральной по-

верхности уравнения (34), содержащей заданное (n-1)-мерное 

многообразие  

x
(0)

 k(t1,…,tn-1), u
(0)

 t1,…,tn-1).                                           (41) 

Многообразие (41) дополним до многообразия (37), 

определив p
(0)

k(t1,…,tn-1)  из уравнений (40). Если при этом 

определитель  (39) отличен от нуля вдоль такого многообра-

зия, то указанный выше метод приводит к решению задачи 

Коши, и это решение единственно.  

Пример. Найти интегральную поверхность уравнения  

x1p1+x2p2+x3p3-(1/2)(p
2

1+p
2

2-p
2

3)-u=0                         (42) 

содержащую 2-мерное многообразие  

x
(0)

1=t1, x
(0)

2=t2, x
(0)

3=0,u
(0)

=(1/2)(t
2

2-t
2

1).                    (43) 

Дополним это многообразие, определив р из уравнений  

Отсюда  

p
(0)

1=t1, p
0)

2=t2,  p
(0)

3= 12t .                                             (44) 

Характеристическая система (35) имеет вид  
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и ее решение, выраженное через начальные данные, будет:  
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Подставив (43) и (44) в (45), получим:  
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Исключив s, t1, t2  из первых четырех уравнений, полу-

чим интегральную поверхность. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

      Данные методические указания  помогут студентам  вы-

полнить  типовой расчет по вышеуказанной теме   курса ма-

тематики,  а  также предоставляет студентам широкие воз-

можности для активного самостоятельного изучения практи-

ческой и теоретической части курса математики.  

 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК 

 

1. Пискунов Н. С Ч 2. Дифференциальные и интегральные 

 исчисления Москва 2001 г. 

2. Данко Л.Е. Высшая математика в упражнениях и зада-

чах./Л.Е. Данко, А.Т. Попов, Т.Я. Кожевникова. Ч.2.М.:Высш. 

шк. 1987 г. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 51 

СОДЕРЖАНИЕ 

Введние…………………..………………………………..….….1 

1. Вывод основных уравнений математической физики……..1 

1.1. Уравнение колебаний струны…………..…………………1 

1. 2. Уравнение колебаний мембраны…………………………6 

1.3. Уравнение распространения тепла в изотропном твердом 

теле..…………………………………………………………..…17 

1.4. Задачи, приводящие к уравнению Лапласа……………..22 

2. Классификация уравнений второго порядка………………23 

2.I. Типы уравнений второго порядка…………………………23 

2.2. Приведение к каноническому виду уравнения второго по-

рядка с постоянными коэффициентами……………………..24 

2.3. Приведение к каноническому виду уравнения второго по-

рядка с двумя независимыми переменными. ………………..27 

3.Уравнения первого порядка………………………………….37 

3.I. Квазилинейные дифференциальные уравнения с двумя не-

зависимыми переменными……………………………………37 

3.2. Нелинейные дифференциальные уравнения с двумя неза-

висимыми переменными……………………………………….42 

3.3. Нелинейные дифференциальные уравнения с п независи-

мыми переменными….…………………………………………47 

Заключение……..……………………………………………….50 

Библиографический список…….……...………………………50 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 52 

ЭЛЕМЕНТЫ УРАВНЕНИЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  

 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

 

по организации самостоятельной работы 

по курсу «Математика» для студентов специальностей220201 

«Управление и информатика в технических системах», 140604 

«Электропривод и автоматика промышленных установок 

и технологических комплексов», 140601 «Электромеханика», 

110302 «Электрификация и автоматизация сельского 

хозяйства» очной формы обучения 

 

  Составители: Федотенко Галина Федоровна,  

                          Катрахова Алла Анатольевна,  

                          Купцов Валерий Семенович, 

                          Купцов Андрей Валериевич 

 

 

В авторской редакции 

 

 

Подписано к изданию 14.06. 2011. 

Уч.-изд. л. 3,1 «С» 

 

 

 

 

 

 

 

 

ФГ БОУВПО «Воронежский государственный технический  

университет» 394026 Воронеж, Московский просп., 14 


