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ВВЕДЕНИЕ 

Данное издание является продолжением первой части пособия «Инте-
гральное исчисление. Неопределенный и определенный интеграл» [1], первая и 
вторая главы которого посвящены неопределенному и определенному интегра-
лам. В данном пособии «Интегральное исчисление. Функции нескольких пере-
менных и их интегрирование. Элементы теории поля» рассматриваются раз-
личные обобщения интеграла Римана (двойные, тройные, криволинейные и по-
верхностные интегралы) для функции многих переменных. 

В третьей главе рассматриваются функции многих переменных. На приме-
ре функций двух переменных можно увидеть, как при переходе от одной неза-
висимой переменной ко многим появляется качественно новое понятие, напри-
мер, градиента. Можно увидеть и то, как основные понятия введения в матема-
тический анализ: предел, непрерывность, производная, дифференциал — пере-
носятся или обобщаются. Но многое расширяется: область определения надо 
строить на чертеже; производные брать по любому направлению. Очень важ-
ным для обработки результатов измерений и опытов являются оценка погреш-
ностей (§3) и метод наименьших квадратов (§7). В четвертой главе вводится 
двойной интеграл (для решения задач о нахождении объемов тел) и затем его 
сведения к уже изученным интегралам Римана за счет кратных интегралов, но 
при этом появляются такие новые моменты, как построение областей интегри-
рования, расстановка пределов интегрирования и разнообразие возможностей: 
порядок интегрирования, выбор системы координат. И как всегда, многочис-
ленные приложения в геометрии и механике. В пятой главе обобщение инте-
грала идет в направлении усложнения множества, по которому ведется интег-
рирование, а именно: отрезки на оси Ox заменяются на гладкие кривые. В на-
чале главы (§1) рассматривается общий подход к определенным интегралам, а в 
конце её с помощью формулы Грина, связывающей криволинейный интеграл 
по замкнутому контуру с двойным интегралом по ограниченной этим контуром 
областью, выводятся легко проверяемые условия независимости криволинейно-
го интеграла ІІ рода от пути интегрирования и вводится понятие потенциала, 
далее выводится формула для его нахождения. В шестой главе изучаются трой-
ные интегралы, их сведение к кратным, замена переменных и появление яко-
биана, переход к цилиндрической и сферической системам координат, прило-
жения тройных интегралов. В седьмой главе соединяются оба обобщения инте-
грала Римана (и по размерности, и по искривлению области интегрирования) в 
виде поверхностных интегралов, изучаются способы их вычисления и прило-
жения. В конце главы выводятся два обобщения формулы Грина: по искрив-
ленности множества интегрирования — формула Стокса, повышения размерно-
сти на единицу — формула Остроградского–Гаусса. Наконец, в последней, 
восьмой главе, излагается теория поля, в основном она понадобится студентам 
ФИСиС и авиаракетных специальностей, а также магистрам. Но вопросы, свя-
занные с потенциалом сил тяготения (§3), будут интересны всем. 

Представленные в учебном пособии рисунки являются авторскими. Авто-
ры выражают благодарность за помощь в издании пособия Казаковой Анне 
Владимировне и Ярцевой Юлии Алексеевне.
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ГЛАВА 3. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

§1. Определение функции нескольких переменных.
Область определения, график и линии уровня функции двух 

переменных, их предел и непрерывность 

При изучении физики и других наук вам приходилось часто сталкиваться 
с ситуацией, когда одна величина зависит от нескольких независимых величин. 
Например, закон Джоуля-Ленца о количестве тепла, выделяемого током в 
проводнике: Q = 0,24I2Rt . 

Определение 1. Переменная  называется функцией  независимых 
переменных  

, (3.1) 

если каждой точке из некоторого множества  -мерного
пространства ставится в соответствие единственное значение . Это множест-
во точек , в которых функция существует — есть область определения 
функции. 

В этой главе мы обобщим основные понятия функции одной переменной: 
предел, непрерывность, производная, дифференциал на функции нескольких 
переменных, при этом появятся и качественно новые понятия, например, гради-
ент функции. Изучать будем на примере функции двух переменных 

. (3.2) 

Отметим, что графиком функции двух переменных будет множество то-
чек пространства , где , задающих поверхность над дан-
ной областью  (рис. 1), что обобщает график функции одной переменной 

( )y f x=  — кривую на плоскости. Так как мы живем в трехмерном мире, то для 
функции  трех  или большего количества переменных график мы уже 
построить не сможем. 

Рис. 1 

z n
1 2, , , nx x x

1 2( , , , )nz f x x x= 

1 2( , , , )nM x x x
D n

z
D

( , )z f x y=

( ), , ( , )x y f x y ( , )x y D∈
D

( , , )f x y z
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Для функции двух переменных (а также трех и большего конечного коли-
чества переменных) вводится еще один способ геометрического описания – это 
линии уровня  

constcyxf ==),( . (3.3) 
Все видели географические карты, на которых рельеф (например, горы) 

описывается кривыми на плоскости, соответствующими одинаковым высотам, 
а множество замкнутых линий соответствуют разной высоте: 100 м, 200 м и так 
далее. 

Поверхности уровня  ( , , )f x y z c const= =  или 1 2( , ,...., )nf x x x c=  (для n 
переменных) — эквипотенциальные поверхности, которые широко использу-
ются в гравитационных и электрических полях.  

Пример 1.  Для функции : 
1) построить область определения функции ;
2) найти область значения функции ;
3) найти и построить линии уровня.

Решение. 
1) Так как выражение внутри логарифма должно быть положительно, то

областью определения будет множество точек на плоскости, координаты 
которых удовлетворяют неравенству . Очевидно, это множество точек, 
лежащих в первой и третьей четвертях (рис. 2). 

Рис. 2 

Отметим, что граница (оси  и ) в неё не входит. Такая область яв-
ляется открытой, т. е. вместе с каждой точкой  в неё входят все 
точки  такие, что  — на чертеже это открытый заштрихован-
ный круг без границ. В этом случае границу рисуют пунктиром. В случае, когда 
множество содержит все предельные точки (граница тоже принадлежит этому 

lnz xy=
D

E

D
0xy >

Ox Oy
0 0 0( , )M x y D∈

( , )M x y 0M M ε<

c < 0

c > 0
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множеству, так будет, например, для функции ), то её рисуют сплошной 
линией. 

Еще одна особенность данной области : она состоит из двух частей 
(множество точек в первой четверти) и  (третья четверть) и они изолированы 
друг от друга — такая область называется двусвязной. 

1) Для данной функции ответить на вопрос об области значений функции
 очень легко. Достаточно взять  и выписать значения для основной эле-

ментарной функции : Rz∈ . 
2) Для нахождения линий уровня положим z c const= = , что дает

ln , ,cxy c xy e= =  обозначив 0ce k= > , получим линии уровня данной функции: 

( )0ky k
x

= > — множество гипербол, ветви которых лежат в первой и третьей

четвертях (рис. 2). 

Предел и непрерывность функции двух переменных 

Определение 2.  Число называется пределом функции , 
если для любого сколь угодно малого числа  существует такое число , 
что для всех точек таких, что расстояние 

 (называемых окрестностью точки 
( )0 0 0,M x y ) будет выполняться неравенство , что обозначается 

. 

Замечание. Это определение обобщает понятие предела для функции од-
ного переменного, в частности, при  имеем , и по-
этому обычные свойства предела остаются в силе. 

Определение 3. Функция называется непрерывной в точке 
, если  

, (3.4) 

то есть предел функции равен значению функции в этой точке. 
Для случая конечного числа  переменных , где 

-мерный вектор. 
Естественно, что все хорошие свойства непрерывных функций остаются в 

силе: сохраняются свойства непрерывности при арифметических операциях над 
функциями, сохраняются свойства непрерывности для сложных функций.  

Если функция  непрерывна в каждой точке замкнутой области, 
то она там ограничена, достигает наименьшего и наибольшего значения и про-
бегает (хотя бы один раз) все промежуточные значения между ними.  

xy

D 1D

2D

E 1y =
lnz x=

A ( , )z f x y=
0ε > δ

( , )M x y
2 2

0 0 0( ) ( )M M x x y y= − + − < δ δ −
( , )f x y A ε− <

0
0

lim ( , )
x x
y y

f x y A
→
→

=

0y y= 2
0 0( ) | |x x x x δ− = − <

( , )z f x y=

0 0 0( , )M x y

0
0

0 0lim ( , ) ( , )
x x
y y

f x y f x y
→
→

=

n
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

=

1 2( , , , )nx x x x= −
n

( , )z f x y=
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В то же время в области разрывов ситуация гораздо сложнее и богаче по 

сравнению с функцией от одной переменной. Например, функция 

существует во всех точках плоскости кроме начала координат (т.к. ). 
Если входить в начало координат по прямым , то 

, то есть по каждому на-

правлению будет свой ответ. 

§2. Частные производные и их геометрический смысл.
Частные производные высших порядков 

Аналогичная ситуация с производными, которых при подходе к точке по 
разным направлениям будет бесчисленное множество. Поэтому для  
выделяют два основных направления, параллельные осям координат (при этом 
одна из переменных будет константой). 

Для функции  полным приращением функции называют 
, а приращения только по одной переменной есть 

частные приращения 
а) по переменной  имеем ; 
б) по переменной  имеем . 
Определение 4. Частной производной называется предел отношения ча-

стного приращения функции к соответствующему приращению аргумента, ко-
гда последний стремится к нулю: 

( ) ( ), ,
lim lim

x x

x
x

f x x y f x yz zz
x x x∆ →∞ ∆ →∞

+ ∆ −∂ ∆′ = = = −
∂ ∆ ∆

(3.5) 

частная производная функции  по переменной ; 
( ) ( ), , ,

lim lim
y x

y
y

z f x y y f x yzz
y y y∆ →∞ ∆ →∞

∆ + ∆ −∂′ = = = −
∂ ∆ ∆

  (3.6) 

частная производная функции  по переменной . 
Считая производную по одной из переменных, фиксируем другую (или 

другие переменные, если функция большего количества переменных) перемен-
ную, то эти определения совпадают с определением производной для функции 
одной переменной, а значит все правила дифференцирования остаются спра-
ведливыми. Единственная трудность — психологическая: надо привыкнуть 
смотреть на другую (другие) переменную как на константу. 

Пример 2. Найти частные производные от функции . 

2 2

xyz
x y

=
+

2 2 0x y+ ≠
y kx=

2

2 2 2 2 2 2 2 20 0 0
0

lim lim lim
(1 ) 1x x x

y kxy

xy x kx x k k
x y x k x x k k→ → →

=→

⋅ ⋅
= = =

+ + ⋅ + +

( , )f x y

( , )z f x y=
( , ) ( , )z f x x y y f x y∆ = + ∆ + ∆ −

x ( , ) ( , )xz f x x y f x y∆ = + ∆ −
y ( , ) ( , )yz f x y y f x y∆ = + ∆ −

( , )z f x y= x

( , )z f x y= y

yz x=
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Вычислим частную производную по переменной x: .  Показа-

тель , меняется только , следовательно, функция z — это степенная 

функция вида , значит . 

Вычислим частную производную по переменной y: . Основа-

ние , меняется только показатель , следовательно, функция z — это 

показательная функция вида , значит . 

Геометрический смысл частных производных 

Рис. 3 

а) При  проведем через точку  вертикальную плоскость, па-
раллельную оси , которая пересечет поверхность  по кривой а, из 

геометрического смысла производной тангенс угла наклона ка-

сательной к этой кривой в данной вертикальной плоскости; аналогично 

. 

Справедливы теоремы о поведении функции в зависимости от знака про-
изводной: если некоторая частная производная положительна, то по направле-
нию, параллельному соответствующей оси, функция возрастает; а если отрица-
тельна, то убывает.  

( )yz x
x x
∂ ∂

=
∂ ∂

y const= x
px 1( )y yx yx

x
−∂

=
∂

( )yz x
y y
∂ ∂

=
∂ ∂

x const= y
ya ( ) lny yx x x

y
∂

=
∂

y const= M
Ox ( , )z f x y=

( , )M x y

z tg
x

α∂
= −

∂

( , )M x y

z tg
y

β∂
=

∂

β
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Частные производные высших порядков 

По определению вторая производная есть производная от первой произ-
водной. Для функции двух переменных формально возможно четыре варианта: 
дважды дифференцировать по , дважды продифференцировать по , и пара 
смешанных производных — сначала продифференцировать по , затем по  и 
наоборот. Обозначают эти производные второго порядка соответственно, как 

  . 

Пример 3. Найти вторые смешанные производные от функции
. 

Найдем частные производные первого порядка 

, 

. 

Теперь, зная производные первого порядка, найдем смешанные произ-
водные второго порядка. 

, 

. 

Замечание. Отметим без доказательства, что не только в этом примере, но 
и всегда ответ для смешанной производной не зависит от порядка дифференци-

рования: . Это правило верно для смешанных производных любого 

порядка. Поэтому, если требуется найти , это означает что нужно четыре 

раза продифференцировать по  и три раза по , причем в любом порядке. 

§3. Полный дифференциал функции двух переменных, его
геометрический смысл. Применение дифференциала в приближенных 

вычислениях и для оценки погрешностей. Уравнение касательной 
плоскости и нормали к поверхности 

Полное приращение функции двух переменных представим в виде 
 (3.7) 

x y
x y

2

2 ,xx
zz

x
∂′′ =
∂

2

2 ,yy
zz

y
∂′′ =
∂

2

,xy
zz

x y
∂′′ =
∂ ∂

2

yx
zz

y x
∂′′ =
∂ ∂

10sin( )yz x e=

10 10 10 10 9 10cos( ) ( ) ( )cos( ) 10 cos( )y y y y y y
xz x e x e e x x e x e x e

x x
∂ ∂′ = = =
∂ ∂

10 10 10 10cos( ) ( ) cos( )y y y y
yz x e x e e x x e

y
∂′ = =
∂

( )
2

9 10 9 10 10 1010 cos( ) 10 cos( ) sin( )y y y y y y
xy

zz x e x e x e x e x e x e
x y y
∂ ∂′′  = = = − ∂ ∂ ∂

( )
2

10 10 9 10 10 10cos( ) 10 cos( ) sin( )y y y y y y
yx

zz x e x e x e x e x e x e
y x x
∂ ∂′′  = = = − ∂ ∂ ∂

2 2z z
x y y x
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

7

4 3

z
x y
∂

∂ ∂
x y

2 2
1 1 2 2 2( ) ( )z A x B y A x B x y C y∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆ ∆ + ∆ +
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Положим . Тогда , разделив на  и пе-

рейдя к пределу, найдем ; аналогично, при , получим . 

Определение 5. Дифференциалом  называется главная линейная часть 
приращения функции.  Подставив в (3.7) найденные значения ,  и отбросив 
слагаемые более высоких порядков малости по сравнению с  и , получим 

. (3.8 а) 

Формула применяется в приближенных вычислениях. Поскольку для не-
зависимых переменных дифференциал совпадает с приращением x dx∆ = , 

, то (3.8 а)  принимает вид 

 .    (3.8 б)

Выражение (3.8 б) называют еще полным дифференциалом. В случае трех и 
большего числа переменных в формуле для дифференциала будет такое же ко-
личество слагаемых. 

Замечание. Для функции одной переменной  производную мож-
но выразить через отношение дифференциалов. Для функций даже только двух 
переменных это неверно, например, при подстановке (3.8 б) отношений диффе-
ренциалов после сокращения на  получится , поэтому для обозначе-
ния частных производных используется в отличие от печатного , которое за-
креплено за дифференциалом, рукописное . 

Геометрический смысл дифференциала 

Из геометрического смысла дифференциала функции одной переменной 
приращение в нашем случае аппликаты касательных к кривым  и  (для со-
ответствующих вертикальных плоскостей, параллельных осям координат см. 
рис. 3), поэтому, так как проведенная через касательные для частных прираще-
ний и  плоскость будет касательной плоскостью к поверхности 

 и геометрический смысл дифференциала для произвольных при-
ращений  , — приращение аппликаты касательной плоскости. 

Следствие. Сменим обозначения: будем считать, что дифференциал 
функции ( , )z f x y= вычисляется в точке ( )0 0 0,M x y , а точка ( ), ,M x y z  лежит 
на касательной плоскости, тогда , , 

, частные производные будут , , 

тогда из (3.8 а) после подстановки новых обозначений, мы выведем уравнение 
касательной плоскости к поверхности   в точке 0 0 0 0 0( , , ( , ))C x y f x y  
(для точки 0 0 0( , )M x y D∈ ) 

0y∆ = 2
1 2 ( )xz A x A x∆ = ∆ + ∆ + x∆

1
zA
x
∂

=
∂

0x∆ = 1
zB
y
∂

=
∂

dz
1A 1B

x∆ y∆
z zdz x y
x y
∂ ∂

= ∆ + ∆
∂ ∂

y dy∆ =
z zdz dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

( )y xϕ=

dx 2dz dz=
d

∂

a b

x∆ y∆
( , )z f x y=

0x∆ ≠ 0y∆ ≠

0x x x∆ = − 0y y y∆ = −

0 0 0( , )dz z z z f x y= − = −
0M

z f
x x
∂ ∂

=
∂ ∂

0M

z f
y y
∂ ∂

=
∂ ∂

( , )z f x y=
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.  (3.9) 

Если перенести все слагаемые в правую часть, тогда коэффициент перед 
 будет равен ( ), значит, вектор нормали  к плоскости будет 

 

и уравнения нормали к поверхности  для точки  будет 

. (3.10) 

Пример 4. Написать уравнение касательной плоскости и нормали к по-

верхности  для точки . 

В нашем случае . ; . 

; . 

Подставив вычисленные коэффициенты в уравнения (3.9) и (3.10), полу-

чим уравнения касательной плоскости  после упро-

щения 12 16 16 4 0x y z π+ − − − =  и нормали к поверхности . 

Применение дифференциала к приближенным вычислениям 

Как и для функции одной переменной , (при 1, 1x y<< << ) то 
есть ,  
тогда 

, (3.11) 
где  вычисляется по формуле (3.8 а). 

Пример 5. Вычислить приближенно . 
Введем функцию , тогда нас интересует значение этой 

функции . 
Заметим, что её значение в близкой точке M(1;3) легко вычисляется 

. В примере 2  были найдены частные производные, тогда вычис-

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
( , ) ( , )

( , ) ( ) ( )
M x y M x y

f fz f x y x x y y
x y
∂ ∂

− = ⋅ − + ⋅ −
∂ ∂

z 1− n

0 0 0 0 0 0( , ) ( , )

, , 1
M x y M x y

f fn
x y

 ∂ ∂ = − ∂ ∂  
( , )z f x y= 0 0 0( , )M x y

0 0

0 0 0

1
M M

x x y y z z
f f
x y

− − −
= =

∂ −∂
∂ ∂

3z x tgy= 0 (2; )
4

М π

0 0

3( , ) 8 8
4M M

f x y x tgy tg π= = = 23f x tgy
x
∂

=
∂

3
2

1
cos

f x
y y
∂

=
∂

0

3 4 12
4M

f tg
x

π∂
= ⋅ =

∂
0

2
2

1 18 8 16
2cos

4 2
M

f
y π
∂

= ⋅ = ⋅ =
∂  

 
 

8 12( 2) 16( )
4

z x y π
− = − + −

2 84
12 16 1

yx z
π−− −

= =
−

z dz∆ ≈
( , ) ( , )f x x y y f x y dz+ ∆ + ∆ − ≈

( , ) ( , )f x x y y f x y dz+ ∆ + ∆ ≈ +
dz

3,010,98
( , ) yz f x y x= =

(0,98;3,01)f

3(1,3) 1 1f = =
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лим их значения при , : ; 

, , . 

По формуле (3.8 а) имеем 

, 

из чего по формуле (3.11) получим . 

Применение дифференциала для оценки погрешности 

Пусть для вычисленной величины независимые пере-
менные  измерены с точностью  (или мы задаем их с 
такой точностью). 

Оценим погрешность результата с помощью дифференциала функции 
переменных: 

, 

окончательно, 

. (3.12) 

Пример 6. Определить ускорение силы тяжести  с помощью маятника. 

Воспользуемся формулой Томпсона , где Т — период колебания 

маятника, а l — его длина. Из формулы выразим : , . 

Вычислим . 

Возникает вопрос, какова погрешность полученного результата? Вычис-
лим значения частных производных: 

,   
2

2
2

(1,2) T 2

4
T

g
l

π π
=

∂
= =

∂
 ; 

1x = 3y = ( )1

(1,3)
(1,3)

3yf y x
x

−∂
= ⋅ =

∂

( )
(1,3)

(1,3)

ln 0yf x x
y
∂

= =
∂

0,02x∆ = − 0,01y∆ =

0 0 0 0( , ) ( , )x y x y

f fdz x y
x y
∂ ∂

= ⋅∆ + ⋅∆
∂ ∂

3 ( 0,02)= ⋅ − + 0 0,01⋅ = 0,06−

(0,98;3,01) (1;3) 1 0,06 0,94f f dz≈ + = − =

1 2( , , , )nz f x x x= 

1 2, , , nx x x 1 2, , , nx x x∆ ∆ ∆

n

1 2
1 2

n
n

f f fz dz x x x
x x x
∂ ∂ ∂

∆ ≈ = ∆ + ∆ + + ∆ ≤
∂ ∂ ∂

 1
1

f x
x
∂

∆ +
∂ 2

2

f x
x
∂

∆ +
∂

 n
n

f x
x
∂

+ ∆
∂

1 2
1 2

n
n

f f fz x x x
x x x
∂ ∂ ∂

∆ ≤ ∆ + ∆ + + ∆
∂ ∂ ∂



g

2 l
g

πΤ =

g 2 24 l
g

πΤ = 2
24 lg π=

Τ
Возьмем маятник длиной l =1  м при  точности измерения ∆l = 1 мм =             

= 0,001 м , а с помощью секундомера измерим период Τ  =  2 сек., тогда 
точность измерения ∆Τ = 0,01 сек.  

2 2 2
2

1
2

14 4 9,8702286
4l

lg π π π
=
Τ=

= = = =
Τ

2 2

2 2

4 4g l
l l

π π ∂ ∂
= = ∂ ∂ Τ Τ 
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,  . 

В нашем случае в правой части (3.12) будет два слагаемых: 

. 

Следовательно,  или . 
Замечание. Предположим, что мы хотим повысить точность. Так как в 

данном примере точность для измерения времени  сек. в десять раз 
хуже, чем точность измерения длины , а частные производ-
ные по абсолютной величине одинаковы, то прежде всего надо поднять точ-
ность измерения времени в десять раз, а затем можно синхронно улучшать точ-
ность и по времени, и по длине. 

§4. Дифференцирование сложной функции.
Дифференцирование неявных функций

Пусть дана функции , где 




=
=

),,(
),,(

vuyy
vuxx

и каждая из функций 

имеет частную производную по каждой из переменных, тогда 

(3.13) 

Доказательство. Полное приращение 

, 

где     — бесконечно малая величина более высокого порядка, чем ∆x и ∆y. Раз-
делим обе части равенства на  и перейдем к пределу 

, 

аналогично для второй новой переменной : 

, 

что доказывает равенства (3.13). 

2

2

4g lπ ∂ ∂
= = ∂Τ ∂Τ Τ 

2

3

8 lπ
−

Τ

2
2

3
1(1,2)
2

8
l

g lπ π
=
Τ=

∂
= − = −

∂Τ Τ

2 2 2

(1,2) (1,2)

0,001 0,01 0,011 0,11g gg l
l

π π π∂ ∂
∆ ≤ ⋅ ∆ + ⋅ ∆Τ = ⋅ + ⋅ = <

∂ ∂Τ

9,87 0,11g = ± g ∈ (9,76; 9,98)

0,01∆Τ =
∆l =1 мм = 0,001 м

( , )z f x y=

,

.

z z x z y
u x u y u
z z x z y
v x v y v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = ⋅ + ⋅∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( ) ( )( )2 2z zz x y x y
x y

α∂ ∂
∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆

∂ ∂

u∆

( ) ( )( )2 2

0
lim
u

x yz z x z y
u x u y u u

α

∆ →

 ∆ + ∆ ∂ ∂ ∆ ∂ ∆
= ⋅ + ⋅ + ∂ ∂ ∆ ∂ ∆ ∆ 

 

z x z y
x u y u
∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂

v

( ) ( )( )2 2

0
lim
u

x yz z x z y
v x v y v v

α

∆ →

 ∆ + ∆ ∂ ∂ ∆ ∂ ∆
= ⋅ + ⋅ + ∂ ∂ ∆ ∂ ∆ ∆ 

 

z x z y
x v y v
∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂

α
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В качестве примера рассмотрим обычную неявную функцию  и 
продифференцируем обе части по .  

По формуле (3.13) получим ( ) ( ) 0,F Fx y
x x y x

∂ ∂ ∂ ∂
⋅ + ⋅ =

∂ ∂ ∂ ∂
т. е.  

, отсюда производная 

. (3.14) 

Пример 7. Найти производную неявной функции 
. 

По формуле (3.14) 

. 

§5. Производная по направлению.
Градиент функции, его геометрический смысл 

Когда мы вводили частные производные, то отмечали, что вычисляли их 
по одному из двух направлений, параллельных осям координат.   

Сейчас найдем производную по направлению прямой, образующую угол 
 с положительным направлением оси , обозначим длину направляющего 

вектора  через  (рис. 4).  

Рис. 4 

Из чертежа легко видеть, что для точки  на прямой 

( , ) 0F x y =
x

1 0F F y
x y

∂ ∂ ′⋅ + ⋅ =
∂ ∂

F
xy F
y

∂
∂′ = −
∂
∂

4 52 3 0ctgytgx x y x y+ + − =

( )
( )

4 5 1 3 5
2

4 5 4 4
2

12 3 2 4
cos

12 3 ln( ) 3 5
sin

ctgy ctgy

ctgy ctgy

tgx x y x y ctgy tgx x y
x xy

tgx x y x y tgx tgx x y
y y

−∂ + + − ⋅ ⋅ + −
∂′ = − =
∂ + + − − ⋅ ⋅ + −
∂

α Ох
l l

( , )M x y

0

0

cos ,
sin .

x x l
y y l

α
α

= +
 = +
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По формуле (3.13)  , т. е. 

 

или, что тоже самое 

.    (3.15) 

Формула (3.15) и есть производная функции  по направле-
нию вектора . 

Определение 6. Вектором градиента функции ( , )z f x y=  называется век-
тор, состоящий из частных производных 

 .    (3.16 а) 

Для функции трех переменных  

 .   (3.16 б) 

 Выясним геометрический смысл градиента. Рассмотрим единичный век-

тор   по направлению вектора . Тогда по формуле ска-

лярного произведения равенство (3.15) можно переписать в виде: 

. 

Так как  и , то  по направлению век-

тора , то есть по этому направлению функция растет быстрее всего (ко-
гда вы поднимаетесь на гору, то направление градиента — это направление 
наибольшей крутизны, следуя которым можно быстрее всего выйти на верши-
ну). Есть соответствующий градиентный метод нахождения наибольшего зна-
чения функции.  
 Отметим еще одну геометрическую связь:  перпендикулярен лини-

ям уровня  (с одной стороны , с другой стороны  и  

поэтому векторы нормали к касательным этих линий совпадает с векторами 
градиента). Поэтому, если уравнение поверхности в пространстве задается в 
неявном виде: , то векторы градиента этой функции 

 являются векторами нормали в соответствующих точ-

( ) ( )0 0cos sinz z zx l y l
l x l y l

α α∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + + ⋅ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

cos sinz z z
l x y

α α∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂

cos sinf f f
l x y

α α∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂
( , )z f x y=

l

,f fgradf
x y

 ∂ ∂
=  ∂ ∂ 

( , , )u x y zϕ=

, ,grad
x y z
ϕ ϕ ϕϕ

 ∂ ∂ ∂
=  ∂ ∂ ∂ 

{ }1 cos ,sinll
l

α α= = l

1 1cos sin cos cosf f f gradf l gradf l gradf
l x y

α α ϕ ϕ∂ ∂ ∂
= + = ⋅ = ⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂

1 cos 1ϕ− ≤ ≤ cos0 1=
max

f gradf
l

∂  = ∂ 
gradf

gradf

( , )f x y c= 0c′ = cos 0
2
π
=

( , , ) 0x y zΦ =

, ,grad
x y z

 ∂Φ ∂Φ ∂Φ
Φ =  ∂ ∂ ∂ 
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ках поверхности. Отсюда, если точка  лежит на этой поверхности, 
то уравнение нормали к ней имеет вид  

,     (3.17) 

а уравнением касательной плоскости будет  

.   (3.18) 

Сравните с (3.10) и (3.9) соответственно, когда уравнение поверхности задано в 
явном виде. 
 Замечание. Обобщим для функции трех переменных  кроме век-

тора градиента , задающим в пространстве прямую, вдоль 

которой функция  быстрее всего изменяется (растет по направлению 
градиента и убывает в противоположном направлении), а также формулу про-
изводной по направлению вектора   

, 

где  — есть единичный вектор по направлению вектора . 

 Пример 8. В условиях примера 4 на стр. 11 найти:  
а) 

2;
4

gradf π 
 
 

;  

б) производную под углом  к оси ;  

в) в точке 0 2;
4

M π 
 
 

. 

 В примере 4 были найдены 
(2; ) (2; )4 4

12; 16.f f
x yπ π

∂ ∂
= =

∂ ∂
  

Следовательно, теперь можем найти:  
а) { }2;

4
12,16 ;gradf π 

 
 

=  

б) 316
2

⋅ =  ;  

в) . 

0 0 0 0( , , )M x y z

0 00

0 0 0

M MM

x x y y z z

x zy

− − −
= =

∂Φ ∂Φ∂Φ
∂ ∂∂

0 00

0 0 0( ) ( ) ( ) 0
M MM

x x y y z z
x y z

∂Φ ∂Φ ∂Φ
⋅ − + ⋅ − + ⋅ − =

∂ ∂ ∂

( , , )f x y z

, ,f f fgradf
x y z

 ∂ ∂ ∂
=  ∂ ∂ ∂ 

( , , )f x y z

l

0 0 00

cos cos cos
M M MM

f f f f
l x y z

α β γ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂

{ }cos ,cos ,cosl
l

α β γ= l

3
πα = Ox

max

f
x
∂ 

 ∂ 

12 cos 16 sin
3 3

f
l

π π∂
= ⋅ + ⋅ =

∂
112
2
⋅ + 6 8 3 19,86+ ≈

0

2 2

max

4 3 4 20
M

f gradf
x
∂  = = + = ∂ 
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§6. Экстремум функции двух переменных, его необходимое  
и достаточное условия. Наибольшее и наименьшее значения функции  

в замкнутой области 
 

 Рассмотрим функцию , заданную в некоторой области  
плоскости . 

Определение 7. Точка  называется точкой локального макси-
мума (минимума), если значение функции в этой точке больше (меньше), чем 
её значения в некоторой окрестности этой точки (рис. 5). Точки локального 
максимума и минимума называются экстремумами функции. 

 

 
Рис. 5. Точка локального максимума 

 
Необходимое условие экстремума. Пусть точка экстремума. 

Пусть экстремум гладкий, то есть существует касательная плоскость               
(рис. 5) и она горизонтальна (т. е. параллельна плоскости xOy), тогда 

, а значит, выполнены условия: 

      (3.19)  

или одна из производных, или обе не существует (например, для «горы в виде 
пика»). Точки, в которых выполнено необходимое условие экстремума (3.19) 
называются стационарными точками. 

Достаточное условие экстремума. Пусть точка стационарная 
точка и, кроме того, в некоторой окрестности этой точки существуют непре-
рывные частные производные второго порядка: 

, , . 

 
 
 

( , )z f x y= D
xOy

0 0 0( , )M x y

0 0 0( , )M x y −

0tg tgα β= =

0,

0,

f
x
f
y

∂ =∂
∂ =
∂

0 0 0( , )M x y −

0

2

2
M

fA
x

∂
=
∂

0

2

M

fB
x y
∂

=
∂ ∂

0

2

2
M

fC
y

∂
=
∂

M0 



18 

Тогда:  
1) если  

,      (3.20) 
 

то точка это точка экстремума, при ,  – локального минимума, 
а при ,  – локального максимума; 
2) если ,  то локального экстремума не существует; 
3) если ,  то необходимы дополнительные исследования с привле-

чением производных высших порядков. 
Доказательство. Если сменить обозначения в формуле (3.11) на стр. 11, 

заменив ( )0 0 0 0, , , ,x x y y x x x y y y→ → → + ∆ → + ∆  то  

, 

где мы ограничиваемся полным дифференциалом. Можно продолжать эту фор-
мулу с помощью дифференциалов второго, третьего и большего порядков, в ре-
зультате получится ряд Тейлора, который мы приведем без доказательства: 

 

     

  

    (3.21) 

 Вернемся от формулы (3.21) к первоначальной записи (3.11), где 
, ; так как кроме того в стационарной точке  в 

силу (3.19) линейные слагаемые пропадут, получим 

, 

где  бесконечно малая: , где . 

, где xt
y

∆
=
∆

. 

1) Пусть дискриминант квадратного трехчлена  
. 

Тогда при  в малой окрестности точки  можно сделать 
второе слагаемое меньше первого и, следовательно, знак правой части совпада-

2 0B AC− <

0M − 0A > 0C >
0A < 0C <
2 0B AC− >
2 0B AC− =

0 0

0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
M M

f ff x y f x y df x y f x y x x y y
x y
∂ ∂

≈ + = + ⋅ − + ⋅ −
∂ ∂

0 0

0 0 0 0( , ) ( , ) ( ) ( )
M M

f ff x y f x y x x y y
x y
∂ ∂

= + ⋅ − + ⋅ − +
∂ ∂

0

2
2

02

1 ( )
2! M

f x x
x

 ∂ ⋅ − +
 ∂

0

0 02 ( )( )
M

f x x y y
x y
∂

+ ⋅ − −
∂ ∂

0

2
2

02 ( )
M

f y y
y

∂ + ⋅ −
∂  0

3
3

03

1 ( )
3! M

f x x
x

 ∂+ ⋅ − +
 ∂

0

3
2

0 023 ( ) ( )
M

f x x y y
x y
∂

+ ⋅ − −
∂ ∂

0

3
2

0 023 ( )( )
M

f x x y y
x y
∂

+ ⋅ − − +
∂ ∂

0

3
3

03 ( )
M

f y y
y

∂ + ⋅ − +
∂ 


0x x x− = ∆ 0y y y− = ∆ 0 0 0( , )M x y

( ) ( )2 2 2 2
0 0

1( , ) ( , ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
2

f x y f x y A x B x y C y x yα− = ∆ + ∆ ∆ + ∆ + ∆ + ∆

α −
0

lim 0
ρ

α
→

= 2 2( ) ( )x yρ = ∆ + ∆

( ) ( )
2

2 2 2
0 0

( )( , ) ( , ) 2 ( ) ( )
2
yf x y f x y At Bt C x yα∆

− = + + + ∆ + ∆

2 0D B AC= − <
0α → 0 0 0( , )М x y
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ет со знаком квадратного трехчлена. Так как из  следует, что А и С 
одного знака, что приводит к двум возможным случаям: 
а) , , тогда  и это точка минимума; 
б)  , тогда  и это точка максимума. 

2) При  квадратный трехчлен может быть разных знаков, то 
есть функция возрастает на одних направлениях, и убывает по другим. 

3) При  будет корень ,  при котором останутся слагаемые 
(дифференциалы) третьего и более высокого порядка, что требует дополни-
тельных исследований. 

Пример 9. Исследовать функцию  на экстремум. 
1) Найдем стационарные точки из условия (3.19):

    →  

Откуда  и , , т.е. найдены две стационарные точки 
, . 

2) Вычислим вторые производные

, ;  

и вычислим их значения в стационарных точках: 
в точке  получим , , , тогда , 
следовательно, в начале координат экстремума нет; 
в точке  получим , , , , 
следовательно, в силу (3.20), и положительности 2 2,A C  следует, что точка 

 — точка минимума. 

Наибольшее и наименьшее значения функции в замкнутой области 

В случае функции одной переменной наибольшее и наименьшее значение 
функции на отрезке достигаются или в точках экстремума внутри интервала 
или на концах отрезка. Аналогично для функции нескольких переменных в 
замкнутой области наибольшее и наименьшее значения функции могут дости-
гаться или в стационарных точках внутри области (мы ограничиваемся гладким 
случаем) или на границе области. Поэтому необходимо:  

1) найти все стационарные точки, но оставить из них только точки, при-
надлежащие области; 

2) подставив по очереди уравнения границы области в заданную функцию
(их может быть несколько), исследовать на экстремум получившиеся функции 
одной переменной, что добавит еще точки, подозрительные на экстремум; 

2 0B AC− <

0A > 0C > 0 0( , ) ( , ) 0f x y f x y− > 0 0 0( , )М x y −
0,A < 0C < 0 0( , ) ( , ) 0f x y f x y− < 0 0 0( , )М x y −

2 0D B AC= − >

2 0D B AC= − = 0t

3 3 3z x y xy= + −

( )

( )

3 3 2

3 3 2

3 3 3 0,

3 3 3 0.

f x y xy x y
x x
f x y xy y x
y y

∂ ∂ = + − = − =∂ ∂
∂ ∂ = + − = − =
∂ ∂

2

4 3

,
3( ) 0, ( 1) 0.
y x

x x x x

 =


− = − =

1 0,x = 1 0y = 2 1x = 2 1y =

1(0,0)M 2 (1,1)M

( )
2

2
2 3 3 6f x y x

x x
∂ ∂

= − =
∂ ∂

( )
2

23 3 3f x y
x y y
∂ ∂

= − = −
∂ ∂ ∂

2
2

2 (3 3 ) 6f y x y
y y

∂ ∂
= − =

∂ ∂

1(0,0)M 1 0A = 1 3B = − 1 0C = 2
1 1 1 1 9 0D B AC= − = >

2 (1,1)M 2 6A = 2 3B = − 2 6C = 2
2 2 2 2 9 36 0D B A C= − = − <

2 (1,1)M
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3) вычислить значения функции в точках из первого и второго пунктов и
на границах выделенных интервалов 2-го пункта (если они есть) и, наконец, 
выбрать из них самое большое или самое маленькое. 

Пример 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
 в области   , . 

Построим область  

Рис. 6 

Граница области состоит из трех частей: 
а)  ось ; б)  ось ; в) кривая, которая пе-

ресекает оси координат в точках  и , так как точка  даёт 

, то область  в первой четверти лежит под кривой 
(рис. 6).  

1) Найдем стационарные точки (см. пример 9 пункт 1) — это точки
, , которые принадлежат области , так как . 

2) Исследуем поведение функции на границе:
a) , , . Так как  возрастает, 

то наименьшее значение на отрезке достигается в точке , а наи-
большее в точке ; 

б) в силу симметрии функции  ситуация на оси  ана-
логична пункту а), поэтому нужно еще добавить точку ; 

в) на границе  или (0 2)x≤ ≤  

, продифференцируем 

. , , , , 

откуда получим точку ;  не существует при , отметим, что 
точка  была в пункте 2. 

3 3( , ) 3z f x y x y xy= = + − :D 0,y ≥ 0x ≥ 3 3 8x y+ ≤
.D

0y = − Ox 0x = − Oy 3 3 8x y+ = −

1(2,0)M 2 (0,2)M (0,0)O
3 30 0 0 8+ = < D 33 8y x= −

(0,0)O 0 (1,1)M D 3 31 1 2 8+ = <

0y = (0 2)x≤ ≤ ( )3 3 3
0 0

3
y y

z x y xy x
= =
= + − = 3x

1OM (0,0)O
1(2,0)M

( , ) ( , )f x y f y x= Oy
2 (0,2)M

3 3 8x y+ = 33 8y x= −

( ) 3 31 2

3 3

8
3

M M y x
z x y xy
∪ = −

= + − = 338 3 8x x− −

( ) ( )

3 3
33

2 23 33 3

43 8 6
8 8

x xz x
x x

 
− ′ = − − − = 

− −  

0z′ = 3 4 0x − = 3
3 4x = 3

3 4y =

3 3
3( 4, 4)M z′ 2x =

1(2,0)M
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3) Вычислим значения заданной функции в выделенных точках:
, , , , 

3 3
2 3(0,2) ( 4 , 4 )( , ) 8, ( , ) 0,441,M Mf x y f x y= ≈  сравнивая значения, очевидно, наи-

меньшее значение функции  достигается в точке минимума ; 
наибольшее значение функции  достигается в двух точках  и 

на границе области 

§7. Метод наименьших квадратов

Предположим, что известно табличное задание функции (табл. 1). 

Таблица 1 
… … 
… … 

Пусть требуется найти зависимость . Отметим, что можно выпи-
сать интерполяционный многочлен  Лагранжа (или Ньютона) степени 

, проходящий через все  точек , , …, . В 
то же время, если значения получены в результате опытов, то в силу по-
грешностей эти значения отклоняются от истинных. Поэтому, если построить 
эти  точек на плоскости, можно выдвинуть гипотезу о виде функции . 
Предположим, что у нас случай линейной зависимости , так как точки 
ложатся вдоль некоторой прямой (рис. 7). 

Рис. 7 

Наша цель — подобрать прямую, наиболее близко проходящую к точкам 
заданного множества , , …, . Для этого берут 
сумму квадратов расстояний (по вертикали) от точек  до точек  на 
прямой (вообще, расстояния измеряются по перпендикуляру, но брать сумму 
модулей таких расстояний и минимизировать её технически сложно; можно 
брать сумму модулей по вертикали, но эта сумма отличается в  раз; слож-
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O
f x y =
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M
f x y = −

1(2,0)
( , ) 8

M
f x y =
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8f ∗ = 1(2,0)M
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( , )k k kM x y kN
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ности еще в том, что модуль не везде дифференцируемая функция). Поэтому 
далее будем суммировать суммы квадратов отклонений по вертикали, отсюда и 

название самого метода: , из чего 

(очевидно, такой минимум существует). Вос-

пользуемся необходимым условием экстремума: 

Упростив и раскрыв скобки, получим: 
2

1 1 1

1 1

,

.

n n n

k k k k
k k k
n n

k k
k k

x a x b x y

x a n b y

= = =

= =

 ⋅ + ⋅ =

 ⋅ + ⋅ =


∑ ∑ ∑

∑ ∑
(3.22) 

Решив систему (3.22), мы и получим коэффициенты ,  линейной зави-
симости. 

Замечание. Если множество точек  ( ), нанесенных 
на плоскость, напоминает другую известную кривую, например, параболу 

, то аналогично можно получить систему — в этом случае трех 
линейных уравнений относительно коэффициентов  (добавится ещё одно 

условие ):

4 3 2 2

1 1 1 1

3 2

1 1 1 1

2

1 1 1

,

,

,

n n n n

k k k k k
k k k k
n n n n

k k k k k
k k k k
n n n

k k k
k k k

x a x b x c x y

x a x b x c x y

x a x b nc y

= = = =

= = = =

= = =

 ⋅ + ⋅ = ⋅ =

 ⋅ + ⋅ + ⋅ =



⋅ + ⋅ + =

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

и так далее. Можно показать, что полученные системы всегда имеют единст-
венное решение. 

Пример 11. По данным табл. 2  методом наименьших квадратов найти ли-
нейную функцию .  

Таблица 2 
1 2 3 4 5 
3 4 2,5 0,5 1 
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1
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k k
k

M N
=

→∑
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k k
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= − − →∑
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a b
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Для того чтобы составить систему (3.22), выпишем табл. 3 для подсчета 
соответствующих сумм. 

Таблица 3 
№ 

1 1 3 1 3 
2 2 4 4 8 
3 3 2,5 9 7,5 
4 4 0,5 16 2 
5 5 1 25 5 

15 11 55 25,5 

По данным табл. 3 составим систему уравнений 

Вычтем из первого уравнения системы утроенное второе, получим: 

. Из  второго уравнения, зная , найдем 
11 15 4,45

5
ab −

= = . Найдем 

координаты по  на этой прямой: 
, . 

Заметив, что при увеличении  на единицу значения  для данной линейной 
функции уменьшаются на 0,75, проще найти , 

,  (сравните с исходными ). 
На рис. 8 построены первоначальные точки , ,     

, ,  и линейная функция . 

Рис. 8 
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x y
3 2 0,75 2,95 0,75 2,2y y= − = − = 
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3(3;2,5)M 4 (4;0,5)M 5(5,1)M 0,75 4,45y x= − +
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ГЛАВА 4. ДВОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

§1. Двойной интеграл, его геометрический смысл и свойства

Чтобы обобщить интеграл Римана от функции одной переменной на 
функцию от двух переменных, рассмотрим задачу о вычислении объема  те-
ла, ограниченного сверху графиком положительной непрерывной функции 

 над данной областью  (рис. 9). 

Рис. 9 

1) Разобьем область  на n произвольных частей, где  есть пло-
щадь k-ой части, и разобьем тело на n частей с вертикальными стенками, где 

объем k-ой части. Очевидно,  

. 

2) Выберем в каждой части  точку ,  и заме-
ним каждую часть  на цилиндры  с высотами , тогда 

( )
1

, , ,
n

k k k
k

V f x y s
=

≈ ∆∑

полученная сумма называется интегральной суммой. 

3) Чем на большее число частей «разбивается» область , тем меньше
будут соответствующие , тем точнее мы сможем найти объем . Поэтому 
для получения точного ответа пусть  будет неограниченно расти, при этом 
все площади  должны быть близки к нулю. 

Определение 1. Двойным интегралом от функции  по области  
называется предел интегральных сумм, когда число разбиений  стремится к 
бесконечности, а максимальные площади разбиений стремятся к нулю: 

V

( , )z f x y= D

D ks∆

kV∆ −

1

n

k
k

V V
=
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ks∆ ( , )k k kM x y 1,2, ,k n= 
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 .          (4.1) 

Геометрическим смыслом двойного интеграла для непрерывной положи-
тельной функции  является объем тела под поверхностью 
над заданной областью . В силу существования объёма тела, который на 
практике можно найти с помощью закона Архимеда, естественна теорема су-
ществования предела (4.1), который для непрерывных функций не зависит ни 
от способа разбиения области  на части, ни от выбора точек  в каждой 
части. По аналогии с определенным интегралом Римана сформулируем свойст-
ва двойного интеграла: 

1. , .

2. . 

3. , где .           (4.2) 

Первые два свойства непосредственно вытекают из свойств предела, а 
третье свойство очевидно геометрически: если разрезать тело вертикальным 
цилиндром вдоль границы между  и , то  (рис. 10). 

Рис. 10 

Можно сформулировать еще два свойства, аналогичные свойствам 4, 5 у 
определенного интеграла (пункт 2.1 [1]), но при вычислении двойных интегра-
лов они нам не понадобятся. 

1max 0

( , ) lim ( , )
k

n

k k kn kD s

f x y ds f x y s
→∞

=∆ →

= ∆∑∫∫

( , )f x y ( , )z f x y=
D

D kM

( , ) ( , )
D D

cf x y ds c f x y ds=∫∫ ∫∫ c const=

[ ]1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )
D D D

f x y f x y ds f x y ds f x y ds+ = +∫∫ ∫∫ ∫∫

1 2

( , ) ( , ) ( , )
D D D

f x y ds f x y ds f x y ds= +∫∫ ∫∫ ∫∫ 1 2D D D∪ =

1D 2D 1 2V V V= +
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§2. Вычисление двойного интеграла в декартовой системе координат

Так как двойной интеграл не зависит от способа разбиения области  на
части, то будем разбивать её на прямоугольники (во внутренней части области

) со сторонами параллельными осям координат (рис. 11).

Рис. 11 

Так как площадь прямоугольника , а внутри каждого та-
кого прямоугольника мы можем выбрать по точке , то тогда ес-
тественно записать  и заменить двойной интеграл кратным 

( ) ( ) ( )1 2

1
2

1 1

max ,

, , lim ,

i j

n n

i j i jn i jD D n
x y

f x y dx f x y dxdy f x y x y
→∞ = =
→∞
∆ ∆ →∞

= = ∆ ∆∑∑∫∫ ∫∫ .  (4.3) 

Пусть сначала мы будем интегрировать по , а затем по x. 

Определение 2. Область  называется правильной областью по , ес-
ли в интервале  (внутренних точек отрезка , которому принадлежат 
значения абсцисс точек из ) каждая вертикальная прямая пересекает границу 
области  не более двух раз. 

Отметим, что при или  (рис. 12) границей может быть даже 
вертикальный отрезок.  

Рис. 12 

D

D

ij ij i js S x y∆ = = ∆ ∆


( , )ij i jM M x y=
ds dxdy=

y

D y
( , )a b [ , ]a b

D
D

x a= x b=

0 

D 
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Тогда область  можно задать системой неравенств: 

 ( ), (4.4) 

при этом пределы изменения  при каждом фиксированном  свои. Поэтому 
можно однозначно расставить пределы интегрирования: 

. (4.5) 

Последнее обозначение придумано, чтобы без лишних скобок было по-
нятно, какие пределы к каким неизвестным относятся. Сначала берется внут-
ренний интеграл по , при этом мы двигаемся по вертикали, где  считается 
константой (эта операция является обратной к взятию частной производной по 
переменной ), затем, после подстановки по формуле Ньютона-Лейбница пе-
ременных пределов интегрирования внутреннего интеграла, останется взять 
обычный интеграл от получившейся функции от одной переменной . 

Пример 1. Вычислить , где область ограничена линиями 

,  (  ). 

1) Нарисуем чертеж (рис. 13).

Рис. 13 

2) Уравнение окружности  разрешенное относительно  при 

условии , описывается зависимостью , где корень взят со зна-
ком плюс. 

3) Область D, очевидно, правильная по . Чтобы найти верхний (правый) 
предел интегрирования для переменной , надо решить систему уравнений 

 откуда . Из условия  следует, что , тогда об-

ласть  можно задать условием  , . 
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Итак, расставим пределы интегрирования и возьмем сначала внутренний 
интервал по y (считая x2 константой) 

 

. 

Пример 2. Изменить порядок интегрирования 

. 

В данных двух интегралах внутренние интегралы берутся по , а внеш-
ние — по , требуется внутренний брать по , а внешний — по . В некоторых 
случаях такое изменение направления интегрирования значительно упрощает 
вычисление интеграла.   

Сначала, по пределам интегрирования, восстановим подобласти интегри-
рования и построим их:  

а) для первого интеграла область : ,  (рис. 14); 
б) для второго интеграла область : ,  (рис. 14); 

Рис. 14 

Заметим, что при  области и  сходятся на одной высоте 

 и . Следовательно, для нового инте-

грала, при смене порядка интегрирования, можно будет обойтись одним инте-
гралом, для которого внешние пределы по  будут от 0 до 1. Из чертежа           
(рис. 14) очевидно, что область 1 2D D D=   правильная по x. Так как  и  
меняются ролями, при этом внутренний интеграл берется по х, требуется выра-
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зить  через : для левой границы , следовательно, ; для правой 
границы , следовательно, . 

Итак, во внутреннем интеграле  меняется при движении вдоль оси 
от параболы  до прямой . Окончательно получим 

. 

Замечание. Второй вариант расстановки пределов интегрирования пред-
почтителен по двум причинам:  

1) вычисляется один интеграл, а не два;
2) в пределах интегрирования пропал  — что может упростить вычис-

ления; конечно, вычисления еще зависят и от подынтегральной функции, и знак 
корня может уничтожаться в вычислениях, как, например, в примере 1, поэтому 
при решении, в каком порядке интегрировать, надо смотреть и на подынте-
гральную функцию тоже.  

В том же первом примере, если брать внутренний интеграл по , то таб-

личный интеграл , и нечетная степень оставит знак корня. 

Из вышесказанного замечания следует, что в первую нужно проверить, 
будет ли область правильной. Например, для области, изображенной на 
рис. 15 а, нужно брать внешний интеграл по , а внутренний – по .  

а)                б)            в) 
Рис. 15 

В общем случае, область может не быть правильной ни по , ни по . 
Примером такой области может быть «кольцо» (рис. 15 б), и тогда её надо бу-
дет разрезать на несколько правильных подобластей (рис. 15 в). Затем приме-
нить формулу (4.2), которая справедлива для любого конечного числа подобла-
стей. Для того же «кольца», разбитого на четыре части, в формуле будет четыре 
интеграла. 

Однако, для интегралов, граница области интегрирования которых явля-
ется окружностью (или ее сектором) с центром в начале координат, полезным 
является способ, переводящий вычисления в полярную систему координат. Он 
рассматривается в следующем параграфе.    

x y y x= 2x y=
2y x= − 2x y= −

x Ox
2x y= 2x y= −
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§3. Интегрирование двойного интеграла в полярной системе координат

Напомним, что формулы, связывающие полярную систему координат с 

декартовой, имеют вид  

Выполнив замену переменной, получим 
,   (4.6) 

осталось показать, что  (последняя формула отражает неравно-
мерность координатной сетки в полярной системе координат, для которой при 
одних и тех же ϕ∆  и r∆   площадь S∆  растет пропорционально радиусу). 

Воспользуемся дифференциальным методом (рис. 16): для части сектора 
ABCD между двумя окружностями радиуса r и r+∆r 

( )
=∆⋅−∆⋅

∆+
=−=∆ ϕϕ

22

22 rrrSSs OABODC , и . 

Пусть область ограничена двумя лучами , , и  
(теперь 1 2( )и ( )r rϕ ϕ  заданные функции на границе области), она будет пра-
вильной по , если любой луч ( )1 2α ϕ α< <  пересекает границу не более двух 
раз (рис. 16). Тогда можно расставить пределы интегрирования 

. (4.7) 

Рис. 16 

Пример 3. Вычислить интеграл  по области , ограничен-

ной двумя окружностями ,  и двумя лучами , 

и расположенной в первой четверти. 
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Рис. 17 

Построим область (рис. 17). Когда границы области содержат окруж-
ности с центром в начале координат, удобно перейти к полярной системе коор-
динат. Переходя по формуле (4.7) к полярным координатам, учитывая, что об-
ласть  правильная, получим 

 

. 

Так как после вынесения  как константы за знак внутреннего интеграла 
в этом интеграле подынтегральная функция зависит только от , а пределы ин-
тегрирования постоянны, то двойной интеграл равен произведению интегралов 

от  и от . Тогда ( )
22 2 2 2 22 33

1 1
66

1 4 1
2 2 4 9 36 16

rd rdr

ππ

ππ

ϕ π π πϕ ϕ
 

= ⋅ = − − = 
 

∫ ∫ . 

Пример 4. Вычислить несобственный интеграл первого рода 

2

2
.

x

A e dx
−∞

−∞

= ∫   

Отметим, что этот интеграл используется в теории вероятностей, но соответст-

вующий неопределенный интеграл   относится к  «неберущимся». 

Возьмем такой же интеграл 

2

2
y

A e dy
−∞

−∞

= ∫ , и перемножив их, получим 

2 2 2 2
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++∞ +∞ +∞ +∞− − −

−∞ −∞ −∞ −∞

= =∫ ∫ ∫ ∫  Перейдем к полярной системе координат, 

отметим, что  и интеграл берется по всей плоскости. 
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2 2 2 2
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   
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Следовательно, . 

Замечание. Из геометрического смысла определенного интеграла (он мо-

жет быть и несобственным) следует, что площадь под кривой 
2

2
x

e
−

, Rx∈  будет
равна , а так как площадь под функцией плотности  на всей оси есть 
достоверное событие, вероятность которого равна единице, то в простейшем 
нормальном законе распределения в качестве функции плотности берут функ-

цию 
2

21( )
2

x

f x e
π

−
= , её график есть кривая Гаусса. 

§4. Вычисление площадей плоских фигур с помощью двойного интеграла

Ранее мы отмечали, что интеграл от дифференциала позволяет вычислять 
изменение величины под знаком дифференциала на множестве, по которому 

берется интеграл, например, , для двойного интеграла 

, (4.8) 

то есть интеграл от дифференциала площади равен площади области . Но по 
сравнению с использованием одномерного определенного интеграла Римана 
использование двойного интеграла даёт гораздо больше возможностей его вы-
числения: можно брать внутренний интеграл по , внешний — по , а можно 
наоборот. Также можно перейти к полярной системе координат или сделать за-
мену переменных, при которой получаются простые пределы интегрирования 
или упрощение подынтегральной функции. 

Пример 5. Пусть область  задана двумя лучами 1ϕ ϕ=  и 2ϕ ϕ=  и кри-
вой , заданной в полярной системе координат (рис. 18). Тогда при пере-
ходе к полярной системе координат 

2 2

1 1 1
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ϕϕ ϕ ϕ2ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ= = =∫∫ ∫ ∫ ∫ ϕ = 

1 
∫ r2

2
( )dϕ ϕ , 

и мы вывели (как частный случай перехода к полярной системе координат для та-
ких областей ) формулу (2.10) [1], соответствующая область указана на рис. 18. 

2A π=

2π ( )f x
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Рис. 18 

Пример 6. Вычислить площадь эллипса .

Мы перейдем к обобщенной полярной системе координат: 
cos ,
sin ,

x ar
y br

ϕ
ϕ

=
 =

 в 

ней уравнение эллипса будет , так как r — расстояние, то , а значит 
. 

Геометрический смысл  угол с положительным направлением к оси 
OX и, чтобы «обежать» эллипс, надо сделать полный оборот вокруг начала ко-
ординат, то есть . Без доказательства приведем формулу перехода к 

новой системе координат в двойном интеграле при замене 

( ) ( ) ( )( ), , , ,
D D

f x y dxdy f x r y r drdIϕ ϕ ϕ=∫∫ ∫∫ ,              (4.9) 

где определитель 

x y
r rI
x y
ϕ ϕ

∂ ∂
∂ ∂=
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∂

(4.10) 

∂

называют якобианом, который показывает, во сколько раз изменяются площади 
при данном преобразовании (обоснование см. на стр. 65-66).  

В нашем случае  
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𝜕
𝜕𝑟

(𝑎𝑟cos𝜑)

𝜕
𝜕𝜑

(𝑎𝑟cos𝜑)
� �

𝜕
𝜕𝑟

(𝑏𝑟sin𝜑)

𝜕
𝜕𝜑

(𝑏𝑟sin𝜑)
�� = �

𝑎cos𝜑        𝑏sin𝜑
−𝑎𝑟sin𝜑   𝑏𝑟cos𝜑� = 𝑎𝑏𝑟,

отметим, что при  у нас получится полярная система координат, поро-
жденная единичной окружностью с центром в начале координат. 
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Рис. 19 

Подставив I в (4.9), получим площадь эллипса: 𝑆эллипса = ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦 =
𝐷

=𝑎𝑏 ∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0
∫ 𝑟𝑑𝑟 = 𝜋𝑎𝑏
1

0
эллипса при 

§5. Вычисление объемов тел с помощью двойного интеграла

Пусть тело ограничено поверхностями  и  над обла-
стью  (рис. 20). 

Рис. 20 

Тогда 

.  (4.11) 

Используя геометрический смысл двойного интеграла, проведите доказа-
тельство самостоятельно, которое аналогично выводу формулы вычисления 
площади плоской фигуры с помощью определенного интеграла (2.9) [1]. 

Пример 7. Найти объем тела, ограниченного поверхностями , 
, , . 

 (рис. 19). Отметим, если рассмотреть частный случай 
2

кругаS Rπ=

1( , )z f x y= 2 ( , )z f x y=
D

[ ]2 1( , ) ( , )
D

V f x y f x y dxdy= −∫∫

4z x= −
y x= 2y x= 0z =

ϕ =π /2

ϕ = 0

ϕ =2π 

ϕ = 3π /2

ϕ =π 

, то мы получим для круга радиуса R площадь a = b = R .  
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Построим чертеж (рис. 21): z=0 — горизонтальная координатная плос-
кость ; z=4 – x — плоскость, параллельная оси Oy , так как в уравнении от-

сутствует переменная ; , параболические цилиндры, парал-
лельные оси .  В данном случае верхняя плоскость  
нижняя — , хотя при  можно воспользоваться геомет-
рическим смыслом интеграла для наклонной плоскости, поэтому 

. 

Рис. 21                    Рис. 22 

Область рекомендуется построить отдельно (рис. 22) на плоскости 

(куб. ед.). Если вы не видите, почему верхний предел 4x = , то см. пункт 2б) на 
стр. 36.  

Замечание. Часто можно найти объем тела, не делая чертеж тела в про-
странстве. Для того достаточно ответить на два вопроса:  

1) от какой функции брать интеграл — для этого нужно из двух уравне-
ний, содержащих  в явном виде, из правой части уравнения «верха» вычесть 
правую часть уравнения «низа»; 

2) по какой области брать интеграл: для этого нужно взять уравнения вер-
тикальных стенок (не содержащих z) и добавить пересечение «верха» с «низом». 

Например, в примере 7: 
1) из верха  вычесть низ , следовательно, будет 

, 

2а) ,  вертикальные стенки; 

xOy
y y x= 2y x= −

Oz 2 ( , ) 4 ,z f x y x= = −

1( , ) 0z f x y= = 1( , ) 0f x y =

(4 )
D

V x dxdy= −∫∫

D
xOy , так как оси в пространстве повернуты по-другому. Область D — правиль-
ная по y , расставим пределы интегрирования и затем вычислим полученный 
кратный интеграл: 

4 2 4
2

0 0

(4 ) (4 )
x

x

x
x

V dx x dy x y dx= − = − ⋅ =∫ ∫ ∫
4

0

(4 )x x x dx− =∫
4 43 5

2 2

0 0

8 2 88
3 5 15

x x− =

z

2 4f x= − 1 0f =

(4 )
D

x dxdy−∫∫
y x= 2y x= −

0 

x=
4 
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2б)  пересечение «верха» с «низом», значит 4 0,x− =   
. Сразу на плоскости строим три функции, (две половинки парабол из 2а) 

и вертикальную прямую из 2б) ограничивающие область  (рис. 22). 
Пример 8. Найти объем тела, ограниченного поверхностями , 
, . 

Попробуем ответить на два основных вопроса (см. замечание выше).      
1) Подынтегральная функция будет , 

очевидно, , поэтому низ тела. 
2) задает множество точек между осью  ( ) и прямой ; 
пересечение «верха» с «низом» ,  что  дает окружность 

 радиуса 2 с центром в начале координат, следовательно, объем  
по области (рис. 23), являющегося сектором круга 

. Поэтому, выгодно перейти к полярной системе координат: 

 (куб. ед.) 

Рис. 23 

Замечание. Для того, чтобы нарисовать тело, нужно уметь начертить одну 
из поверхностей второго порядка (рис. 24): параболоид вращения , 
затем построить горизонтальную плоскость  и две вертикальные плоско-

сти  ( ) и , которые при  вырезают  часть тела между 

параболоидом вращения и горизонтальной плоскостью; наконец, чтобы по-
строить область  на плоскость  нужно основание нашего тела (заштри-
хованный круг радиуса два) поднять вверх на три единицы. 

4 ,z x= − 0z = −
4х =

D
2 21z x y= − −

3z = − 0 y x≤ ≤

2 2
2 1( , ) ( , ) 1 3f x y f x y x y− = − − + = 2 24 x y− −

2 (0,0) 1 3f = > − 3z = − −
0 y x≤ ≤ Ox 0y = y x=

2 21 3x y− − = −
2 2 4x y+ =

V = 2 2(4 )
D

x y dxdy− −∫∫ D

2 2 4x y+ ≤

2(4 )
D

V r rdrdϕ= −∫∫
2/4 2 4

/43 2
0

0 0 0

(4 ) 2
4
rd r r dr r

π
πϕ ϕ π

 
= − = ⋅ − = 

 
∫ ∫

2 21z x y= − −
3z = −

xOz 0y = y x= 0 y x≤ ≤ 1
8

D xOy
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Рис. 24 

Пример 9. Закон Архимеда. 

Мы уже поясняли существование объема тела законом Архимеда. Теперь 
обоснуем закон Архимеда с помощью геометрического смысла двойного инте-
грала. Пусть тело ограничено поверхностями ,  (рис. 25). 

тела задается формулой  и направлена вниз, а для нижней части тела 
 и направлена вверх. Поэтому суммарная сила давления равна 

, что равно в силу (4.11) объему данного тела, а так как 

один кубический метр воды весит одну тонну, то эта сила равна весу вытеснен-
ной телом жидкости (естественно приложить эту силу к центру тяжести тела). 

Рис. 25 

1( , )z f x y= 2 ( , )z f x y=
На глубине z метров давление на площади 1 м2 будет z тонн (вес  «колонны» во-
ды, в основании которых квадрат со стороной единица и высотой x м), а так как 
по закону Паскаля жидкость практически несжимаема, то на этой глубине сила 
давления  во  все  стороны  одинакова. Поэтому  сила давления для верхней части 

1( , )z f x y=

2 ( , )z f x y=

( )2 1( , ) ( , )
D

f x y f x y dxdy−∫∫

2 21z x y= − −



38 

§ 6. Применение двойных интегралов в механике

1. Масса плоской пластинки.

Пусть в каждой точке  области  известна плотность однород-
ной пластинки . Воспользуемся дифференциальным методом. Возьмем 
точку  (рис. 26), дадим приращения  и  аргументам и оценим 
массу  полученного прямоугольника. 

Рис. 26 

Так как его площадь равна , то, считая плотность 
 на этом прямоугольнике, получим 

,следовательно, масса 

. (4.12) 

2. Статические моменты.

По определению, статический момент для точки  массой  от-

(4.13 а) 

. (4.13 б) 

3. Координаты центра тяжести (центра масс).

Центром тяжести называется такая точка , что если сосредо-
точить всю массу тела в этой точке, то эта точка с массой тела  ведет себя по 

( , )M x y D
( , )x yµ

( , )M x y D∈ x∆ y∆
m∆

s x y∆ = ∆ ⋅∆
( , )x y c constµ = =

( , ) ( , )m dm x y s x y dsµ µ∆ ≈ = ∆ =

( , ) ( , )
D D

m x y ds x y dxdyµ µ= =∫∫ ∫∫

( , )M x y m
носительно оси — это произведение массы m на расстояние d до данной оси. 
Отсюда (рис. 26) 𝛥𝑆𝑥 ≈ 𝑦 ⋅ 𝛥𝑚 = 𝑦 ⋅ 𝜇(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠,  𝛥𝑆у ≈ 𝑥 ⋅ 𝛥𝑚 = 𝑥 ⋅ 𝜇(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠       

и при переходе к интегралам, получим 

( , ) ,x
D

S y x y dsµ= ⋅∫∫

( , )y
D

S x x y dsµ= ⋅∫∫

цт цт цт( , )М х у
m
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отношению к другим телам, как целиком все это тело. Отсюда , 

, аналогично : 

, . (4.14) 

В частном случае однородной пластинки, когда ,  
можно вынести за знак интегралов и сократить: 

, . (4.15) 

4. Моменты инерции.

По определению моментом инерции относительно оси (точки) называет-
ся произведение массы на квадрат расстояния до оси (точки). Поэтому, если за-
менить неизвестные  и  (расстояния до осей координат) на их квадраты в 
формулах (4.13 а) и (4.13 б), получим соответствующие формулы моментов 
инерции относительно осей  и : 

2 ( , ) ,x
D

I y x y dsµ= ∫∫ (4.16 а) 

2 ( , )y
D

I x x y dsµ= ∫∫ . (4.16 б) 

0 .
D

I    = ∫∫  (x2+y2)µ(x,y)ds          (4.17) 

 Отметим, что в силу линейного свойства — интеграл от суммы функций 
равен сумме интегралов от этих функций — следует известная в теоретической 
механике теорема: момент инерции относительно точки равен сумме моментов 
относительно двух взаимно перпендикулярных осей, проходящих через эту 
точку. 

Рассматривают также центробежный момент инерции 

𝐼𝑥𝑦 = �𝑥𝑦𝜇(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
𝐷

. 

цтyS x m= ⋅

цт
yS

x
m

= цт
xSy

m
=

цт

( , )

( , )
D

D

x x y ds
x

x y ds

µ

µ
=
∫∫
∫∫

цт

( , )

( , )
D

D

y x y ds
y

x y ds

µ

µ
=
∫∫
∫∫

( , )x y constµ µ= = µ

цт
D

D

xds
x

S
=
∫∫

цт
D

D

yds
y

S
=
∫∫

y x

Ox Oy

           Для      момента      инерции     I0     относительно      начала      координат 

точки  0 (0,0), так как квадрат расстояния    d2 = OM2 = x2 + y2   (рис.  26),   то 
∆I0= (x2+y2)∆m=(x2+y2)µ(x,y)ds  и
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Пример 10. Найти центр тяжести верхней половины однородного эллипса. 

Разрешим уравнение эллипса относительно : 

, , для верхней половины эллипса надо взять знак 

плюс (рис. 27).  

Рис. 27 

В силу симметрии эллипса относительно оси и однородности пла-
стинки . По формуле (4.15) 

Следовательно,  . 

Замечание. Отметим, что ответ для  зависит только от  и не зависит 
от . Это понятно, если считать, что эллипс можно получить как бы растягивая 
резиновый круг за точки  и по горизонтали, кроме того, очевидно, что 

 , действительно . 

Пример 11. Найти момент инерции круга радиуса  относительно 
центра с плотностью . 

По формуле (4.17) ( )( )2 2 2 2
0 1 .

D

I x y x y dxdy= + − +∫∫  

2 2

2 2 1x y
a b

+ = y

2 2by a x
a

= ± − [ , ]x a a∈ −

Oy
цт 0х =

2 2

0
цт

2 2

b a xa a

aD D

эллD

dx ydyyds ydxdy
у S abS π

−

−= = =
∫ ∫∫∫ ∫∫ 2 2

2

0

2
2

b a xa a

a

y dx
abπ

−

−

= =∫

3

2b
aπ

3
2 2 2

3
0 0

2 4( ) .
3 3

aa b xa x dx a x b
aπ π
 

⋅ − = − = 
 

∫

цт 0,x = цт
4

3
у b

π
=

цту b
a

1А 2А

цт 2
bу < 4 0,4

3π
≈

1R =
2 2( , ) 1x y x yµ = − +

=
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Рис. 28 

Перейдем к полярной системе координат (рис. 28), уравнение окружности 
радиуса единица  а при переходе к полярной системе координат 

. 

( ) ( )
12 1 4 5

22 3 4
0 0

0 0 0

1 .
4 5 10D

r rI r r rdrd d r r dr
π

π πϕ ϕ ϕ
 

= − = − = ⋅ − = 
 

∫∫ ∫ ∫  

§7. Вычисление площади поверхности с помощью двойного интеграла

Пусть поверхность задана уравнением , , где сама 

функция и её частные производные , непрерывны в области D, такие 

поверхности называются гладкими. Воспользуемся дифференциальным мето-
дом. Возьмем кусок поверхности  (рис. 29), проведем касательную плос-
кость в точке , из уравнения этой плоскости (3.9) (стр. 11) для 

вектора нормали направляющий косинус с вертикальной 

осью . 

Рис. 29 

1,r =
2 2 2x y r+ =

( , )z f x y= ( , )x y D∈
f
x
∂
∂

f
y
∂
∂

σ∆
( ), , ( , )M x y f x y

, ,1f fn
x y

 ∂ ∂
= − − ∂ ∂ 

22

1cos

1 f f
x y

γ =
 ∂ ∂ + +   ∂ ∂   
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Так как  перпендикулярно касательной плоскости, а ось плоскости 
, то если спроектировать кусочек касательной плоскости на горизонталь-

ную плоскость, между ними будет тот же угол , поэтому  и 
2 2

1
cos

s f f ds
x x

σ
γ

∆ ∂ ∂   ∆ ≈ ≈ + +   ∂ ∂   
. Переходя к двойному интегралу по области

, получим, что площадь поверхности 

. (4.18) 

Замечание. Формула (4.18) обобщает формулу (2.12а) [1] для дуги пло-
ской кривой. 

Пример 12. Найти площадь поверхности сферы радиуса . 
Разрешим уравнение сферы  относительно . Для верх-

ней половины сферы нужно извлечь квадратный корень и взять его со знаком 
плюс: . 

По формуле (4.18) (естественно, для всей сферы ответ нужно удвоить) 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 1 2 1

2 ,

сф
D D

D

f f x yS dxdy dxdy
x x R x y R x y

dxdyR
R x y

∂ ∂   = + + = + + =   ∂ ∂ − − − −   

=
− −

∫∫ ∫∫

∫∫

где область D — проекция сферы на горизонтальную плоскость xOy, а это есть 
круг радиуса  с центром в начале координат (рис. 30). 

Рис. 30 

В этом случае выгодно перейти к полярной системе координат, что дает 

.  

n Oz −
xOy

γ cos sσ γ∆ ≈ ∆

D
22

1
D

f f ds
x y

σ
 ∂ ∂ = + +   ∂ ∂   

∫∫

R
2 2 2 2x y z R+ + = z

2 2 2z R x y= − −

R

2

2 2 2 2
0 0

22
R

сф
D

rdrd rdrS R R d
R r R r

πϕ ϕ= =
− −∫∫ ∫ ∫

2
2

0 2 2
0

( )R d rR
R r

πϕ= ⋅
−∫

2 2

2 2
0

( )2
R d R rR

R r
π −

= −
−∫

2 2 2

0
4 4 (0 ) 4

R
R R r R R Rπ π π= − − = − − =

r(ϕ) = R

ϕ  = 2π 
ϕ  = 0 
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Замечание. Если взять производную от объема шара радиуса 

. Понятно, что это не случайно, про-

верьте аналогичный факт для площади круга и длины окружности радиуса . 
Этот удивительный по красоте факт можно обосновать из определения 

производной. Представьте, что мы покроем сферу тонким слоем краски толщи-
ной , тогда приращение объёма шара , то есть 

и ответ для будет тем точнее, чем тоньше слой краски. 

Поэтому, переходя к пределу, мы получим точный ответ: 

. 

R

( ) 3 2 24 4 3 4
3 3шара сфV R R R Sπ π π

′ ′ = = ⋅ = = 
 

R

R∆ шара сферыV S R∆ ≈ ⋅∆

шара
сферы

V
S

R
∆

≈
∆ сферыS

0
lim шара

сферы шараR

V
S V

R∆ →

∆
′= =

∆
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ГЛАВА 5. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

§ 1. Криволинейный интеграл первого рода, его свойства и вычисление

В предыдущей главе мы рассмотрели обобщение интеграла Римана 

 от функции одной переменной к интегралу от функции двух перемен-

ных по некоторой плоской области , то есть перешли от одномерного инте-
грала к двумерному (в следующей главе мы рассмотрим и тройные интегралы). 
В этой главе мы рассмотрим обобщение интеграла Римана, когда интегрирова-
ние будет вестись не по отрезку , а по некоторой кривой  или, как гово-
рят — по дуге . Подынтегральную функцию  надо будет брать от 
двух переменных. Но прежде чем давать новое определение , (мы 

еще будем определять тройные и поверхностные интегралы, а есть еще инте-
гралы Стильтьеса и Лебега, n-мерные и так далее), полезно понять, как строит-
ся любой классический определенный интеграл: 

1) Задается некоторое замкнутое множество , по которому берется инте-
грал, и подынтегральная функция , непрерывная во всех точках . 

2) Множество точек  разбивается на  произвольных частей , , 
…,  Обозначим  через длину части , в одномерном случае; пло-
щадь или объём соответственно для двух или трехмерного пространства. Эта 
величина часто называется мерой множества . 

3) В каждой части выбирается произвольно точка ,  и 

составляется интегральная сумма . 

4) Далее переходим к пределу, когда  и все  Назовем 
диаметром ограниченной фигуры максимально возможное расстояние между 

двумя точками этой фигуры (например, для эллипса диаметр 

, то есть будет большая ось). Пусть диаметры разбиений , тогда 
любой определенный интеграл 

.    (5.1) 

есть предел интегральных сумм, когда число разбиений стремится к бесконеч-
ности, а максимальные диаметры разбиений стремятся к нулю. 

( )
b

a

f x dx∫
D

[ , ]a b L
AB∪ ( , )f x y

( , )
L

f x y dl∫

D
( )f M M D∈

М п 1D 2D
.nD ( )kDµ − kD

kD

k kM D∈ 1,...,k n=

1
( ) ( )

n

k k
k

f M Dµ
=
∑

n →∞ ( ) 0.kDµ →

2 2

2 2 1x y
a b

+ =

2d a= 0kd →

1max 0

( ) lim ( ) ( )
k

n

k kn kD d

f M d f M Dµ µ
→∞

=→

= ∑∫∫
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Рис. 31 

В частности, для множества D — кривой  (рис. 31) 

, (5.2) 

так как интеграл одномерный, то словесное определение слово в слово совпада-

ет с определением интеграла Римана . Но так как функция  на  

L зависит от двух переменных, то есть и отличие: она должна быть непрерывна 
в некоторой двухмерной области 2D L⊃ , содержащей . Мы еще будем пред-
полагать, что кривая L  будет гладкой или кусочно-гладкой. При этих условиях 
криволинейный интеграл второго рода существует, то есть предел (5.2) имеет 
конечный ответ и не зависит ни от способа разбиения кривой  на части, ни от 
выбора точек в каждой части. 

Так как определение и, конечно, свойства предела одни и те же, то можно 
по аналогии сформулировать основные свойства криволинейного интеграла 
первого рода: 

1) ;

2) ;    

3) ,  (5.3) 

где  (рис. 32); может быть, что , тогда 

. 

L

1max 0

( , ) lim ( , )
k

n

k k kn kL l

f x y dl f x y l
→∞

=∆ →

= ∆∑∫

( )
b

a

f x dx∫ ( , )f x y

L

L

( , ) ( , )
L L

cf x y dl c f x y dl= ⋅∫ ∫

( )1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )
L L L

f x y f x y dl f x y dl f x y dl+ = +∫ ∫ ∫

1 2

( , ) ( , ) ( , )
L L L

f x y dl f x y dl f x y dl= +∫ ∫ ∫

1 2L L L= ∪ 1 2 ... mL L L L= ∪ ∪ ∪

1 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
mL L L L

f x y dl f x y dl f x y dl f x y dl= + + +∫ ∫ ∫ ∫

n
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Рис. 32 

Эти свойства непосредственно вытекают из линейных свойств предела, и 
только для доказательства третьего свойства разбивать дугу каждый раз нужно 
так, чтобы при увеличении количества разбиений  точка С (на границе 

 и ) всегда попадала на границу соответствующих разбиений. 
Для вычисления криволинейных интегралов первого рода естественно 

выразить  подынтегральную функцию с помощью уравнения кривой  через ту 
одну переменную, с помощью которой  задана и воспользоваться нужной 
формулой для (которые были выведены ранее), и в результате свести вы-
числения к интегралу Римана. 

1. Пусть  задана в декартовой системе координат

 а) : , , тогда 

. (5.4) 

б) : , , тогда 

. (5.5) 

2. Пусть  задана параметрически:  , тогда 

. (5.6) 

Замечание. С помощью параметрического задания кривой L можно ин-
тегрировать функцию от трех переменных в пространстве, 

а именно для L: , 

n →∞
1L 2L

L
L

dl

L

L ( )y y x= 1 2x x x≤ ≤

( ) ( )
2

1

2( , ) , ( ) 1 ( )
x

L x

f x y dl f x y x y x dx′= +∫ ∫

L ( )x x y= 1 2y x y≤ ≤

( ) ( )
2

1

2( , ) ( ), 1 ( )
y

L y

f x y dl f x y y x y dx′= +∫ ∫

L
( ),
( ),

x x t
y y t
=

 =
1 2t t t≤ ≤

( ) ( )
2

1

2 2( , ) ( ( ), ( )) ( ) ( )
t

L t

f x y dl f x t y t x t y t dt′ ′= +∫ ∫

( ),
( ),
( ),

x x t
y y t
z z t

=
 =
 =

1 2t t t≤ ≤

С 
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. (5.7) 

3. Пусть L задана в полярной системе координат:  . 
Тогда 

. (5.8) 

Пример 1. Вычислить интеграл , где L: ломаная ABC с вер-

шинами A(0;-3), B(4;0), C(4;4). 
Решение. Нарисуем путь интегрирования (рис. 33) и найдем уравнения 

отрезков.  

Рис. 33 

Угловой коэффициент прямой AB равен , , 

; . Уравнение BC: . По формуле (5.3) получим 

4 4 4 4 4

0
0 0 0 0

5 5 1 (4 1) 1 (4 17) 5 ln(4 1)
4 4 1 4 17 4 4 4 1 4 4 17 16

dx dy d x d x
x y x y

+ +
= + = ⋅ + = + +

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫

1 ln33.
4

( ) ( ) ( )
2

1

2 2 2( , , ) ( ( ), ( ), ( )) ( ) ( ) ( )
t

L t

f x y z dl f x t y t z t x t y t z t dt′ ′ ′= + +∫ ∫

( ),r r ϕ= 1 2ϕ ϕ ϕ≤ ≤

( ) ( )
2

1

22( , ) ( )cos , ( )sin ( ) ( )
L

f x y dl f r r r r d
ϕ

ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′= +∫ ∫

4 13L

dl
x y+ +∫

3 ,
4ABk = 3b = − 3 3

4
y x= −

0 4x≤ ≤ 3
4

y′ = 4,x = 0 4y≤ ≤

4 13ABC

dl
x y

=
+ +∫ 4 13 4 13AB BC

dl dl
x y x y

+ =
+ + + +∫ ∫

2

4

0

31
4

34 3 4 13
4

dx

x x

 +  
  +

+ − ⋅ +
∫

4

0 4 4 13
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=
+ +∫
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0

1 5 1ln(4 17) (ln17 ln1) (ln33 ln17)
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Замечание. Отметим, что для отрезка прямой AB 9 16 5
4 4

dl AB
dx OB

+
= = = , 

то есть . Геометрический смысл  показывает, во сколько 

раз длина  больше длины  в окрестности точки  (для кривых это число в 
каждой точке своё); для второго интеграла очевидно, что по вертикальному от-
резку мы можем интегрировать только по  (но и формально 

). 

Пример 2. Вычислить интеграл , где первый 

виток винтовой линии 

Решение. Так как основной период   2
2

T π π= = , то . 

По формуле (5.7) 

( ) ( ) ( )
22 2

cos2 sin 2 5t t t dt ′   ′ ′⋅ + + =         

)2 5 1,25t+ +

│интеграл от по длине периода равен 

нулю│ . 

§2. Приложения криволинейного интеграла первого рода

I. Вычисление длины дуги  кривой :

. (5.9) 

Пример 3. Вычислить длину дуги кардиоиды . 
Решение. Чтобы обежать замкнутую кривую вокруг начала координат 

(рис. 34), надо сделать полный оборот, то есть , но так как  

5
4

dl dx= ( )21 ( )y x′+

dl dx x

y

( )21 ( )dl x y dy′= + = ( )21 4 dy dy′+ =

( )4 4 2 1,25
L

x y z dl+ + +∫ L −

cos2 ,
sin 2 ,

5 .

x t
y t

z t

 =


=
 =

sin 2 ,t cos2t 0 t π≤ ≤

( )4 4 2 1,25
L

x y z dl+ + + =∫ ( )4 4

0

cos 2 sin 2 2 5 1,25t t t
π

+ + + ⋅∫

( )( 22 2

0

cos 2 sin 2t t
π

+ −∫ 2 22sin 2 cos 2t t +

2 24sin 2 4cos 2 5t t dt+ + =
2

0

sin 41 2 5 1,25 9
2

t t dt
π  

− + + = 
 
∫

0

1 cos83 2,25 2 5
4

t t dt
π − = − + = 
 ∫ cos8t

( ) ( )2 2

0
0

3 2 5 2 3 5 2 3( 5 2 )t dt t t
π π

π π= + = + = +∫

l L

L

l dl= ∫

1 cosr ϕ= +

0 2ϕ π≤ ≤ cosϕ −
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четная функция и, следовательно, ось Ox является осью симметрии кривой, то 
можно взять  и ответ умножить на два.  

Рис. 34 

По формуле (5.8) 

0
2 2(1 cos )d
π

ϕ ϕ= + =∫

0

8sin
2

πϕ
=  8 sin sin 0 8.

2
π = − = 

 
 

II. Приложения криволинейного интеграла первого рода в механике.

Пусть в каждой точке  на дуге  известна плотность

можно вывести формулы для дуги , нужно только заменить везде знак двой-
ного интеграла на знак криволинейного  а дифференциал площади  на 

дифференциал дуги . В результате получим: 
1. Масса пластинки L

. (5.10) 

2. Статические моменты

( , ) ,x
L

S y x y dlµ= ∫   ( , ) ,y
L

S x x y dlµ= ∫ . (5.11) 

3. Координаты центра тяжести

, . (5.12) 

0 ϕ π≤ ≤

2 2

0

2 (1 cos ) ( sin )l d
π

ϕ ϕ ϕ= + + − =∫ 2 2

0

2 1 2cos cos sin d
π

ϕ ϕ ϕ ϕ+ + + =∫
2

0

2 2 2cos
2

d
π ϕ ϕ⋅ =∫

0

2 2 cos
2

d
π ϕ ϕ =∫

0

8 cos
2 2

d
π ϕ ϕ  = 

 ∫

( , )M x y L∈ L µ ( ,x y) . 
Тогда,  аналогично  приложениям  двойного  интеграла  в  механике (стр. 38-39) 

L

D
∫∫ ,

L
∫ ds

dl

( , )
L

m x y dlµ= ∫

цт

( , )

( , )
L

L

x x y dl
x

x y dl

µ

µ
=
∫
∫

цт

( , )

( , )
L

L

y x y dl
y

x y dl

µ

µ
=
∫
∫
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В частности, для однородной нити ( ) 

, , (5.13) 

где длина нити. 

4. Моменты инерции относительно осей координат
2 ( , ) ,x

L
I y x y dlµ= ∫  2 ( , ) ,y

L
I x x y dlµ= ∫  (5.14) 

и относительно начала координат 

( )2 2
0 ( , ) .

L
I x y x y dlµ= +∫ . (5.15) 

Замечание. Можно рассматривать нить и в пространстве (конечно, в этом 
случае плотность  будет зависеть от трех пространственных коорди-
нат), а кривую  мы будем задавать параметрически (формула (5.7)), при этом 
в некоторых формулах, (например, для моментов инерции) добавится по квад-
рату соответствующей переменной). 

Пример 4. Найти момент инерции однородной кривой 

 относительно оси . 
Решение. Если плотность не оговорена, то принимают . 
По формуле (5.14)  

( )

( ) ( ) ( )

2 18 8
2 2 2 2

2
3 3

8
3

2 2 3 3

3

1 11 ln 1 1
2

11 1 19 4 6 .32 3 3
2

y
L

I x x dx x x xdx
x

x

 ′= ⋅ + = ⋅ + = + = ( x +1) d (2 2x +1)=  

+  = = − =  

∫ ∫ ∫

§3. Криволинейный интеграл второго рода, его физический смысл,
свойства, вычисление 

В пункте 2.9 [1] мы рассматривали работу переменной силы  на отрез-
ке при условии, что сила  лежит на прямой, порожденной этим отрезком 
(формула 2.21) [1]. Сейчас мы сможем решить задачу о вычислении работы про-
извольной непрерывной силы  при движении под дейст-
вием этой силы вдоль любой кривой  (рис. 35). Воспользуемся дифференци-
альным методом. Возьмем точку и найдем элементарную работу 

 вектора силы  на , заменив её на вектор { },MN l x y= ∆ = ∆ ∆ . 

( , )x y constµ µ= =

цт
L

xdl
x

l
=
∫

цт
L

ydl
y

l
=
∫

l −

( , , )x y zµ
L

ln ,y x=

( 3 8)x≤ ≤ Oy
( , ) 1x yµ =

( )F x
( )F x

{ }( ) ( , ), ( , )F x P x y Q x y=
L

( , )M x y L∈

A∆ ( )F x MN∪

∫
8

3
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. 

Рис. 35 

Переходя к интегралу, получим 

. (5.16) 

Физический смысл криволинейного интеграла второго рода  ̶  работа силы 
 на пути . 

Свойства криволинейного интеграла второго рода 

1.  (работа пропорциональна силе), 

2.  (работа двух сил равна сумме работ), 

3. , ( ) (работа на всем пути равна 

сумме работ на каждой части пути), 

4. .       (5.17) 

(При смене направления обхода работа (и интеграл) меняют знак). 

Замечание. Если  между   и  острый (по дуге , рис. 35), то 
материальная точка  при движении по дуге  ускоряется и работа поло-

( , ) ( , )A F MN P x y x Q x y y∆ = ⋅ = ∆ + ∆

( , ) ( , )
L L

A P x y dx Q x y dy Fdl= + =∫ ∫

F L

L L

cFdl c Fdl= ⋅∫ ∫

( )1 2 1 2
L L L

F F dl F dl F dl+ = +∫ ∫ ∫

1 2L L L

Fdl Fdl Fdl= +∫ ∫ ∫ 1 2L L L= ∪

AB BA

Fdl Fdl
∪ ∪

= −∫ ∫

ϕ∠ F dl АВ∪
М АВ∪
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жительна, при движении в противоположном направлении по  угол 
  ̶  тупой (соответственно )  и точка  замедля-

ется, и работа считается отрицательной. Кстати, если в обычном интеграле по-
менять пределы интегрирования местами, то из формулы Ньютона-Лейбница 

следует, что . Но если в интеграле Римана и в криволиней-

ном интеграле первого рода всегда берут a<b, то в криволинейном интеграле по 
пути  (или ) стрелкой показывают направление обхода и в соответствии 
с этим расставляют пределы интегрирования (то есть при переходе, например, к 
переменной  b может быть меньше a, или если как обычно a<b, по формуле 
(5.17) перед интегралом ставится знак минус). 

При вычислении криволинейного интеграла второго рода мы выражаем 
все под знаком интеграла через ту переменную, с помощью которой задано 
уравнение кривой , и в результате получим (с учетом направления обхода, 
где может быть b<a) интеграл Римана. 

Возможно три случая задания кривой : 

1) : , где  меняется от  до , тогда  

;  (5.18) 

2) : , где  меняется от  до , тогда  

;   (5.19) 

3) :  , где  меняется от  до , тогда 

. (5.20 а) 

На практике нужно просто подставить в подынтегральное выражение не-
известных через ту одну неизвестную, которая используется для задания , а в 
теории мы пользуемся формулой для дифференциала, например, 

. 
Замечание. С помощью параметрического задания кривой  легко обоб-

щить формулу (5.20а) на случай пространства, как известно, для скалярного 
произведения  добавится еще одно слагаемое и, естественно, координат-
ные функции для силы  будут тоже за-
висеть от трех переменных: 

ВА∪
2ϕ π ϕ= − 2cos cos( ) 0ϕ π ϕ= − < М

( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx= −∫ ∫

L АВ∪

x

L

L

L ( )y y x= x 1x 2x

[ ]
2

1

( , ) ( , ) ( , ( )) ( , ( )) ( )
x

L x

P x y dx Q x y dy P x y x Q x y x y x dx′+ = + ⋅∫ ∫

L ( )x x y= y 1y 2y

[ ]
2

1

( , ) ( , ) ( ( ), ) ( ) ( ( ), )
y

L y

P x y dx Q x y dy P x y y x y Q x y y dy′+ = ⋅ +∫ ∫

L ( ),x x t= ( )y y t= t 1t 2t

[ ]
2

1

( , ) ( , ) ( ( ), ( )) ( ) ( ( ), ( )) ( )
t

L t

P x y dx Q x y dy P x t y t x t Q x t y t y t dt′ ′+ = ⋅ + ⋅∫ ∫

L

( )( ) ( )d x t x t dt′=
L

Fdl
{ }( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )F x y z P x y z Q x y z R x y z=
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.   (5.20 б) 

Пример 5. Вычислить ( )2 2

L
x y x dx x ydy− +∫ , где путь  

1) отрезок , где , ; 2)  часть параболы . 

Решение. Построим пути  и (рис. 36) с учетом направления обхода 
(стрелки): 

1) : уравнение   , , (  убывает от 2 до 1), 

( ) ( ) ( )
24 3 2

1
2 ) 2 32 8 4 2 1 1 20.x dx x x x− = − − − = − − − − − − = −    

 
Рис. 36 

2) :  (  убывает от 2 до 1), 

. 

Замечание. Отметим, что в данном силовом поле { }3 2( , ) ,F x y xy x x y= −  
движение материальной точки от  до  по разным траекториям  и 

 даёт разные ответы (в нашем случае торможение по дуге параболы больше,  
чем по отрезку прямой). 

L

Fdl =∫ ( , , ) ( , , ) ( , , )
L

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz+ + =∫ ( )
2

1

( ), ( ), ( ) ( )
t
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P x t y t z t x t′⋅ +∫
( )( ), ( ), ( ) ( )Q x t y t z t y t′+ ⋅ + ( )( ), ( ), ( ) ( )R x t y t z t z t dt′⋅ 
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4 1 2 1
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− −

3 2y x= − x
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1

2 2
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(3 2 ) (3 2) (3 2)x x x dx x x d x− − + − − =∫
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3 2

1

(8 3x x− − −∫

2L 2y x= x

1
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L

x y x dx x ydy− + =∫
1

2 2 2 2 2

2

( ) ( )x x x dx x x d x− + ⋅ =∫
1

4

2

2x xdx⋅ =∫
1
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16
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=
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3 3

= − = − = −

(2,4)A (1,1)B 1L
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Пример 2. Вычислить  по одному витку 

винтовой линии  от точки  до точки . 

Решение. Найдем значение параметра  для точек А и В: 

а)  Из последнего уравнения , как известно  

 

б) Для точки   очевидное решение . 

 

 

( )
2 2 22 2 2 2

0
0 0

2 sin cos 4cos 6sin 4 6 3 12t t t t t t dt tdt t
π π π

π = + − − + = = = ∫ ∫  (интегралы 

от ,  по длине периода равны нулю!). 

 

§4. Криволинейный интеграл второго рода по замкнутому контуру. 
Формула Грина 

 
 Если криволинейный интеграл второго рода берется по замкнутому кон-
туру, то рисуют знак интеграла с кружочком: 

L
Pdx Qdy+∫ , а стрелка на кружоч-

ке показывает направление обхода. Оказалось, что интеграл можно выразить 
через двойной интеграл по области , ограниченной этим контуром по фор-
муле Грина 

( ) ( ), , ,
L D

Q PP x y dx Q x y dy x y
x y

 ∂ ∂
+ = − ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫ ∫∫

   (5.21) 

где контур обходится в положительном направлении (против часовой стрелки).  

(2 3 )
AB

yzdx xzdy x y z dz
∪

− + + −∫
cos ,
sin ,
2

x t
y t
z t

=
 =
 =

(1,0,4 )A π (1,0,0)B

t

cos 1,
sin 0,
2 4 .

t
t

t π

=
 =
 =

1 2t π= cos2 1,π =

sin 2 0.π =

(1,0,0)B
cos 1,
sin 0,
2 0,

t
t

t

=
 =
 =

2 0t =

[
0

2

(2 3 ) sin 2 (cos )
AB

yzdx xzdy x y z dz t t d t
π∪

− + + − = ⋅ ⋅ −∫ ∫ cos 2 (sin )t t d t⋅ ⋅ + (2cos t +

]3sin 2 ) (2 )t t d t+ − = [
2

0

2 sin ( sin )t t t
π

− ⋅ ⋅ − −∫ 2 cos cost t t⋅ ⋅ + ]4cos 6sin 4t t t dt+ − =

sin t cos t

D
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Для существования интегралов естественно предположение о непрерыв-

ности входящих в эту формулу функций , , ,  в области D.  

 Доказательство. Мы рассмотрим случай, когда область  правильная и 
по , и по . Пусть её левая граница , правая . При этом  
(рис. 37).  

Тогда 

( ) ( ), , .
BNA L

Q x y dy Q x y dy
∪

=∫ ∫  

 
Рис. 37 

Аналогично можно показать, что ( , ) .
D L

Pdxdy P x y dx
y

∂
− =
∂∫∫ ∫   

В силу линейного свойства и криволинейного и двойного интегралов вы-
текает формула Грина (5.21) для такой выпуклой области . 

Замечание. Для произвольной области её можно разрезать на конечное 

число  правильных подобластей, тогда 

; в то же время можно показать, что ( , )
L

P x y dx +∫

1
( , ) ( , ) ( , )

k

n

k L
Q x y dy P x y dx Q x y dy

=
+ = +∑ ∫ (у последних внутренние линии будут про-

ходиться по два раза, но в противоположных направлениях и уничтожаться, по-
этому останется только интеграл по внешнему контуру ). Следовательно, 
формула Грина справедлива для произвольной области . 

( , )P x y ( , )Q x y Q
x

∂
∂

P
y

∂
∂
D

x y 1( )x y 2 ( )x y 1 2[ , ]y y y∈

2 2

1 1

( )

( )

y x y

D y x y

Q Qdxdy dy dx
x x

∂ ∂
= =

∂ ∂∫∫ ∫ ∫
2

2

1

1

( )

( )
( , )

y
x y

x y
y

Q x y dy =∫ [ ]
2

1

2 1( ( ), ) ( ( ), )
y

y

Q x y y Q x y y dy− =∫
2

1

2( ( ), )
y

y

Q x y y dy= +∫
1

2

1( ( ), )
y

y

Q x y y dy =∫ ( , )
AMB

Q x y dy
∪

+∫

D

n
D

Q P dxdy
x y

 ∂ ∂
− = ∂ ∂ 

∫∫

1 k

n

k D

Q P dxdy
x y=

 ∂ ∂
= − ∂ ∂ 
∑∫∫

L
D
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y1 
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§5. Криволинейные интегралы второго рода, не зависящие от пути  
интегрирования. Восстановление функции по её полному дифференциалу 

 
Определение. Криволинейный интеграл не зависит от пути интегрирова-

ния, если для любых путей, соединяющих точки  и  (рис. 38) 

1 2

.
L L

Pdx Qdy Pdx Qdy+ = +∫ ∫      (5.22)  

 
Рис. 38 

 

В этом случае обозначают . 

I. Это будет тогда и только тогда, когда  

.     (5.23) 

Для доказательства (мы ограничимся случаем не самопересекающегося 
контура ) достаточно отметить, что 

1 2L L L
Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy+ = + − +∫ ∫ ∫

 

(так как мы L и L2 направили навстречу друг другу, то по свойству 4 (формула 
(5.17)) интеграл по L2 надо взять со знаком минус). 

II. Покажем, что интеграл по замкнутому контуру равен нулю тогда и 
только тогда, когда  

.      (5.24) 

A B

2 2

1 1

( , )

( , )

B x y

A x y

Pdx Qdy+∫

0
L

Pdx Qdy+ =∫

L

Q P
x y

∂ ∂
=

∂ ∂



57 

1) Пусть выполнено условие (5.24). Тогда в правой части формулы Грина

(5.21) подынтегральная функция  и , и из (5.24) сле-

дует (5.23). 

2) Пусть интеграл по любому замкнутому контуру равен нулю:
. Предположим от противного, что в некоторой точке 

, без ущерба общности можно считать, что эта 

разность положительна. В силу непрерывности функции можно вы-

брать такую малую  − окрестность точки , что в ней . 

Тогда объем  и в силу формулы Грина (5.21) и по кон-

туру, ограничивающего область  тоже положителен 0.
L

Pdx Qdy
ε

+ >∫  Полу-

ченное противоречие с условием (5.23) говорит о том, что наше предположение 

неверно, и должно выполняться равенство , откуда следует (5.24). 

III. Проверим, что условие (5.24) выполнено для полного дифференциала

. В этом случае , ; 

, . Так как смешанные производные 

не зависят от порядка дифференцирования, то для таких функций  интегра-
лы от них не зависят  в силу I-III от пути интегрирования. Можно показать, что 
верно и обратное: если 

L
Pdx Qdy+∫  не зависит от пути интегрирования, то вы-

ражение  является полным дифференциалом  некоторой функции 
. 

Следствие. Для интегралов, не зависящих от пути интегрирования 

( )

( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 2

1 1
1 1 1 1

, ,
,

2 2 1 1,
, ,

, , , .
B x y B x y

B x y

A x y
A x y A x y

Pdx Qdy dU U x y U x y U x y+ = = = −∫ ∫   (5.25) 

Формула (5.25) является обобщением формулы Ньютона-Лейбница для таких 
криволинейных интегралов. Функцию  называют потенциалом силово-

0Q P
x y

∂ ∂
− ≡

∂ ∂
0

L

Pdx Qdy+ =∫

( , ) ( , ) 0
L

P x y dx Q x y dy+ =∫

0 0 0( , )M x y
0 0 0( , )

0
M x y

Q P
x y

 ∂ ∂
− ≠ ∂ ∂ 

Q P
x y

∂ ∂
−

∂ ∂

ε 0 0 0( , )M x y 0Q P
x y

∂ ∂
− >

∂ ∂

0
D

Q PV dxdy
x y

ε

 ∂ ∂
= − > ∂ ∂ 
∫∫

Dε

0Q P
x y

∂ ∂
− ≡

∂ ∂

( , )dU x y =
U Udx dy
x y

∂ ∂
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∂ ∂
( , ) UP x y

x
∂

=
∂

( , ) UQ x y
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∂
=
∂
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=

∂ y
∂
∂
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x

∂  = ∂ 

2U∂
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2Q U U
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 ∂ ∂ ∂ ∂
= = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂y x 
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( , )U x y
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го поля , и в силу физического смысла криволинейного 
интеграла второго рода следует, что у полей, для которых выполнено просто 
проверяемое условие (5.24), работа равна разности потенциалов. 

Пример 3. Для интеграла а) проверить, что он не за-

висит от пути; б) вычислить его, выбрав простейший путь интегрирования. 

Решение. 

а) .  

.  Так как выполнено условие (5.24) , 

то данный интеграл не зависит  от пути интегрирования. 

б) Выгоднее всего выбирать путь из отрезков, параллельных осям координат 
(рис. 39). 

Рис. 39 

Возьмем еще  и разобьем интеграл на сумму 

2 2 2( ,2) ( ,0) ( ,2)

(1,0) (1,0) ( ,0)

B e C e B e

A A C r

y y dx
x x x

= + +∫ ∫ ∫ 2y ⋅ ln xdy. Отметим,

что всегда при интегрировании по оси или отрезку ей параллельному 
 и в первом интеграле остается только первое слагаемое; аналогично во 

втором интеграле, при интегрировании параллельно оси , остается только 
слагаемое с , кроме того, другая переменная является константой, что резко 
упрощает взятие интегралов. В нашем случае  , ( );  

( ). . 

{ }( ) ( , ), ( , )F x P x y Q x y=

( ,2) 2

(1,0)

B e

A

y
x∫

2

( , ) ,yP x y
x

= ( )
2

21 2P y yy
y y x x y x

 ∂ ∂ ∂
= = = ∂ ∂ ∂ 

( , ) 2 ln ,Q x y y x=
Q
x

∂
=

∂

( )2 lny x
x
∂

= ⋅
∂

( ) 22 ln yy x
x x
∂

= =
∂

Q P
x y

∂ ∂
=

∂ ∂

( ,0)С e

Ox
0dy =

Oy
dy

:AC 0y = 1 x e≤ ≤ :CB x e=

0 2y≤ ≤
( ,2) 2 2

(1,0) 1

0B e e

A

y dx
x x

= +∫ ∫
2

0

2 lny edy⋅ =∫
22

0
4 y =

dx + 2y  . ln xdy 

dx + 2y  . ln xdy dx + 2y  . ln xdy 
y

dx + 2y  . ln xdy 
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Восстановление функции по её полному дифференциалу 

Пусть выражение  является полным дифференциа-
лом (чтобы в этом убедиться, легко проверить выполнение равенства (5.24)). 
Тогда по формуле (5.25) с переменным верхним пределом точкой , 
найдем 

. (5.26) 

 Как уже отмечалось, выгодно двигаться от точки  до точки 
 параллельно осям координат (естественно, соблюдая условие, чтобы в 

первоначальной точке и на всем пути интегрирования функции 
,  существовали и были непрерывны); если повезет и , 
существуют, то  проще всего выбрать в качестве точки  нача-

ло координат. 

Пример 4. Проверить, что выражение 

является полным дифференциалом и найти потенциал . 
Решение. 1) Найдем частные производные  

; 

. 

Так как , то данное выражение есть полный дифференциал. 

2) Взяв в качестве начальной точки  по формуле (5.26) найдем 

. Выберем путь сначала по оси Ox 

от 0 до x, а затем по вертикали при фиксированном x от 0 до y (рис. 40), получим 

0

y
xye xdy +∫

2
0 1

y dy
y

+
+∫ arctg0 =

. 

( , ) ( , )P x y dx Q x y dy+

( , )M x y

0 0 0

( , )

0 0
( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
M x y

M x y

P x y dx Q x y dy U x y U x y+ = −∫

0 0 0( , )M x y
( , )M x y

0 0 0( , )M x y
( , )P x y ( , )Q x y (0,0)P
(0,0)Q 0 0 0( , )M x y
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1

xy xyy x dx x dy
y
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+

( , )U x y

( )e cos 1 e e e ( 1)xy xy xy xyP y x y x xy
y y

∂ ∂
= + = ⋅ + ⋅ ⋅ = +
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1e 1 e e e ( 1)
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0
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Рис. 40 

Сделаем проверку: , 

. Верно. 

Отметим, что в ответе  можно отбросить, так как  находится с точ-
ностью до константы в зависимости от начальной точки . 

Замечание. В случае выбора пути, как на рис. 40, можно написать общую 

формулу для нахождения потенциала 
0 0

( , ) ( ,0) ( , )
x x

U x y P x dx Q x y dy= +∫ ∫ ; если же 

сначала выгоднее было бы двигаться по оси  (например, слагаемое при ин-
тегрировании по  при  обнулится), то получится аналогичная формула 

, ответ не изменится, так как интеграл не зави-

сит от пути интегрирования. 

§6. Приложения криволинейного интеграла второго рода

I. Одно из них мы только что рассмотрели. Если решать дифференци-
альное уравнение в полных дифференциалах , то 
его решением будет ; например, если решить уравнение 

, то (см. пример 4) его решением будет 

C. Более того, можно обобщить этот метод на полный
дифференциал  функции трех переменных: 

. 

( )( , ) e sin arctg 1 e cos ( , )xy xyU x y x y y x P x y
x x

∂ ∂
= + + − = + =

∂ ∂

( ) 2
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0 0 0( , )M x y
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0 0
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y x

U x y Q y dy P x y dy= +∫ ∫

( , ) ( , ) 0P x y dx Q x y dy dU+ = =
( , )U x y C=

( )e cosxyy x dx+ + 2

1e 0
1

xyx dy
y

 
+ + = + 

e sinxy x+ + arctg y =
( , , )U x y z

( , , ) U U UdU x y z dx dy dz
x y z

∂ ∂ ∂
= + + =
∂ ∂ ∂

( , , ) ( , , ) ( , , )P x y z dx Q x y z dy R x y z dz+ +
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В силу равноправия независимых переменных  (например, если пе-
реставить слагаемые местами), кроме условия (5.24) добавятся еще два равен-
ства для частных производных (будто «крест-накрест»): 

, ,Q R P R
z y z x

∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂
(5.27) 

В силу независимости криволинейного интеграла в пространстве 
( ) ( ) ( ), , , , , ,

L
P x y z dx Q x y z dy R x y z dz+ +∫ от пути интегрирования, если функции 

, ,  существуют и сначала интегрировать по , затем 
по , и, наконец, по , то 

, (5.28) 

где при интегрировании по одной переменной другие будут константы. 
II. Из физического смысла криволинейного интеграла второго рода,

если задано векторное силовое поле на плоскости  
(или в пространстве ), то работа силы 

на пути  (с учетом направления обхода) . В случае потенциального 

1 .
2

S xdy ydx= −∫  (5.29) 

Проверьте её с помощью формулы Грина (5.21). 
Пример 5. Вычислить площадь эллипса. 

Решение. Зададим эллипс параметрически  . Тогда по 

формуле (5.29) 

[ ]
2 2

эллипса
0 0

2 22 2
0

0

( sin ) sin ( cos cos cos sin sin
2

(cos sin ) 2 .
2 2 2

S td b t b td a t a t b t b t a t dt

ab ab abt t dt t ab

π π

π π π π

= − = ⋅ + ⋅ =

= + = = =

∫ ∫

∫

Сравните с решением примера 9 на странице 46 [1] с помощью интеграла 
Римана, когда интегрировалось только второе слагаемое в (5.29). 

, ,x y z

Q P
x y

∂ ∂
=

∂ ∂

(0,0,0)P (0,0,0)Q (0,0,0)R x
y z

0

( , , ) ( ,0,0)
x

U x y z P x dx= ∫
0

( , ,0)
y

Q x y dy+∫
0

( , , )
z

R x y z dz+∫

{ }( , ) ( , ), ( , )F x y P x y Q x y=

{ }( , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )F x y P x y z Q x y z Q x y z= F

L
L

A Fdl= ∫
силового поля, когда выполнено условие (5.24) (а в пространстве (5.27)), проще 
выбрать путь от начальной точки к конечной из отрезков, параллельных осям 
координат, или, если известен потенциал U(,xy) (U(,x yz, )), то взять разность 
потенциалов. 

    III.  С  помощью  криволинейного интеграла  второго  рода можно вычис-
лять площади фигур, если  известно уравнение границы L , по формуле 

cos ,
sin ,

x a t
y b t
=

 =
[0,2 ]t π∈

.  

acos1 ) 1
2
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ГЛАВА 6. ТРОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

§1. Определение тройного интеграла, его свойства и вычисление

Пусть задана функция , непрерывная на некоторой замкнутой 
области      . Как уже отмечалось выше (см. стр. 45), область         разбивается на 

 произвольных частей, обозначим ̶  объем -ой части; затем в каждой 
части берут произвольным образом по точке  и составляют инте-

гральную сумму , и, наконец, переходят к пределу 

( ) ( )
max 0

1
, , lim , , .

Vk

n

k k k k
kn

f x y z dV f x y z V
∆ →

=Ω →∞
= ⋅∆∑  (6.1) 

Итак, тройным интегралом называется предел интегральных сумм, когда 
число разбиений  стремится к бесконечности, а максимальные объемы раз-
биений стремятся к нулю. Справедлива (как и в предшествующих случаях) 
теорема: если функция  непрерывна на области , то предел (6.1) 
существует и не зависит ни от способа разбиения области  на части, ни от 
выбора точек  в каждой части. 

Отметим важные для вычисления стандартные для всех интегралов, свой-
ства тройного интеграла: 

1) ; 

2) ; 

3)  ( ). 

 и тогда 

( ) ( )31 2

max , , 0
1 1 1( 1,2,3)→∞

, , lim , , .
x y zi j k

nn n

i j k i j k
i j kn ii

f x y z dxdydz f x y z x y x
∆ ∆ ∆ →

= = =Ω =
= ∆ ∆ ∆∑∑∑  

( , , )U f x y z=
Ω Ω

n kV∆ k
( , , )k k k kM x y z

1
( , , )

n

k k k k
k

f x y z V
=

⋅ ∆∑

n

( , , )f x y z Ω
Ω

kM

( , , ) ( , , )сf x y z dV с f x y z dV
Ω Ω

=∫∫∫ ∫∫∫

( )1 2( , , ) ( , , )f x y z f x y z dV
Ω

+∫∫∫ 1( , , )f x y z dV
Ω

= ∫∫∫ 2 ( , , )f x y z dV
Ω

+∫∫∫

( , , )f x y z dV
Ω

=∫∫∫
1

( , , )f x y z dV
Ω

+∫∫∫
2

( , , )f x y z dV
Ω
∫∫∫ 1 2Ω =Ω ∪Ω

    Последнее обобщается на конечное число слагаемых и используется для 
разбиения области на правильные подобласти. 

Вычисление тройного интеграла. Основная идея сведения тройного инте-
грала к троекратному та же, что и для двойного: объемная область Ω разреза-
ется (во внутренних точках, не на границе) на прямоугольные параллелепипеды 
с    гранями,     параллельными    координатным     плоскостям     (рис. 41),    где 

ijk i j kV x y z∆ = ∆ ⋅∆ ⋅∆

∫∫∫

∫∫∫
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Рис. 41 

Область  называется правильной по , если вертикальные прямые (не 
на границе) пересекают верх и низ тела не более двух раз (рис. 42).  

Рис. 42 

Пусть низ тела задается формулой , а верх — , где 
точка (  есть проекция тела на горизонтальную плоскость 

), тогда из чертежа (рис. 42) следует 

, 

при интегрировании внутреннего интеграла по  (по вертикали) естественно, 
будут константы. Кроме того, если область  на плоскости  тоже 

правильная по , то после расстановки пределов интегрирования по  и по , 

. (6.2) 

Ω z

1( , )z x y= Ψ 2 ( , )z x y= Ψ
( , )M x y D∈ − D Ω

xOy

2

1

( , )

( , )

( , , ) ( , , )
x y

D x y

f x y z dxdydz f x y z dz dxdy
Ψ

Ω Ψ

 
=   

 
∫∫∫ ∫∫ ∫

z
что x, y D xOy

y
используя формулу (4.5) (рис. 12 на стр. 26), окончательно получим 

y x

2 2

1 1

( ) ( , )

( ) ( , )

( , , ) ( , , )
x x yb

a x x y

f x y z dxdydz dx dy f x y z dz
ϕ

ϕ

Ψ

Ω Ψ

=∫∫∫ ∫ ∫ ∫

kz∆

jy∆
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Пример 1. Вычислить , где область  ограничена поверх-

ностями , 0, 0x y= = , , (  , ). 

Решение. Область есть  часть эллипсоида с полуосями , , 

 лежащая  в первом октанте (рис. 43), очевидно, правильная по . 

Рис. 43 

Верхняя половина эллипсоида задаётся его уравнением, разрешенным от-
носительно , (так как , то перед корнем будет знак «плюс»): 

. Область  получается пересечением эллипсоида с горизон-

тальной плоскостью (уравнение этой плоскости  надо подставить в 

уравнение эллипсоида), что дает четверть эллипса , лежащую в пер-

вой четверти. Так как уравнение верхней половины эллипса , то об-

ласть  правильная по  и задаётся неравенствами  ( ). 
Расставим пределы интегрирования: 

xyzdxdydz
Ω
∫∫∫ Ω

2 2
2 1

9 4
y zx + + = 0z = 0,x ≥ 0y ≥ 0z ≥

Ω 1
8

1a = 3b =

2,c = z

z 0z ≥
2

22 1
9
yz x= − − D

xOy 0z =
2

2 1
9
yx + =

23 1y x= −

D y 20 3 1y x≤ ≤ − 0 1x≤ ≤

2
2

2 2 1
1 3 1 9

0 0 0

yx
x

xyzdxdydz xdx ydy zdz
− −

−

Ω

=∫∫∫ ∫ ∫ ∫
2

22 2 11 3 1 2 9

0 0 02

yxx zxdx y dy
− −−

= ⋅ =∫ ∫
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( ) ( ) ( ) ( )
23 11 1 12 2 22 2 4 2 2 2

0 0 00

2 9 91 9 1 1 1 .
36 2 2

x

x x y y dx x x x dx x xdx
−

   = ⋅ − − = − − − = −      
∫ ∫ ∫  

Сделаем замену переменных в последнем интеграле: , , 

, , . Тогда 

( )
1 0 12 12 2 2 3

0
0 1 0

9 9 1 9 9 31 0,75.
2 2 2 4 12 4

x xdx t dt t dt t − = − = = = = 
 

∫ ∫ ∫  

§2. Замена переменных в тройном интеграле. Переход к цилиндрической
и сферической системам координат 

Пусть 

 (6.3) 

Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , , , , ,
D D

f x y z dxdydz f x u v w y u v w z u v w I dudvdw= ⋅∫∫∫ ∫∫∫  (6.4) 

где якобиан 

x x x
u v w
y y yI
u v w
z z z
u v w

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

(6.5) 

Появление множителя с якобианом связано с изменением объемов тел при 
данном преобразовании (6.3). Если с помощью дифференциального метода ог-

раничиться линейными слагаемыми, то 

, , 

1

0

xdx= ∫
23 1

0

2(1
x

y
−

⋅∫ 2x−
2

)
9
y dy− =

1

0

xdx∫
23 1

2 3

0

22 (1 )
9

x

y x y dy
−  − − =  ∫

21 x t− = 2xdx dt− =
1
2

xdx dt= − 2
1 1 0 1t = − = 2

2 1 1 0t = − =

( , , ),
( , , ),
( , , ).

x x u v w
y y u v w
z z u v w

=
 =
 =

x x xx u v w
u v w
∂ ∂ ∂

∆ = ∆ + ∆ + ∆ =
∂ ∂ ∂

, , gradx x x x
u v w
∂ ∂ ∂ = = ∂ ∂ ∂ 

y y yy u v w
u v w
∂ ∂ ∂

∆ = ∆ + ∆ + ∆ =
∂ ∂ ∂

, , grady y y y
u v w
∂ ∂ ∂  = ∂ ∂ ∂ 
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( если считать, что векторы 

, раскладываются по базису из векторов , , ). Но  тогда 
объем  равен смешанному произведению , 
где смешанное произведение этих трех векторов вычисляется с помощью опре-
делителя третьего порядка (6.5). Но так как объемы положительны (а как из-
вестно, если , ,  образуют левую тройку векторов, то объем 
параллелепипеда, построенного на этих трех векторах будет получаться со зна-
ком «минус»), то в формуле (6.4) якобиан I  надо взять по модулю. 

Замечание. Отметим, что для двойного интеграла якобиан 

x x
u vI
y y
u v

∂ ∂
∂ ∂=
∂ ∂
∂ ∂

  от-

ражает изменение площади при преобразовании а определитель 

(6.6) 

Рис. 44 

z z zz u v w
u v w
∂ ∂ ∂

∆ = ∆ + ∆ + ∆ =
∂ ∂ ∂

, , gradz z z z
u v w
∂ ∂ ∂  = ∂ ∂ ∂ 

,x∆ y∆ z∆ u∆ v∆ w∆
x y z∆ ∆ ∆ gradx grady gradz u v w⋅ ∆ ∆ ∆

gradx grady gradz

( , ),
( , ),

x x u v
y y u v
=

 =
второго порядка равен ± площади параллелограмма, построенного на векторах 
grad x , grad y  (формулы (4.9), (4.10) на стр. 33). 

Рассмотрим два частных случая, соответствующих цилиндрической и 
сферической системам координат. 

I. Замена переменных для перехода к цилиндрической системе коор-
динат (рис. 44) имеет вид 

cos ,
sin ,
.

x r
y r
z h

ϕ
ϕ

=
 =
 =
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Тогда якобиан 

( )2 2

cos sin 0
cos sin

sin cos 0 cos sin
sin cos

0 0 1

x x x
r h r
y y yI r r r r
r h
z z z
r h

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕϕ

ϕ

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ −

−∂ ∂ ∂
= = = ⋅ = + =
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

 

(тот же, что и при переходе к полярной системе координат на плоскости. 
Сравните с выводом формулы (4.6) на стр. 30). Следовательно,  

.   (6.7) 

II. Замена переменных при переходе к сферической системе координат
(рис. 45) 

sin cos ,
sin sin ,
cos .

x
y
z

ρ θ ϕ
ρ θ ϕ
ρ θ

=
 =
 =

  (6.8) 

Рис. 45 

Тогда якобиан 

cos sin cos cos sin sin
sin sin sin cos cos sin .

cos sin 0

x x x

y y yI

z z z

ρ θ ϕ ϕ θ ρ ϕ θ ρ ϕ θ
ϕ θ ρ ϕ θ ρ ϕ θ

ρ θ ϕ
θ ρ θ

ρ θ ϕ

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ −
∂ ∂ ∂

= =
∂ ∂ ∂

−
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

  

Разложим определитель по третьей строке, далее, вынеся общие 
множители строк и столбцов за знак полученных определителей, получим 

( , , )
D

f x y z dxdydz =∫∫∫ ( cos , sin , )
D

f r r h rdrd dhϕ ϕ ϕ∫∫∫

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cos cos sin sin
cos

sin cos cos sin
I

ρ ϕ θ ρ ϕ θ
θ
ρ ϕ θ ρ ϕ θ

−
= −

  

 

Так как , то  и I I= . Следовательно, 

.   (6.9) 

§3. Приложения тройного интеграла

I. Вычисление объемов тел.

. (6.10) 

Отметим, что по сравнению с двойным интегралом мы имеем больше воз-
можностей, так как а) мы можем менять порядок интегрирования и за счет его 
оптимального выбора в зависимости от того, как заданы ограничивающие его 
поверхности, более просто взять кратные интегралы; б) когда среди поверхно-
стей, ограничивающих тело, есть круговой цилиндр, ось симметрии которого 
совпадает с одной из осей координат, выгодно перейти к соответствующей ци-
линдрической системе координат; в) если одна из поверхностей, ограничиваю-
щая тело, есть часть сферы с центром в начале координат, то выгодно перейти к 
сферическим координатам. 

II. Приложения тройного интеграла в механике.

Пусть для некоторого тела в пространстве известна плотность 
непрерывная на  функция. Тогда, аналогично приложениям двой-

ного интеграла в механике, получаются или полностью аналогичные формулы, 
или с добавлением еще одной координаты, а именно: 

1) масса тела

; (6.11) 

cos sin sin sin
( sin )

sin sin cos sin
ϕ θ ρ ϕ θ

ρ θ
ϕ θ ρ ϕ θ

−
− =

cos sin
cos cos sin

sin cos
ϕ ϕ

θ θ θ ρ ρ
ϕ ϕ

−
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +

cos sin
sin sin sin

sin cos
ϕ ϕ

ρ θ θ θ ρ
ϕ ϕ

−
⋅ ⋅ ⋅ =

2 2 2 3 2 2cos sin sin (cos sin )ρ θ θ ρ θ ϕ ϕ = ⋅ + ⋅ + = 
2 2 2 2sin (cos sin ) sin .ρ θ θ θ ρ θ+ =

[0, ]θ π∈ 2 sin 0ρ θ ≥

( , , )
D

f x y z dxdydz =∫∫∫ 2( sin cos , sin sin , cos ) sin
D

f d d dρ θ ϕ ρ θ ϕ ρ θ ρ θ ρ θ ϕ∫∫∫


V dVΩ
Ω

= ∫∫∫

Ω
( , , )x y zµ − Ω

( , , )m x y z dVµ
Ω

= ∫∫∫
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, , ;      (6.12) 

для однородного тела, когда , после сокращения на , по-
лучим 

, , . (6.13) 

3) Формулы для моментов инерции усложняются за счет добавления
еще одного квадрата соответствующей переменной: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2, , , , , ,x yI y z x y x dV I x z x y x dVµ µ
Ω Ω

= + = +∫∫∫ ∫∫∫  

( ) ( )2 2 , , ,zI x y x y x dVµ
Ω

= +∫∫∫ (6.14) 

а момент инерции относительно начала координат точки  

( ) ( )2 2 2 , , .OI x y z x y x dVµ
Ω

= + +∫∫∫ (6.15) 

Поясним, например, последнюю из формул (6.14) с помощью дифферен-
циального метода для элементарного объема  параллелепипеда со сторона-
ми , ,  (рис. 46) 2 2 ( , , )zI r m r x y z Vµ∆ = ∆ = ∆ , а из  по теореме 
Пифагора , окончательно 

( ) ( )2 2 , ,zI x y x y z Vµ∆ = + ⋅ ∆ . Следовательно, проинтегрировав по  и получим 
последнюю из формул (6.14). 

Рис. 46 

ЦТ

( , , )

( , , )

x x y z dV
x

x y z dV

µ

µ
Ω

Ω

=
∫∫∫
∫∫∫

ЦТ

( , , )

( , , )

y x y z dV
y

x y z dV

µ

µ
Ω

Ω

=
∫∫∫
∫∫∫

ЦТ

( , , )

( , , )

z x y z dV
z

x y z dV

µ

µ
Ω

Ω

=
∫∫∫
∫∫∫

( , , ) constx y zµ µ= = µ

ЦТ

xdV
x

V
Ω

Ω

=
∫∫∫

ЦТ

ydV
y

V
Ω

Ω

=
∫∫∫

ЦТ

zdV
z

V
Ω

Ω

=
∫∫∫

(0,0,0)О

V∆
x∆ y∆ z∆ ONP∆

2 2 2 2 2 2r ON OP PN x y= = + = +

Ω

r 

2) координаты центра тяжести
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, , 

которая ограничивает на плоскости  единичный круг с центром в точке 
 (область ).  

Рис. 47 

Так как ось  является осью симметрии нашего тела, то , . 

Найдем аппликату центра тяжести по последней из формул (6.13) . 

Перейдем к цилиндрической системе координат по формуле (6.7), в которой 
уравнение поверхностей будет 2 2 2 24 cos sin 4 ; 3,h z r r r hϕ ϕ= = − − = − =  а об-
ласть  задается неравенствами   Получим 

2

2

42 1

0 0 3
ЦТ 42 1

0 0 3

.

r

r

d rdr hdhhrdrd dh
z

rdrd dh d rdr dh

π

π

ϕϕ

ϕ ϕ

−

Ω
−

Ω

= =
∫ ∫ ∫∫∫∫

∫∫∫ ∫ ∫ ∫
 Так как пределы от  постоянны и подын-

тегральная функция от  не зависит, то интеграл от  можно взять сразу:  

Пример 2. Найти координаты центра тяжести однородного тела, ограни-
ченного поверхностями z = 4 − −x y2 2, z = 3 . 

Решение. Нарисуем (рис. 47) параболоид вращения z = 4 − −x y2 2  и 
гори-зонтальную плоскость z = 3 . Они пересекаются по окружности  

2 24 ,
3,

z x y
z

 = − −


=
2 24 3x y− − = 2 2 1x y+ =

xOy
(0,0)О D

Oz ЦТ 0x = ЦТ 0y =

ЦТ

zdV
z

V
Ω

Ω

=
∫∫∫

D 0 1r≤ ≤ (0 2 ).ϕ π≤ ≤

r

ϕ ϕ
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( )

( )

1
3 5

0
1

3

0

7 8r r r dr

r r dr

− +
=

−

∫

∫

12 4 6

0
12 4

0

7 17 8 22 4 61 1 21 12 1 10 12 6 2 31 12 2 6 3 3
2 42 4

r r r

r r

 
− +  − + − + = ⋅ = ⋅ = ⋅ = =

  −− 
 

Ответ: , , . 

 Замечание. Центр тяжести тела всегда должен находиться внутри тела. 
Кроме того, так как площади поперечных сечений при отдалении от вершины 
параболоида растут и тело однородно, то сразу очевидно, что  и от-
вет ближе к трем, чем к четырем. 

Пример 3. Найти момент инерции однородного шара радиуса  относи-
тельно диаметра с плотностью . 

Решение. Без ущерба общности найдем по последней формуле (6.14) 
( )2 2 2 .z

Ш
I x y dV= +∫∫∫  Перейдем к сферическим координатам по формулам (6.8), 

(6.9), получим ( )2 2 2 2 2 2 22 sin cos sin sin sinz
Ш

I d d dρ θ ϕ ρ θ ϕ ρ θ ρ θ ϕ= ⋅ + ⋅ =∫∫∫  

 

Замечание. Так как объем шара имеет размерность м3, а сумма квадратов 
расстояний равна м2, то их произведение будет размерности м5 , а так как у нас 
для сферы есть радиус , её геометрически определяющей, с размерностью м, 
то можно было сразу дать качественный ответ, что 5

zI c R= ⋅ , где  положи-
тельное число. 

ЦТz =

2

2
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ГЛАВА 7. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

§1. Поверхностные интегралы первого рода, их свойства, вычисление
и приложения 

Пусть на замкнутой поверхности  задана функция , непрерыв-
ная в некоторой трехмерной области , в которой лежит поверхность : 

. Как уже не раз (общий подход к определенному интегралу показан на 

ных частей, обозначим  площадь k-ой части; затем в каждой части выбира-
ем по точке (рис. 48), составляем интегральную сумму 

, и, наконец,  переходя к пределу, получим 

.   (7.1) 

Рис. 48 

Итак, поверхностным интегралом первого рода называется предел ин-
тегральных сумм, когда число частей разбиения стремится к бесконечности, а 
максимальные площади разбиений стремятся к нулю. 

Далее мы будем рассматривать гладкие или кусочно-гладкие поверхно-
сти. 

Теорема. Если функция непрерывна в некоторой трехмерной 
области , содержащей поверхность , то предел (7.1) существует и не зави-
сит ни от способа разбиения области  на части, ни от выбора точек  в ка-
ждой части. 

S ( , , )f x y z
Ω S

S ⊂Ω
Sстр. 44)  множество    , по которому  интегрируем, разбивается на n  произволь-

kσ∆
( , , )k k k kM x y z

1
( , , )

n

k k k k
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f x y z σ
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∆∑

1max 0

( , , ) lim ( , , )
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k k k kn kS

f x y z d f x y z
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σ σ
→∞
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Как и для всех определённых интегралов, справедливы три, требующиеся 
нам, основные свойства поверхностного интеграла первого рода 

1) ; 

2) ; 

3) ,  

(последние два свойства верны для конечного числа слагаемых). 

Если уравнение поверхности   ( ), то, подставив в 
подынтегральную функцию вместо  уравнение поверхности , а вместо 

(на стр. 42 вывод формулы 

22

1 ,z z s
x y

σ
 ∂ ∂ ∆ = + + ∆   ∂ ∂   

 где s∆  есть проекция  на горизонтальную плос-

кость. Сейчас только мы сменили обозначение функции, на  и, соответ-

ственно, частные производные на ,  ), получим 

. (7.2) 

Конечно, на практике вычисление интеграла (7.2) вызывает значительные 
трудности из-за квадратного корня (аналогично криволинейному интегралу 
первого рода, но в данной ситуации все гораздо сложнее, так как интеграл 
двухмерный). 

Приложения поверхностного интеграла первого рода 

I. Вычисление площади поверхности

, 

если выражать уравнение поверхности через независимые переменные  , то 
мы получим формулу (4.18), но появляются еще две возможности, если проек-
тировать поверхность  на плоскость  или . 

II. Приложение поверхностного интеграла первого рода в механике анало-
гично приложению тройного интеграла. А именно, если в каждой точке по-
верхности  известна плотность , то, заменив тройной интеграл на 

( , , ) ( , , )
S S

c f x y z d c f x y z dσ σ⋅ =∫∫ ∫∫
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поверхностный двойной интеграл, а дифференциал  на дифференциал пло-
щади ,  мы получим формулы, аналогичные формулам (6.11) (6.15): 

1) масса поверхности

;   (7.3) 

2) координаты центра тяжести

, , ;  (7.4) 

в частности, для однородной поверхности (при ) 

, , ; (7.5) 

3) моменты инерции относительно осей координат

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2, , , , , ,x y
S S

I y z x y z d I x z x y z dµ σ µ σ= + = +∫∫ ∫∫  

( ) ( )2 2 , ,z
S

I x y x y z dµ σ= +∫∫ ;    (7.6) 

а момент инерции относительно начала координат точки  

( ) ( )2 2 2
0 , ,

S
I x y z x y z dµ σ= + +∫∫ .  (7.6 а) 

Пример 1. Пусть дан однородный круговой конус  высо-

той  и радиусом основания  (как обычно, образующую конуса обозначим 
). Найти а) массу конуса, б) координаты центра тяжести, в) момент 

инерции xI  относительно оси . 
Решение. Без ущерба общности будем считать, что плотность . 

Нарисуем чертеж (рис. 49), чтобы конус лучше смотрелся, повернем оси коор-

динат вокруг оси  на  против часовой стрелки. 
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Рис. 49 

а)  . 

б) Так как ось является осью симметрии этого конуса и он однороден, 
то . По первой из формул (7.4)  и в силу а)

. Из уравнения конуса , корень берется со 

знаком «плюс», так как . 

2 2
2

D

h y z
R lπ

+ ⋅∫∫

2 2
2 .

D

h ly z dydz
R l Rπ

+ ⋅∫∫  Перейдем к поляр-

ной системе координат ,  для области круга радиуса 
с центром в начале координат, пределы интегрирования постоянны: , 

0 2 .ϕ π≤ ≤  Кроме того, , а . 

. Отметим, что если взять 

сечение конуса, проходящее через ось , то для полученного равнобедренно-

го треугольника со сторонами , ,  полученный ответ , 

 является точкой пересечения медиан. 
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в) По первой из формул (7.6) ( )2 2 .x
K

I y z dσ= +∫∫  В пункте б) мы вывели, что 

, тогда ( )2 2
x

D

lI y z dydz
R

= + =∫∫ .

Как и в предыдущем пункте мы интегрировали в полярной системе координат; 
отметим, что размерность ответа (при ( , )x yµ =1 (масса = площади) (квадрат 
расстояния) = 2 2 4м м =м⋅ такая и получилась). 
Замечание. В силу того, что круговой конус получается вращением отрезка 

прямой вокруг оси  перпендикулярной плоскости , отметим, что 

, откуда , что мы и получили, вычисляя 

, тут ситуация аналогична при выражении длины дуги 

через её проекцию  на ось  (замечание на стр. 48). 

§2. Поверхностный интеграл второго рода, его свойства и физический
смысл 

Рассмотрим задачу о стационарном потоке жидкости через данную по-
верхность , то есть будем считать, что в каждой точке  нам известна 
скорость потока , которая постоянна в этой точке и не зависит от вре-
мени. Рассмотрим сначала следующие частные случаи: 

а) поток жидкости через прямоугольник  в том простейшем слу-
чае, когда скорость  одна и та же для всех точек прямоугольника и перпенди-
кулярна прямоугольнику (рис. 50 а). Тогда поток ; 

б) прямоугольник  теперь под углом к общей скорости (рис. 50 б). 
Тогда поток ,ABCDV nS=



 где  и ,  то есть 
 единичный вектор нормали к плоскости; 

в) если рассмотреть произвольную фигуру (вместо ), естественно, 
фигура лежит в одной плоскости (рис. 50 в), вектор  нормали с которой обра-
зует  с постоянным для всех точек фигуры вектором скорости , то фор-
мула для потока жидкости через эту фигуру площади  будет . 
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а)                  б)           в) 
Рис. 50 

Воспользуемся дифференциальным методом. Возьмем маленький кусок 
поверхности, содержащий точку  площади , возьмём её проекцию 
на касательную плоскость  и будем считать скорость ( ), ,V x y z  одинаковой 
для этого элементарного кусочка (рис. 51). Тогда . Переходя к инте-
гралу по всей поверхности , получим 

П .
S

V ndσ= ∫∫  (7.7) 

Физический смысл поверхностного интеграла второго рода  поток жид-
кости, проходящей через данную поверхность  при заданных скоростях   в 
единицу  времени (мы считаем, что плотность жидкости равна единице). 

Так как поток  однозначно определён при заданных  и , естественно 
существование интеграла (7.7). 

Рис. 51 

Свойства поверхностного интеграла второго рода 

1. ;
S S

cV nd c V ndσ σ=∫∫ ∫∫   

2. ; 

( , , )M x y z σ∆
dσ

d VndσΠ =
S

−
S V

Π S V

( )1 2
S

V V ndσ+ =∫∫ 1
S

V ndσ∫∫ 2
S

V ndσ+∫∫
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3. ( )
1 2

1 2
S S S

V nd V nd V nd S S Sσ σ σ= + = ∪∫∫ ∫∫ ∫∫ ; (7.8) 

4. .
S S
V nd V ndσ σ

− +

= −∫∫ ∫∫    (7.9) 

Замечание. Мы будем рассматривать двухсторонние поверхности, напри-
мер, на рис. 52 будем считать +S верхней стороной поверхности, а –S — нижней 
(бывают и односторонние поверхности, например, знаменитый лист Мёбиуса — 
возьмите длинный узкий прямоугольник, поверните один из концов на 1800 и 
склейте). Так как , то интеграл по свойству скалярного произведения ме-
няет свой знак — физический смысл этого в том, что по одну сторону жидкость 
втекает, а по другую вытекает, проходя через . Нам еще понадобится свойство 
для замкнутых поверхностей (соответствующий двойной интеграл обозначают с 
кружочком, как и криволинейный интеграл по замкнутому контуру). 

 Рис. 52        Рис. 53 

5.  
1 2

...
nS S S S

V nd V nd V nd V ndσ σ σ σ= + + +∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫   

       (7.10) 

для разрезанного тела  на  частей , , ,  (рис. 53), все векторы 
нормали в (7.10) будем считать смотрящими наружу. Поясним идею доказа-
тельства формулы (7.10): на внутренних общих поверхностях двух соседних 
разбиений один раз будет считаться поток для , а другой — для  и в си-
лу свойства 4 они взаимно уничтожатся. 

§3. Вычисление поверхностного интеграла второго рода

Запишем теперь поверхностный интеграл второго рода (7.7) в координат-
ной форме ,  
(для единичного вектора нормали его координатами будут направляющие ко-
синусы). Тогда  

2n n= −

S

Ω n 1Ω 2Ω  nΩ

kS+ kS−

{ }( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )V x y z P x y z Q x y z R x y z= {cos ,n α= cos ,β }cosγ
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( ) ( ) ( )П , , cos , , cos , , cos .
S S

V nd P x y z Q x y z R x y z dσ α β γ σ= = + +  ∫∫ ∫∫    (7.11) 

Спроектируем поверхность на координатные плоскости , , 
соответствующие проекции обозначим  (рис. 54). 

Рис. 54 

Кроме того, мы будем выражать в уравнении поверхности  одну пере-
менную через те оставшиеся две независимые переменные, которые соответст-
вуют , а именно: , , . Тогда 

. (7.12) 

Отметим, что для последнего слагаемого  при выводе 

формулы, сводящей поверхностный интеграл первого рода к двойному инте-
гралу на плоскости , было показано, что , но для поверхно-
стного интеграла второго рода нужно еще учитывать по какой части поверхно-
сти мы интегрируем: если угол  острый (рис. 54) по отношению к верхней 
части поверхности , то  и будет  со знаком «плюс» (так будет 
всегда для поверхностного интеграла первого рода), а если угол  тупой (на-
пример, если мы для чертежа на рис. 54 будем интегрировать по нижней части 
поверхности, то со знаком «минус»). 

Замечание. Так как, например, мы только что отмечали, что 
 аналогично  то интеграл (7.11) 

записывают в виде  

, (7.13) 

S xOz yOz
,xOy 1,D 2 ,D 3D

S

1,D 2 ,D 3D ( , )x x y z= ( , )y y x z= ( , )z z x y=

[ ]( , , )cos ( , , )cos ( , , )cos
S

P x y z Q x y z R x y z dα β γ σ+ + =∫∫
1

( ( , ), , )
D

P x z y y z dydz± ±∫∫

2

( , ( , ), )
D

Q x y x z z dxdz±∫∫
3

( , , ( , ))
D

R x y z x y dxdy±∫∫

( , , )cos
S

P x y z dγ σ∫∫

xOy cos d dxdyγ σ =

γ
S cos 0γ > dxdy

γ

cos ,d dxdyγ σ = cos ,d dydzα σ = cos ,d dxdzβ σ =

( , , ) ( , , ) ( , , )
S

P x y z dydz Q x y z dxdz R x y z dxdy+ +∫∫
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что сразу показывает, к каким двойным интегралам мы перейдем по формуле 
(7.12), конечно, с учетом знаков соответствующих направляющих косинусов. 

Пример 2. Вычислить интеграл , где внешняя 

сторона сферы  ( , , ). 

Решение. Нарисуем  часть сферы (рис. 55) и соответствующие её про-

екции на координатные плоскости , , (очевидно, это будут  части 

круга радиуса , так как радиус сферы ). 

Рис. 55 

Из чертежа  и  острые, а тупой, поэтому первый и третий 
интегралы в формуле (7.12) берём со знаком «плюс», а второй  со знаком 
«минус»; кроме того, в первом интеграле выражаем  из уравнения сферы 

, а в последнем  (знак плюс, так как по условию 
, что даёт верхнюю половинку сферы). В результате по формуле мы дан-

ный поверхностный интеграл второго рода сводим по формуле (7.12) к трем 
двойным интегралам, сектор , сектор  и сектор : 

( )2 2 2 2 24 4 .
S BOC AOC AOB

x zdydz dxdz zdxdy y z zdydz dxdz x y dxdy+ + = − − − + − −∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫  

Из приложений двойного интеграла , а объ-

ем  части шара ; для сектора  уравнение сферы при  даёт 

уравнение окружности , откуда  ( ), тогда

2

S

x zdydz dxdz zdxdy+ +∫∫ S −

2 2 2 4x y z+ + = 0x ≥ 0y ≤ 0z ≥

1
8

1D 2D 3D
1
4

2R = 4 2R = =

α∠ γ∠ − β∠ −
−

2x
2 2 24x y z= − − 2 24z x y= + − −

0z ≥

1D − BOC 2D − AOC 3D − AOB

AOC
AOC

dxdy S=∫∫ 2 24
AOB

x y dxdy− − −∫∫
1
8

ABCO BOC 0x =

2 2 4y z+ = 24z y= − 2 0y− ≤ ≤

С(0,0,2) 

А(2,0,0) 

В(0,-2,2) 
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. 

Пример 3. Найти поток векторного поля  через 
c вершинами , ,  для внешней (по отношению к нача-
лу координат) стороны треугольника. 

Решение. П .
ABC

xdydz ydxdz zdydx
∆

= + +∫∫    Выведем уравнение плоско-

сти треугольника  (рис. 56). Из соображений симметрии 

, при этом  и , 

 Выведите из этих условий, что , . 

Рис. 56 

Поэтому выгоднее записать данный интеграл с направляющими косину-

сами 

. Но для любой точки треугольника  из выведен-

2

S

x zdydz +∫∫ dxdz zdxdy+ = ( )
240

2 3

2 0

4
y

dy y z z dz
−

−

 − − − ∫ ∫ круга
1
4

S шара
1
8

S+ =

( )
2 24 40 2 4

2

2 0 0

4
2 4

y y
z zy dy

− −

−

 
 = − ⋅ −
 
 
∫

2 32 4 2
4 3 8

π π⋅
− + = ( )

0 2
2 2

2

1 (4 ) 4
2

y y
−

 − − −∫

( )4
21 4

4 3
y dy π− − + =

( )
0

22

2

1 4
4 3

y dy π

−

− + =∫ ( )
0

2 4

2

1 16 8
4 3

y y dy π

−

− + + =∫
03 5

2

1 16 8
4 3 5 3

y yy π

−

 
= − + + = 

 

1 64 320 32
4 3 5 3

π − − + − + = 
 

32 2 11
4 3 5 3

π − + + ≈ 
 

5,32
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1
1 1 1

x y z
+ + =

−
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∆
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1 1 1
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∆

= − + +∫∫ ABC
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ного уравнения плоскости 

.

Замечание. Так как для данного поля  в подынтегральном выражении 
удалось использовать уравнение плоскости и свести его к константе, 
решение намного проще, чем стандартное, по формуле (7.12). 

§4. Формула Стокса

Обобщим формулу Грина (5.21) в том случае, когда замкнутая кривая L 
находится в пространстве (соответственно под знаком криволинейного инте-
грала появится третье слагаемое с  и функции , ,  перед дифферен-
циалами будут от  трех переменных), а справа интеграл будет тоже от трех сла-
гаемых по поверхности , ограниченной кривой : 

,  (7.14) 

где направление обхода по контуру совершается против часовой стрелки (то 
есть в положительном направлении) вокруг вектора  нормали к соответст-
вующей поверхности  (рис. 57). 

Рис. 57 

Доказательство. Выпишем слагаемые в поверхностном интеграле, содер-
жащие функцию : 

. 

1x y z− + + = ( )1 1
3 3ABC ABC

x y z d dσ σ
∆ ∆

− + + = =∫∫ ∫∫
1
3 ABCS∆= =

1
cos3

OABS
γ

∆ =
1
2
= 0,5

F
ABC∆

dz P Q R

S L

( , , ) ( , , ) ( , , )
L

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz+ + =∫
S

Q P dxdy
x y

 ∂ ∂
− + ∂ ∂ 

∫∫
R Q dydz
y z

 ∂ ∂
− + ∂ ∂ 

P R dzdx
z x

∂ ∂ + − ∂ ∂ 

n
S

( , , )P x y z

S

P Pdzdx dxdy
z y

∂ ∂
− =

∂ ∂∫∫ cos cos
S

P P d
z y

β γ σ
 ∂ ∂

− ∂ ∂ 
∫∫
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Пусть уравнение поверхности будет , запишем его в виде 

. Тогда  (стр. 15) и в 

нашем случае , а единичный вектор нормали 

. Так как параллельно , то их проекции пропорциональны: 

, откуда . Подставив  в интеграл, содержа-

щий , получим  

. По правилу дифференцирования сложной функции 

. Тогда 

. По формуле Грина для 

области  на плоскости  и кривой проекцией кривой  на эту гори-

зонтальную плоскость, значит 

( ) ( ), , ( , ) , , .
L

P x y z x y dx P x y z dx= =∫ ∫

 

Мы доказали ту часть формулы Стокса (7.14), в которой слева и справа 
содержатся слагаемые с , в силу равноправия осей координат будут 
также справедливы аналогичные равенства для  и , а так как, 
и для криволинейных интегралов, и для поверхностных интеграл от суммы 
функций равен сумме интегралов, то формула Стокса (7.14) доказана. 

Следствие. Если рассмотреть две поверхности  и , натянутые на од-
ну и ту же кривую (по одну сторону по отношению к ), то в силу формулы 

Стокса  

. 

(Физически, представьте например, как начинает надуваться мыльный пузырь 
на рамке и берем его два различных положения , ). 

S ( , )z z x y=
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§5. Формула Остроградского-Гаусса

Мы только что рассмотрели обобщение формулы Грина — формулу Сто-
кса, которая связывает криволинейный интеграл второго рода по замкнутому 
контуру с двойным — поверхностным интегралом второго рода, натянутых на 
этот контур. Теперь мы рассмотрим обобщение формулы Грина при увеличе-
нии размерности обеих частей на единицу, а именно, формулу Остроградского-
Гаусса, связывающую тройной интеграл по пространственной области с замк-
нутым поверхностным интегралом второго рода по границе этой области:  

, (7.15) 

где поверхностный интеграл берется по внешней стороне поверхности, а функ-

ции  ,  непрерывны вместе со своими частными производными , , 

 на  (рис. 58). 

Рис. 58 

Доказательство. Докажем часть этой формулы для третьих слагаемых, со-
держащих функцию . Без ущерба общности предположим, что область 

 правильная по  

. Обозначим верхнюю часть тела, 

( , , )
S

P Q R dxdydz P x y z dydz
x y zΩ

 ∂ ∂ ∂
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∂
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поверхность которой задана уравнением  через , а нижнюю  че-
рез , тогда  

. Так как для векто-

ров , смотрящих наружу для , угол  с осью  будет острый, а для 
тупой, то первый интеграл (по ) берется со знаком «плюс»,  а второй (по ) 

со знаком «минус». В силу равноправности осей координат, аналогичные 
формулы будут для функций  и , сложив все три интеграла 
слева и справа, мы получим формулу (7.15).  

Пример 4. Вычислить   по внешней поверхно-

сти сферы . 
Решение. По формуле (7.15) Остроградского-Гаусса перейдём к тройному 

интегралу по шару : 

. Перейдем к сферической системе координат по формуле (6.9) 

на стр. 68. Отметим, что из формулы для длины вектора  следует, 

что . Тогда 

. 
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ГЛАВА 8. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОЛЯ 

§1. Векторное поле.  Основные понятия теории поля: градиент,
дивергенция, циркуляция и ротор 

Определение 1. В области  задано векторное поле, если в каждой точ-
ке  задан вектор .  

Хорошо известны примеры из физики: силовое поле, электрическое поле, 
поле скоростей жидкости (например, в речке), в этом случае, как и во многих 
других, векторное поле в одной и той же точке может меняться с течение вре-
мени. В классическом анализе рассматривают непрерывные векторные поля. 

Рассмотрим основные частные случаи. Если векторы поля не зависит от 
времени, то такое поле называют стационарным 

 (8.1) 

В дальнейшем мы будем рассматривать стационарные поля. Самые про-
стым из стационарных полей является однородное поле, если , , кон-
станты. (Например, электрическое поле в конденсаторе). 

Поле (8.1) называется плоским, если одна из проекций равна нулю, а две 
другие зависят от двух переменных. 

Без ущерба общности (за счет выбора соответствующей декартовой сис-
темы координат) можно считать, что поле лежит в плоскости : 

. (8.2) 
Часто плоское поле удобно рассматривать на плоскости 

{ }( , ), ( , )плF P x y Q x y=  (8.2′) 
Пример 1. Рассмотрим вращательное движение тела (рис. 59) с угловой 

скоростью  вокруг данной оси (направим по ней ось ).  

Рис. 59 

Ω
( , , )M x y z ∈Ω { }( , , ), ( , , ), ( , , )F P x y z Q x y z R x y z=

{ }( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )F x y z P x y z Q x y z R x y z=

P Q R −

xOy
{ }пл ( , ), ( , ),0F P x y Q x y=

ω Oz

𝜔̄ = ω ∙ 𝒌 
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Линия скорости  в точке  по формуле Эйлера 

− . 

{ }, ,0V y xω ω= − , (8.3) 

плоское поле при вращательном движении (при вращении по часовой стрелке 
сменит знак). Отметим, что в виде (8.2′) { }, .V y xω ω= −  

Определение 2. Векторными линиями называют кривые, в каждой точке 
которых касательные направлены по векторам поля  (рис. 60). В силовом по-
ле векторные линии — силовые линии, если же у нас есть поле скоростей 

 то векторными линиями являются траектории движения частиц жидко-
сти.  

Рис. 60 

Составим дифференциальные уравнения для векторных линий: 
; , , 

( )
( , , )
z t

R x y z
′

, умножив на , получим 

. (8.4) 

В частности, для плоского поля (8.2′) уравнение (8.4) превратится в 
обычное дифференциальное уравнение  

. (8.5) 

Проверим, что в случае вращательного движения твердого тела (пример 1) 
его траектории удовлетворяют соответствующему дифференциальному уравне-
нию (8.5).  

Очевидно, векторными линиями будут окружности с центром в начале 
координат . Тогда для дифференциалов , 
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Определение 3. Потоком  векторного поля  через поверхность 
называется поверхностный интеграл второго рода (рис. 61) 

Рис. 61 

, (8.6) 

где ,  (см. §2 главы 7 на стр. 76). 

1) Предположим, что S — гладкая поверхность (вектор нормали вдоль
неё непрерывно поворачивается), а также двухсторонняя поверхность. 

2) Пусть поверхность замкнутая и будем интегрировать по внешней
стороне поверхности . 

В случае, когда векторное поле поле скоростей жидкости, то если 

а) , то количество втекающей жидкости равно количеству выте-
кающей (например, в реке); 

б) , то тогда вытекает больше жидкости, чем втекает, то есть 
внутри есть источники. 

в) , тогда втекает больше жидкости, чем вытекает, то есть внутри 
есть стоки. 

Рассмотрим S
Fnd

V

σ∫∫
, где V — объём тела, ограниченного поверхностью 

 Эта величина характеризует среднюю мощность источников на единицу 
объема. 

Дивергенция векторного поля 

Определение 4. Дивергенцией (расходимостью) векторного поля  на-
зывается предел отношения потока  через поверхность, окружающую точ-
ку , к объему тела, ограниченному этой поверхностью, когда она стя-
гивается в точку 

Π F S

S

FndσΠ = =∫∫ [ ]( , , )cos ( , , )cos ( , , )cos
S

P x y z Q x y z R x y z dα β γ σ+ +∫∫

| | 1n = { }cos ,cos ,cosn α β γ=

полн
S

FndσΠ = ∫∫

F V= −

полн 0Π =

полн 0Π >

полн 0Π <

.S

F
полнΠ

( , , )M x y z
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. (8.7) 

Покажем, что для векторного поля (8.1) 
 

. (8.8) 

По формуле (7.15) Остроградского-Гаусса 

, 

где . Тогда из (8.7) 

Рис. 62 

0
div lim S

V

Fnd
F

V

σ

→
=

∫∫

{( , , ) ( , , ),F x y z P x y z= ( , , ),Q x y z
}( , , )R x y z

div ( , , ) P Q RF x y z
x y z

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

S

P Q RFnd dxdydz
x y z

σ
Ω

 ∂ ∂ ∂
= + + ∂ ∂ ∂ 

∫∫ ∫∫∫

1 1 1 1т. ( , , )M x y z

P Q R V
x y z Ω

 ∂ ∂ ∂
= + + ⋅ ∂ ∂ ∂ 

1 1 1 1( , , )M x y z ∈Ω

1
1 1 1 1т. ( , , )

1div ( , , ) lim
M M

M x y z

P Q RF x y z V
V x y z Ω→
Ω

 ∂ ∂ ∂
= + + ⋅ = ∂ ∂ ∂  т. ( , , )M x y z

P Q R
x y z

 ∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ 

Теорема Остроградского-Гаусса имеет физический смысл: сумма 
всех источников внутри поверхности равна полному потоку через эту 
поверхность (изнутри наружу). 

Рассмотрим течение воды в реке, если русло на некотором участке не ме-
няется (рис. 62), тогда поле скоростей жидкости будет однородным: 
F (x,y,z)= {a,b,c} .

S2

Sбок
S1

Sгоризонт

−



90 

Тогда , и в силу теоремы Остроградского-Гаусса 

, ( 2S ∪ ), то есть 

у нас ситуация а). 
Приведем без доказательства свойства дивергенции. 

1) ,
2) ,
3) , 

4)div div grad ,uF u F F u= +  где ,  (3.16 б) ; 

5)  (определение и вычисление  ниже 
на стр. 91). 

Циркуляция и ротор 

Определение 5. Циркуляцией векторного поля  по замкнутому контуру 
называется криволинейный интеграл  

. (8.9) 

Пример 2. Рассмотрим векторное поле , соответствующее вращению 
(пример 1). Для вектора вращения  циркуляция по контуру  

(рис. 63) . Применим формулу Стокса (7.14) для 

, получим 

Рис. 63 

div 0a b cF
x y z
∂ ∂ ∂

= + + =
∂ ∂ ∂

полн
S

VndσΠ = =∫∫ div 0 0FdV dV
Ω Ω

= =∫∫∫ ∫∫∫ 1S S= ∪ бок горизонтS S∪

div 0a =
div divcF c F=

1 2 1 2div( ) div divF F F F+ = +

( , , )u u x y z= grad , ,u u uu
x y z

 ∂ ∂ ∂
=  ∂ ∂ ∂ 

1 2 2 1 1 2div( ) rot rotF F F F F F× = ⋅ − ⋅ rotF

F
L

( , , ) ( , , ) ( , , )
L L

Ц Fdl P x y z dx Q x y z dy R x y z dz= = + +∫ ∫ 

V
{ }, ,0F V y xω ω= = − L

[ ]Ц
L L

Fdl ydx xdyω ω= = − +∫ ∫ 

{ } { }, ,0 , ,F V y x P Q Rω ω= = − = Ц cos
S

Q P d
x y

γ σ
 ∂ ∂

= − = ∂ ∂ 
∫∫

S

дивергенция такого поля V линейных скоростей вращающегося тела равна нулю. 
s

= ∫∫(ω − (-ω) cosγdσ = 2ωcosγ∫∫ 
dσ=2ωсosγ⋅S.   Для  сравнения  проверьте,  что
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Замечание. Если взять , лежащее в одной плоскости и разделить на , 

то . Так как оси координат равноправны, то для осей 

, будет соответственно получаться  и , и для произ-
вольного направления оси вращения тела по отношению к осям координат пре-
дел отношения циркуляции  к площади  будет характеризировать угловую 
скорость вращения, а именно будет давать , где 
единичный вектор по оси вращения (естественно, что если смотреть из конца 
вектора , то вращение будет в положительном направлении, то есть против 
часовой стрелки). 

Рассмотрим предел отношения циркуляции векторного поля  по замк-
нутому контуру  к площади области внутри контура, когда последняя 

стремится к нулю: .  По формуле Стокса (7.14)  площадь поверхно-

сти , натянутую на . 

Тогда 

0 0

0

1 1lim lim

1lim cos cos cos .

S SL

S

Q P R Q P RFdl dxdy dydz dzdx
S S x y y z z x

R Q P R Q P d
S y z z x x y

σ

σ
α β γ σ

→ →

→

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − + − + − =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − + − + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

∫ ∫∫

∫∫



Аналогично выводу  из (8.7) получится подынтегральное выражение 
в точке , в которую стягивается поверхность , тогда получим 

0

1lim cos cos cos

cos cos cos .

S

R Q P R Q P d
S y z z x x y

R Q P R Q P
y z z x x y

σ
α β γ σ

α β γ

→

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − + − + − =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − + − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

∫∫

Определение 6. Ротором (вихрем) векторного поля 
,  называется вектор  

P R
z x

∂ ∂ − ∂ ∂ 
, . (8.10) 

В замечании к примеру 2 было показано, что для площади  перпендику-

лярной оси  ответ будет , а в ответе для произвольного 

L S

Ц=
2 cos 2 cosS

S
ω γ ω γ=

Ox Oy 2 cosω α 2 cosω β

Ц S
2 nω { }cos ,cos ,cosn α β γ= −

n

F
L S

0
lim L
S

Fdl

S→

∫
S

σ L

divF
( , , )M x y z σ

( , , )F x y z = { ( , , ),P x y z
( , , )Q x y z }( , , )R x y z

rot ,R QF
y z

 ∂ ∂
= − ∂ ∂ 

Q P
x y

 ∂ ∂
−  ∂ ∂ 

S

Oz 2 coszω γ⋅
0

lim L
S

Fdl

S→

∫
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(если рассмотреть случай , при котором ) останет-

ся только последнее слагаемое . Следовательно, 2 z
Q P
x y

ω∂ ∂
− =

∂ ∂
, 

аналогично 2 x
R Q
y z

ω∂ ∂
− =

∂ ∂
и 2 y

P R
z x

ω∂ ∂
− =

∂ ∂
, что даёт векторное равенство 

, где угловая скорость вращения, а сам вектор  направлен 
по оси вращения так, как указано в замечании. Приведем без доказательства 
свойства ротора 

1) ,

2) ,

3) , 

4) rot( ) rot (grad )uF u F u xF= + ,

5) , 

где градиент векторного поля  по вектору  можно вычислить по формуле 

. 

Введение дивергенции и ротора позволяет кратко записывать формулы 
Стокса и Остроградского в векторной форме и дать им формулировки с физи-
ческим смыслом, а именно: формула (7.14) Стокса 

rot
L S

Fdl F ndσ= ⋅∫ ∫∫

(8.11) 

формулируется так: циркуляция вектора вдоль контура некоторой поверхности 
равна потоку вихря через эту поверхность; формула (7.15) Остроградского-
Гаусса 

 (8.12) 

формулируется так: интеграл от дивергенции векторного поля , распростра-
нённого по некоторой трехмерной области, равен полному потоку вектора  
через поверхность, ограничивающую эту область. 

§2. Оператор Гамильтона. Основные формулы теории поля

Для записи различных формул оказалось удобным ввести оператор Га-
мильтона 

n k= cos cos cos 0
2
πα β= = =

cosQ P
x y

γ
 ∂ ∂

− ∂ ∂ 

rot 2F ω= ω ω= − ω

rot 0c =

rot rotcF c F=

1 2 1 2rot( ) rot rotF F F F+ = +

1 2 2 1 1 2 1 2 2 1rot( ) ( grad) ( grad) div divF F F F F F F F F F× = − + −

F a

( grad)a F =
1 rot( ) grad( ) div div rot rot
2

F a aF a F F a a F F a × + + − − × − × 

div
S

FdV Fndσ
Ω

=∫∫∫ ∫∫

F
F
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(8.13) 

При применении оператора Гамильтона к скалярной или векторной вели-
чине, нужно в соответствующем месте произвести операции взятия частных 
производных, вставив данную величину. 

1. Применим оператор Гамильтона (8.13) к скалярной функции , 

для этого нужно вставить в формулу (8.13) 

. Итак, 

.  (8.14) 

2. Возьмём скалярное произведение вектора Гамильтона (8.13) на вектор

: , 

. (8.15) 

3. Возьмем векторное произведение вектора Гамильтона (8.13) на вектор
: 

𝛻𝐹̄ = ��

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

�� = 𝑖 �
𝜕𝑅
𝜕𝑦 −

𝜕𝑄
𝜕𝑧� − 𝑗 �

𝜕𝑅
𝜕𝑥 −

𝜕𝑃
𝜕𝑧�+ 𝑘 �

𝜕𝑄
𝜕𝑥 −

𝜕𝑃
𝜕𝑦� =

= �
𝜕𝑅
𝜕𝑦 −

𝜕𝑄
𝜕𝑧 , 

𝜕𝑃
𝜕𝑧 −

𝜕𝑅
𝜕𝑥 ,

𝜕𝑄
𝜕𝑥 −

𝜕𝑃
𝜕𝑦� ,

откуда 

. (8.16) 

Замечание. По формуле (8.16) с определителем для векторного произве-
дения на практике надежнее находить , чем путаться при запоминании 
формулы (8.10). 

4. Рассмотрим оператор Лапласа

= 

2 .u u=∇ ⋅∇ =∇  

, ,
x y z

 ∂ ∂ ∂
∇ = = ∂ ∂ ∂ 

i j k
x y z
∂ ∂ ∂
⋅ + ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂

( , , )u u x y z=

u u∇ =
u i
x
∂

+
∂

u j
y
∂

+
∂

u k
z
∂

=
∂

, ,u u u
x y z

 ∂ ∂ ∂
=  ∂ ∂ ∂ 

gradu u∇ =

{ }, ,F P Q R=
P Q RF
x y z

∂ ∂ ∂
∇ ⋅ = + +

∂ ∂ ∂

divF F∆ ⋅ =

F = { }, ,P Q R=

rotF F∇× =

rotF

2 2 2

2 2 2

u u uu
x y z
∂ ∂ ∂

∆ = + +
∂ ∂ ∂

u u u
x x y y z z

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + + =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
div(grad ) div( )u u= ∇
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Отсюда оператор Лапласа  является «квадратом» оператора Гамильтона 

. (8.17) 

Уравнение  называется уравнением Лапласа, а его ре-

шения гармоническими функциями. 

5. Выведем с помощью оператора Гамильтона важную в дальнейшем
формулу 

. (8.18) 

Действительно, из формул (8.16), (8.14) 
 по свойству векторного произведения . 

6. Аналогично, используя оператор Гамильтона, покажем, что

. (8.19) 

Применив формулы (8.15), (8.16), получим 

. 

Пример 3. Найти . 

Решение.  . По тождеству Лагранжа 

получим 
. 

Пример 4. Найти  функции . 

Решение. Так как, например , то есть при взятии 

частных производных данная функция  не  меняется,  то  из  пункта  4

. 

§3. Потенциальные векторные поля

Определение 7. Векторное поле называется потенциальным, если 
вектор  является градиентом некоторой скалярной функции  

. (8.20) 

∆
2u u∆ =∇

2 2 2

2 2 2 0u u uu
x y z
∂ ∂ ∂

∆ = + + =
∂ ∂ ∂

( , , )u u x y z= −

rot(grad ) 0u =

rot(grad )u = (grad )u∇× =

[ ]u=∇× ∇ = [ ] 0u∇×∇ = 0a a× =

divrot 0F =

( ) ( )div rot divF F= ∇× = F ∇ ⋅ ∇× =  [ ] 0 0F F∇×∇ = ⋅ =

rot rotF

rot rotF ( )rotF=∇× ( )F=∇× ∇×

( )a b c× × = ( ) ( )b a c c a b− ( )F∇× ∇× = ( ) ( )F F∇ ∇ ⋅ − ∇ ⋅∇ =

( )divF=∇ − ( )F∇ ⋅∇ graddivF F= − ∆

divgradu ( , , ) ex y zu x y z + +=

( )e ex y z x y zu u
x x

+ + + +∂ ∂
= = =

∂ ∂
u

divgradu u= ∆
2

2

u
x
∂

= +
∂

2

2

u
y
∂

+ +
∂

2

2

u
z
∂

=
∂

u u u+ + = 3u

F
F ( , , )u x y z

( , , ) grad ( , , )F x y z u x y z= = , ,u u u
x y z

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
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Тогда из (8.18) и по формуле Стокса (8.11) 
rot 0 0 0

L S S S
Fdl F nd nd dσ σ σ= ⋅ = ⋅ = =∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫

 по любому замкнутому контуру .

Для криволинейного интеграла второго ряда (см. §5 главы 5) отсюда следует, 
что в таком поле  не зависит от пути, а только от начальной и 

конечной точек ,  

.              (8.21) 

В этом случае функцию  называют потенциалом и из физическо-
го смысла криволинейного интеграла второго рода формула (8.21) физически чи-
тается так: работа по перемещению материальной точки в силовом потенциаль-
ном  поле  из точки  в точку  равна разности потенциалов. 

Замечание. По определению, если для векторного поля  

, 

то поле называется безвихревым. В частности, в силу (8.18) все потенциальные 
поля являются безвихревыми. С помощью теоремы Стокса можно показать, что 
верно и обратное. 

Пример 5. Проверить, что поле по-
тенциально. 

Решение. Найдем 

 

( ) ( ) 0.j y y k z z− − + − =  Следовательно, поле потенциально.

Пример 6. Рассмотрим поле тяготения тела массы . Расположим нача-
ло координат в центре тяжести тела и найдем работу по перемещению другого 
тела с единичной массой из точки  в точку  (рис. 64).  

( )rot grad 0u =

L

L AB

Fdl Fdl
∪

=∫ ∫
1 1 1( , , )A x y z 2 2 2( , , )B x y z

т. т.

т. т.

B B

A A

u u uFdl dx dy dz
x y z
∂ ∂ ∂

= + + =
∂ ∂ ∂∫ ∫

т.

т.

B

A

du =∫ т. т.B A
u u− =

2 2 2( , , )u x y z= − 1 1 1( , , )u x y z

( , , )u x y z

F ( ,x , )y z A B
( , , )F x y z

rot 0F =

( , , )F x y z = { }3e , cos ,xyz xz y xy z+ − +

rotF

3e cosx

i j k

x y z
yz xz y xy z

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂
+ − +

3( ) ( cos )i xy z xz y
y z

 ∂ ∂
+ − − − ∂ ∂ 

3( )j xy z
x
∂− + −∂

( e )xyz
z
∂ + ∂ 

( cos ) ( e )xk xz y yz
x y

 ∂ ∂
+ − − + = ∂ ∂ 

( )i x x− −

m

A B
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Рис. 64 

В точке  для  по закону всемирного тяготения Ньютона 

( гравитационная постоянная), так как , то по 

отношению к  запишем её в скалярном виде . Её проекция на ось 

будет , аналогично , 

, где . Проверьте для векторного поля 

 условие , то 

есть поле потенциально. Работа 

. Так как 

, то дифференциал ,  и по-
сле сокращения на два выражение в числителе равно , тогда 

. Следовательно, функция  является потенциалом 

поля тяготения. 

Замечание. Сравните с одномерной задачей при вычислении второй кос-
мической скоростью (пример 18 на стр. 51 [1]). 
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Рассмотрим частный случай Земли, точка лежит на её поверхности, то 
есть примерно на расстоянии радиуса Земли  от центра, а точка  на высоте 

 от поверхности Земли, то есть примерно на расстоянии . Тогда  работа 

  (работу против силы притяжения 

мы естественно будем считать отрицательной, а накопленная потенциальная 

энергия  при  в сумме  вторым сла-

гаемым можно пренебречь и считать, что ). В только что упомянутом 
примере 18 отличие от нашего случая в том, что масса Земли обозначена  и 

было отмечено, что . Поэтому накопленная энергия при поднятии на 

высоту  тела единичной массы, а любым путем из точки  в точку  потен-
циальная энергия равна . Если  обозначить массу тела , то получится 
известная формула . 

§4.  Соленоидальные векторные поля. Гармонические поля

Определение 8. Векторное поле  
называют соленоидальным, если его дивергенция обращается в нуль: 

. (8.22) 

Из теоремы Остроградского-Гаусса по формуле (8.12) 

, (8.23) 

то есть для таких полей поток через любую замкнутую поверхность равен нулю. 
В силу формулы (8.19) дивергенция от  равна нулю, следовательно, 

любое векторное поле , являющееся ротором произвольного поля 
будет соленоидальным. 

Пример 7. Проверить, что векторное поле 

 соленоидально. 

Решение. 

 Следова-

тельно, данное поле соленоидально. 
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Пример 8. Пусть поле  соленоидально. Рассмотрим трубку, ограничен-
ную векторными линиями (рис. 65). 

Рис. 65 

Покажем, что потоки через любое сечение трубки (в одном направлении) 
одинаковы. Действительно, в силу (8.23) полный поток , 

(мы взяли первый интеграл со знаком «ми-

нус», так как в формуле (8.23) все векторы смотрят по одну сторону от поверх-
ности, например, наружу; нас интересует движение (без ущерба общности бу-
дем считать слева направо), тогда при переходе к противоположной стороне 
поверхности интеграл меняет знак). Так как по определению векторных линий 
для боковых стенок трубки , то  и, соответственно, .

Из оставшейся разности  следует 
2

,
S

F ndσ∫∫  что и 

требовалось доказать. 
Замечание. Соленоидальное поле еще называют трубчатым, и оно сво-

бодно от источников и стоков (см. ситуацию а) на стр. 88). 

Гармонические поля 

Если поле одновременно и потенциально, и соленоидально, то оно назы-
вается гармоническим или лапласовым.  

Так как поле  потенциально, то по определению  для потен-
циала этого поля . Так как поле  соленоидально, то по определе-
нию .Подставив , получим . Но по свойству 4 

(стр. 95) даёт оператор Лапласа. Следователь-

но, потенциал  удовлетворяет уравнению Лапласа 

, (8.24) 

его решения называются гармоническими функциями. 
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Замечание. Проверьте, что потенциал  поля тяго-

тения, найденный в примере 6 является решением уравнения Лапласа (8.24). 

В заключение приведем удивительный факт о разложении произвольного 
векторного поля  на сумму потенциального вектора  и соленоидального 
вектора : 

,              (8.25) 

как уже отмечалось выше , а по определению . По определе-
нию , где  пока неизвестная нам скалярная функция. То-
гда , и из соленоидальности поля   

. Так как только что отмечалось , то получим 
дифференциальное уравнение в частных производных второго порядка 

 или в развернутом виде 

. (8.26) 

Полученное уравнение, называемое уравнением Пуассона (отметим, что 
как следствие, если само поле  соленоидально, то мы получим уравнение Ла-
пласа (8.24)), которое всегда имеет решение (и даже бесчисленное множество 
их) и возможность разложения (8.25) доказана. 

Можно решить и обратную задачу векторного анализа: пусть для некото-
рого векторного поля  известны его расходимость (скалярная функция) 
и вектор вихря . Тогда, если , то можно найти  с точностью 
до произвольной гармонической функции. Если еще даны «граничные усло-
вия», то вектор  восстанавливается по  и  однозначно. 
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В данном пособии изложена построенная на протяжении столетий в ма-
тематическом анализе теория интеграла. Далее вы будете изучать такой мощ-
нейший метод, как разложение подынтегральной функции в бесконечный сте-
пенной ряд, позволивший находить ответ для неэлементарных функций (в слу-
чае «неберущихся» интегралов), но тоже в виде такого ряда. Отметим еще два 
пути развития интеграла в современной математике. Первый — это снятие ог-
раничения непрерывности на подынтегральную функцию (основного свойства 
классического математического анализа), что привело к появлению интегралов 
Стильтеса (для функций с ограниченной вариацией) и интегралов Лебега (для 
вообще неэлементарных функций, например, интеграл Лебега от функции Ди-
рихле, равной единице в иррациональных точках и нулю в рациональных на от-
резке . Интеграл Лебега равен длине этого отрезка ). Второй путь — 
сначала увеличение размерности, то есть введение -мерных интегралов (мы 
дошли до n=3 ), затем рассмотрение бесконечномерных пространств (например, 
обобщение интеграла Римана в банаховом пространстве). Следует также отме-
тить мощнейшее обобщение формулы Грина для аналитических функций при 
интегрировании функций комплексного переменного по замкнутому контуру.  

Наконец, в функциональном анализе можно рассматривать те же функ-
ции, как векторы различных функциональных пространств, в частности ввести 
в них длину и скалярное произведение с помощью интегралов (например, с по-
мощью свойства II на стр. 39 [1] — обнулении интегралов от тригонометриче-
ских функций синусов и косинусов по длине периода, доказать, что функции 

,  образуют ортонормированный базис на отрезке ). 
Авторы надеются, что данное пособие позволит студентам и магистрам 

научиться применять интегралы в тех сферах, где они понадобятся, что позво-
лит оценить мощь и красоту теории интегрирования, откроет перед ними воз-
можность более глубокого и заинтересованного изучения математики. Желаю-
щих расширить свои познания в теории интеграла отсылаем к обширной биб-
лиографии по этой тематике, часть из которой приведена в библиографическом 
списке. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Вы изучили один из важнейших и сложнейших разделов математического 
анализа — интегрирование. Прежде всего надо хорошо овладеть техникой ин-
тегрирования, для чего надо вложить много труда. Но без этого будет невоз-
можно продолжить дальнейшее обучение по таким дисциплинам, как физика, 
теоретическая механика, сопротивление материалов и др. Но в рамках самой 
математики, а в дальнейшем при изучении многих специальностей требуется 
решать дифференциальные уравнения — уравнения с производными, с помо-
щью которых описывается громадное количество процессов в природе и техни-
ке. В конце пятой главы был указан путь  по применению криволинейных инте-
гралов второго рода для решения дифференциального уравнения в 
полных дифференциалах, но даже для простейшего дифференциального 
уравнения y′ = f x( )  ответ находится только интегрированием: y = ∫ f x( )dx.  

[ , ]a b b a−
n

sin nx cosnx [ , ]π π−
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