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ВВЕДЕНИЕ 
 

Цель пособия - помочь студентам научиться 
самостоятельно решать задачи по курсу высшей математики, 
при условии, что изучение теории должно выполняться по 
рекомендованному в программе учебнику и конспекту лекций. 
В пособии рассмотрены следующие вопросы теории функций 
нескольких переменных: функции от двух или n  переменных, 
область определения, геометрическое толкование, частные 
производные и дифференцирование сложных функций, 
неявные функции и их дифференцирование, полный 
дифференциал и его применение к приближенным 
вычислениям. Пособие предназначено главным образом для 
использования во время практических занятий по высшей 
математике, в качестве задачника для самостоятельной работы 
и при подготовке к контрольным работам. 

Каждый параграф начинается с краткого теоретического 
введения, приводятся основные определения, теоремы без 
доказательств, главнейшие формулы, методы и способы 
решения задач. Решение типовых примеров и задач в 
параграфе, как правило, расположено по возрастающей 
трудности. 

Характерной особенностью является включение решений 
задач вычислительного характера, что позволяет развивать 
необходимые навыки и умение для студентов инженерных 
специальностей. Кроме того, значительное внимание уделено 
методам решения прикладных задач с физическим смыслом. 

Часть задач была заимствована из сборников задач по 
курсу математического анализа: Берман Г.Н., Минорский В.П., 
Демидович Б.П., Бугров Я.С., Никольский Я.С. 

Пособие включает задания для типового расчета по 
дифференциальному исчислению по основным разделам, 
изучаемым в курсе высшей математики в соответствии с 
требованиями Государственного образовательного стандарта 
высшего профессионального образования по направлению 
280100 «Безопасность жизнедеятельности». 
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1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 
1.1. Понятие о функции нескольких переменных.  
Область определения 

 
10. Если в силу некоторого закона каждой совокупности n 

чисел  ),...,,,( tzyx  из некоторого множества E  ставится в 
соответствие определенное значение переменной и, то и 
называется функцией от n переменных tzyx ,...,,, , 
определенной на множестве E  и обозначается 

),...,,,( tzyxfu = . 
Переменные tzyx ,...,,,  называются аргументами 

функции, множество E  - областью определения функции. 
Частным значением функции называется значение 

функции в некоторой точке ),...,,,( 00000 tzyxM  и обозначается 
),...,,,()( 00000 tzyxfMf = . 

Областью определения функции называется множество 
всех значений аргументов, которым соответствуют какие-либо 
действительные значения функции. 

20. Функция двух переменных ),( yxfz =  в пространстве 
представляется некоторой поверхностью. То есть, когда точка 
с координатами yx,  пробегает всю область определения 
функции, расположенную в плоскости xOy , соответствующая 
пространственная точка, вообще говоря, описывает 
поверхность. 

Функцию трех переменных ),,( zyxfu =  рассматривают 
как функцию точки некоторого множества точек трехмерного 
пространства. Аналогично, функцию n переменных 

),...,,,( tzyxfu =  рассматривают как функцию точки 
некоторого n-мерного пространства. 

Линией уровня функции ),( yxfu =  называется 
совокупность точек плоскости xOy , в которых функция имеет 
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одинаковые значения, и обозначается Сyxf =),( . Различным 
значениям С  соответствуют различные поверхности уровня. 

1.1. Пусть 22),(
yx

xyyxf
+

= . Найти а) частные значения 

функции в точках )1,1(M ; )4,3( −N ; б) )1,1( +− xxf , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
xy

f 1,1 . 

Решение. а) Чтобы найти частные значения функции 
),( yxf  в точках M  и N , необходимо подставить координаты 

этих точек в выражение функции. Тогда частное значение 

функции в точке M  будет 
2
1

11
11)1,1( 22 =
+
⋅

=f , а в точке N  

будет 
25
12

)4(3
)4(3)( 22 −=

−+
−⋅

=Nf . 

б) Чтобы найти требуемые значения функций, 
необходимо переменным yx,  присвоить значения 1,1 +− xx , 

соответственно в первом случае и 
y
1

, 
x
1  - во втором. 

Тогда будем иметь 

)1(2
1

)1()1(
)1)(1()1,1( 2

2

22 +
−

=
++−
+−

=+−
x
x

xx
xxxxf , 

2222
11

11
1,1

yx
xy

xy

xy
xy

f
+

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
. 

1.2. Найти ),( yxf , если а) 22, yxyx
x
yf −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ; 

 б) xyyxyxf =−+ )2,2( . 
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Решение. а) Обозначим 
x
yu = , yx −=υ . Разрешая эти 

уравнения относительно yx, , будем иметь 
u

x
−

=
1
υ , 

u
uy
−

=
1
υ . 

Представим заданную функцию через новые переменные 

u
u

u
u

u
u

u
uf

−
+

=
−
−

=
−

−
−

=
1

)1(
)1(

)1(
)1()1(

),(
2

2

22

2

22

2

2 υυυυυ . 

Если переименовать переменные υ,u  в yx, , то получим 
2

1
1),( y

x
xyxf

−
+

= . 

б) Обозначим yxu += 2 , yx −= 2υ . Откуда )(
4
1 υ+= ux , 

)(
2
1 υ−= uy . 

Запишем заданную функцию через новые переменные 

)(
8
1),( 22 υυ −= uuf . 

Если переименовать переменные υ,u  в yx, , будем иметь 

)(
8
1),( 22 yxyxf −= . 

 
1.3. Найти область определения функций: 

а) )1ln( 22 −+= yxz ; б) 

34
1

1
22 yx

z
−−

= ; в) 
x
yz arcsin= ; 

г) yxyxz −++= ;  д) xyz ln= ;  е) ϕρϕρ sin),( =f . 
Решение. а) Функция определена, если 0122 >−+ yx  

или 122 >+ yx , т.е. областью существования данной функции 
является часть плоскости вне единичного круга с центром в 
начале координат. 
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б) Функция z  принимает вещественные значения при 

условии 0
34

1
22

>−−
yx  или 1

34

22

>+
yx , т.е. областью 

существования функции является открытый эллипс. Граница 
эллипса не входит в область существования функции. 

в) Функция определена, если 0≠x  и 11 ≤≤−
x
y  или 

x y x− ≤ ≤ . Областью существования функции является часть 
плоскости, заключенная между двумя биссектрисами xy =  и 

xy −=  и содержащая ось Ox , за исключением начала 
координат )0,0(O . 

г) Функция определена, если 0≥+ yx  и 0≥− yx , т.е. 
областью существования функции является внутренняя часть 
правого вертикального угла, образованного биссектрисами, 
включая сами биссектрисы. 

д) Функция определена, если 0>xy , т.е. областью 
существования функции является часть плоскости, лежащая 
внутри первого и третьего координатных углов, исключая 
границы. 

е) Функция принимает вещественные значения при 
условии 0sin ≥ϕ , т.е. πϕ ≤≤0 , ρ  - любое. Областью 
определения будет верхняя полуплоскость. 

1.4. Найти область определения функций: 

 а) )ln( 22 yxzu −−= ;  б) 2

2

2

2

2

2

1
c
z

b
y

a
xu −−−= ; 

 в) 
z

yx
u

22

arcsin
+

= . 

Решение. а) Функция зависит от трех переменных и 
принимает вещественные значения при 022 >−− yxz , или 

22 yxz +> , т.е. областью существования функции u  является 
часть пространства, заключенная внутри параболоида, 
исключая сам параболоид. 
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б) Функция зависит от трех переменных и принимает 

вещественные значения при 01 2

2

2

2

2

2

≥−−−
c
z

b
y

a
x , или 

12

2

2

2

2

2

≤++
c
z

b
y

a
x , т.е. областью существования функции u  

является часть пространства, заключенная внутри трехосного 
эллипсоида, включая границу. 

в) Функция зависит от трех переменных и определена, 

если 0≠z  и 11
22

≤
+

≤−
z

yx
, или 2220 zyx ≤+≤ . 

1.5. Найти линии и поверхности уровня функций: 
 а) 22 yxz −= ; б) 222 zyxu ++= . 
Решение. а) Уравнение линий уровня имеет вид 

Cyx =− 22 , т.е. линии уровня равносторонние гиперболы. 
При 0>C  вершины гиперболы расположены на оси Ox , при 

0<C  - на оси Oy . 
б) Уравнение поверхностей уровня имеет вид 

Czyx =++ 222 , т.е. поверхности уровня – это семейство 
сферических поверхностей с центром в начале координат. 

 
1.2. Предел функции нескольких переменных.  
Непрерывность 
 
10. Число A  называется пределом функции )(Mf  при 

0MM → , если для любого числа 0>ε  всегда найдется такое 
число 0>δ , что для любых точек M , отличных от 0M  и 
удовлетворяющих условию δ<0MM , будет иметь место 
неравенство ε<− AMf )( . 
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Предел обозначают AMf
MM

=
→

)(lim
0

. В случае функции 

двух переменных Ayxf
yy
xx

=
→
→

),(lim
0

0

. 

20. Теоремы о пределах. Если функции )(1 Mf  и )(2 Mf  
при 0MM →  стремятся  каждая к конечному пределу, то  

 
а) )(lim)(lim))()((lim 2121

000

MfMfMfMf
MMMMMM →→→

+=+ ; 

б) )(lim)(lim))()((lim 2121
000

MfMfMfMf
MMMMMM →→→

= ; 

в) 
)(lim

)(lim

)(
)(lim

2

1

2

1

0

0

0 Mf

Mf

Mf
Mf

MM

MM

MM
→

→

→
= ; 0)(lim 2

0

≠
→

Mf
MM

. 

30. Функция )(Mf  называется непрерывной в точке 0M , 
если она удовлетворяет следующим трем условиям: 

а) функция )(Mf  определена в точке 0M ; 
б) существует предел )(lim

0

Mf
MM→

; 

в) )()(lim 0
0

MfMf
MM

=
→

. 

Если в точке 0M  нарушено хотя бы одно из этих 
условий, то функция в этой точке терпит разрыв. Точки 
разрыва могут образовывать линии разрыва, поверхности 
разрыва и т.д. Функция )(Mf  называется непрерывной в 
области G , если она непрерывна в каждой точке этой области. 

Из определения непрерывности функции в точке следует, 
что бесконечно малым приращениям аргументов 
соответствует бесконечно малое приращение функции. 

2.1. Найти пределы функций: а) 
yx

xy

y
x +

−+

→
→

11
lim

0
0

;  

б) 
y
xy

y
x

sinlim
0
2

→
→

;  в) 22

22

0
0

lim
yx
yx

y
x +

−

→
→

;  г) 
22

1
22

0
0

)1(lim yx

y
x

yx +
−

→
→

++ . 
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Решение. а) Преобразуем предел следующим образом 

)11)((
lim

11
lim

0
0

0
0 +++

=
+

−+

→
→

→
→ xyyx

xy
yx

xy

y
x

y
x

. 

Пусть kxy = , тогда 0
)11)(1(

lim
2

2

0
0

=
+++→

→ kxkx
kx

y
x

 

б) Воспользуемся первым замечательным пределом 

1sinlim
0

=
→ a

a
a

.  Тогда 212sinlimsinlim
0
2

0
2

=⋅==
→
→

→
→ xy

xyx
y
xy

y
x

y
x

. 

в) Пусть kxy = , т.е. рассмотрим изменение x  и y  вдоль 
прямой. Тогда  

 
( )
( ) 2

2

222

222

0
022

22

0
0 1

1limlim
k
k

kxx
kxx

yx
yx

y
x

y
x +

−
=

+
−

=
+
−

→
→

→
→

. 

 
Таким образом, предел имеет различные значения в 

зависимости от выбранного k , т.е. функция не имеет предела. 
г) Воспользуемся вторым замечательным пределом 

e=+
→

β

β
β

1

0
)1(lim . Тогда 

e
eyxyx yx

y
x

yx

y
x

1)1(lim)1(lim 1

11
22

0
0

1
22

0
0

2222

==
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++=++ −

−

+
−

→
→

+
−

→
→

. 

 
2.2. Найти точки разрыва функций: а) )ln( 22 yxz += ; 

 б) 222

1
zyx

u
−+

= . 

Решение. а) Функция )ln( 22 yxz +=  терпит разрыв в 
точке 0=x , 0=y . 

Следовательно, точка )0,0(O  является точкой разрыва. 
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б) Функция не определена в точках, в которых 
знаменатель обращается в нуль, т.е. 0222 =−+ zyx . 
Следовательно, поверхность конуса 222 zyx =+  является 
поверхностью разрыва. 

 
1.3. Частные производные первого порядка 
 
10. Пусть ),( 00 yx  - некоторая произвольная 

фиксированная точка из области определения функции 
),( yxzz = . Придавая переменной x  приращение xΔ , находим 

приращение функции ),( yxzz =  в точке ),( 00 yx  по 
переменной x : ),(),( 0000 yxzyxxz −Δ+=Δ . Предел отношения 

y
z

x Δ
Δ

→Δ 0
lim   называется частной производной 1-го порядка от 

функции z  по переменной x  в точке ),( 00 yx  и обозначается 

x
z
∂
∂  или ( , )xz x y′ . Аналогично определяется и обозначается 

частная производная от z  по y : ( , )y
z z x y
y
∂ ′=
∂

. Производная от 

функции ),( yxzz =  по x  находится, в предположении, что y  
остается постоянной, по обычным правилам и формулам 
дифференцирования. Если функция зависит от нескольких 

переменных ),...,,( 21 nxxxzz = , то частная производная 
ix

z
∂
∂  

находится в предположении, что все переменные (кроме ix ) 
постоянные величины. 

20. Функция ),...,,( 21 nxxxzz =  называется однородной 
функцией степени m , если для некоторого действительного 
числа 0≠λ  справедливо выражение 

),...,,(),...,,( 2121 n
m

n xxxzxxxz λλλλ = . 
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Теорема Эйлера. Если однородная степени m  функция 
),...,,( 21 nxxxzz =  имеет частные производные по каждой из 

переменных ix , то справедливо равенство 
+= ),...,,(),...,,( 21

'
121 1 nxn xxxzxxxxmz  

),...,,(...),...,,( 21
'

21
'

2 2 nxnnx xxxzxxxxzx
n

++ . 

3.1. Найти частные производные: а) 22 yx
xyz
+

= ;  

б) )32sin( yxxyz += ;  в) 3 )2cos( yxz −= ;  г) x
y

y
x

z
−

= 2 ;  

д) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

43
ln yxtgz ;   е) xyxyez −= 10 ;   ж) 

y
xarctg

z 1
= . 

Решение. а) Полагая у постоянной величиной, находим 
производную по x : 

 

222

22

222

22

)(
)(

)(
2)(

yx
yxy

yx
xxyyxy

x
z

+
−

=
+

−+
=

∂
∂ . 

Полагая x  постоянной величиной, находим производную 
по y : 

222

22

222

22

)(
)(

)(
2)(

yx
yxx

yx
yxyyxx

y
z

+
−

=
+

−+
=

∂
∂ . 

б) Полагая y  постоянной величиной, находим 

))32cos(2)32(sin( yxxyxy
x
z

+++=
∂
∂ . Полагая x  постоянной 

величиной, находим ))32cos(3)32(sin( yxyyxx
y
z

+++=
∂
∂ . 

в) 
3 2

3
2

)2(cos3
22)2(cos

3
1

yx
yx

x
z

−
=⋅−=

∂
∂ −

, 



 13

3 2
3
2

)2(cos3
1)1)(2(cos

3
1

yx
yx

y
z

−
−=−−=

∂
∂ −

. 

г) x
y

y
x

x
y

y
x

yx
yx

x
y

yx
z −−

⋅
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

∂
∂ 22ln12ln2 2

22

2 , 

x
y

y
x

x
y

y
x

xy
yx

xy
x

y
z −−

⋅
+

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

∂
∂ 22ln12ln2 2

22

2 . 

д) 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
∂
∂

23
2sin3

2
3
1

43
cos

1

43

1
2 yxyxyxtgx

z , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
∂
∂

23
2sin

1
4
1

43
cos

1

43

1
2 yxyxyxtgy

z
. 

е) )1())1(( 101010 xyexeey
x
z xyxyxy −=−+=
∂
∂ −−− , 

)101(10)( 101010 yxeyeex
y
z xyxyxy +=⋅+=
∂
∂ −−− . 

ж) 2
22

22

)(

1

1

11

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=⋅

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂

y
xarctgyx

y
y

y
x

y
xarctg

x
z , 

2
22

222

)(1

11

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂

y
xarctgyx

x
y
x

y
x

y
xarctg

y
z . 

3.2. Найти частные производные: а) 
z
yyxu += 23 ; 

 б) 222 zyxtu −−−= . 
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Решение. а) Полагая y , z  постоянными величинами, 

находим производную по x : 223 yx
x
u
=

∂
∂ . Полагая x , z  

постоянными величинами, находим 
z

yx
y
u 12 3 +=
∂
∂ . 

Полагая x , y  постоянными, имеем 2z
y

z
u

−=
∂
∂ . 

б) 
222222

)2(
2

1
zyxt

xx
zyxtx

u
−−−

−=−
−−−

=
∂
∂ , 

222222
)2(

2
1

zyxt
yy

zyxty
u

−−−
−=−

−−−
=

∂
∂ , 

222222
)2(

2
1

zyxt
zz

zyxtz
u

−−−
−=−

−−−
=

∂
∂ , 

2222
1

zyxtt
u

−−−
=

∂
∂ . 

3.3. Найти: а) )2;1('xf ,  )2;1('
yf , если 

1),( 33 +−= xyyxyxf ; б) )2;0;1('
xu , )2;0;1('

yu ; )2;0;1('
zu , если 

)ln( 222 zyxu ++= . 
Решение. а) Находим частные производные и вычисляем 

их значения в точке )2;1(  
32' 3 yyxf x −= , 23' 3xyxf y −= , 2)2;1(' −=xf , ' (1; 2) 11yf = − . 

б) Находим частные производные и вычисляем их 
значения в точке )2;0;1(  

222
' 2

zyx
xux ++

= , 222
' 2

zyx
yuy ++

= , 222
' 2

zyx
zuz ++

= , 

5
2)2;0;1(' =xu , 0' =yu , 

5
4' =zu . 
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3.4.  Показать, что: а) 022 =+
∂
∂

−
∂
∂ y

y
zxy

x
zx , если 

)arcsin(
3

2

xy
x

yz += ;   б) z
y
zy

x
zx =

∂
∂

+
∂
∂ , если 

x
yxz ln= . 

Решение. а) Находим частные производные 

223

2

13 yx
y

x
y

x
z

−
+−=

∂
∂ ,   

2213
2

yx
x

x
y

y
z

−
+=

∂
∂ . 

Поставляя их в уравнение, получим 
 

 0
13

2
13

222

22

22

22

2

2

22

=+−=+
−

−−
−

+− yyy
yx

yx
x

xy
yx

yx
x
xy . 

б) Находим частные производные 1ln −=
∂
∂

x
y

x
z , 

y
x

y
z
=

∂
∂ . 

Подставляя производные в уравнение, будем иметь 

z
x
yx

y
xyx

x
yx ==+− lnln . 

3.5. Проверить теорему Эйлера для функций: 

а) 323 yxyxz +−= ;   б) 
y
xarctgz = . 

Решение. а) Для функции двух переменных теорема 
Эйлера имеет вид mzyzxz yx =+ '' . Находим частные 

производные 223 yx
x
z

−=
∂
∂ , 232 yxy

y
z

+−=
∂
∂ . Таким образом, 

zyxyyxyyyxx 3)(3)32()3( 323222 =+−=+−+− . 

б) Находим частные производные 22 yx
y

x
z

+
=

∂
∂ , 

22 yx
x

y
z

+
−=

∂
∂ . Таким образом, 02222 =

+
−

+ yx
xy

yx
xy , 

поскольку заданная функция однородная степени 0=m . 
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1.4. Дифференциал функции и его применение к  
приближенным вычислениям 
 
10. Пусть изменение функции ),( yxfz =  вызвано 

изменением только одной переменной, например, x . Тогда 
приращение ),(),( yxfyxxfzx −Δ+=Δ  называется частным 
приращением функции по x . Частным дифференциалом 
функции z  по x  называется главная часть частного 
приращения, линейная относительно приращения xΔ . 
Частный дифференциал от функции z  по x  равен 
произведению частной производной по x  на дифференциал 
независимой переменной, т.е. 

x
x
zzdx ∂
∂
∂

= . 

Аналогично, 

y
y
zzd y ∂
∂
∂

= . 

Если функция многих переменных ),...,,( 21 nxxxfu = , то 
частные дифференциалы будут 

1
1

1
x

x
zzdx ∂

∂
∂

= , 2
2

2
x

x
zzd x ∂

∂
∂

= , … , n
n

x x
x
zzd

n
∂

∂
∂

=  

20. Если независимые переменные получают приращения 
xΔ , yΔ , то полное приращение функции ),( yxfz =  

определяется выражением 
),(),( yxfyyxxfz −Δ+Δ+=Δ . 

Полным дифференциалом функции называется главная 
часть полного приращения, линейная относительно 
приращений xΔ , yΔ . 

Полный дифференциал от функции z  равен сумме ее 
частных дифференциалов, т.е. 

y
y
zx

x
zdz ∂

∂
∂

+∂
∂
∂

= . 
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В случае функции многих переменных ),...,,( 21 nxxxfu =  
полный дифференциал определяется по формуле  

n
n

x
x
ux

x
ux

x
udu ∂

∂
∂

++∂
∂
∂

+∂
∂
∂

= ...2
2

1
1

. 

30. При достаточно малых приращениях независимый 
переменных, полное приращение функции приблизительно 
равно ее полному дифференциалу duu ≈Δ . Это равенство 
используется для приближенного вычисления значения 
функции в точке ),...,,( zyxM , если проще найти значения 
функции и ее частных производных в достаточно близкой 
точке ),...,,( 0000 zyxM  

dzMudyMudxMuMuMu zyx )(...)()()()( 0000 ′++′+′+≈ , 
где dxxx =− 0 , dyyy =− 0 , … , dzzz =− 0 . 

4.1. Найти частные дифференциалы: а) 3 2 yxz += ;  
       б) 222 2ln( zyxu −+= . 
Решение. а) Находим частные производные 

3 22 )(3
2

yx
x

x
z

+
=

∂
∂ ;   

3 22 )(3
1

yxy
z

+
=

∂
∂  

Умножая на соответствующие дифференциалы 
аргументов, получим 

3 22 )(3
2

yx
xdxzdx
+

= ; 
3 22 )(3 yx

dyzd y
+

= . 

б) Функция трех переменных. Находим частные 
производные 

222 2
2

zyx
x

x
u

−+
=

∂
∂ ,  222 2

2
zyx

y
y
u

−+
=

∂
∂ , 

222 2
4

zyx
z

z
u

−+
−=

∂
∂ . 

Отсюда, частные дифференциалы 
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222 2
2

zyx
xdxudx −+

== , 222 2
2

zyx
ydyud y −+

==
 

                 222 2
4

zyx
zdzud z −+

−== . 

4.2. Найти полный дифференциал функции: 

 а) 
xy

xarctgz
+
−

=
1

4 ;   б) 
zyu x= . 

Решение. а) Находим частные производные  

22

2

22 1
1

)1(
)(1

1
41

1
yxyx

y
xy

yyxxy

xy
xx

z
+−+

+
=

+
−−+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

+

=
∂
∂ ; 

22

2

22 1
1

)1(
)(1

1
41

1
yxyx

y
xy

yyxxy

xy
xy

z
+−+

+
−=

+
−−−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

+

=
∂
∂ ; 

Полный дифференциал находим по формуле (4) 

22

22

1
)1()1(

yxyx
dyxdxydz

+−+
+−+

= . 

б) Находим частные производные 
1−=

∂
∂ zyz xy

x
u , 1ln −⋅=

∂
∂ zy zyxx

y
u z

, yxyx
z
u zy

zz

lnln=
∂
∂ . 

 
Отсюда, полный дифференциал 
 

11 ln ln lnzz z zz y y y zu y x dx x y z xdy x y x ydz−−∂ = + + =  
ln ln ln

zz y dx z xy x dy x ydz
x y

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

4.3. При помощи полного дифференциала вычислить 
приближенно: а) )104,197,0ln( 34 −+ ; б) 234 )03,2()98,0)02,1( ⋅⋅ . 
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Решение. а) Рассмотрим функцию )1ln( 34 −+= yxz . 
Требуется найти значение функции в точке )04,1;97,0(M . 
Однако проще найти значение функции в вспомогательной 
точке )1;1(0M . 

Найдем сначала дифференциалы аргументов 
03,0197,00 −=−=−= xxdx , 04,0104,10 =−=−= yydy  и 

воспользуемся формулой (6) 

dy
yx

y
dx

yx
xMzMz

MM
00

1
3

1

1
4

1

)()(
34

3 2

34

4 3

0 −+
+

−+
+= , 

+−
−+

+−+=−+ )03,0(
111

14
1

)111ln()104,197,0ln(
34

4
3434  

326,0
3
1

4
03,004,0

111
13

1

34

3
=+−=

−+
. 

б) Требуется найти значение функции 234 zyxu =  в точке 
)03,2;98,0;02,1((M . Пусть )2;1;1((0M будет вспомогательной 

точкой. Найдем дифференциалы аргументов 02,00 =−= xxdx ; 
02,00 −=−= yydy ; 03,00 =−= zzdz  и воспользуемся 

формулой (6) 

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+= dz
z
udy

y
udx

x
uMuMu

MMM 000

)()( 0  

=⋅⋅+−⋅+⋅⋅++ 03,02112)02,0(211302,02114211 34224233234  
04,412,024,016,04 =+−+= . 

4.4. Стороны прямоугольного параллелепипеда равны; 
2=a  см, 3=b  см, 6=c  см. Найти приближенно величину 
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изменения длины диагонали параллелепипеда, если a  
увеличивается на 3 мм, b  - на 1 мм, а c  уменьшается на 2 мм. 

Решение. Диагональ параллелепипеда равна 
7222 =++= cbal . Изменение длины заменим приближенно 

дифференциалом 

=
++

+
++

+
++

==Δ
222222222

222
cba

cdc
cba

bdb
cba

adadll  

=−+⋅+⋅
++

=

=++
++

=

))2(61,033,02(2

)(2

222

222

cba

cdcbdbada
cba  

0857,0)3,0(
7
2

−=−= , т.е. длина уменьшилась на 0,857 мм. 

4.5. Дана функция yxxyz 254 −+=  и две точки )3;1(A , 
)97,2;04,1(B .  

Требуется: а) вычислить приближенное значение 
функции в точке B ; 

б) вычислить точное значение функции в точке B  и 
оценить в процентах относительную погрешность, 
возникающую при замене приращения функции 
дифференциалом. 

Решение. а) Формула (6) для нашего случая примет вид 
dyAzdxAzAzBz yx )()()()( ′+′+= . 

Найдем: 113215314)3;1( =⋅−⋅+⋅⋅=z ; 54 +=′ yzx , 
17)3;1( =′xz , 24 −=′ xzy , 2)3;1( =′yz , 04,0104,10 =−=−= xxdx , 

03,0397,20 −=−=−= yydy . 
Отсюда приближенное значение функции в точке B  

62,11)03,0(204,01711)( =−+⋅+=Bz . 
б) Найдем точное значение функции в точке B  

6152,1197,2204,1597,204,14)( =⋅−⋅+⋅⋅=Bz . 
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Если a  есть приближенное значение числа oa , то 
относительная погрешность δ  определяется по формуле 

a
aao −

=δ . 

Таким образом, 00086,0
62,11

62,1161,11
=

−−
=

aδ . 

Принимая приближенное число 11,62 за 100 %, находим, 
что относительная погрешность в процентах равна 0,007 %. 

1.5. Частные производные и дифференциалы высших 
порядков 
 
10. Частные производные первого порядка от функции 

многих переменных ),...,,( tyxfu =  обычно зависят от тех же 
переменных и их можно еще раз дифференцировать. 

Частными производными второго порядка называются 
частные производные от частных производных первого 
порядка 

xxu
x
u

x
u

x
′′=

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

2

2

; xyu
yx

u
x
u

y
′′=

∂∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂ 2

; 

yyu
y
u

y
u

y
′′=

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

2

2

; 
2

yx
u u u

x y y x
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ′′= =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,… 

Смешанные частные производные, отличающиеся только 
последовательностью дифференцирования, равны между 
собой, если они непрерывны, т.е. 

                                xy
u

yx
u

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22

. 

Частными производными третьего порядка называются 
частные производные от частных производных второго 
порядка 

xxxu
x
u

x
u

x
′′′=

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

3

3

2

2

; xxyu
yx

u
yx

u
x

′′′=
∂∂

∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
∂
∂

2

32

; 
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xxyu
yx

u
x
u

y
′′′=

∂∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

2

3

2

2

; xyyu
yx
u

yx
u

y
′′′=

∂∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
∂
∂

2

32

,… 

Частные производные других высших порядков 
определяются аналогично. 

20. Дифференциалом второго порядка от функции двух 
независимых переменных ),( yxfu =  называется 
дифференциал от ее полного дифференциала 

                              uddud 2)( = ; 

               
2

2

22
2

2

2
2 2 dy

y
uyx

yx
udx

x
uud

∂
∂

+∂∂
∂∂

∂
+

∂
∂

= . 

Аналогично определятся дифференциал третьего порядка 

                                 ududd 32 )( = ; 

       
3

3

3
2

2

3
2

2

3
3

3

3
3 33 dy

y
uyx

yx
uyx

yx
udx

x
uud

∂
∂

+∂∂
∂∂
∂

+∂∂
∂∂

∂
+

∂
∂

= . 

В общем случае для дифференциалов высших порядков 
справедлива символическая формула 

                         
udy

y
dx

x
ud

n
n

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= , 

где сначала выражение в скобках формально возводится в 
степень n , а затем при символе n∂  подписывается u . 

В многомерном случае ),...,,( 21 nxxxfu =  имеет место 
аналогичная символическая формула 

                           
udx

x
ud

nn

i
i

i

n
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= ∑
=1

. 

5.1. Найти частные производные второго порядка  
       а) )ln( 22 yxz += ;   б) zxyzxyu ++= . 
Решение. а) Найдем частные производные первого 

порядка 

                 
22

2
yx

x
x
z

+
=

∂
∂ , 22

2
yx

y
y
z

+
=

∂
∂ . 
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Отсюда вторые частные производные 

             
222

22

222

22

2

2

)(
2

)(
22)(2

yx
xy

yx
xxyx

x
z

+
−

=
+

⋅−+
=

∂
∂ , 

            
222

22

222

222

2

2

)(
)(2

)(
4)(2

yx
yx

yx
yyx

y
z

+
−

=
+

−+
=

∂
∂ , 

          
222

2

)(
4

yx
xy

xy
z

+
−=

∂∂
∂ ,    222

2

)(
4

yx
xy

yx
z

+
−=

∂∂
∂ . 

Последние два выражения наглядно доказывают, что 
смешанные производные не зависят от порядка 
дифференцирования. 

б) Находим сначала частные производные первого 
порядка 

                  
zy

x
u

+=
∂
∂ , zx

y
u

+=
∂
∂ , xy

z
u

+=
∂
∂ . 

Отсюда частные производные второго порядка 

02

2

=
∂
∂
x
u , 02

2

=
∂
∂
y
u , 02

2

=
∂
∂

z
u , 1

2

=
∂∂

∂
yx

u , 1
2

=
∂∂

∂
zx

u , 1
2

=
∂∂

∂
zy

u . 

5.2. Найти: а) 2

3

yx
z
∂∂
∂ , если )cos(xyz = ; 

 б) 
zyx

u
∂∂∂

∂3

, если 3)(xyzu = . 

Решение. а) Поскольку смешанная производная не 
зависит от порядка дифференцирования, то последовательно 
дифференцируя, получим 

)sin(xyx
x
z

−=
∂
∂ ;   )cos(2

2

2

xyx
y
z

−=
∂
∂ ; 

     
)cos(2)sin())sin()cos(2( 22

2

3

xyxxyyxxyyxxyx
yx
z

−=−−=
∂∂
∂ ; 

б) Функция от трех независимых переменных. 
Смешанная производная по переменным будет 
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2332 3)(3 zyxxyxyz

z
u

==
∂
∂ , 

           
223

2

9 zyx
zy

u
=

∂∂
∂ ,        222

3

27 zyx
zyx

u
=

∂∂∂
∂ .\ 

5.3. Найти:  а) )1;0(xxyz ′′′ ;  б) )1;0(xyyz ′′′ , если yxez
2

= . 
Решение. а) Требуется найти значение частной 

производной третьего порядка в точке (0,1). Находим сначала 
частную производную yx

y exz
22=′ , 

     
yxyxyx

xy exyxxxyexxez
222 222 )1(222 +=+=′′ , 

      
yxyx

xxy eyxeyxyxz
22

)62()1(4 222 +++=′′′ . 
Отсюда   2)1;0( =′′′xxyz . 
б) Используя результат предыдущего примера xyz ′′ , 

находим yxyx
xyy exyxxexz

22 223 )1(22 ++=′′′ . Отсюда значение 
производной в точке 0)1;0( =′′′xyyz . 

5.4. Показать, что функции удовлетворяют уравнениям:  

а) taxAu λλ cossin= , )cos( xateu +−= , 2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂ ; 

         б) xyez = , 
x
yyz = , 02

2
2

2

2
2 =

∂
∂

−
∂
∂

y
zy

x
zx . 

Решение. а) Найдем частные производные второго 
порядка от первой функции 

taxAa
t
u λλλ sinsin−=
∂
∂ ,   taxaA

t
u λλλ cossin)( 2
2

2

−=
∂
∂ , 

taxA
x
u λλλ coscos=
∂
∂ ,     taxA

x
u λλλ cossin2
2

2

−=
∂
∂ . 

Подставляя вторые производные в уравнение, получим 
taxAataxAa λλλλλλ cossincossin 2222 −=− ,  

что и требовалось доказать. 
Найдем теперь частные производные от второй функции 
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)cos()sin( xatexata

t
u +−+=
∂
∂ , 

       
)cos(22

2

2

))sin()cos(( xatexataxata
t
u +−+++=

∂
∂ , 

        
)cos()sin( xatexat

x
u +−+=
∂
∂ , 

         
)cos(2

2

2

))(sin)(cos( xatexatxat
x
u +−+++=

∂
∂ . 

Подставляя вторые производные в уравнение, получим 

       =+++ +− )cos(2 ))sin()(cos( xatexatxata  

           
)cos(2 ))sin()(cos( xatexatxata +−+++=  

что и требовалось доказать. 
б) Находим вторые частные производные от функции 

 
xyez = , xyye

x
z
=

∂
∂ , xyey

x
z 2
2

2

=
∂
∂ , xyxe

x
y
=

∂
∂ , xyex

y
z 2
2

2

=
∂
∂ . 

Подставляя вторые частные производные в уравнение, 
получим 02222 =− xyxy exyeyx , что и требовалось проверить. 

Найдем вторые частные производные для 
x
yyz =  

2
3

2

2
1

2
1

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

∂
∂ −

x
y

x
y

x
yy

x
z ,   2

2
1

2

2

4
3

x
y

x
y

x
z

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∂
∂ , 

2
1

2
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∂
∂

x
y

y
z ,     

2
12

2

)(

1
4
3

xy
y
z
=

∂
∂ . 

Подставляя вторые частные производные в уравнение, 
получим 

0
)(

1
4
3

4
3

2
1

2
2

2
1

2 =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

xy
y

x
y

x
yx ,   0

4
3

4
3

2
1

2
3

2
1

2
3

=−
x

y

x

y . 

что и требовалось проверить. 



 26

5.5. Найти: а) zd 2 , если
x
yxz ln= ;  б) ud 2 , если xyzeu = ;  

в) zd 3 , если yez x sin= . 
Решение. а) При нахождении дифференциала второго 

порядка воспользуемся формулой (1). Для этого найдем 
частные производные второго порядка 

1ln −=
∂
∂

x
y

x
z ;   

xx
z 1
2

2

−=
∂
∂ ;   

yyx
z 12

=
∂∂

∂ ; 

y
x

y
z
=

∂
∂ ;   22

2

y
x

y
z

−=
∂
∂ . 

Таким образом, 2

22
2 2

y
xdy

y
dxdy

x
dxzd −+−= . 

б) В данном случае функция трех переменных. Пользуясь 
формулой (4), запишем дифференциал второго порядка 

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= 2
2

2
2

2

2
2

2

2
2 dz

z
udy

y
udx

x
uud  

2 2 2

2 2u u udxdy dxdz dydz
x y x z y z
∂ ∂ ∂

+ + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

Найдем частные производные второго порядка 
xyzyze

x
u
=

∂
∂ , xyzxze

y
u
=

∂
∂ , xyzxye

z
u
=

∂
∂ , 

xyzeyz
x
u 2
2

2

)(=
∂
∂ , xyzexz

y
u 2
2

2

)(=
∂
∂ , xyzexy

z
u 2
2

2

)(=
∂
∂ , 

 
xyzexyzz

yx
u )( 2

2

+=
∂∂

∂ , xyzezxyy
zx

u )( 2
2

+=
∂∂

∂ , 

xyzeyzxx
zy

u )( 2
2

+=
∂∂

∂ . 

Отсюда имеем 
+++= 2222 )()()(( xydzxzdyyzdxeud xyz  
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))()()( 222 dydzyzxxdxdzzxyydxdyxyzz ++++++ . 
в) Воспользуемся формулой (2). Найдем частные 

производные третьего порядка 

ye
x
z x sin=
∂
∂ , ye

y
z x cos=
∂
∂ , ye

x
z x sin2

2

=
∂
∂ , 

ye
yx
z x cos

2

=
∂∂

∂ , ye
y
z x sin2

2

−=
∂
∂ , ye

x
z x sin3

3

=
∂
∂ , 

ye
yx

z x cos2

3

=
∂∂

∂ , ye
yx
z x sin2

3

−=
∂∂
∂ , ye

y
z x cos3

3

−=
∂
∂ . 

Окончательно получим 
−−+= 2233 sin3cos3sin ydxdyedyydxeydxezd xxx  

)cos3cos3(sincos 32233 ydydinydxdydyydxydxeydye xx −−+=− . 
 

1.6. Дифференцирование сложных функций 
 
10. Функция вида ),...,,( wufz υ=  называется сложной 

функцией от независимых переменных tyx ,...,, , если она 
задана посредством промежуточных аргументов: 

),...,,( tyxuu = , ),...,,( tyxυυ = , … , ),...,,( tyxww = . 
Частная производная сложной функции по независимой 

переменной равна сумме произведений ее частных 
производных по промежуточным аргументам на частные 
производные от этих аргументов по независимой переменной 

x
w

w
z

x
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂

∂
∂

++
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ...υ

υ
; 

y
w

w
z

y
z

y
u

u
z

y
z

∂
∂

∂
∂

++
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ...υ

υ
; 

…………………….. 

t
w

w
z

t
z

t
u

u
z

t
z

∂
∂

∂
∂

++
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ...υ

υ
. 
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Если все промежуточные аргументы будут функциями 
только одной независимой переменной )(xuu = , )(xυυ = , 

)(xww = , то z  будет функцией только x  и производная такой 
сложной функции называется полной производной 

dx
dw

w
z

dx
dz

dx
du

u
z

x
z

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ ...υ

υ
. 

Если функция z  вида ),...,,,( wuxfz υ= , где wu ,...,,υ  - 
функции только x , то полная производная определятся по 
формуле 

dx
dw

w
z

dx
dz

dx
du

u
z

x
z

dx
dz

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ...υ
υ

. 

20. Если функция ),...,,( wufz υ=  сложная, то 
дифференциал первого порядка сохраняет свой вид (свойство 
инвариантности формы первого дифференциала) и находится 
по формуле 

dw
w
zdzdu

u
zdz

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

= ...υ
υ

. 

Дифференциал 2-го порядка от сложной функции 
находится по формуле  

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∂

∂
∂

++∂
∂
∂

+∂
∂
∂

= zw
w

u
u

zd
2

2 ...υ
υ

 

       
. 

6.1. Найти производные сложных функций:  
а) 22 υ+= uz , xu cos= , xsin=υ ; б) yxz ln3= , 

υ32 += ux , 
υ
uy = ;   в) xyzu = , tx ln= , 21 ty += , tz sin= ;  

г) υsinlnuxz = , xu cos= , 12 −= xυ . 
Решение. а) Поскольку промежуточные аргументы υ,u  

являются функциями только одной независимой переменной 
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x , то производную находим по формуле (2) 

0cossinsincoscossin
2222

=+−=
+

+
+

−= xxxxx
u

x
u

u
dx
dz

υ
υ

υ
. 

б) Промежуточные аргументы yx,  являются функциями 
двух независимых аргументов υ,u . В этом случае формулы (1) 
примут вид 

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ; 

υυυ ∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ y

y
zx

x
zz . 

Отсюда 

u
uuu

y
xyx

u
z 3

2
3

2 )32(ln)32(612ln3 υ
υ

υ
υ

+
++=+⋅=

∂
∂ ; 

u
uuu

y
xyxz 3

2
2

3
2 )32(ln)32(913ln3 υ

υ
υ

υυ
+

++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⋅=

∂
∂ . 

в) Функция u  зависит от трех промежуточных 
аргументов, которые в свою очередь зависят только от одной 
независимой переменной, поэтому по формуле (2) 

ttttttt
t
ttxytxz

t
yz

dt
du cosln)1(sinln2sin1cos21 2

2

+++
+

=++= . 

г) Здесь независимая переменная x  явно входит в 
выражение функции, поэтому воспользуемся формулой (3) 

=⋅+−+= xuxx
u
xu

dx
dz 2cosln)sin(sinsinln υυυ  

)1cos(cosln2)1sin()1sin(cosln 2222 −⋅+−−−⋅= xxxxxx . 
6.2. Найти dz  и zd 2 , если ),( υufz = , )sin(xyu = , 

y
xln=υ . 

Решение. При нахождении дифференциала  1-го порядка 
воспользуемся формулой (4), где 
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dyxyxdxxyydy
y
udx

x
udu )cos()cos( +=

∂
∂

+
∂
∂

= ; 

y
dy

x
dxdy

y
dx

x
d −=

∂
∂

+
∂
∂

=
υυυ . 

Тогда 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′++′=

y
dy

x
dxfdyxyxdxxyyfdz u υ))cos()cos(( . 

При вычислении дифференциала 2-го порядка по 
формуле (5) найдем сначала ud 2  и υ2d : 

=
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

= 2
2

22
2

2

2
2 2 dy

y
udxdy

yx
udx

x
uud  

2222 )sin()sin(2)sin( dyxyxdxdyxyxydxxyy −−−=  

2

2

2

2
2

2

22
2

2

2
2 2

y
dy

x
dxdy

y
dxdy

yx
dx

x
d +−=

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=
υυυυ . 

Таким образом, 
+′′++′′= dxxyyfdyxyxdxxyyfzd uuu )cos((2))cos()cos(( 22

υ  

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′′+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

2

))cos(
y

dy
x

dxf
y

dy
x

dxdyxyx υυ  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′′++′−

2

2

2

2

2
2))(sin(

x
dx

y
dyfxdyydxxyfu υ  

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+′′++′′=

y
dy

x
dxxdyydxxyfxdyydxxyf uuu ))(cos())((cos 22

υ

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′++′−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′′+ 2

2

2

2
2

2

))(sin(
x

dx
y

dyfxdyydxxyf
y

dy
x

dxf u υυυ . 
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1.7. Дифференцирование неявных и параметрически 
заданных функций 
 
10. Неявной функцией от нескольких независимых 

переменных tyx ,...,,  называется переменная z , если она 
задана уравнением 0),,...,,( =ztyxF , которое не разрешено 
относительно z . 

Первый способ. Частные производные неявной функции 
z , заданной уравнением 0),,...,,( =ztyxF , где F  - 
дифференцируемая функция переменных ),,...,,( ztyx , 
определяются по формулам 

z
F
x
F

x
z

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂ ; 

z
F
y
F

y
z

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂ ; … ; 

z
F
t
F

t
z

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂  

при условии, что 0≠
∂
∂

z
F . 

Второй   способ. Дифференцируя   уравнение 
0),,...,,( =ztyxF   будем  иметь   

      0... =
∂
∂

+
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂ dz

z
Fdt

t
Fdy

y
Fdx

x
F . 

Находя отсюда dz  и сравнивая с формулой 

dt
t
zdy

y
zdx

x
zdz

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

= ... , 

находим соответствующие частные производные. 
20. Если неявная функция y  задана уравнением 

0),( =yxF , где F  - дифференцируемая функция переменных 
x  и y , то производная неявной функции будет 

y
F
x
F

y

∂
∂
∂
∂

−=′ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≠

∂
∂ 0

y
F . 
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Производные высших порядков вычисляются 
последовательными дифференцированием формулы (2). 

30. Пусть неявные функции ),,( zyxuu =  и ),,( zyxυυ =  
заданы системой уравнений 

⎩
⎨
⎧

=
=

.0),,,,(
;0),,,,(

2

1

zyxuF
zyxuF

υ
υ

 

Первый способ. Если якобиан 

0
),(
),(

22

11

21 ≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

υ

υ
υ F

u
F

F
u
F

uD
FFD , 

то частные производные 
x
u
∂
∂  и 

x∂
∂υ  находятся из системы 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

.0

;0

222

111

x
F

x
u

u
F

x
F

x
F

x
u

u
F

x
F

υ
υ

υ
υ  

Частные производные 
yy

u
∂
∂

∂
∂ υ,  и 

zz
u

∂
∂

∂
∂ υ,  определяются 

аналогично. 
Второй способ. Дифференцируя заданные уравнения, 

находим два уравнения, связывающие дифференциалы всех 
пяти переменных. Решая полученную систему относительно 

υddu,  и сравнивая эти выражения с полными 
дифференциалами 

dz
z
udy

y
udx

x
udu

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ; 

dz
z

dy
y

dx
x

d
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
υυυυ , 

находим искомые частные производные. 
40. Пусть функция z  от переменных yx,  задана 

параметрическими уравнениями 
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),( υuxx = , ),( υuyy = , ),( υuzz = . 

 
Первый способ. Для нахождения частных производных 

x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂  составим дифференцированием систему 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

+
∂
∂

=

.

;

;

υ
υ

υ
υ

υ
υ

dzdu
u
zdz

dydu
u
ydy

dxdu
u
xdx

 

Если якобиан 0
),(
),(

≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

υ

υ
υ y

u
y

x
u
x

uD
yxD , то решая первые 

два уравнения относительно υddu,  и поставляя их в третье, из 
сравнения полученного выражения с полным дифференциалом 

z zdz dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

, находим частные производные 
x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂ . 

Второй способ. Дифференцируем сначала первые два 

уравнения по x  и, из получившейся системы, находим 
x
u
∂
∂  и 

x∂
∂υ . Далее, дифференцируем первые два уравнения по y  и, из 

получившейся системы, находим 
y
u
∂
∂  и 

y∂
∂υ . Затем, 

дифференцируя третье уравнение по x  и y  и подставляя туда 
ранее найденные частные производные от υ,u  по yx, , 

находим 
x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂ . 
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7.1. Найти частные производные: а) 02222 =−++ tzyx ; 
б) 23 2axyzz =− . 

Решение. а) Функция z  задана неявно. Полагая 
2222),,,( tzyxtzyxF −++≡ , по формулам (1) имеем 

x
x
F 2=
∂
∂ ; y

y
F 2=
∂
∂ ; z

z
F 2=
∂
∂ ; t

t
F 2−=
∂
∂ ; 

z
x

x
z

−=
∂
∂ ;  

z
y

y
z

−=
∂
∂ ;  

z
t

t
z
=

∂
∂ . 

С другой стороны, дифференцируя данное уравнение, 
будем иметь 02222 =−++ tdtzdzydyxdx . 

Находим отсюда dz , т.е. полный дифференциал неявной 
функции 

dy
z
ydx

z
xdt

z
t

z
ydyxdxtdtdz −−=

−−
= . 

Сравнивая с формулой полного дифференциала 

dt
t
zdy

y
zdx

x
zdz

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= , 

окончательно получим 

z
x

x
z

−=
∂
∂ ;   

z
y

y
z

−=
∂
∂ ;   

z
t

t
z
=

∂
∂ . 

Полагая 02),,( 3 =−−= axyzzzyxF , находим частные 
производные 

yz
x
F

−=
∂
∂ ;   xz

y
F

−=
∂
∂ ;   xyz

z
F

−=
∂
∂ 23 . 

Отсюда по формулам (1) получим 

xyz
yz

x
z

−
−=

∂
∂

23
,   

xyz
xz

y
z

−
−=

∂
∂

23
. 

Второй метод. Дифференцируем 

               03 2 =−−− xydzxzdyyzdxdzz  
Находим дифференциал 
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dy

xyz
xzdx

xyz
yz

xyz
xzdyyzdxz

−
−

−
−=

−
−−

=∂ 222 333
. 

Сравнивая с полным дифференциалом функции от двух 
переменных, получим 

            xyz
yz

x
z

−
−=

∂
∂

23
,           

xyz
xz

y
z

−
−=

∂
∂

23
. 

7.2. yxy ln+= , найти 
dx
dy ; 2

2

dx
yd ; 3

3

dx
yd  и дифференциал 

dy . 
Решение.  Пусть 0ln),( =−−≡ yxyyxF . Находим 

частные производные 1−=
∂
∂

x
F ; 

y
y

yy
F 111 −

=−=
∂
∂ . Отсюда по 

формуле (2) получим 

                        
11

1
−

=
−
−

−=′
y

y

y
yy . 

Вторую производную находим дифференцированием 
первой производной по x , учитывая, что y  есть функция x  

         
322

2

)1()1(
)1(

1 −
−=

−
′−−′

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
y

y
y

yyyy
y

y
dx
d

dx
yd . 

Аналогично, третья производная 

      
542

2

3

3

)1(
)21(

)1(
3)1(

−
+

−=
−

′−−′
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
yy

y
yyyy

dx
yd

dx
d

dx
yd . 

Дифференциал функции будет   dx
y

ydxydy x 1−
=′= . 

7.3. Найти 2

2

x
z

∂
∂ , 

yx
z
∂∂

∂2

, 2

2

y
z

∂
∂ , если 2222 azyx =++ . 
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Решение. Функция z  от двух независимых переменных 
задана неявно. Полагая 0),,( 2222 =−++= azyxzyxF , 

находим сначала по формулам (1) 
x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂ : 

 
 

x
x
F 2=
∂
∂ ; y

y
F 2=
∂
∂ ; z

z
F 2=
∂
∂ ; 

z
x

x
z

−=
∂
∂ , 

z
y

y
z

−=
∂
∂ . 

Вторую производную 2

2

x
z

∂
∂  находим 

дифференцированием первой производной по x , учитывая, 
что z  есть функция x  

3

22

3

22

2

2

22

2

z
ay

z
xz

z
z
xz

z
zxz

z
x

dx
d

x
z x −

=
+

−=
+

−=
′−

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

∂
∂ . 

Смешанную производную 
yx
z
∂∂

∂2

 находим 

дифференцированием первой производной по y , учитывая, 
что z  есть функция y  

32

2

z
xy

z
zx

z
x

dy
d

yx
z y −=

′
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

∂∂
∂ . 

Аналогично 

3

22

3

22

2

2

22

2

z
ax

z
yz

z
z
yz

z
zyz

z
y

dy
d

y
z y −

=
+

−=
+

−=
′−

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

∂
∂ . 

7.4. Найти dz  и zd 2 , если 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x . 

Решение. Дифференциал от функции Z находится по 

формуле dy
y
zdx

x
zdz

∂
∂

+
∂
∂

= . Поскольку функция задана неявно, 

то частные производные находим по формулам (1), где  
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01),,( 2

2

2

2

2

2

=−++=
c
z

b
y

a
xzyxF ; 

2

2
a

x
x
F
=

∂
∂ ;  2

2
b

y
y
F
=

∂
∂ ;  2

2
c

z
z
F
=

∂
∂ ;  

z
x

a
c

x
z

2

2

−=
∂
∂ ,  

z
y

b
c

y
z

2

2

−=
∂
∂ . 

Таким образом,  dy
z
x

b
cdx

z
x

a
cdz 2

2

2

2

−−= . 

Дифференциал второго порядка находится по формуле 

       

2
2

22
2

2

2
2 2 dy

y
zyx

yx
zdx

x
zzd

∂
∂

+∂∂
∂∂

∂
+

∂
∂

= . 

Вычислим частные производные второго 
порядка

3

22

22

4

32

2222

2

2

22

2

2

2

2

2

z
yb

ba
c

za
xcza

a
c

z
zxz

a
c

z
x

a
c

dx
d

x
z x −

−=
−

−=
′−

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂

  

322

4

22

2

2

22

z
xy

ba
c

za
zxc

z
x

a
c

dy
d

yx
z y −=

′
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

∂∂
∂ ,

3

22

22

4

32

2222

2

2

22

2

2

2

2

2

z
xa

ba
c

zb
yczb

b
c

z
zxz

b
c

z
y

b
c

dy
d

y
z y −

−=
−

−=
′−

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂  

 
Отсюда, 

   
))(2)(( 222222

322

4
2 dyxaxydxdydxyb

zba
czd −++−−= . 

7.5. Неявные функции u  и υ  заданы системой 

⎩
⎨
⎧

=++++
=++++

.
,0

222222 Rzyxu
zyxu

υ
υ

 

Найти частные производные 
z
u
∂
∂ , 

z∂
∂υ . 

Решение. Полагая zyxuzyxuF ++++= υυ ),,,,(1  и 
222222

2 ),,,,( RzyxuzyxuF −++++= υυ , система для 

определения 
z
u
∂
∂  и 

z∂
∂υ , аналогичная системе (3), имеет вид 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

.0

,0

222

111

z
F

z
u

u
F

z
F

z
F

z
u

u
F

z
F

υ
υ

υ
υ  

Отсюда 

              
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
∂
∂

+
∂
∂

=+
∂
∂

+
∂
∂

.0222

,01

z
zz

uu
zz

u

υυ

υ

 

Решая данную систему относительно производных, 
получим 

                 υ
υ
−
−

=
∂
∂

u
z

z
u , 

υ
υ

−
−

=
∂
∂

u
uz

z
. 

Решим этот пример вторым способом. Найдем 
дифференциалы от заданных функций 

           ⎩
⎨
⎧

=++++
=++++

,0
,0

zdzydyxdxdudu
dzdydxddu

υυ
υ

 

Решим полученную систему относительно υddu,  

          
dz

u
zdy

u
ydx

u
xu

υ
υ

υ
υ

υ
υ

−
−

+
−
−

+
−
−

=∂ , 

          
dz

u
uzdy

u
uydx

u
ux

υυυ
υ

−
−

+
−
−

+
−
−

=∂ . 

Сравнивая эти выражения с полными дифференциалами, 
будем иметь 

                   υ
υ
−
−

=
∂
∂

u
z

z
u , 

υ
υ

−
−

=
∂
∂

u
uz

z
. 

Замечание. Из формул для υddu,  следует, что  

    υ
υ
−
−

=
∂
∂

u
x

x
u , 

υ
υ

−
−

=
∂
∂

u
ux

x
, 

υ
υ
−
−

=
∂
∂

u
y

y
u , 

υ
υ

−
−

=
∂
∂

u
uy

y
. 
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7.6. Функции u  и υ  независимой переменной x  заданы 
системой уравнений: 222 xu =+υ , 132 222 =++ xu υ , найти 

2

2

x
u

∂
∂  и 2

2

x∂
∂ υ . 

Решение. Функции заданы неявно. Полагая 
222

1 ),,( xuxuF −+= υυ , 132),,( 222
2 −++= xuxuF υυ , находим 

сначала систему (3) 

                       
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
∂
∂

+
∂
∂

=−
∂
∂

+
∂
∂

.0642

,0222

z
xx

uu

x
xx

uu

υυ

υυ
 

Отсюда первые производные  
u
x

x
u 5
=

∂
∂ ,   

u
x

x
4

−=
∂
∂υ . 

Дифференцируя повторно, получим 

       
3

22

22

2 5555
u

xu
u

dx
duxu

u
x

dx
d

x
u −

=
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∂
∂ , 

       
3

22

22

2 4444
u

x
u

dx
dx

u
x

dx
d

x
+

−=
−

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

∂
∂ υ

υυυ . 

 
7.7. Функции u  и υ  независимой переменной x  заданы 

системой уравнений 0=++ xu υ , 1=xuυ . Найти: ud 2 , υ2d . 
Решение. Дифференцируя, находим уравнения, 

связывающие дифференциалы всех трех переменных 

                 ⎩
⎨
⎧

=++
=++

.0
,0

dxuuxddux
dxddu
υυυ

υ
 

Решая эту систему относительно дифференциалов du , 
υd , будем иметь 

               
dx

ux
xudu
)(
)(

υ
υ
−
−

= , dx
ux

uxd
)(
)(

υ
υυ

−
−

= . 

Дифференцируя повторно 
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+
−

−−−−−+−
= 22

2

)(
)(()()())()((

υ
υυυυυ

ux
udxdxxuxudxdxduxduud  

+
−

−−−−+−
=

−
−

+ 2
33

2

22 )(
)()))()(()((

)(
))( dx

ux
uxuxuxuxu

ux
ddux

υ
υυυυ

υ
υ  

=
−

−−−+−−−
+ 2

33

2

)(
)))()(()()(( dx

ux
uxxuxuxxu

υ
υυυυ  

=
−

−−+−−−−−+
= 2

33

2222

)(
))(())((( dx

ux
xuxxxuxuuxux

υ
υυυυυυ  

2
33

222

)(
)(3 dx

ux
x
υ
υυ

−
−+

= . 

=
−

−+−−−−−+−
= 22

2

)(
))()(()()())1()((

υ
υυυυυυυ

ux
dduxdxudxdxuxdxuxduuxdd  

         
+

−
−−−−+−

= 2
33

2

)(
)()))()(()(( dx

ux
uxxuuxux

υ
υυυυυ  

            
=

−
−−−+−−−

+ 2
33

2

)(
)))()(()()(( dx

ux
uxxuxuxux

υ
υυυυ  

        
+

−
−+−−+−

= 2
33

2

)(
)())()((( dx

ux
uxuxuxxuuxx

υ
υυυυ  

            
=

−
+−−+−−−

+ 2
33

2

)(
)))())((( dx

ux
uxuxuuux

υ
υυυυ  

         
=

−
+++−−−++

= 2
33

222222

)(
))()())(( dx

ux
xuuxuuxx

υ
υυυυ  

          
uddx

ux
xu 22
33

222

)(
)(3

−=
−
++

=
υ

υ . 

 
7.8. Функции u  и υ  независимых переменных x  и y  

заданы неявно системой уравнений: 0=+ υyxu , 
1=+++ yxu υ . 
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Найти 2

2

x
u

∂
∂ , 

yx
u
∂∂

∂2

, 2

2

y
u

∂
∂ , 2

2

x∂
∂ υ , 

yx∂∂
∂ υ2 , 2

2

y∂
∂ υ . 

Решение. Найдем сначала первые частные производные. 
Полагая υυ yxuyxuF +=),,,(1  и 2 ( , , , ) 1F u x y u x yυ υ= + + + − , 

находим систему (3) для определения 
x
u
∂
∂ , 

x∂
∂υ  

                      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
∂
∂

+
∂
∂

=+
∂
∂

+
∂
∂

.01

,0

xx
u

u
x

y
x
ux

υ

υ

 

Решая эту систему относительно производных, получим: 

                   
yx
xu

x −
−

=
∂
∂υ , 

yx
uy

x
u

−
−

=
∂
∂ . 

Аналогично 

                      ⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+
∂
∂

+
∂
∂

=+
∂
∂

+
∂
∂

.01

,0

xx
u

y
y

y
ux

υ

υυ

 

откуда:   
yx

y
y
u

−
−

=
∂
∂ υ ,    

yx
x

x −
−

=
∂
∂ υυ . 

Повторно дифференцируя и учитывая, что функции u  и 
υ  зависят от переменных x  и y , будем иметь: 

         
222

2

)(
)(2

)(

)()(

yx
yu

yx

uyyx
x
u

yx
uy

xx
u

−
−

=
−

−−−
∂
∂

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

∂
∂

=
∂
∂ , 

       
22

2

)()(

)()(1

yx
uyx

yx

uyyx
y
u

yx
uy

yyx
u

−
−+−

=
−

−+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

∂
∂

=
∂∂

∂ υ , 



 42

       
222

2

)(
)(2

)(

)()(1

yx
x

yx

yyx
y

yx
y

yy
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−
−

=
−

−+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝
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⎞
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=
∂
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υυ . 

7.9. Функции u  и υ  независимых переменных x  и y  
заданы неявно системой уравнений: xu =+υ , yu =υ . Найти 

ud 2 , υ2d . 
Решение. Найдем сначала du  и υd . Для этого 

продифференцируем заданные уравнения 

                     ⎩
⎨
⎧

=+
=+

.
,

dyuddu
dxddu

υυ
υ

 

Решая эту систему относительно du  и υd , получим  

               υ−
−

=
u

dyudxdu , 
υ
υυ
−
−

=
u

dxdyd . 

Дифференцируем повторно 
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−
−−−−

= 2
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υ
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u
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−
−−−−−−−
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= 33 )(
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υ
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u
dyudxdxdy

u
dyudxdxdyudxdxudx  
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−
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=
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u
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u
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3

2 2 2
2

3

2(( ) ( ) )
( )

2( ( ) ( ) ( ) )
( )

dy udxdy dxdy u dx
u

u dx u dxdy dy d u
u

υ υ
υ

υ υ
υ

− − +
= =

−

− + +
= = −

−

. 

7.10. Найти 
x
z
∂
∂ , 

y
z
∂
∂ , если υux = , υ+= uy , υ−= uz . 

Решение. Функция задана параметрически. 
Дифференцируя, находим систему из трех уравнений, 
связывающую дифференциалы всех переменных 

                       
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+=
+=

.
;
;

υ
υ
υυ

ddudz
ddudy
uddudx

 

Из первых двух уравнений находим дифференциалы du  
и υd  

              u
udydxdu
−
−

=
υ

;       
υ
υυ
−
−

=
u

dydxd . 

Подставляя найденные выражения в третье уравнение и 
сравнивая с полным дифференциалом dz , будем иметь 
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dy

u
udx

uu
dydx

u
udydxdz

υ
υ

υυ
υ

υ −
+

+
−

−=
−
−

−
−
−

=
2 ; 

                    υ−
−=

udx
dz 2 ;      

υ
υ

−
+

−=
u
u

dy
dz . 

7.11. Найти dz , если υsinuex = , υcosuey = , υuz = . 
Решение. Функция задана параметрически. 

Дифференцируя все три выражения, находим три уравнения, 
связывающие дифференциалы всех пяти переменных 

 

                 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
−=
+=

.
;sincos
;cossin

υυ
υυυ
υυυ

uddudz
deduedy
deduedx

uu

uu

  
Из первых двух уравнений находим du  и υd : 

    
ue

dydxdu υυ cossin +
= ,       ue

dydxd υυυ sincos −
= . 

Подставляя du , υd  в третье уравнение, получим 

  
=−++= )sin(cos)cos(sin dydx

e
udydx

e
dz uu υυυυυ  

       ))sincos()cossin(( dyudxue u υυυυυυ −++= − . 
 

1.8. Замена переменных в дифференциальных выражениях 
 
В некоторых дифференциальных выражениях 

производные по одним переменным целесообразно выразить 
через производные по другим переменным. Для этого 
используются правила дифференцирования сложных функций. 

8.1. Преобразовать дифференциальное уравнение 

0)1( 2

2
2 =+−− y

dx
dyx

dx
ydx , полагая tx sin= . 

Решение. Выразим производные от y  по x  через 
производные от y  по t : 
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t

dt
dy

dt
dx
dt
dy

dx
dy

cos
== ; 

       

=
+

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
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t
dt
dyt

dt
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dt
dx

dx
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dt
d

dx
dy

dx
d

dx
yd

coscos

sincos
2

2

2

2

2

 

                dt
dy

t
t

dt
yd

t 32

2

2 cos
sin

cos
1

+= . 

Подставляя полученные производные в данное 
уравнение и заменяя x  на tsin , будем иметь 

2
2

2 2 3

1 sin sin(1 sin ) 0
cos cos cos

d y t dy t dyt y
t dt t dt t dt

⎛ ⎞
− + − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
; 

                              
02

2

=+ y
dt

yd . 

8.2. Преобразовать уравнение 
2

2

2

3

3

3 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dx
yd

dx
yd

dx
dy , приняв 

у за аргумент, а x  за функцию. 
Решение. Выразим производные от y  по x  через 

производные от x  по y  

                 dy
dxdx

dy 1
= ; =

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
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⎜
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⎜
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d
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3
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2

1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

dy
dx
dy

xd

dy
dx

dy
dx
dy

xd

. 
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d
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⎢
⎢
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= . 

Подставляя эти производные в данное уравнение, будем 
иметь 

6

2

2

2

6

2

2

2

3

3

3
3

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

dy
dx

dy
xd

dy
dx

dy
xd

dy
dx

dy
xd

,     03

3

=
dy
dx

dy
xd . 

Так как обратная производная существует и 0≠
dy
dx , то 

уравнение окончательно примет вид   03

3

=
dy

xd . 

 
8.3. Преобразовать к полярным координатам уравнение   

                                       
yx
yx

dx
dy

−
+

= . 

Решение. Полярные координаты связаны с декартовыми 
формулами: ϕρ cos=x , ϕρ sin=y . Рассматривая ρ  как 
функцию ϕ , дифференциалы dx , dy  примут вид: 

ϕϕρρϕ dddx sincos −= , ϕϕρρϕ dddy cossin += , откуда      

       
ϕρ

ϕ
ρϕ

ϕρ
ϕ
ρϕ

ϕϕρρϕ
ϕϕρρϕ

sincos

cossin

sincos
cossin

−

+
=

−
+

=

d
d
d
d

dd
dd

dx
dy . 

Подставляя в данное уравнении x , y , 
dx
dy , выраженные 

через новые переменные ρ , ϕ , получим 
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ϕρϕρ
ϕρϕρ

ϕρ
ϕ
ρϕ

ϕρ
ϕ
ρϕ

sincos
sincos

sincos

cossin

−
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             ϕϕ
ϕϕρ

ϕϕ
ϕϕ

ϕ
ρ

sincos
cossin

sincos
sincos 2222

−
+

−=
−
+

−
d
d . 

Таким образом,      ρ
ϕ
ρ
=

d
d . 

8.4. Преобразовать уравнение 0=−
∂
∂

+
∂
∂ z

y
zy

x
zx , 

перейдя к новым независимым переменным υ,u , если xu = , 

x
y

=υ . 

Решение. Выразим частные производные от z  по x , y 
через частные производные от z  по  υ,u . Воспользуемся 
формулами дифференцирования сложных функций 

           x
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ υ

υ
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y
z

y
u

u
z

y
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ υ

υ
. 

Так как 1=
∂
∂

x
u , 0=

∂
∂

y
u , 2x

y
x

−=
∂
∂υ , 

xy
1

=
∂
∂υ , то  

                
υ∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂ z

x
y

u
z

x
z

2 , 
υ∂
∂

=
∂
∂ z

xy
z 1 . 

Подставляя найденные производные в данное уравнение 
и выражая yx,  через υ,u , будем иметь 

0=−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂ zzz
u
zu

υ
υ

υ
υ   или   0=−

∂
∂ z
u
zu . 
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8.5. Преобразовать уравнение 02 2

22

2

2

=
∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

y
z

yx
z

x
z , 

приняв за новые независимые переменные yxu += , 
x
y

=υ , а 

за новую функцию 
x
zw = . 

Решение. Выразим частные производные от z  по yx,  
через частные производные от w  по υ,u . Для этого найдем 
дифференциалы данных выражений: 

    dydxdu += , 2x
ydxxdyd −

=υ , 2x
zdxxdzdw −

= . 

С другой стороны дифференциал dw  как от функции 

двух переменных  υ,u  равен υ
υ

dwdu
u
wdw

∂
∂

+
∂
∂

= . 

Отсюда 
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x
z

x
dzdwdu

u
w
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∂
∂

+
∂
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υ
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x
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x
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x
y

x
dywdydx

u
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⎠
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⎜
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∂
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∂
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Разрешим это выражение относительно dz  

       
⎟⎟
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⎞
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Таким образом, 
 

         
wwdu

u
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x
z

+
∂
∂

−
∂
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=
∂
∂

υ
υ , 

υ∂
∂

+
∂
∂
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u
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8.6. Преобразовать уравнение 02

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
u

y
u

x
u , 

перейдя к сферическим координатам. 
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Решение. Сферические координаты связаны с 
декартовыми формулами ϕθρ cossin=x , ϕθρ sinsin=y , 

θρ sin=z . 
Преобразование можно провести в два приема, полагая 

сначала θρ cos=x , θsinry =  (считая z  неизменным), затем 
θρ cos=z , θρ sin=r  (считая ϕ  неизменной). 

Преобразуем сначала выражение 2

2

2

2

y
u

x
u

∂
∂

+
∂
∂ . 

Воспользуемся формулами дифференцирования сложных 
функций: 
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Решая эту систему относительно 
x
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∂
∂ , 

y
u
∂
∂ , получим 
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Вторые частные производные равны 
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 . 

Учитывая, что θρ cos=z  и θρ sin=r , первые два члена 
в правой части последнего выражения могут быть записаны 
аналогично 

               ρρθρρ ∂
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+
∂
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+
∂
∂

=
∂
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∂ uuu
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z
u 11
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Производная 
r
u
∂
∂ , аналогично (*), примет вид 
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ρ
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r
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Таким образом, окончательно получим 
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1.9. Экстремум функции 
 
10. Экстремумом функции называется максимум или 

минимум функции. Функция двух независимых переменных 
),( yxfz =  в точке ),( 000 yxM  имеет максимум (минимум), 

если значение функции в этой точке больше (меньше ее 
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значений в любой точке ),( yxM , расположенной в 
окрестности точки 0M , т.е. )()( 0 MfMf >  ))()(( 0 MfMf < , 
для всех точек M , удовлетворяющих условию ε<MM 0 , где 

0>ε  - достаточно малое число. 
Необходимое условие экстремума. Если 

дифференцируемая функция ),( yxfz =  имеет экстремум в 
точке ),( 000 yxM , то в этой точке ее частные производные 
первого порядка равны нулю 

                    
0),( 00 =

∂
∂

x
yxf ; 0),( 00 =

∂
∂

y
yxf . 

Точки, в которых выполняются условия (1), называются 
стационарными точками функции, однако не в каждой 
стационарной точке функция имеет экстремум. 

Достаточные условия экстремуму. Пусть ),( 000 yxM  - 
стационарная точка функции ),( yxfz = , причем функция 
дважды дифференцируема и имеет непрерывные вторые 
чаcтные производные в точке 0M . Обозначим 

2
00

2 ),(
x

yxfA
∂

∂
= ; 

yx
yxfB

∂∂
∂

=
),( 00

2

; 2
00

2 ),(
y

yxfC
∂

∂
= : и  

2BACD −= . Тогда: 
1) если 0>D , то функция ),( yxfz =  в точке ),( 000 yxM  

имеет экстремум: максимум при )0(0 << CA  и минимум при 
)0(0 >> CA ; 

2) если 0<D , то экстремума в точке  нет; 
3) если 0=D , то требуется дополнительное 

исследование. 
20. Функция нескольких независимых переменных 

)( ixzz =  ),...,2,1( ni =  в точке )(0
o
ixM  имеет максимум 

(минимум), если значение функции в этой точке больше 
(меньше) ее значений в любой точке )(0 ixM , расположенной в 
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окрестности точки 0M , т.е. )()( 0 MfMf >  ))()(( 0 MfMf < , 
для всех M , удовлетворяющих условию ε<MM0 , где 0>ε  - 
достаточно малое число. 

Необходимое условие экстремума. Если 
дифференцируемая функция )( ixzz =  имеет экстремум в точке 

)(0
o
ixM , то в этой точке ее частные производные равны нулю 

                      
0)(2

=
∂

∂

ш

o
i

x
xf  ),...,2,1( ni = . 

Точки, в которых первые частные производные равны 
нулю, называются стационарными, однако не в каждой 
стационарной точке функция имеет экстремум. 

Достаточные условия экстремума. Пусть )(0
o
ixM  - 

стационарная точка функции )( ixzz = , причем эта функция 
дважды дифференцируема и имеет непрерывные вторые 
частные производные в точке 0M . Тогда: 

1) если второй дифференциал 0),( 0
2 <Δ ixMzd  

),...,2,1( ni = , то функция имеет в точке 0M  максимум, а если 
0),( 0

2 >Δ ixMzd  - минимум, причем 0≠−=Δ o
iii xxx  

),...,2,1( ni =  одновременно;  
2) если ),( 0

2
ixMzd Δ  принимает как положительные, так 

и отрицательные значения при различных значениях ixΔ , т.е. 
является знакопеременной функцией ixΔ , то точка 0M  не 
является точкой экстремума функции; 

3) если 0),( 0
2 =Δ ixMzd  при 0≠Δ ix  ),...,2,1( ni =  

одновременно, то для выяснения существования экстремума 
функции требуются дополнительные исследования. 

Если ввести обозначения ik
o
n

oo
xx axxxz

ki
=′′′ ),...,,( 21  

),...,2,1( nimk = , то достаточные условия экстремума могут 
быть определены знаком квадратичной формы от переменных 
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o
n

o xx ΔΔ ,...,1 . Если квадратичная форма ∑
=

ΔΔ
n

ki
kiik xxa

1,

 является 

положительной, т.е. 

                          

0

11

22221

11211

>

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

…
#%##

…
…

, 

то в стационарной точке ),...,,( 21
o
n

oo xxx  будет минимум; если 
отрицательной, то максимум. Если квадратичная форма может 
принимать значения противоположных знаков, то в 
стационарной точке ),...,,( 21

o
n

oo xxx  экстремума нет. При 
равенстве квадратичной формы нулю требуются 
дополнительные исследования на экстремум. 

9.1.  Найти экстремум функции:  
а) 206922 +−++−= yxyxyxz ;   б) yxxyz 843 −−= ;  

в) 333 26 yxyxz +−+= ;   г) 42 )1()1(1 +−+= yxz ;  

д) 3
2

3
2

1 yxz −−= . 
Решение. а) Находим частные производные 

92 +−=
∂
∂ yx
x
z ; 62 −−=

∂
∂ xy
y
z . Приравниваем производные 

нулю и находим стационарную точку 

                          ⎩
⎨
⎧

=−−
=+−

.062
,092

xy
yx

 

Из решения системы это будет точка 40 −=x , 10 =y . 
Вопрос о характере экстремума решается с помощью 

достаточного признака. Находим: 22

2

=
∂
∂

=
x
zA , 1

2

−=
∂∂

∂
=

yx
zB , 

22

2

=
∂
∂

=
y
zC  и 03142 >=−=−= BACD . Так как 0>A , то 
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точка )1,4(−  будет точкой минимума функции z . Значение 
функции в этой точке будет 1206361416min −=+−−++=z . 

б) Находим частные производные первого порядка: 

43 −=
∂
∂ y
x
z ; 83 −=

∂
∂ x
y
z . Приравнивая производные нулю, 

находим критические точки, которые лежат внутри области 
определения функции: 043 =−y , 083 =−x , следовательно, 

3
8

0 =x , 
3
4

0 =y . 

Воспользуемся теперь достаточным признаком. Для 

этого найдем вторые производные: : 02

2

=
∂
∂

=
x
zA , 3

2

=
∂∂

∂
=

yx
zB , 

02

2

=
∂
∂

=
y
zC  и 092 <−=−= BACD ., то экстремума в точке 

3
8

0 =x , 
3
4

0 =y  нет. 

в) Находим частные производные: 63 2 −=
∂
∂ x
x
z ; 

23 3z y y
y
∂

= +
∂

, приравниваем их к нулю и находим 

критические точки )0,2(1M  и )0,2(2 −M . Область 
определения функции: +∞<<∞− x , +∞≤≤ y0  представляет 
половину плоскости лежащую выше оси Ox .Поскольку точки 

1M  и 2M  расположены не внутри области определения 
функции, а на ее границе 0=y , то они не являются 
критическими. 

Следовательно, исследуемая функция, как не имеющая 
критических точек, экстремума не имеет, т.к. граничные точки 
не могут быть точками экстремума. 
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г) Находим частные производные: 4)1)(1(2 +−=
∂
∂ yx
x
z ; 

32 )1()1(4 +−=
∂
∂ yx
y
z , Из решения системы 0=

∂
∂
x
z  и 0=

∂
∂
y
z  

находим единственную точку )1,1(0 −M . 

Вычисляем вторые производные 4
2

2

)1(2 +=
∂
∂

= y
x
zA , 

3
2

)1)(1(8 +−=
∂∂

∂
= yx

yx
zB , 22

2

2

)1()1(12 +−=
∂
∂

= yx
y
zC  и значение 

2BACD −=  в критической точке )1,1(0 −M . Поскольку 0=D , 
то требуется дополнительное исследование. 

Рассмотрим знак приращения функции )( 0Mzz −=Δ  в 
окрестности точки 0M . Если 1−<My , то 

0)1()1( 42 >+−=Δ yxz , а если 1−>My , то 0>Δz . Если 1<Mx , 
то 0>Δz ; если 1>Mx , то 0>Δz . Следовательно, вблизи 0M  
приращение 0>Δz  и точка )1,1(0 −M  является точкой 
минимума  1min =z . 

д) Находим частные производные: 
3

2 1
3

z
x x
∂

= −
∂

; 

3

2 1
3

z
y x
∂

= −
∂

. Частные производные не равны нулю ни при 

каких значениях yx,  и обращаются в бесконечность в точке 
)0,0(0M . Следовательно, в точке 0M  производные не 

существуют и точка 0M  является критической, поскольку 
принадлежит области определения функции. 

Исследуем знак приращения функции в точках 
достаточно близких к точке 0M . 
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Приращение 3
2

3
2

0 )()( yxMzMzz −−=−=Δ  имеет 
отрицательный знак при любых отличных от нуля значениях 

yx, . Таким образом, точка 0M  есть точка максимума  1max =z . 
9.2. Найти экстремальные значения:  
а) )4( zyxxyzu −−−= ;  
б) 072222555 222 =−−−−++ yzxzxyzyx . 
Решение. а) Функция трех переменных. Находим 

частные производные: 

xyzzyxyz
x
z

−−−−=
∂
∂ )4( ,  xyzzyxxz

y
z

−−−−=
∂
∂ )4( , 

xyzzyxxy
z
z

−−−−=
∂
∂ )4( . 

Приравнивая их к нулю, находим стационарные точки 
)0;0;0(1M  и )1;1;1(2M . Вычисляем вторые частные 

производные: 

yz
x
u 22

2

=
∂
∂ , xz

y
u 22

2

−=
∂
∂ , xy

z
u 22

2

−=
∂
∂ ,  

)224(
2

zyxz
yx

u
−−−=

∂∂
∂ , )224(

2

zyxx
zy

u
−−−=

∂∂
∂ , 

)124(
2

zyxy
zy

u
−−−=

∂∂
∂ . Нетрудно заметить, что второй 

дифференциал в точке 1M  равен нулю. Поэтому для 
выяснения существования экстремума рассмотрим 
приращение функции в точке )0;0;0(1M , т.е. 

)4()()( 1 zyxxyzMuMuu −−−=−=Δ  
Так как знак приращения функции в точках M , 

достаточно близких к точке )0;0;0(1M , может быть как 
положительным, так  и отрицательным, то экстремума 
функции в точке 1M  нет. 
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Исследуем функцию на экстремум в стационарной точке 
)1;1;1(2M . Для этого выясним знак определителя (4) в точке 

2M  

                  

04
211
121
112

<−=
−−−
−−−
−−−

. 

Поскольку квадратичная форма отрицательна, то в точке 
)1;1;1(2M  функция имеет максимум   1ma xu = . 

б) Функция z  двух независимых переменных yx,  задана 
неявно. Найдем частные производные. Полагая 

072222555),,( 222 =−−−−++= yzxzxyzyxzyxF , будем 
иметь  

       
Приравнивая производные к нулю: 02210 =−− zyx  и 

02210 =−− zzy , будем иметь yx = , xyxz 45 =−= . Исключая 
y  и z  из  исходного  выражения 

         07288216510 22222 =−−−−⋅+ xxxxx , 
получим две стационарные точки 1±== yx . 

Вычислим вторые производные 

22

2

)2210(
)210)(2210()2210)(10(

yxz
zxyxyxzz

x
zA xx

−−
−′−−−−−′−

−=
∂
∂

= , 

2

2

)2210(
)210)(2210()2210)(22(

yxz
zxyxyxzz

yx
zB yy

−−
−′−−−−−′−−

−=
∂∂

∂
= , 

22

2

)2210(
)210)(2210()2210)(10(

yxz
zxyxyxzz

y
zC yy

−−
−′−−−−−′−

−=
∂
∂

=  



 58

Найдем значение 2BACD −=  в точке 1== yx . 

Вычисляя производные: 
18
5

−=A , 
18
1

=B , 
18
5

−=C , будем 

иметь 0
27
2

18
1

18
25

22 >=−=D . Так как 0<A , то в точке 

1== yx   функция имеет максимум. 
Найдем теперь значение D  в точке 1−== yx . Вычисляя 

производные: 
18
5

=A , 
18
1

−=B , 
18
5

=C , получим 0
27
2
>=D . 

Поскольку 0>A , то в точке 1−== yx  функция имеет 
минимум. 

9.3. Найти размеры прямоугольного бассейна, данного 
объема V  так, чтобы на облицовку его поверхности 
потребовалось наименьшее количество плитки. 

Решение. Пусть x  - длина, y  - ширина, z  - высота 
бассейна. Тогда его объем равен xyzV = . Полная поверхность 
бассейна zyxxyS )(2 ++= . Исключая отсюда z , будем иметь 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

y
V

x
VxyS 2 . 

Исследуем функцию ),( yxS  на экстремум. Найдем 
частные производные 

                        
22

x
Vy

x
S

−=
∂
∂ , 22

y
Vx

y
S

−=
∂
∂  

и приравняем их к нулю 

                               ⎩
⎨
⎧

=
=

.2
,2

2

2

Vxy
Vyx

 

Из решения системы имеем 000 == yx  и 3 2Vyx == . 
Поскольку нулевой вариант нас не устраивает, то подставляя 

x  и y  в уравнение связи xyzV = , находим высоту 3 2
2
1 Vz = . 
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1.10. Наибольшее и наименьшее значения функций 
 

Пусть функция ( )z f M=  определена и непрерывна в 
некоторой ограниченной и замкнутой области D . Для 
отыскания наибольшего (наименьшего) значения функции 
следует найти все экстремумы функции, лежащие внутри D , и 
экстремумы на границе. Наибольшее (наименьшее) из всех 
этих значений и будет искомым решением. 

Если установлено, что наибольшее или наименьшее 
значение функции имеет место во внутренних точках, которые 
принадлежат D , найдем искомое наибольшее (наименьшее) 
значение функции. 

Если область D  не является ограниченной и замкнутой, 
то среди значений функции ( )z f M=  в ней может и не быть 
ни наибольшего, ни наименьшего значения. Наличие или 
отсутствие наибольшего (наименьшего) значения функции в 
этом случае определяется из рассмотрения конкретных 
условий задачи. 

10.1. Найти наибольшее и наименьшее значения 
функции: а) 2 2 ; 0, 2, 0, 1;z x y x y x x y y= − − + = = = =   

б) 2 23 ; 1, 1, 1;z x y x y x y x y= + + − = = + =  
в) sin sin sin( ); 0, 0, 2 ;z x y x y x y x y π= + − + = = + =  
Решение. а) Заданная область представляет 

прямоугольник. Найдем стационарные точки функции z , 
лежащие внутри прямоугольника. Частные производные 
приравниваем к нулю: 

' '2 1 0, 2 1 0.x yz x z y= − = = − + =  Отсюда 1 1,
2 2

x y= = . 

Следовательно, имеется одна критическая точка 
1 1;
2 2

M ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Значение функции в этой точке ( ) 0z M = . Исследование 
функции на экстремум в этой точке не обязательно. 
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Найдем наибольшее и наименьшее значения функции на 
границе заданной области. 

При 0x =  имеем 2z y y= − + , т. е. задача сводится к 
отысканию наибольшего и наименьшего значения этой 
функции на отрезке 0 1y≤ ≤ . Находим стационарную точку 

' 12 1;
2yz y y= − + = . Поскольку '' 2 0yyz = − < , то точка 1

2
y =  

является точкой максимума max
1 10;
2 4

z ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

В граничных точках функция равна (0,0) 0; (0,1) 0z z= = . 
При 0y =  имеем 3z x x= − . Исследуем эту функцию на 
отрезке 0 2y≤ ≤ . 

Находим ' ''12 1; ; 2 0
2x xxz x x z= − = = > . Точка 1

2
x =  - точка 

минимума; min
1 1;0
2 4

z ⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. На границе отрезка (0,0) 0z =  и 

(2,0) 2z = . 

При 1y =  имеем 2z x x= − . Отсюда min
1 1;1
2 4

z ⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. На 

границе отрезка (0,1) 0z =  и (2,1) 2z = . 
При 2x =  имеем 22z y y= − + . Исследуя эту функцию на 

отрезке 0 1y≤ ≤ . 

Находим ' 2 1yz y= − + , 1
2

y = , '' 2 0yyz = − < . Точка 1
2

y = - 

точка максимума, max
1 12; 2
2 4

z ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. На границе отрезка 

(2,0) 2z = , (2,1) 2z = . 
Сравнивая вычисленные значения z  во внутренней 

стационарной точке и на границе заданной области, находим, 
что наибольшее значение функция имеет в точке 
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max
1 92;
2 4

z ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Наименьшее значение функции равно 

min
1
4

z = − . Наименьшее значение функция принимает в двух 

точках 1 ;0
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 1 ,1
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

б) Заданная область представляет треугольник (рис. 1.1). 

Найдем стационарные точки: ' 2 1xz x= + , ' 6 1yz y= − , 0
1
2

x = − , 

0
1
6

y = . Поскольку имеется одна стационарная точка и она 

лежит вне треугольника, то функция может иметь наименьшее 
и наибольшее значения только на границе области. Исследуем 
функцию на наибольшее и наименьшее значения на границе. 

 
Рис. 1.1 

При 1x =  имеем 22 3x y y= + − . Исследуем эту функцию 
на отрезке 0 1y≤ ≤ . 

Находим 6 1yz y= − , 1
6

y = , '' 6 0yyz = > . Точка 1
6

y = - 

точка минимума; min
1 231;
6 12

z ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. На границе отрезка 

(1,0) 2,z =  (1,1) 4z = . 
При 1y =  имеем 2 2z x x= + + . Исследуем эту функцию 

на отрезке 0 1x≤ ≤ . 
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Находим ' 2 1xz x= + , 1
2

x = − . Так как точка 1
2

x = −  лежит 

вне отрезка, то вычисляем значения функции на границе 
отрезка: (0,1) 2z =  и (1,1) 4z = . 

При 1x y+ =  имеем 24 4 2z y y= − + . Исследуем эту 

функцию на отрезке 0 1y≤ ≤ . Находим ' 8 4yz y= − , 1
2

y = , 

'' 8 0yyz = > . Точка 1
2

y =  - точка минимума min
1 1; 1
2 2

z ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. В 

граничных точках функция равна (0,1) 2z = , (1,0) 2z = . 
Сравнивая значения функции на границе заданной 

области, находим наименьшее значение min
1 1; 1
2 2

z ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 

наибольшее max (1,1) 4z = . 
в) Заданная область представляет треугольник (рис. 1.2). 

 
Рис. 1.2 

Ищем стационарные точки, лежащие внутри области. 
Находим производные и приравниваем их к нулю 

cos cos( ) 0dz x x y
dx

= − + = , cos cos( ) 0dz y x y
dy

= − + = . 

Из решения системы имеем: cos cos 0x y− = , 

sin sin 0
2 2

x y x y+ −
= , 2y x kπ= ± + . Поскольку x  изменяется в 

промежутке 0 2x π< < , то достаточно рассмотреть случай 
y x= . Функция при y x=  примет вид 2sin sin 2z x x= − . 
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Откуда ' 2 cos 2cos 2xz x x= − , cos cos 2 0x x− = , 2 2x x kπ= ± + . 
Значение 2x kπ=  не лежит внутри области и его не 

следует рассматривать. 

Следовательно, 2
3

y x kπ= =  и при 1k =  это будет точка 

0
2
3

x π
= , 0

2
3

y π
= . Так как точка 0 0( , )x y  - единственная 

стационарная точка в области и функция в ней равна 3 3
2

z = , 

то на границе, т. е. при 0, 0, 2x y x y π= = + =  функция равна 
нулю 0z = . В точке 0 0( , )x y  функция принимает наибольшее 
значение, а на границе наименьшее. 

10.2. На плоскости Oxy  найти точку ( , )M x y , сумма 
квадратов расстояний которой от трех прямых: 

0, 0, 1 0x y x y= = − + =  была бы наименьшей. 
Решение. Заданные прямые в прямоугольной системе 

координат образуют треугольник. Возьмем произвольную 
точку ( , )M x y  внутри треугольника и определим квадраты 
расстояний до соответствующих прямых. Поскольку квадраты 
расстояний до прямых 0, 0x y= =  соответственно равны 2x  и 

2y , а квадрат расстояния от точки до прямой 1 0x y− + =  по 

формуле 
2 2

Ax By C
d

A B

+ +
=

+
 равен 

21
2

x y− +⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, то сумма 

квадратов расстояний будет 2 2 21 ( 1)
2

u x y x y= + + − + . 

Исследуем эту функцию двух переменных на экстремум: 

3 1 0du x y
dx

= − + = , 3 1 0du x y
dy

= − + − = . Отсюда единственная 

стационарная точка ( , )M x y  имеет координаты 1
4

x = − , 1
4

y = . 
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Так как 
2

2 3d uA
dx

= = , 
2

1d uB
dxdy

= = − , 
2

2 3d uC
dy

= =  и 

2 8 0D AC B= − = >  при 0A >  ( 0)C > , то в точке 1 1,
4 4

M ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

функция u  суммы квадратов расстояний минимальна. 
10.3. Из всех треугольников данного периметра 2 p  

найти тот, который имеет наибольшую площадь. 
Решение. Обозначим стороны треугольника через , , ;x y z  

тогда по формуле Герона ( )( )( )S p p x p y p z= − − −  или, 
учитывая, что 2x y z p+ + = , будем иметь 

( )( )( )S p p x p y x y p= − − + − . 
Чтобы найти наибольшее значение площади, достаточно 

найти наибольшее значение подкоренной функции 
( )( )( )u p x p y x y p= − − + − . 
Вычисляем производные и приравниваем их нулю 

       
( )( ) ( )( ) 0du p y x y p p y p x

dx
= − − + − + − − = , 

        
( )( ) ( )( ) 0du p x x y p p x p y

dy
= − − + − + − − = . 

Из решения системы уравнений находим единственную 

стационарную точку 2
3
px y z= = = . Находим вторые 

производные в этой точке: 
2

2

2
3

d u pA
dx

= = − , 
2

3
d u pB
dxdy

= = , 

2

2

2
3

d u pC
dy

= = − . 

Поскольку 
2

2 0
3
pD AC B= − = >  и 0A <  ( 0)C < , то 

исследуемая функция имеет в этой точке максимум. 
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Вопрос о максимуме функции в точке 2
3
px y z= = =  

можно было бы решить и чисто геометрически. В данном 
случае мы имеем равносторонний треугольник и площадь 
треугольника максимальна, поскольку, чем больше отличается 
размер одной стороны от двух других, тем площадь 
треугольника меньше. 

10.4. Представить положительное число a  в виде 
произведения четырех положительных множителей так, чтобы 
их сумма была наименьшей. 

Решение. По условию задачи требуется найти 
наименьшее значение суммы S x y z t= + + +  при условии, что 

xyzt a= . Представляя t  в виде at
xyz

=  и подставляя это 

выражение в сумму, будем иметь aS x y z
xyz

= + + + , т. е. 

функцию трех переменных, причем 0, 0, 0x y z> > > . Найдем 
стационарную точку. 

Для этого вычислим производные и приравняем их к 
нулю 

21 0
( )

dS ayz
dx xyz

= − = , 21 0
( )

dS axz
dy xyz

= − = , 21 0
( )

dS axy
dy xyz

= − = . 

Решая эту систему уравнений, находим, что 
4x y z t a= = = = , т. е. все множители равны. Докажем, что в 

этой точке сумма принимает максимальное значение. 
Действительно, при приближении какой-либо переменной к 
пограничным значениям 0, 0, 0x y z= = =  равно как и при 
удалении в бесконечность, функция суммы S  бесконечно 
возрастает. Следовательно, найденная стационарная точка 
будет той точкой, в которой сумма S  будет наименьшей. 
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1.11. Условный экстремум. Метод множителей 
Лагранжа 

 
10. Условным экстремумом функции ( , )z f x y=  в точке 

0 0 0( , )M x y  называется экстремум этой функции, достигнутый 
при условии, что переменные ,x y  в окрестности этой точки 
удовлетворяют уравнению связи ( , ) 0x yϕ = , т. е. 

0( ) ( )f M f M>  или 0( ) ( )f M f M<  при ( , ) 0x yϕ =  и 0M M≠ . 
Для отыскания условного экстремума составляют 

функцию Лагранжа 
( , , ) ( , ) ( , )u x y f x y x yλ λϕ= + ,                         (1) 

где λ  - неопределенный постоянный множитель (множитель 
Лагранжа). 

Необходимые условия условного экстремума 
определяются системой 

0;du df d
dx dx dx

ϕλ= + =  0du df d
dy dy dy

ϕλ= + =              (2) 

( , ) 0x yϕ =   
 Пусть 0 0 0, ,x y λ  - решение этой системы.  
Составим определитель 

' '
0 0

' '' ''
0 0 0 0 0

' '' ''
0 0 0 0 0

0 ( ) ( )
( ) ( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , )

x y

x xx xy

y xy yy

M M
D M u M u M

M u M u M

ϕ ϕ
ϕ λ λ
ϕ λ λ

= −                (3) 

Если 0D < , то функция ( , )z f x y=  имеет в точке 

0 0 0( , )M x y  условный максимум, а если 0D >  - условный 
минимум. 

20. Функция нескольких независимых переменных 
( )iz z x=  ( 1, 2,..., )i n=  в точке 0 ( )o

iM x  имеет условный 
экстремум, если в некоторой окрестности точки 0M  для всех 
ее точек ix , удовлетворяющих уравнениям связи ( ) 0k ixϕ = , 
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( 1,2,..., ; )k m m n= < , выполняется неравенство 

0 0( ) ( ) ( ) ( );f M f M f M f M> ∨ <  0( )M M≠ . 
Функция Лагранжа имеет вид 

                   1

( , ) ( ) ( )
m

i k i k k i
k

u x z x xλ λ ϕ
=

= +∑ ,                         (4) 

где ( 1,2,..., )k k mλ =  - множители Лагранжа, причем их число 
соответствует числу уравнений связи. 

Необходимые условия условного экстремума 
определяются системой n m+  уравнений 

                       

0

( ) 0
i

k

du
dx

Mϕ

⎧ =⎪
⎨
⎪ =⎩

  
( 1, 2,... );

( 1, 2,... )

i n

k m

=

=

                                           

Решая эту систему относительно неизвестных, находим 
0
kλ  и координаты точки 0

ix , в которой возможен условный 
экстремум. 

Достаточные условия условного экстремума: 
1) если второй дифференциал 2 0 0( , , ) 0i k id u x dxλ < , 

при условии, что idx  удовлетворяет уравнениям 

         

0

1

( ) 0
n

k i

i i

d x dx
dx
ϕ

=

=∑   ( 1,2,..., )k m=                             (5) 

При 2

1

0
n

i
i

dx
=

≠∑ , то функция ( )iz z x=  в точке 0 ( )o
iM x  

имеет условный максимум; 
2)  если 2 0 0( , , ) 0i k id u x dxλ > , при условии (5), то функция в 

точке 0 ( )o
iM x  имеет условный минимум. 

11.1. Найти условные экстремумы функций:  
а) 3z x y= +  при 2 2 10;x y+ =  б) 2 2u x y z= − +  при 

2 2 2 9;x y z+ + =  в) u xyz=  при 5, 8x y z xy yz xz+ + = + + = . 
Решение. а) Геометрически задача сводится к отысканию 

наибольшего, наименьшего значения аппликаты z  плоскости 
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3z x y= +  для точек пересечения ее с цилиндром 2 2 10;x y+ =  
Составим функцию Лагранжа 

2 2( , , ) 3 ( 10)u x y z x y x yλ= + + + −  и найдем частные 

производные: 1 2 ;du x
dx

λ+  3 2du y
dy

λ= + . Необходимые условия 

существования экстремума определяются системой (2) 

2 2

1 2 0,
3 2 0,

10

x
y

x y

λ
λ

⎧ + =
⎪ + =⎨
⎪ + =⎩

 

которая имеет решения:  

        1 1 1 2 2 2
1 11, 3, , 1, 3,
2 2

x y x yλ λ= = = − = − = − = .  

Поскольку 
2

2 2d u
dx

λ= , 
2

0d u
dxdy

= , 
2

2 2d u
dy

λ= , то 

2 2 22 ( )d u dx dyλ= + . При 1
2

λ = − , 2 0d u < , следовательно, 

функция имеет в точке 1(1,3)M  условный максимум max 10z = . 

При 1
2

λ = , 2 0d u > , следовательно, функция имеет в точке 

2 ( 1, 3)M − −  условный минимум min 10z = − . 
Условный максимум, минимум функции может быть 

найден также с помощью определителя (3). Для этого находим 
в точке 1M : 2 2( , ) 10x y x yϕ = + − , '

1( ) 2x Mϕ = , '
1( ) 6y Mϕ = , 

''
1 1( , ) 1xxu M λ = − , ''

1 1( , ) 0xyu M λ = , ''
1 1( , ) 1yyu M λ = −  

                     

0 2 6
2 1 0 40 0
6 0 1

D = − − = − <
−

, 

т. е. функция в точке 1M  имеет условный максимум. 
Аналогично, в точке 2M  
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0 2 6
2 1 0 40 0
6 0 1

D
− −

= − − = >
−

, 

т. е. функция в точке 2M  имеет условный минимум. 
б) Функция трех независимых переменных. Составим 

функцию Лагранжа 
2 2 22 2 ( 9)w x y z x y zλ= − + + + + −  

и найдем частные производные 

1 2dw x
dx

λ= + , 2 2dw x
dy

λ= − + , 2 2dw z
dz

λ= + . 

Запишем необходимые условия существования 
условного экстремума 

1 2 0,
1 2 0,

x
z

λ
λ

+ =⎧
⎨ + =⎩

  2 2 2

1 2 0,
9 0.

y
x y z

λ− =

+ + − =
 

Из решения этой системы имеем 

1
1
2

λ = , 1 1x = − , 1 2y = , 1 2z = − , 

  
2

1
2

λ = − , 2 1x = , 2 2y = − , 2 2z = . 

Вычислим вторые производные 

 

2

2 2d w
dx

λ= , 
2

2 2d w
dy

λ= , 
2

2 2d w
dz

λ= , 

2 2 2

0d w d w d w
dxdy dxdz dydz

= = =  

и найдем второй дифференциал в первой критической 

точке 2 11,2, 2, 1 0
2

d w⎛ ⎞− − = >⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Поскольку знак второго 

дифференциала функции Лагранжа положительный, то 
исследуемая функция в этой точке имеет условный минимум 

min 9u = − . 
Знак второго дифференциала во второй критической 
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точке 2 11, 2, 2, 1 0
2

d w⎛ ⎞− − = − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 отрицательный, следовательно, 

в этой точке функция имеет условный максимум max 9u = . 
в) В данном случае уравнений связи два. Составляем 

функцию Лагранжа 
1 2( 5) ( 8)w xyz x y z xy yz xzλ λ= + + + − + + + − . 

Необходимые условия существования условного 
экстремума определяются системой уравнений 

1 2 2 0dw yz y z
dx

λ λ λ= + + + = , 

1 2 2 0dw xz z x
dy

λ λ λ= + + + = , 

1 2 2 0dw xy y x
dz

λ λ λ= + + + = , 

5x y z+ + = , 8xy yz xz+ + = . 
Из решения этой системы уравнений находим 

критические точки: 1(2,2,1)M , 2
4 4 4, ,
3 3 3

M ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 3(2,1,2)M , 

4
4 7 4, ,
3 3 3

M ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 5(1,2,2)M , 6
7 4 4, ,
3 3 3

M ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Вычисляем вторые частные производные 
2 2 2

2 2 2 0d w d w d w
dx dy dz

= = = , 

2

2
d w z
dxdy

λ= + , 
2

2
d w x
dydz

λ= + , 
2

2
d w y
dxdz

λ= +  

и определяем знак второго дифференциала в стационарных 
точках. В точке 1M  2

2(2, 2,1, 1) 4 0d w λ = − = >  функция имеет 
условный минимум min 4u = . В точке 2M  

2
2

4 4 7 7( , , , ) 4 0
3 3 3 3

d w λ = − = − <  функция имеет условный 

максимум 
max

4

27
4u = . Аналогично вычисляется знак второго 

дифференциала и в четырех остальных точках. Так в точках 
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3 5,M M  функция имеет условный минимум равный min 4u = , а в 

точках 4 6,M M  - максимум max
4

27
4u = . 

11.2. В эллипсоид вписать прямоугольный 
параллелепипед наибольшего обьема. 

Решение. В силу симметрии заданных геометрических 
фигур достаточно исследовать на условный экстремум 
функцию объема V xyz= , т. е. объема параллелепипеда 
расположенного в первом октанте. Учитывая, что уравнение 
связи есть уравнение эллипсоида, составим функцию 
Лагранжа 

                     

2 2 2

2 2 2 1x y zu xyz
a b c

λ
⎛ ⎞

= + + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Находим частные производные 2

2du xyz
dx a

λ= + , 

2

2du yxz
dy b

λ= + , 2

2du zxy
dz c

λ= + , тогда необходимое условие 

экстремума будет 

                   
2

2 0xyz
a

λ+ = , 2

2 0yxz
b

λ+ = , 

                    
2

2 0zxy
c

λ+ = , 
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + = . 

Решая эту систему, будем иметь 3
3

x a= ± , 3
3

y b= ± , 

3
3

z c= ± . Поскольку рассматривается только первый октант, 

то условный экстремум будет в точке с координатами 
3

3
x a= , 3

3
y b= , 3

3
z c= . Отсюда следует, что 

прямоугольный параллелепипед наибольшего объема имеет 

измерения 2 3
3

x a= , 2 3
3

y b= , 2 3
3

z c= . 
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2. ПРИЛОЖЕНИЯ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
ИСЧИСЛЕНИЯ  К  ГЕОМЕТРИИ 

 
2.1. Касательная и нормаль к плоской кривой 

 
10. В случае неявного задания кривой ( , ) 0F x y =  

уравнение касательной в точке 0 0( , )x y  имеет вид 
' '

0 0( , )( ) ( , )( ) 0x yF x y x x F x y y y− + − = .            (1) 
Уравнение нормали 

                     
' '

0 0( , )( ) ( , )( ) 0y xF x y x x F x y y y− + − =  
или 

  

0 0
' '

x y

x x y y
F F
− −

=                                            (2) 

20. Если кривая задана параметрически ( )x tϕ= , ( )y tψ=  

и имеет угловой коэффициент 
'
1
'
1

ytg
x

α = , то уравнение 

касательной 
'
0

0 0'
0

( )yy y x x
x

− = −    или   0 0
' '
0 0

x x y y
x y
− −

=               (3) 

Уравнение (3) справедливо и для случая, когда ' 0tx = , а 
' 0ty ≠ , т. к. это означает, что равен нулю и соответствующий 

предыдущий член. Только в особой точке, где ' 0tx =  и ' 0ty = , 
уравнение (3) теряет смысл. 

30. Если кривая задана полярным уравнением ( )p p ϕ= , 
то переходя к прямоугольным координатам cosx p ϕ= , 

siny p ϕ= , угол наклона касательной определяется 
выражением 

' '

' '

sin cos
cos sin

y
tg

x
ϕ ϕ

ϕ ϕ

ρ ϕ ρ ϕ
α

ρ ϕ ρ ϕ
+

= =
−

                     (4) 
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Рис. 2.1 

 
Положение касательной в полярных координатах обычно 

определяют углом θ  с продолжением радиус-вектора          
(рис. 2.1), а не углом α  с полярной осью 

'tg
ϕ

ρθ
ρ

=                                            (5) 

1.1. Найти уравнение касательной и нормали к кривой 
3 2 22 3 7 0x x y x y− − + + =  в точке (1, 2)M − . 

Решение. Функция задана не явно. Для нахождения 
уравнения касательной воспользуемся уравнением (1). 
Находим значения частных производных в заданной точке 

                    
2 26 2 3;dF x xy

dx
= − −  5

M

dF
dx

= − , 

                    
22 1;F x y

y
∂

= − +
∂

     5
M

F
y

∂
=

∂
. 

Таким образом, 5( 1) 5( 2) 0x y− − + + =  или 3 0x y− − = . 
Уравнение нормали находим по формуле (2): 
           5( 1) 5( 2) 0x y− + + =  или 1 0x y+ + = . 
1.2. Написать уравнение касательной и нормали к 

циклоиде sin ;x t t= −  1 cosy t= −  в точке M , для которой 

2
t π
= . 

Решение. Находим координаты точки M : 
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0 sin 1

2 2 2
x π π π
= − = − , 0 1 cos 1

2
y π
= − = . 

Вычислим производную sin
1 cos

dy t
dx t

=
−

 и найдем угловой 

коэффициент касательной в точке M : 

                         

0

sin
2'( ) 1

1 cos
2

y x

π

π= =
−

. 

Таким образом, уравнение касательной примет вид 

1 1 1
2

y x π⎛ ⎞− = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 или 2 0
2

x y π
− − + = . Уравнение нормали, 

соответственно, будет 1 1
2

y x π⎛ ⎞− = − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 или 0
2

x y π
+ − = . 

1.3. Определить положение касательной и нормали к 
лемнискате 2 22 cos 2aρ ϕ= . 

Решение. Воспользуемся формулой (5). 
Продифференцируем уравнение лемнискаты, считая ρ  
функцией ϕ     ' 22 sin 2aϕρρ ϕ= − . 

Разделив это уравнение на уравнение лемнискаты, 
получим 

          
' 2tg ctg
ϕ

ρθ ϕ
ρ

= = − ,   откуда   2
2
πθ ϕ= + . 

Если обозначить через α  и β  углы наклона касательной 
и нормали к полярной оси, то получим  

               
3 ;

2
πα θ ϕ ϕ= + = +  

2
πβ α= − , 

откуда 3β ϕ= , т. е. угол наклона нормали к лемнискате равен 
утроенному значению полярного угла. 
 

 



 75

2.2. Касательная плоскость и нормаль к поверхности 
 
10. Касательной плоскостью к поверхности в заданной на 

ней точке M  называется такая плоскость, которая содержит 
касательные ко всем кривым, проведенным по поверхности 
через эту точку. 

Нормалью к поверхности называется прямая, 
перпендикулярная касательной плоскости в точке касания. 

Если поверхность задана неявным уравнением 
( , , ) 0F x y z = , то уравнение касательной плоскости в точке 

0 0 0 0( , , )M x y z  имеет вид 

0 0 0
0 0 0( ) ( ) ( ) 0F F Fx x y y z z

x y z
∂ ∂ ∂

− + − + − =
∂ ∂ ∂

,             (1) 

где 0F
x

∂
∂

, 0F
y

∂
∂

, 0F
z

∂
∂

 - значения частных производных в точке 

0M , , ,x y z  - текущие координаты касательной поверхности. 
Уравнение нормали к поверхности будет 

0 0 0

0 0 0

x x y y z z
F F F
x y z

− − −
= =

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

  .                             (2) 

Вектор , ,F F Fn
x y z

⎧ ⎫∂ ∂ ∂
⎨ ⎬∂ ∂ ∂ ⎭⎩

 называется нормальным 

вектором к поверхности. Если на поверхности есть точка, в 

которой 0F F F
x y z

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
, то она называется особой и в ней 

нет ни касательной плоскости, ни нормали к поверхности. 
Если уравнение поверхности задано в явном виде 
( , )z f x y= , то уравнение касательной плоскости 

0 0
0 0 0( ) ( )f fz z x x y y

x y
∂ ∂

− = − + −
∂ ∂

,                   (3) 

где 0 0,f f
x y

∂ ∂
∂ ∂  

-  значения частных производных в точке 0M . 
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Уравнение нормали в этом случае 
0 0 0

0 0 1
x x y y z z

f f
x y

− − −
= =

∂ ∂ −
∂ ∂

 .                         (4) 

Направляющие косинусы нормали к поверхности 
определяются выражениями 

2 2
cos ;

1
p
p q

λ −
=
± + + 2 2

cos ;
1

q
p q

μ −
=
± + +

 

2 2

1cos ;
1

v
p q

=
± + +

                         (5) 

где 
'

'
x

z

Fzp
x F
∂

= = −
∂

, 
'

'
y

z

Fzq
y F
∂

= = −
∂

. Двойной знак перед корнем 

соответствует двум противоположным направлениям нормали. 
20. Если поверхность задана параметрическими 

уравнениями 
            ( , )x u vϕ= , ( , )y u vψ= , ( , )z u vχ= , 

то уравнение касательной плоскости в некоторой точке 
0 0 0( , , )x y z  имеет вид 

0 0 0
' ' '

' ' '

0u u u

v v v

x x y y z z
x y z
x y z

− − −
=                         (6) 

Направляющие косинусы нормали 

2 2 2
cos ;A

A B C
λ =

± + +
 

2 2 2
cos ;B

A B C
μ =

± + +
 

2 2 2
cos ;Av

A B C
=
± + +

                                         (7) 

где 

               

' '

' ' ;u u

v v

y z
A

y z
=  

' '

' ' ;u u

v v

z x
B

z x
=  

' '

' '
u u

v v

x y
C

x y
= . 
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30. Угол между двумя поверхностями в точке их 
пересечения называется угол между касательными 
плоскостями, проведенными к рассматриваемым 
поверхностям, в данной точке. 

Поверхности называются ортогональными, если они 

пересекаются под прямым углом 
2
πα =   в каждой точке линии 

их пересечения. 
2.1. Для данных поверхностей найти уравнения 

касательных плоскостей  и нормалей в указанных точках:  

а) xz arctg
y

=  в точке 0 ( 1;1; );
4

M π
− −   

б) 3 3 3 10 0x y z xyz+ + − − =  в точке 0 ( 1;2;1);M −   
в) sin , cos ,x y z tgρ ϕ ρ ϕ ρ α= = =  в точке 0 0 0( ; );M ρ ϕ   

г) { }2 2cos , sin ,r u v u v a u−  в точке { }0 0 0 0, ,r x y z . 

Решение. а) Уравнение поверхности задано в явном 
виде. Воспользуемся формулами (3), (4). Для этого найдем 
частные производные и их значения в точке M  

                 
2 2 ;z y

x x y
∂

=
∂ +

 1
2M

z
x
∂

=
∂

 

                 
2 2 ;z x

y x y
∂

=
∂ +

1
2M

z
y
∂

=
∂

. 

Отсюда уравнение касательной плоскости 

         1 1( 1) ( 1)
4 2 2

z x yπ
+ = + + −  или 2

2
x y z π
+ − = . 

Уравнение нормали 1 1 4
1 1 12 2

zx y π−+ −
= =

−
    или  

                           1 1 4
1 1 2

zx y π−+ −
= =

−
. 

б) Уравнение поверхности задано неявно. Обозначив 
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3 3 3( , , ) 10F x y z x y z xyz= + + − − , найдем частные производные 
в точке M  

                   
23F x yz

x
∂

= −
∂

,   0 1F
x

∂
=

∂
, 

                    
23F y xz

y
∂

= −
∂

, 0 13F
y

∂
=

∂
, 

                    
23F z xy

z
∂

= −
∂

, 0 5F
z

∂
=

∂
. 

Используя формулы (1), (2), получим уравнение 
касательной плоскости 1 13( 2) 5( 1) 0x y z+ + − + − =  или 

13 5 30 0x y z+ + − =   и уравнение нормали   1 2 1
1 13 5

x y z+ − −
= = . 

в) Поверхность задана параметрически. При нахождении 
касательной плоскости в точке 0 0( , )ρ ϕ  воспользуемся 
уравнением (6). Вычисляя производные в точке 0M , будем 
иметь  

                    

0 0 0

0 0

0 0 0 0

sin cos 0
cos sin 0

x x y y z z
tgϕ ϕ α

ρ ϕ ρ ϕ

− − −
=

−
. 

Откуда при 0 0 0sinx ρ ϕ= , 0 0 0cosy ρ ϕ= , 0 0z tgρ α=  
получим 

        

2 2
0 0 0 0 0 0
2 2 2
0 0 0 0

sin sin cos

cos 0

x tg tg y tg

tg z tg

ρ ϕ α ρ ϕ α ρ ϕ α

ρ ϕ α ρ ρ α

− + −

− − + =
 

или 

                     0 0sin cos 0x y zctgϕ ϕ α+ − = . 
Уравнение нормали к поверхности (2) в точке 0M  будет 

и уравнением нормали к касательной плоскости. Таким 
образом, 

            
0 0 0 0 0

0 0 0

sin cos
sin cos

x y z tg
ctg

ρ ϕ ρ ϕ ρ α
ϕ ϕ α

− − −
= =

−
. 
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г) По условию задачи поверхность задана 
параметрическими уравнениями cosx u v= , siny u v= , 

2 2z a u= − . Для нахождения касательной плоскости в точке 
0 0 0( , , )x y z  воспользуемся формулой (6). Находя частные 

производные по ,u v  в точке 0 0 0( , , )x y z , будем иметь 

             

0 0 0

0
0 0 2

0

0 0 0 0

cos sin 0

sin cos 0

x x y y z z
uv v

a u
u v u v

− − −

− =
−

−

 

Откуда 

              

2
2 0 0

0 0 0 0 2 2

2
2 0 0

0 0 0 0 2 2

sin( ) cos ( )

cos( ) sin ( ) 0

u vz z u v y y
a u

u vz z u v x x
a u

− + − +
−

+ − + − =
−

 

или, переходя к координатам , ,x y z  

                 
0 0

0 0 0
0 0

( ) ( ) 0y xz z y y x x
z z

− + − + − =  

Преобразуя последнее выражение к виду 
2 2 2

0 0 0 0 0 0xx yy zz x y z+ + = + +  и подставляя вместо квадратов в 
правую часть их значения через криволинейные координаты, 
окончательно получим 2

0 0 0xx yy zz a+ + = . 
2.2. Написать уравнения нормали к поверхности конуса 

2 2 2x y z+ =  в точке (4;3;5) . В какой точке конуса нормаль не 
определена? 

Решение. Уравнение поверхности задано неявно. 
Обозначая 2 2 2( , , )F x y z x y z= + − , находим частные 
производные 

                  
2F x

x
∂

=
∂

,   2F y
y

∂
=

∂
,   2F z

z
∂

= −
∂

, 
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0 8F

x
∂

=
∂

,   0 6F
y

∂
=

∂
,    0 10F

z
∂

= −
∂

. 

Уравнение нормали к поверхности конуса примет вид 

          
4 3 5

8 6 10
x y z− − −

= =
−   

 или   4 3 5
4 3 5

x y z− − −
= =

−
. 

Вектор , ,F F Fn
x y z

⎧ ⎫∂ ∂ ∂
⎨ ⎬∂ ∂ ∂ ⎭⎩

 - есть нормальный вектор к 

поверхности конуса. Поскольку в точке (0;0;0)  производные 

0F F F
x y z

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
, то эта точка является особой и в ней 

нормаль к поверхности конуса не определена. 
2.3. Найти углы с осями координат нормали к 

поверхности 2 2 0x y xz yz+ − − =  в точке (0, 2, 2) . 
Решение. Уравнение поверхности задано неявно. 

Воспользуемся формулами (5). Найдем сначала частные 
производные в точке 

                  

'

'

2 ,x

z

Fz x z
x F x y

∂∂ −
= − =

∂ ∂ +
   1p = − , 

                  

'

'

2 ,y

z

Fz y z
y F x y

∂∂ −
= − =

∂ ∂ +   
 1q = . 

Таким образом, 1cos
3

λ = , 1cos
3

μ = − , 1cos
3

v = . 

2.4. Определить плоскость, касательную к поверхности 
2 2 22 4x y z+ + =  и  а) параллельную плоскости 2 0;x y z− + =   

б) перпендикулярную к прямой 1 1 1
2 2 1

x y z+ − +
= =

−
. 

Решение. а) Уравнение поверхности задано неявно. 
Обозначаем 2 2 2( , , ) 2 4F x y z x y z= + + −  и находим частные 

производные   2F x
x

∂
=

∂
,   4F y

y
∂

=
∂

,   2F z
z

∂
=

∂
. 

Воспользуемся условием параллельности касательной 
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плоскости и данной плоскости 

               

FF F
yx z

A B C

∂∂ ∂
∂∂ ∂= =     или    2 4 2

1 2 1
x y z
= =
−

. 

Решая эти уравнения совместно с уравнением 
поверхности 2 2 22 4x y z+ + = , находим координаты точек 
касания  1(1, 1,1)M −   и  ( 1,1, 1)M − − . 

Таким образом, касательные плоскости имеют 
уравнения: 

 2( 1) 4( 1) 2( 1) 0x y z− − + + − =    или   2 4 0;x y z− + − =  
2( 1) 4( 1) 2( 1) 0x y z− + + − − + =   или  2 4 0x y z− + + = . 

б) Из условия перпендикулярности касательной 
плоскости и прямой имеем 

                

FF F
yx z

l m n

∂∂ ∂
∂∂ ∂= =    или   2 2

1 1 1
x y z
= =

−
. 

Присоединяя к этим уравнениям уравнение поверхности 
2 2 22 4x y z+ + = , находим координаты точек касания 

       
1

4 2 2, ,
7 7 7

M ⎛ ⎞
− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  и  2
4 2 2, ,
7 7 7

M ⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Следовательно, касательные плоскости будут: 

   

2 4 4 4 2 2 2 2 2 0
7 7 7 7 7 7

x y z⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + − + + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

     

2 4 4 4 2 2 2 2 2 0
7 7 7 7 7 7

x y z⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

или       142 2 0
7

x y z+ − + = ,   142 2 0
7

x y z+ − − = . 

2.5. К поверхности 2 2 3 0x y z− − =  провести 
касательную плоскость, проходящую через точку 1(0,0, 1)M − , 

параллельно прямой  
2 1 2
x y z
= = . 
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Решение. Обозначим 2 2( , , ) 3F x y z x y z= − −  и найдем 

частные производные 2F x
x

∂
=

∂
, 2F y

y
∂

= −
∂

, 3F
z

∂
= −

∂
. 

Воспользуемся условием параллельности данной прямой и 

касательной плоскости 0F F Fl m n
x y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 или 

2 3 0x y− − = . Присоединяя к этому уравнению уравнение 
касательной плоскости, проходящей через точку 1M  

         1 1 12 ( ) 2 ( ) 3( ) 0x x x y y y z z− − − − − =   или  
                22 2 2 3 3 0x y z− − − = , 

и уравнение поверхности, получим систему 

                         

2 2

2 2

2 3 0,
3 0,

2 2 3 3 0.

x y
x y z

x y z

− − =⎧
⎪ − − =⎨
⎪ − − − =⎩

 

Из решения этой системы находим, что координаты 
точки касания равны 2x = , 1y = , 1z = . Таким образом, 
искомое уравнение касательной плоскости примет вид 

   4( 2) 2( 1) 3( 1) 0x y z− − − − − =   или  4 2 3 3x y z− − = . 
2.6. Доказать, что сумма квадратов отрезков, 

отсекаемых на осях координат плоскостью, касательной к 

поверхности 
2 2 2 2
3 3 3 3x y z a+ + = , равна постоянной величине 2a . 

Решение. Обозначим 
2 2 2 2
3 3 3 3( , , )F x y z x y z a= + + −  и 

найдем частные производные 

              

1
32

3
F x
x

−∂
=

∂
, 

1
32

3
F y
y

−∂
=

∂
, 

1
32

3
F z
z

−∂
=

∂
. 

Уравнение касательной плоскости (1) в произвольной 
точке 0 0 0( , , )x y z  примет вид 

1 1 1
3 3 3

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) 0x x x y y y z z z− − −− + − + − =  или, если 
воспользоваться уравнением поверхности 
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2
3

01 1 1
3 3 3

0 0o

x y z a
x y z

+ + = . 

Координаты точек пересечения этой плоскости с осями 
координат соответственно равны 

            
2 1

3 3
0x a x= ,   

2 1
3 3

0y a y= ,   
2 1

3 3
0z a z=  

Отсюда сумма квадратов отрезка равна 
4 2 2 2 4 12 2 2 23 3 3 3 3 3

0 0 0( )x y z a x y z a a a+ + = + + = = , что и 
требовалось доказать. 

2.7. Показать, что поверхности 2 2 2x y z ax+ + =  и 
2 2 2 4x y z by+ + =  ортогональны друг другу. 

Решение. Угол между двумя поверхностями линии их 
пересечения определяется углом между соответствующими 
касательными плоскостями в каждой точке линии 
пересечения. Будем определять положение касательных 
плоскостей их нормалями, тогда угол между поверхностями 
равен углу между нормалями к касательным плоскостям по 
линии пересечения поверхностей. 

Введем обозначения 2 2 2
1( , , )F x y z x y z ax+ + −  и 

2 2 2
2 ( , , ) 4F x y z x y z by= + + −  и найдем частные производные   

 1
1 2Fl x a

x
∂

= = −
∂

,     2
2 2Fl x

x
∂

= =
∂

,  1
1 2Fm y

y
∂

= =
∂

,  

 2
2 2 4Fm y b

y
∂

= = −
∂

,  1
1 2Fn z

z
∂

= =
∂

,   2
2 2Fn z

z
∂

= =
∂

. 

Воспользуемся условием ортогональности 
1 2 1 2 1 2 0l l m m n n+ + =  нормалей по линии пересечения 
поверхностей 4ax by=  

         2 (2 ) 2 (2 4 ) 2 2 0x x a y y b z z− + − + ⋅ = , 
2 2 24 2 4 8 4 0x ax y by z− + − + = , 4 2 2 0ax ax ax− − = , т. е. 

условие ортогональности выполняется, что и требовалось 
доказать. 
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2.3. Кривизна плоской кривой 
 
Кривизной кривой в точке M  (рис. 2.2) называется 

предел отношения угла поворота θ  касательной к длине s  

дуги MN , когда N M→ , т. е. 
0

lim
s

k
s
θ

→
= . 

 
Рис. 2.2 

Кривизна кривой ( )y f x=  в некоторой точке 
характеризуется отклонением кривой от своей касательной в 
этой точке и определяется по формуле 

( )3 22

''

1 '

y
k

y
=

+
                                 (1) 

Если кривая задана параметрически ( )x x t= , ( )y y t= , то 
ее кривизна определяется выражением 

                                  
( )3 22 2

xy yx
k

x y

−
=

+
                                 (2) 

Если кривая задана уравнением в неявном виде 
( , ) 0F x y = , то ее кривизна 
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( )

'' '' '

'' '' '

' '

3
'2 '2 2

0

xx xy x

yx yy y

x y

x y

F F F
F F F
F F

k
F F

=
+

                                   (3) 

Если кривизна задана в полярной системе координат 
( )ρ ρ ϕ= , то ее кривизна 

2 '2 ''

2 '2 3 2

2
( )

k ρ ρ ρρ
ρ ρ
+ −

=
+

                              (4) 

Величина, обратная кривизне, называется радиусом 

кривизны и определяется по формуле 1R
k

= . Вершиной кривой 

называется такая точка кривой, в которой кривизна имеет 
максимум или минимум. Для определения вершин кривой 
выражение кривизны k  исследуют на экстремум. В некоторых 
случаях при нахождении вершин кривой целесообразнее 
исследовать на экстремум радиус кривизны 

 
Рис. 2.3 

Кругом кривизны кривой в некоторой точке M  
называется окружность с радиусом R , равным радиусу 
кривизны кривой в этой точке, и центром C , расположенным 
на нормали к кривой в точке M  со стороны ее вогнутости 
(рис. 2.3). Координаты ( , )ξ η  центра кривизны кривой в ее 
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точке ( , )M x y  определяются по формулам 
'2 2 21 ' ;

''
y x yx y x y

y xy yx
ξ + +
= − = −

−
 

'2 2 21 '
''
y x yy y y x

y xy yx
η + +
= + = +

−
                    (5) 

 Геометрическое место центров кривизны данной 
кривой называется ее эволютой. Обратно, данная кривая по 
отношению к своей эволюте называется ее эвольвентой. 
Уравнения (5) являются параметрическими уравнениями 
эволюты. Если исключить из них параметр t , то получим 
уравнение эволюты в неявном виде ( , ) 0F ξ η = . 

3.1. Найти кривизну кривых: а) 2 4y x x= −  в точке 

(2, 4)− ; б) 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  в вершинах; в) 2 2 cos 2aρ ϕ=  в 

произвольной точке; г) ( sin )x a t t= − , (1 cos )y a t= −  при t π= . 
Решение. а) Находим производные: ' 2 4;y x= −  '' 2y =  и 

вычисляем их значения в заданной точке '(2) 0y = , '' 2y = . 
Подставляя найденные значения в формулу (1), получим  

                             
2 3 2

''
2

(1 ' )
y

k
y

= =
+

. 

б) Функция задана неявно. Находим производные: 
'

2

2
x

xF
a

= , ''
2

2
xxF

a
= , '

2

2
y

yF
b

= , ''
2

2
yyF

b
= , '' 0xyF =  и их значения в 

вершине эллипса ( , 0)a : ' 2
xF

a
= , ''

2

2
xxF

a
= , ' 0yF = , ''

2

2
yyF

b
= , 

'' 0xyF = . Подставляя найденные значения в формулу (3), 
получим 
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2

2

2

3

2 20

20 0

2 0 0

8

a a

b

aak
b

a

= =  

Значения производных в вершине эллипса (0, )b  будут: 
' 0xF = , ''

2

2
xxF

a
= , ' 2

yF
b

= , ''
2

2
yyF

b
= , '' 0xyF = . Отсюда кривизна 

                      

2

2

2

3

2 0 0

2 20

20 0

8

a

b a

bbk
a

a

= =  

В силу симметрии, кривая в точке ( ,0)a−  равна 2

ak
b

= , а 
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в точке (0, )b−  равна 2

bk
a

= . 

 
в) Находим производные  
          22 ' 2 sin 2 ,aρρ ϕ= −    

          
2

' sin 2aρ ϕ
ρ

= − ,  

 
2 2 4 2

2
2 3

' 2 2'' sin 2 cos 2 sin 2 cos 2a a a aρρ ϕ ϕ ϕ ϕ
ρ ρ ρ ρ

= − = − −   

 
и  подставляем их в формулу (4), тогда 

( )( )

2 4 2
2 2 2

2 3

3
4 2

2 2
2

4 4 2 4 2 2 2

3 22 4 2 4 2 2

4 2 4 2 4 2 4 4

2 6 3 6 2

2 sin 2 sin 2 2 cos 2

cos 2 2 sin 2

2 sin 2 sin 2 2 cos 2

cos 2 sin 2 /

cos 2 sin 2 2 sin 2 2 cos 2 3 3
/

a a a

k
aa

a a a

a a

a a a a a
a a a

ρ ϕ ρ ϕ ϕ
ρ ρ ρ

ϕ ϕ
ρ

ρ ϕ ϕ ρ ϕ

ρ ϕ ϕ ρ

ϕ ϕ ϕ ϕ ρ ρ
ρ ρ

⎛ ⎞
+ + +⎜ ⎟

⎝ ⎠= =
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ + +
= =

+

+ + +
= = =

 

г) Находим производные: 
(1 cos )x a t= − , siny t= , sinx a t= , cosy a t=  и их 

значения при : 2 , 0, 0, 1t x a y x yπ= = = = = − . Подставляя 

производные в формулу (2), получим 3 2

2 1
(2 ) 4

a
k

a a
−

= = . 

3.2. Найти радиусы кривизны в любой точке данных 

кривых: а) 3;y x=  б) 
2 2 2
3 3 3x y a+ = ; в) 3 3cos , sinx a t y a t= = ;  

     г) aρ ϕ= . 
Решение. а) Находим производные 2' 3y x= , '' 6y x=  и по 
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формуле 1R
k

=  определяем радиус кривизны 

             

3 32 42 2(1 ' ) (1 9 )
'' 6

y xR
y x

+ +
= = . 

б) Функция задана неявно 
2 2 2

3 3 3( , ) 0F x y x y a= + − = . 

Находим производные: 
1' 32

3xF x−
= , 

1' 32
3yF y−

= ,  

4'' 32
9xxF x−= − ,   

4'' 32
9yyF y−= − ,   '' 0xyF = . 

Радиус кривизны находим по формуле 

( )

3
2 2 21 1

3 33
'2 '2 2

'' '' ' 4 1
3 3

'' '' '

4 1' '
3 3

1 1
3 3

2 2
3 3

2 20
9 3

2 20 0
9 3

2 2 0
3 3

x y

xx xy x

yx yy y

x y

x y
F F

R
F F F

x x
F F F
F F y y

x y

− −

− −

− −

− −

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠= = =
−

−
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3
2 2 2
3 3

3
2 4
3 3

3
3 2 4 4 2 2 2

3 3 3 3 3 3

2
( ) ( )3 3 3

1 2
3 3

x y

xy xya a xy
x y x y xy x y
− − − −

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

в) Находим производные:  
23 cos sinx a t t= − ,  

23 sin cosy a t t= ,  
2 3 2 23 ( 2 cos sin cos ) 3 cos (2sin cos )x a t t t a t t t= − − + = − ,  

2 3 2 23 (2sin cos sin ) 3 sin (2 cos sin )y a t t t a t t t= − = − .  

Радиус кривизны находим по формуле 

( )

( )
( ) ( )

3
2 2 2

3
2 4 2 2 4 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3

2 2

9 cos sin 9 sin cos

9 cos sin 2cos sin 9 sin cos 2sin cos

3 sin 23 sin cos
2sin cos ( 2 1)

x y
R

xy yx

a t t a t t

a t t t t a t t t t

a ta t t
t t

+
= =

−

+
= =
− − − −

= =
− +

 

г) Находим производные: ' aρ = , '' 0ρ =  и по формуле 

( )
3

2 2 2

2 2

'
2 ' ''

R
ρ ρ

ρ ρ ρρ

+
=

+ −
 находим радиус кривизны 

( )
3

2 2 2

2 22
a

R
a

ρ

ρ

+
=

+
. 

3.3. Найти наибольшую кривизну параболы 
2

2
xy = . 

Решение. Находим производные 'y x= , '' 1y = . 
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Подставляя найденные значения в формулу (1), получим 

32 2

1

(1 )
k

x
=

+
. Кривизна будет наибольшей, когда знаменатель 

будет наименьшим, т. е. при 0x = . Таким образом, 
наибольшая кривизна равна 1k = . 

 
3.4. Найти вершины кривых: а) ;x y a+ =  

 б) 3sin
3

a ϕρ = , min ?R −  

Решение. а) Функция задана неявно 
             ( , ) 0F x y x y a= + − = .  

Находим производные: 
1' 21

2xF x−= , 
1' 21

2yF y−= , 

3'' 21
4xxF x−= − , 

3'' 21
4yyF y−= − , '' 0xyF = ,   отсюда кривизна 

3 1
2 2

3 1
2 2

1 1
2 2

3 3
2 2

3 3 3
2 2 2

1 1

1 10
4 2

1 10
4 2

1 1 1 1 11 1 0 22 2

1 1 2( )
4 4

x x

y y

x y x yy x ak
x y x yx y

xy

− −

− −

− −

− −

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟+
⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎛ ⎞+⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Из уравнения кривой находим, что ( )2
y a x= − , тогда 

( )( )
3

2 2

( )

2

ak x

x a x

=

+ −

. 
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Исследуем эту функцию на экстремум: 

( )( ) ( )

( )( )

1
2 2

'
32

3 11 2
2 2

2
x

a x a x a x
xk

x a x

⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠= −

⋅ + −
. 

Отсюда ( )2
0x a x+ − = , 2 0x a ax x+ − + = , 

2 24 0a x+ =  - корней нет; ( ) 11 2 0
2

a x
x

− − = , 

0x a x− + = , 2 ax
x

= , 
4
ax = , y a x= − , 

2
ay = ,  

4
ay = . 

Поскольку функция кривизны в точке ,
4 4
a a⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 имеет 

экстремум, т. к. при переходе через точку 
4
ax =  производная 

меняет знак, то это вершина кривой. 

б) Находим производные: 2' sin cos
3 3

a ϕ ϕρ = , 

2 2'' sin 2 cos sin
3 3 3 3
a ϕ ϕ ϕρ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 и по формуле (4) кривизну 
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2
2 6 2 4 2 4 2 2

3
22 4 2 4 2

2 4 4 2 4 2 4

2 3

2

sin 2 sin cos sin 2cos sin
3 3 3 3 3 3 3

sin sin cos
3 3 3

3sin 2sin cos sin cos sin
3 3 3 3 3 3

3 sin
3

1 sin 4 cos
3 3 3

aa a
k

a a

a

a

a

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

ϕ ϕ

⎛ ⎞+ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Рассматривая кривизну как функцию угла ϕ , исследуем 
ее на экстремум: 

' 21 1 2cos 4 cos sin cos sin
3 3 3 3 3 3 3 3

k
aϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ⎛ ⎞⎛ ⎞= + − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

21 cos 5 3sin
9 3 3a

ϕ ϕ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 25 sin 0
3
ϕ

− ≠ . 

Т. к. 5sin
3 3
ϕ
< , cos 0

3
ϕ
= , 3

2
πϕ = . 

При переходе ϕ  через значение 3
2
πϕ =  производная 

меняет знак с плюса на минус, т. е. кривизна максимальна. 

Следовательно, при этом значении ϕ  радиус кривизны 

1 3
4

R a
k

= =
 
 минимален. 

3.5. Найти окружность кривизны гиперболы 1y
x

=  в 

точке (1;1)M . 
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Решение. Находим производные: 2

1'y
x

= − , 3

2''y
x

=  и их 

значения в точке M : ' 1y = − , '' 2y =  и радиус кривизны 

( )
3

2 21 ' 2 2 2
'' 2

y
R

y
+

= = = . Построим гиперболу и окружность 

(рис. 2.4). Очевидно, что точка M  и центр окружности 'O  
лежат на биссектрисе первого координатного угла. 
Спроектируем центр окружности на ось Ox , а точку M  на 
перпендикуляр 'O N . Это возможно, если ' 1MN NO= =  

 
Рис. 2.4 

Таким образом, координаты центра окружности будут (2;2). 
Отсюда, уравнение окружности примет вид  

2)2()2( 22 =−+− yx . 
 
3.6. Найти координаты центров кривизны и написать 

уравнения окружностей кривизны кривых: а) xey −=  в точке 
(0;1);  б) )sin( ttax −= , )cos1( tay −=  в точке М ).2,( ааπ  

Решениe. а) Находим производные: xey −−=′ , xey −=′′ , их 
значения в точке: 1,1 =′′−=′ yy    и   радиус   кривизны 

22
1

)11( 2
3

=
+

=R . 

Координаты центра кривизны кривой находим по 
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формулам (5) 21 2

=′
′′
′+

−= y
y
yxξ , 31 2

=
′′
′+

−=
y
yyη . 

Отсюда, уравнение окружности будет 8)3()2( 22 =−+− yx . 
б) Находим производные: )cos1( tax −= ,  tay sin= ,  

tax sin= , tay cos= . Определяем параметр t в точке М: 
)cos1(2 taa −= , 1cos −=t , π=t . Вычисляем при 1−=t  

значения производных: ax 2= ,  0=y ,  0=x , ay −= . По 
формулам (5) находим координаты центра кривизны кривой 

aπξ = , a2−=η . Радиус кривизны вычисляем по формуле. 

                 
a

aa
a

xyyx
yxR 4

|)(2|
)2(

||
)( 32

3
22

=
−

=
−
+

= . 

Зная координаты центра кривизны и радиус кривизны, 
запишем уравнение окружности кривизны кривой в точке М: 

222 16)6()( aayax =++−π . 
 
3.7. Написать уравнение эволюты кривой и 

построить кривую и её эволюту: а) 2

2
3 xy = ; б) 3

2
3

2
3

2
ayx =+ ;             

в) tx cos= , ty sin2= ;   г) ϕρ kae= . 
Решение. а) По формулам (5) находим координаты центра 

кривизны кривой 3
2

9
3

)91(3 xxxx −=
+

−=ξ , 

2
2

2
9

3
1

3
91 xxy +=

+
+=η . 

Исключаем из этих выражений х. Из первого равенства 

имеем 3

9
ξ

−=x . Подставляя найденное значение х во второе 

выражение, получим уравнение эволюты в явном виде 

3
2

92
9

3
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=
ξη . Таким образом, эволютой параболы является 
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полукубическая парабола (рис. 2.5). 

 
Рис. 2.5 

б) Уравнение астроиды. Функция задана неявно. Находим 

производные: 
3
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=′

x
yy , 

3
1

4

2

3
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′′

yx
ay . Подставляя 

производные в формулы (5), получим 

         

3
2

3
13

1

3
1

4

2

3
2

3

3
1

1
yxx

x
y

yx
a

x
y

x +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

+=ξ , 3
1

3
2

3 yxy +=η . 

Пользуясь уравнением самой астроиды, исключаем из этих 
выражений х и у: 

              

3
3

1
3

1
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=+ yxηξ ,

3
3

1
3

1
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=− yxηξ , 

               3
1

3
1

3
1

)( yx +=+ηξ ,     3
1

3
1

3
1

)( yx −=−ηξ ,  

              3
2

3
1

3
1

3
2

3
2

)(2)(2)()( ηξηξηξ +=+=−++ ayx . 
Если повернуть оси координат на 45° и по формулам 

21
ηξξ +

= , 
21
ηξη −

−=  выразить новые координаты через 

старые, то уравнение эволюты в новой координатной системе 

примет вид 3
2

3
2

1
3

2

1 )2( a=+ηξ . Таким образом, эволютой 
астроиды будет астроида вдвое больших размеров (рис. 2.6) и 
с осями, повёрнутыми на 45° относительно старых координат. 
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Рис. 2.6 

 
в) Параметрические уравнения эллипса. Находим 

производные tx sin−= , ty cos2= ,  tx cos−= , ty sin2−= . 

Подставляя в формулы (5), получим 

                
=

+
+

−= t
tt

ttt cos2
cos2sin2

cos4sincos 22

22

ξ  

                      ttttt 322 cos3cos)cos4cos1(cos −=+−−= , 

                  
=

+
+

−= t
tt

ttt sin
cos2sin2

cos4sinsin2 22

22

η  

                      

ttttt 322 sin
2
3sinsin22sin

2
1sin2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= . 

Исключая параметр t , получим уравнение эволюты 

эллипса в неявном виде 3
2

3
2

3
2

3)2( =+ ηξ . Кривая напоминает 

астроиду и получается из неё путём вытягивания по 

горизонтальному направлению (рис. 2.7) 
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Рис. 2.7 

г) Кривая, заданная данным уравнением, представляет 
логарифмическую спираль. Находим производные ρρ k=′ , 

ρρ 2k=′′ . Подставляя их в формулу 
ρρρρ

ρρ
′′−′+

′+
= 22

2
322

2
)(R  

определяем радиус кривизны 21 kR += ρ . Поскольку кривая 
задана в полярных координатах, то положение касательной 
определяется углом θ  с продолженным радиус-вектором (рис. 

2.8). Имеем const
k

tg −=
′

=
1

ρ
ρθ , то есть угол между радиус-

вектором и касательной сохраняет постоянную величину в 
каждой точке М кривой. Поскольку θctgk = , то радиус 

кривизны 
θ

ρ
sin

=R  и, как следует из ONMΔ , совпадает с 

полярным от резком нормали NM . Поскольку точка N 
является центром кривизны, то координаты центра кривизны 1ρ  

1ϕ  в полярной системе координат (см. рис. 2.8) примут вид 

ρθρρ kctg ==1 , 
21
πϕϕ += . 
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Рис. 2.8 

Пользуясь уравнением логарифмической спирали, 
исключаем ρ  и ϕ  из этих уравнений, тогда уравнение 

эволюты примет вид 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= 2
1

1
πϕ

ρ
k

kae . Нетрудно заметить, что 
уравнение эволюты также представляет уравнение 
логарифмической спирали, которая получается из исходной 

поворотом полярной оси вокруг полюса на 
2
π . 

2.4. Особые точки плоских кривых 
 
10. Особой точкой ),( 00 yxM  плоской кривой 0),( =yxF  

называется такая точка, координаты которой удовлетворяют 
трём уравнениям 

        0),( 00 =yxF , 0),( 00 =′ yxFx , 0),( 00 =′′ yxFy . 
При исследовании основных типов особых точек вводят 

обозначения ),( 00 yxFA xx′′= , ),( 00 yxFB xy′′= , ),( 00 yxFC yy′′=  не 

все равные нулю и 2BACD −= . 
Если  0>D , то 0M  — изолированная точка (рис. 2.9). 
 
 

                                 
Рис. 2.9      Рис. 2.10 
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Если 0<D , то 0M  — узел, т. е. двойная точка    (рис. 
2.10). 

Если 0=D , то 0M  — точка возврата первого рода     (рис. 
2.11) или второго рода (рис. 2.12) или точка 
самоприкосновения (рис. 2.13), или изолированная точка. 

                        
Рис. 2.11   Рис. 2.12 

Для решения вопроса о виде особой точки необходимо 
рассмотреть расположение точек кривой в окрестности особой 
точки. Угловой коэффициент касательной к кривой в особой 
точке может быть найден из выражения 022 =++ ABkCk . В 
случае изолированной точки касательных нет; в узловой точке 
— две различные касательные; в точке возврата или 
самоприкосновения — одна общая касательная к обеим ветвям 
кривой. 

 
Рис. 2.13 

20. Если кривая задана параметрическими уравнениями 
)(tx ϕ= , )(ty ψ=  и при 0tt =  0)( 00 =′=′ tx ϕ  и 0)( 00 =′=′ yy ψ  то 

имеет место особая точка. 
Пусть хотя бы одна из производных второго порядка 0x ′′ , 

0y ′′  отлична от нуля, например 00 >′′x , тогда налицо точка 
возврата. Если 000000 ≠+′′′′′−′′′′′ yxyx , то 0M  — точка возврата 
первого рода; если 00000 =′′′′′−′′′′′ yxyx , то 0M  — точка возврата 
второго рода. 

В случае трансцендентной кривой могут встретиться и 
другие виды точек: угловые точки, точки прекращения и т. д. 
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4.1. Выяснить характер особых точек кривой 
322 yayx += .  

Решение. Обозначим 232),( xyayyxF −+=  и найдём 
частные производные xFx 2−=′ , 232 yayFy +=′ . Из решения 
системы уравнений 

                           
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=−

=−+

,032
,02

,0

2

232

yay
x

xyay
 

находим координаты особой точки )0,0(O . 
Для выяснения типа особой точки находим вторые 

частные производные в ней 

                2−=′′xxF ; 2−=A , 

                0=′′xyF ; 0=B , 

               yaFyy 62 +=′′ ; aC 2= . 

Отсюда aBACD 42 −=−= . Если 0>a , то 0<D  и точка 
О — узел (рис. 2.14 ). 

 
Рис. 2.14 

 
Составим уравнение касательной в особой точке 

022 2 =−ak  или 
a

k 12 = , т. е. касательные имеют углы наклона 

a
ky 1

±==′ . Если а < 0, то D > 0 и точка О — изолированная 
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точка (рис. 2.15 ) и касательной нет. Если а = 0, то D = 0. 
Уравнение кривой в этом случае будет 32 yx =  или  3yx ±= , 
где 0≥y , т. е. кривая симметрична относительно оси Оу, 
которая будет касательной. Следовательно, точка О — точка 
возврата первого рода (рис. 2.16 ). 

       
 

Рис. 2.15   Рис. 2.16 
 
4.2. Показать, что особые точки кривой tax 3cos= ,  

tay 3sin=  есть точки возврата первого рода. 
Решение. Найдём первые производные 

ttaxt sincos3 2−=′ , ttayt cossin3 2=′ . Приравнивая их нулю, 

получим четыре особые точки 01 =t , 
22
π

=t , π=3t , 
2

3
4

π
=t . 

Вычислим вторые производные 
)cossincos2(3 32 tttax −=′′ , )sincossin2(3 32 tttay −=′′ . 

Поскольку в особых точках вторая производная ix ′′  или 

iy ′′  отлична от нуля, то налицо точки возврата. Найдём третьи 
производные        )sin2cossin7(3 32 tttax −=′′′ ,  
                              )cossin7cos2(3 24 tttay −=′′′ .  

Так как в особых точках )4,3,2,1( =iM i  

−−−=′′′′′−′′′′′
iMiiii ttttttayxyx )sincossin2)(sin2cossin7(9 32322  

0)cossin7cos2)(cossincos2(9 23322 ≠−−−
iM

tttttta , 
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то это точки возврата первого рода. Нетрудно заметить, что 
заданная кривая есть астроида (рис. 2.17), декартовые 
координаты точек возврата которой, соответственно 

),0(,0,(),,0(),0,( aaaa −− . 

 
 

Рис. 2.17 
2.5. Касание кривых между собой 
 
10. Если кривые )(xfy =  и )(xgy =  имеют общую 

точку ),( 000 yxM  и касательные к обеим кривым в этой точке 
совпадают, то кривые в точке 0M  касаются друг друга. 
Условие касания двух кривых в точке 0M  имеет вид  

               )()( 00 xgxf = , )()( 00 xgxf ′=′ . 
Если в точке 0M  для функций )(xf  и )(xg  существуют 

производные всех порядков до )1( +n - го включительно и 
выполняются условия )()( 00 xgxf = , )()( 00 xgxf ′=′ , 

)()( 00 xgxf ′′=′′ , … , )()( 0
)(

0
)( xgxf nn =  то говорят, что в точке 

0M  кривые имеют порядок касания n . При 2≥n  кривые 
)(xfy =  и )(xgy =  в точке 0M  имеют не только общую 

касательную, но и одинаковую кривизну. 
Если кривые )(xfy =  и )(xgy =  имеют общую точку 

),( 000 yxM , т. е. )()( 00 xgxf = , а касательные к кривым в этой 
точке не совпадают )()( 00 xgxf ≠ , то говорят, что кривые в 
точке 0M  пересекаются. 
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20. Огибающей семейства плоских кривых называется 
кривая, которая касается каждой кривой семейства в одной или 
нескольких точках и причём вся состоит из этих точек касания. 

Если уравнение семейства кривых, зависящих от одного 
переменного параметра α , имеет вид 0),,( =αyxF , то 
параметрические уравнения огибающей определяются системой 
уравнений 

0),,( =αyxF ; 0),,( =′ αα yxF .              (1) 
Исключая из уравнений (1) параметр α , получим 

уравнение 
0),( =yxD ,                                (2) 

которое называется уравнением дискриминантной кривой. 
Дискриминантная кривая может содержать геометрическое 
место особых точек данного семейства, не входящее в состав 
огибающей данного семейства. 

30. Соприкасающаяся кривая. Пусть дано уравнение 
кривой )(xfy =  и семейство кривых с n параметрами 

0),...,,,,( =lbayxG . Требуется, изменяя значения параметров, 
выбрать из этого семейства такую кривую, которая с данной 
кривой в некоторой её точке ),( 000 yxM  имела бы наивысший 
возможный порядок касания, т. е. найти к данной кривой 

)(xfy =  соприкасающуюся в точке 0M  кривую. 
Введём обозначение ),...,,),(,(),...,,,( lbaxfxGlbaxФ =  и 

запишем условия касания 
0),...,,,( =lbaxФ , 0),...,,,( 0 =′ lbaxФx , … , 

0),...,,,( 0
)1(

1 =−
− lbaxФ n

x n .                 (3) 
Из системы n уравнений (3) с n неизвестными находим 

систему значений параметров lba ,...,, .  Таким образом 
определяется соприкасающаяся кривая, имеющая порядок касания 
не ниже  n -1. 

5.1. Найти порядок касания цепной линии )(
2
1 xx eey −+=  
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с параболой 1
2
1 2 += xy  в точке 00 =x . 

Решение. Обозначим )(
2
1)( xx eexf −+=  и 1

2
1)( 2 += xxg  и 

найдём последовательные производные от этих функций 

          
)(

2
1)( xx eexf −−=′ , xxg =′ )( , 

         
)(

2
1)( xx eexf −+=′′ , 1)( =′′ xg , 

         
)(

2
1)( xx eexf −−=′′′ , 0)( =′′′ xg ,… 

Вычислим в точке 00 =x  значения данных функций и их 
производных 

          1)0( =f , 1)0( =g , 0)0( =′f , 0)0( =′g ,  

         1)0( =′′f , 1)0( =′′g , 0)0( =′′′f , 0)0( =′′′g . 
Поскольку 1)0(4 =f , a 1)0(4 =g ,  т. е.  )0()0( 44 gf ≠ ,  то 

n = 3 и кривые имеют третий порядок касания. 
5.2. При каких значениях параметров a, b прямая 

bxy += 2  будет иметь с кривой axey =  в точке 00 =x  касание 
первого порядка? 

Решение. Пусть bxxf += 2)(  и axexg =)( . Условия 
касания этих линий в точке 00 =x  имеют вид: )0()0( gf = , 

)0()0( gf ′=′ . Таким образом, 002 ⋅=+⋅ aeb ; 02 ⋅= aae . Отсюда 
2=a ,   1=b . 

5.3. Найти   огибающую   семейства   окружностей 

2
)(

2
22 ayax =+− . 

Решение. Данное семейство окружностей зависит от 
параметра а. Дифференцируя, составим систему уравнений (1) 

                      ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=+−

.2

,
2

)(
2

22

ax

ayax  
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Рис. 2.18 

Исключая a, получим xy ±=  — две прямые, 
биссектрисы координатных углов, которые и являются 
огибающими данного семейства окружностей (рис. 2.18). 

5.4. Найти кривую, которую огибает отрезок длины l, 
когда его концы скользят по осям координат. 

Решение. За параметр возьмём угол а, который составляет 
перпендикуляр к движущейся прямой с осью х, тогда уравнение 
прямой примет вид 

                              
lyx

=+
αα cossin

. 

Дифференцируя по α , получим 
 

           
0

cos
sin

sin
cos

22 =+−
α
α

α
α yx   или  

αα 33 cossin
yx

= . 

 
Определяя из этих уравнений х, у,  будем иметь 

                
lxx

=+
α
α

α 3

2

sin
cos

sin
,   α3sinlx = ; 

                
lxyy =+

αα
α

coscos
sin

3

2

,  α3cosly = ; 

т. е. огибающей будет астроида (рис. 2.17). 
 
5.5. Исследовать характер дискриминантной кривой 

кубической параболы  3)( axy −= . 
Решение. Дифференцируем данную кривую по параметру 
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а и составляем систему 

                             ⎩
⎨
⎧

−−=
−=

.)(30
,))(
2

3

ax
axy

 

Исключая отсюда параметр а, находим 
дискриминантную кривую у  =  0, которая является 
геометрическим местом точек перегиба и огибающей данного 
семейства (рис. 2.19). 

 

 
                                               Рис. 2.19 

5.6. Найти соприкасающуюся кривую для семейства 
окружностей 222 )()( Rbyax =−+− . 

Решение. Поскольку семейство окружностей содержит 
три параметра Rba ,, , то наивысший порядок касания будет 
второй. Полагая у = f(x), будем иметь 

             
222 )()(),,,( RbyaxRbaxФ −−+−= , 

            ybyaxRbaxФx ′−+−=′ )(2)(2),,,( , 

            ybyyRbaxФxx ′′−+′+=′′ )(222),,,( 2 . 
Обозначим значения yyy ′′′,, , отвечающие выбранному 

значению 0xx = , через 000 ,, yyy ′′′ . Тогда для определения 
параметров Rba ,,  получим систему (3) 

                     
22

0
2

0 )()( Rbyax =−+− ,  

                       0)( 000 =′−+− ybyax , 

                       0)(1 00
2

0 =′′−+′+ ybyy . 
Из двух последних уравнений этой системы находим 
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координаты центра 

                  
2
0

2
0

00
1

y
yyxa
′+′−= ; 

0

2
0

0
1

y
yyb
′′
′+

+= . 

Из первого уравнения находим радиус 
||
)1(

0

2
32

0

y
yR
′′
′+

= . 

Найденные параметры Rba ,,  и устанавливают характер 
соприкасающейся кривой. 

 
2.6. Производная вектор-функции 
 
10 . Пусть )(ta  — непрерывная вектор-функция, где t  — 

скалярный аргумент. Если откладывать значения вектора )(ta  
при различных значениях t , от общего начала О, то конец 
вектора опишет некоторую непрерывную кривую, которую 
называют годографом вектора )(ta . 

Предел отношения приращения вектор-функции к 

приращению аргумента 
t
a
Δ
Δ  при 0→Δt  называется 

производной вектор-функции при взятом значении t0 и 
обозначается 

              t
a

t
tatta

dt
ad

tt Δ
Δ

=
Δ

−Δ+
=

→Δ→Δ 0

00

0
lim)()(lim . 

Если вектор a  задан проекциями на оси координат 
ktajtaitata zyx )()()()( ++= , то производная вектор-функции 

имеет вид 

k
dt

daj
dt

da
i

dt
da

dt
ad zyx ++= .                         (1) 

Вектор a  направлен по касательной к годографу вектора 
a  в сторону возрастания аргумента t . Если вектор )(ta  
изменяется только по направлению, то его годограф определяет 
линию, расположенную на сфере радиуса || aR =  с центром в 
начале координат. Если вектор )(ta  изменяется только по 
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модулю, то его годограф определяет луч, исходящий из начала 
координат. Вектор a  в этом случае направлен по лучу. 

20. Основные правила дифференцирования вектор-функции 
скалярного аргумента: 

1) 
dt
bd

dt
adba

dt
d

±=± )( ; 

2) 0=
dt
cd ,  где c  — постоянный вектор; 

3) 
dt
admam

dt
d

=)( ,  где m — постоянный скаляр; 

4) 
dt
da

dt
ada

dt
d μμμ +=)( , где )(tμμ =  — скалярная 

функция от  t; 

5) 
dt
bda

dt
adbba

dt
d

+⋅=⋅ )( ; 

6) 
dt
bdab

dt
adba

dt
d

×+×=× )( ; 

7) 
dt
d

d
adta

dt
d ϕ

ϕ
ϕ ⋅=))(( , где )(tϕϕ =  — скалярная функция 

от t. 
30. Если кривая задана параметрическими уравнениями 

)(txx = , )(tyy = , )(tzz =  или векторным уравнением 
ktzjtyitxr )()()( ++= , то производная вектор-функции 

определяется по формуле 

 k
dt
dzj

dt
dyi

dt
dx

dt
rd

++= .                         (2) 

Дифференциал дуги пространственной кривой вычисляется 
по формуле 

dtzyxds 222 ++= .                            (3) 
40. Если взять за )(ta  радиус-вектор r  некоторой 

движущейся точки M , а за t — время, то скорость 
движущейся точки есть производная её радиус-вектора по 
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времени )(tr , а годограф вектора r  есть траектория движения 
точки M . При этом направление вектора )(tr  указывает 
направление скорости (вектор )(tr  направлен по касательной к 
траектории), а модуль )(tr  — величину скорости и равен 
производной от пути по времени 

                                     dt
dsr = .  

Вектор wr =  — есть вектор ускорения, равный 

                
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 2

2

2

2

2

2

2

2

,,
dt

zd
dt

yd
dt

xd
dt
rd

dt
d

dt
rd . 

Если точка движется в пространстве, то её уравнение 
движения имеет вид  

                ktrjtritrtr zyx )()()()( ++= .  
Проекции скорости суть:  
              )(trxx =υ , )(tryy =υ , )(trzz =υ . 
Величина скорости находится по формуле 

                  222
zyx υυυυ ++= . 

Чтобы найти траекторию движения, надо исключить 
параметр / из параметрических уравнений траектории 

                               
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

).(
),(
),(

trz
try
trx

z

y

x

 

6.1.   Найти  годограф вектор-функции 
              kjtittr +⋅+⋅= sincos)( , Rt∈ . 
Решение. Запишем параметрические уравнения 

годографа tx cos= , ty sin= , 1=z . Исключая параметр t, 
будем иметь х2 + у2 = 1; z = 1. Следовательно, годографом 
вектор-функции )(tr  является окружность. 

6.2. Определить годограф вектор-функции 
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tbtar += 2 , где a  и b  — постоянные векторы, 
перпендикулярные друг другу. 

Решение. Совмещая направление вектора a  с осью х, а 
вектора b  с осью у, будем иметь 2tx = , ty = . Исключая 
параметр t , получим 2yx = . 

Таким образом, годографом вектор-функции r  является 
парабола. 

6.3.   Найти   производную вектор-функции 

        ktjttitr coscossinsin 2 +⋅+⋅= , ]2,0[ π∈t .  
Решение.  По  формуле  (1)  будем  иметь 

     
=−⋅−+⋅= ktjttitt

dt
rd cos)sin(coscossin2 22  

           ktjtit coscossin 22 −⋅+⋅= . 
6.4.   Найти        производные       вектор-функций: 
 а) ktjeitr l )1(cos 2 ++⋅+⋅=  в  точке  М(1;1;1);  

б) ktjtitr 4)1( 324 −+⋅++⋅=    при  t = 2. 
Решение. а) Подставляя координаты точки М в 

параметрические уравнения годографа tx cos= , ley = , 
13 += tz , находим, что в точке М параметр t0 = 0. Производная 

вектор-функции ktjeit
dt
rd l 23sin +⋅+⋅−=  в точке М равна 

j
dt
rd

=
)0( . 

б) Находим производную k
t
tjtit

dt
rd

42
324

3

2
3

−
++= , 

отсюда kji
dt
rd 3432)2(

++= . 

6.5.  Показать, что векторы ktjtitr cossin)( ++=   и  

                    dt
rd  — перпендикулярны. 
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Решение. Находим вектор ktjt
dt
rd sincos −= . Условием 

перпендикулярности двух векторов является равенство нулю их 
скалярного произведения. Из выражения 

0sincoscossin01 =−+⋅ tttt  следует перпендикулярность 
данных векторов. 

6.6. Даны   две   вектор-функции:    ktjtia 2++=  и 
ktjtitb 32 ++= .  

Найти: а) )( ba
dt
d

⋅  ; б) )( ba
dt
d

× . 

Решение. а) По формуле  (5)  пункта 2° имеем, что 

  
=++++++++=⋅ )32)(()2)(()( 2232 ktjtiktjtiktjktjtitba

dt
d  

               
424242 531321 tttttt ++=++++= . 

 
б) По формуле  (6)  пункта  2°  имеем, что 

  
=++×+++++×+=× )32()()()2()( 2232 ktjtiktjtiktjtitktjba

dt
d  

  0322322 332333 =−−−+++−−+= jtitktjtktjtitktjtit . 

6.7.  Найти 
dt
ad , если ktjtiua 2++= , где  u =const. 

Решение. По формуле (7) пункта 2° имеем: 

kjuiutktjtuitu
dt
ad

++=−−+−= 23(sinsin)sin(2)sin(3 22 . 

6.8.  Найти вторые производные вектор-функций: 
a) ktjtittr 2sin3cos)( ++= ;   
б) ktjtittr ln)4()3()( 34 +++−= ; 10 =t . 
Решение.  а)  Находим первую производную  

                        kjtit
dt
rd 2cos3sin3 ++−= .  

Вторая производная равна производной от первой 
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производной       jtit
dt

rd sin3cos92

2

−−= . 

б) Находим сначала первую, а затем вторую 
производную 

k
t

jtit
dt
rd 134 23 ++= ; k

t
jtit

dt
rd

2
2

2

2 1612 −+= . При 10 =t  

производная равна    kji
dt

rd
−+= 6122

2

—j. 

6.9. Дано уравнение движения ktjtittr 2sin3cos3)( ++= . 
Определить траекторию движения, скорость и ускорение 
движения. Найти величины скорости и ускорения движения и 

их направления для моментов 0=t  и 
2
π

=t . 

Решение. Траектория точки определяется 
параметрическими уравнениями tx cos3= , ty sin3= , tz 2=  и 
представляет винтовую линию. 

Скорость υ  и ускорение w  движения найдём как первую 

и вторую  производные kjtit
dt
rd 2cos3sin3 ++−==υ ; 

jtit
dt

rdw sin3cos32

2

−−== . Величина скорости 

132)cos3()sin3( 222 =++−= ttυ , ускорения  при любом 

3)sin3()cos3( 22 =−+−= ttw  при любом t . При 0=t  

скорость равна kj 231 +=υ , ускорение iw 31 −= ; при 
2
π

=t  

скорость ki 232 +=υ , ускорение jw 31 −= . Траектория точки и 
найденные векторы её скорости и ускорения в моменты 0=t  и 

2
π

=t
 
показаны на  рис. 2.20. 
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Рис. 2.20. 

6.10. Дано уравнение движения 

ktjtittr 2

2
1sincos)( ++= . Определить ускорение w  движения 

и его тангенциальную τw  и нормальную nw  составляющие в 
любой момент t и при 0=t .  

Решение.   Находим  вектор  скорости  и  ускорения 

ktjtit
dt
rd

++−== cossinυ ; kjtit
dt

rdw +−−== sincos2

2

. 

Величина скорости определяется модулем вектора 
скорости 2222 1cossin tttt +=++=υ . Тангенциальная 

составляющая ускорения определяется  по  формуле 
dt
dw υ

τ =  и  

равна 
21 t

tw
+

=τ , а нормальная по формуле 22
τwwwn += , 

где 222
zyx wwww ++= , и равна 

2

2

2

2
22

1
2

1
1sincos

t
t

t
tttwn +

+
=

+
−++= . Отсюда, при 0=t  

получим 0=τw , 2=nw . 
6.11. ЕСЛИ пренебречь сопротивлением воздуха, то 

уравнение движения снаряда, выпущенного под углом α  к 
плоскости горизонта с начальной скоростью 0υ , имеет вид             
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  jgttittr ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=

2
sin)cos()(

2

00 αυαυ .  

Определить скорость и траекторию движения.  
Решение.   Находим вектор скорости  

               jgti
dt
rd )sin(cos 00 −+== αυαυυ .  

Величина скорости равна 

     22
0

2
0

2
0

2
0 sin2)sin()cos( tggtgt +−=−+= αυυαυαυυ . 

Параметрическое уравнение траектории будет 

                        ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=

.
2

sin

,cos
2

0

0

gtty

tx

αυ

αυ
 

Исключая отсюда время t, находим уравнение траектории 
движения   

    
αυ

α 22
0

2

cos2
gxxtgy −=  -  т. е. движение снаряда 

происходит по параболической траектории. 
6.12. Найти дифференциал дуги кривой  
           tax cos= , tay sin= , taz cosln= . 
Решение.  Находим производные  

tax sin−= , tay cos= , 
t
taz

cos
sin

−= .  

Отсюда по формуле (З) дифференциал  дуги  равен 
 

  t
adtdt

t
tatatads

coscos
sin)cos()sin(

2
22 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−++−= . 

 
2.7. Естественный трёхгранник пространственной 
кривой.  Касательная и нормальная плоскость к  
пространственной кривой 
10. Естественный трёхгранник, составленный из трёх 
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взаимно перпендикулярных плоскостей, можно построить в 
любой неособой точке ),,( 0000 zyxM  пространственной 
кривой. Пусть пространственная кривая задана вектор-
функцией скалярного аргумента )(trr = , тогда естественный 
трёхгранник  (рис. 2.21)  состоит из: 

а) соприкасающейся плоскости 210 MMM  — содержащей 

векторы 
dt
rd  и 2

2

dt
rd ;  

б) нормальной плоскости 320 MMM  —перпендикулярной 

к вектору 
dt
rd ;  

в) спрямляющей плоскости 310 MMM  —
перпендикулярной первым двум плоскостям. 

При пересечении этих плоскостей образуются три прямые: 

 
Рис. 2.21. 

 а) 10MM  — касательная, направляющий вектор 

касательной 
dt
rT = ; 

б) 30MM  — бинормаль, направляющий вектор 

бинормали ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 2

2

,
dt

rd
dt
rdB ; 

в) 20MM  — главная нормаль, вектор главной нормали 

],[ TBN = . Соответствующие им единичные векторы: 
|| T

T
=τ , 



 117

|| B
B

=β , 
|| N

Nv =  вычисляются по формулам  

ds
rd

=τ , 

ds
rd

ds
rd

v = , ],[ vτβ = ,                          (1) 

где s  — длина дуги кривой. 
20. Уравнение касательной к пространственной кривой 

)(txx = ,  )(tyy = , )(tzz =  в точке ),,( 0000 zyxM  имеет вид 

000

000

tttttt dt
dz

zz

dt
dy

yy

dt
dx

xx

===

−
=

−
=

−
                    (2) 

 
или 

zyx T
zz

T
yy

T
xx 000 −

=
−

=
−

                        (3) 

где х, у, z — текущие координаты точки касательной; 
координаты  000 ,, zyx  соответствуют значению параметра 0t ; 

Уравнение нормальной плоскости в точке 0M  вытекает 
из условия перпендикулярности прямой и плоскости 

0)()()(
000

000 =−+−+−
=== tttttt dt

dxzz
dt
dxyy

dt
dxxx      (4) 

или 
0)()()( 000 =−+−+− zyx TzzTyyTxx          (5) 

Аналогично определяются: уравнение главной нормали 

zyx N
zz

N
yy

N
xx 000 −

=
−

=
−

                     (6) 

уравнение спрямляющей (касательной) плоскости 
0)()()( 000 =−+−+− zyx NzzNyyNxx ,                (7) 

уравнение бинормали 
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zyx B
zz

B
yy

B
xx 000 −

=
−

=
−

                             (8) 

уравнение соприкасающейся плоскости 
0)()()( 000 =−+−+− zyx BzzByyBxx .          (9) 

30. Если пространственная кривая задана линией 
пересечения двух поверхностей 0),,( =zyxF  и 0),,( =zyxG , 

то вместо векторов 
dt
rd  и 2

2

dt
rd  можно брать векторы 

},,{ dzdydxrd  и },,{ 2222 zdydxdrd . В данном случае одну из 
переменных x,y,z можно считать независимой и её второй 
дифференциал приравнивать нулю. 

7.1. Дана кривая tx = , 2ty = , 3tz = . В точке М0(2,4,8) 
найти: а) основные единичные векторы τ , β , v ;  

б) уравнения касательной, главной нормали и бинормали; 
 в) уравнения касательной, нормальной и 

соприкасающейся плоскости. 
Решение. а) Составим уравнение вектор-функции 

ktjtitr 32 ++=  и найдём производные 

             
ktjti

dt
rd 232 ++= , ktj

dt
rd 622

2

+= . 

Поскольку в точке М0 параметр t0 = 2, то вектор 
касательной будет 

                          
kji

dt
rdT 124 ++==  

вектор бинормали 

               

kji
kji

dt
rd

dt
rdB 21224

1220
1241, 2

2

+−==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  , 

вектор нормали 
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[ ] kji
kji

TBN 108286152
1241
21224, +−−=−== . 

Таким образом, основные единичные векторы будут 

  161
124 kji ++

=τ , 
181
612

724
21224 kjikji +−

=
+−

=β , 

      29141
5414376

116564
108286152 kjikjiv +−−

=
+−−

= . 

б) Поскольку в точке М0 координаты х0 =2, у0=4, z0 = 8 

и производные при t0 = 2 равны 1=
dt
dx , 4=

dt
dy , 12=

dt
dz , то 

уравнение касательной (2) будет 

                      12
8

4
4

1
2 −

=
−

=
− zyx . 

Уравнение главной нормали (6) 

  108
8

286
4

152
2 −

=
−
−

=
−
− zyx

 
 или  

54
8

143
4

76
2 −

=
−

=
−
− zyx . 

Уравнение бинормали (8) 

  2
8

12
4

24
2 −

=
−
−

=
− zyx

 
 или  

1
8

6
4

12
2 −

=
−
−

=
− zyx .. 

в) Уравнение касательной плоскости (7) 
0)8(108)4(286)2(152 =−+−−−− zyx   

или                2925414376 =−+ zyx . 
Уравнение нормальной плоскости (5) 

0)8(12)4(4)2( =−+−+− zyx  или 114124 =++ zyx . 
Уравнение соприкасающейся плоскости (9) 

0)8(2)4(12)2(24 =−+−−− zyx  или 8612 =+− zyx . 
7.2. Найти основные единичные векторы τ , β , v  

кривой 2xy = , xz 2=  в точке 20 =x . 
Решение. Пространственная кривая задана пересечением 
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параболического цилиндра 2xy =  и плоскости xz 2= . 
Дифференцируя эти уравнения, считая х независимой 
переменной, получим xdxdy 2=  и dxdz 2= , 22 2dxyd =  и 

02 =zd . 
Отсюда при 20 =x  получим }2,4,{ dxdxdxrd  и             

   }0,2,0{ 22 dxrd     или    }2,4,1{rd    и    d2r{0,1,0} 
Таким образом, единичные векторы равны: 

                       21
24

||
kji

T
T ++

==τ ,  

  

[ ] ki
kji

rdrdB +−=== 2
010
241, 2 , 

5
2

||
ki

B
B +−

==β  

    

[ ] kji
kji

TBN 854
241
102, −+−=−== ,   

            
105

854
||

kji
N
Nv −+−

== . 

7.3. Найти уравнения касательной прямой и нормальной   
плоскости   к   линии:   a) tx = , 2ty = , 3tz = , 10 =t ;  

б) ktjttittr 22 coscossinsin)( ++= , 
40
π

=t ;  

в) 932 222 =++ zyx , 03 222 =−+ zyx  в точке )2,1,1(0 −M . 
Решение. а) Находим производные: 1=x , ty 2= , 23tz =  

и вычисляем их значения при 10 =t : 1)1( =x , 2)1( =y , 3)1( =z . 
Определяем координаты точки касания 10 =x , 10 =y , 

10 =z . Отсюда, уравнения касательной прямой (2) и плоскости 
(4) примут вид: 
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3

1
2

1
1

1 −
=

−
=

− zyx ,  03)1(2)1()1( =−+−+− zyx  или 

06 =−++ zyx . 
б) Параметрические уравнения линии имеют вид 

tx 2sin= , tty cossin= , tz 2cos= . Подставляя 
40
π

=t  в эти 

уравнения, определяем координаты точки касания 0M : 
2
1

0 =x , 

2
1

0 =y , 
2
1

0 =z . 

Находим производные: tttx 2sincossin2 == , 
ttty 2cossincos 22 =−= , tttz 2sinsincos2 −=−=  и вычисляем 

их значения в точке касания: 1
4

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πx , 0

4
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πy , 1

4
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πz . 

Подставляя координаты точки касания и значения 
производных в этой точке в уравнение касательной прямой (2), 
получим: 

                                     1
2
1

0
2
1

1
2
1

−

−
=

−
=

− zyx
. 

Поскольку в уравнении прямой (3) 0=yT , то касательная 
лежит в плоскости, перпендикулярной оси у. 

Уравнение нормальной плоскости (5), в нашем случае, 

примет вид 0
2
10

2
1

2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − zyx  или 01=−− zx . 

в) Если линия определена пересечением двух поверхностей: 
0),,( =zyxϕ  и 0),,( =zyxψ , то, полагая, например, )(txx =  и 

исключая попеременно другие переменные, находим 
)(tyy = , )(tzz =  (вообще говоря, бесчисленное множество 

различных параметрических уравнений). 
Пусть x = t, тогда из решения системы: 
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                        ⎩
⎨
⎧

=−+
=++
03
932

222

222

zyt
zyt

 

находим: 259
2
1 ty −−= , 97

2
1 2 +−= tz . Знак минус 

переменной у ставит в соответствие координаты точки 0M  и 
параметр t, равный для этой точки единице. 

Находим     производные: 1=x , 
2592

5
t

ty
−

= , 

972
7

2 +
=

t
tz  и их значения в точке 0M : 1)1( =x , 

4
5)1( =y , 

8
7

=z . Таким образом, уравнения касательной прямой и 

нормальной плоскости в точке 0M  имеют вид: 

     8
7

2

4
5

1
1

1 −
=

+
=

− zyx , 0)2(
8
7)1(

4
5)1( =−+++− zyx  

или 

        8
2

8
1

8
1 −

=
+

=
− zyx , 0127108 =−++ zyx . 

7.4. Написать уравнения касательной прямой к винтовой 
линии tax cos= , tay sin= , btz =  в любой точке и при π=t . 
Показать, что винтовая линия пересекает образующие 
цилиндра 222 ayx =+  под одинаковым углом. 

Решение. Находим производные: tax sin−= , tay cos= , 
bz = . Отсюда уравнение касательной прямой в любой точке 

             b
btz

ta
tay

ta
tax −

=
−

=
−
−

cos
sin

sin
sin ,  а  при  π=t  

                         b
btz

a
yax −

=
−

=
+
0

, 

т. е. при π=t  касательная лежит в плоскости, 
перпендикулярной оси х и отстоящей от начала координат на 
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расстоянии ax −= . 
Образующие цилиндра 222 ayx =+  параллельны оси Oz. 

Находим направляющий косинус угла, образованного 
касательной с осью Oz: 

2222222222 cossin
cos

ba
b

btbta
b

zyz
z

+
=

++
=

++
=γ . 

Поскольку касательные к винтовой линии образуют с 
осью Oz один и тот же угол, то они отсекают и образующие 
под этим же углом. 

7.5. Найти уравнение соприкасающейся плоскости к 
кривой: 9222 =++ zyx , 322 =− yx  в точке )2,1,2(0M . 

Решение. Пространственная кривая задана пересечением 
двух поверхностей. Дифференцируя уравнения поверхностей, 
считая х независимой переменной, будем иметь 

           0=++ zdzydyxdx , 0=− ydyxdx  
и 

 022222 =++++ zzddzyyddydx , 0222 =−− yyddydx . 
 
Отсюда, полагая 20 =x , 10 =x , 20 =x , получим  

     dxdy 2= , dxdz 2−= , 22 3dxyd −= , 22 3dxzd −= . 
Таким образом, соприкасающаяся плоскость 

определяется векторами }2,2,{ dxdxdx −  и }3,3,0{ 22 dxdx −−  или 
}2,2,1{ −  и }3,3,0{ − . 
Следовательно, нормальный вектор соприкасающейся 

плоскости будет 

                     

kji
kji

B 3312
330
221 −+−=

−−
−=  

Отсюда    уравнение    соприкасающейся    плоскости  
0)2(3)1(3)2(12 =−−−+−− zyx   или  094 =−+− zyx . 
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2.8. Кривизна и кручение пространственной кривой 
 
10. Кривизна пространственной кривой в точке М 

определяется аналогично кривизне плоской кривой. Если 
кривая задана уравнением  )(srr = ,  где s — длина дуги, то 

2

21
ds

rd
R

k == ,                                     (1) 

где R — радиус кривизны. 
Если кривая задана параметрическим уравнением 

)(trr = , то кривизна определяется выражением 

3

2

2

,
1

dt
rd

dt
rd

dt
rd

R
k

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

== .                       (2) 

20. Под кручением или второй кривизной кривой в точке М 
понимается число 

ss Δ
==

→Δ

θ
ρ

σ
0

lim1 ,                           (3) 

где θ  — угол поворота бинормали на участке кривой sΔ , ρ  
— радиус кручения или радиус второй кривизны. Если кривая 
задана уравнением )(srr = , то 

2

2

2

3

3

2

2

1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=±==

ds
rd

ds
rd

ds
rd

ds
rd

ds
dβ

ρ
σ .                             (4) 

Знак минус соответствует тому случаю, когда векторы v  

и 
ds
β  имеют одинаковое направление; знак плюс — в 

противоположном случае. 
Если кривая задана уравнением )(trr = , т. е. 

параметрически, то 
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2
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3

2

2
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1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

dt
rd

dt
rd

ds
rd

ds
rd

ds
rd

ρ
σ                                       (5) 

 
30. Формулы Френе. 

           R
v

ds
d

=
τ , 

ρ
βτ

+−=
Rds

vd , 
ρ

β v
s

d
−=  

8.1. Вычислить кривизну и кручение винтовой линии 
tax cos= , tay sin= ,  btz =    (a > 0) в любой точке. 

Решение. Уравнение винтовой линии представим вектор-
функцией btktajtir ++= sincos . 

Кривизну и кручение определяем по формулам (2) и (5). 
Для этого сначала найдём производные 

             
bktajtai

dt
rd

++−= cossin ,  

             
tajtai

dt
rd sincos2

2

+−= , 

              
tajtai

dt
rd cossin3

3

−= . 

Тогда

2
2

2

cossin
0sincos

cossin, aktabjtabi
tata

btata
kji

dt
rd

dt
rd

+−=
−−

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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ba
tata
tata

btata

dt
rd

dt
rd

dt
rd 2

3

3

2

2

0cossin
0sincos

cossin
=

−
−−

−
= . 

Окончательно получим 
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4222222
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)cossin(

)cossin(
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=
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              224222222
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cossin ba
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+
=
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=σ . 

8.2.  Найти радиус кривизны линии: 1222 =+− zyx , 
022 =+− zxy  в точке (1,1,1). 

Решение. Пространственная кривая задана пересечением 
двух поверхностей. Дифференцируем уравнения 
поверхностей, считая х  независимой переменной 

           0=+− zdzydyxdx , 022 =+− dzdxydy  
и 

022222 =++−− zzddzyyddydx , 022 222 =++ zdyyddy . 
Полагая 10 =x , 10 =y , 10 =z , получим 

        dxdy = , 0=dz , 22

3
2 dxyd −= , 22

3
2 dxzd −= . 

Отсюда }0;;{ dxdxrd  и }
3
2;

3
2;0{ 222 dxdxrd −−   

или  }0;1;1{rd   и  }1;1;0{2 −−rd . 
Воспользуемся формулой (2). Находим векторное 

произведение 

                

[ ] kji
kji

rdrd −+−=
−−

=
110

011, 2  

Таким образом,  [ ] 6
3
2

3
2

,

3

2

3

===
rdrd

rd
R . 

8.3.  Найти кривизну и кручение линии: ayx 22 = , 
zax 22 6=  в произвольной точке M(x,y,z). 

Решение. Дифференцируем уравнения обеих поверхностей, 
считая х независимой переменной 
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  adyxdx = , dx
a
xdy = , dzadxx 22 2= , dx

a
xdz 2

2

2
=  и 

        a
dxyd

2
2 = , 03 =yd , 2

2
2 dx

a
xzd = , 2

3
3

a
dxzd = . 

Отсюда 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

dx
a
xdx

a
xdxrd 2

2

2
,, , 

⎭
⎬
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⎩
⎨
⎧ 2

2

2
2 ,,0 dx

a
x

a
dxrd , 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

2

3
3 ,0,0

a
dxrd  

Кривизна и кручение определяются по формулам (2),(4), 
соответственно. Для этого находим 

[ ] kj
a
xi

a
x

a
x
a
x

a
x

kji

rdrd +−== 2

2

2

2
2

2
10

2
1, , 

1
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1 2

2

32 ==
a
x
a
x

a
x

rdrdrd . 

Таким образом, кривизна кривой в точке М равна 
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кручение 
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3. КРАТКИЙ ОБЗОР СВОЙСТВ ФУНКЦИЙ 

НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

3.1. Определение функции нескольких переменных 
 Переменная z называется функцией двух переменных х и 
у, если каждой паре (х; у) значений двух независимых друг от 
друга переменных величин х и у из некоторой области D 
соответствует определенное значение z. 

Обозначения: z= f(х; у), z = F(х; у), z= z(х; у) и так далее. 

 Переменная величина u называется функцией от n 
переменных х; у; z; . . . ;t, если каждому набору этих 
переменных соответствует единственное значение переменной 
u:  

u= f(х; у;z; . . . ;t). 

Всякая функция нескольких переменных становится функцией 
меньшего числа переменных, если часть переменных 
(аргументов) зафиксировать. Например, функции u= f(х;у;z),  
u= f(х;у;а), u= f(х;b;а), где а и b— постоянные, являются 
функциями соответственно трех, двух и одной переменной. 
 В дальнейшем, в основном, будем рассматривать 
функции двух переменных z= f(х; у) или z= z(х; у). Под 
функцией  
z= f(х; у) будем понимать также функцию точки М (х; у) с 
координатами х и у. 
 Множество D всех точек (х; у), при которых  z= f(х; у) 
имеет смысл, называется областью определения, а множество 
значений z, принимаемых функцией z= f(х; у) при (х;у) ∈  D, 
называется областью изменения или множеством значений 
функции. 
 

3.2. График функции двух переменных. Линии уровня 
 Множество точек пространства R 3 с координатами (х; у; 
z) =  (х; у; f(х, у)) при всех (х; у)∈  D называется графиком 
функции z= f (х;у). Для наглядного геометрического 
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представления используют линии уровня для функции двух 
переменных и поверхности уровня для функции трех 
переменных.  Линей уровня функции z= f(х; у) называется 
множество всех точек плоскости Оху, в которых функция z 
принимает постоянное значение, т.е. f(х; у) = с, где с - 
постоянная. 

 Поверхностью уровня функции трех переменных  
u= f(х;у;z) называется множество всех точек пространства 
Охуz, в которых функция u принимает постоянное значение,  
т. е.  f(х; у;z) =  с, где с = const. 
 

3.3. Предел функции в точке 

 Под (d-окрестностью точки М 0 (х 0 ; y 0 ) будем понимать 
круг (открытый) радиуса d с центром в точке М 0 (х 0 ; y 0 ) т. е.  

(х - x 0 ) 2  + (у - y )0
2  < 2d . 

Если из этого круга удалить его центр, то получим проколотую 
d- окрестность точки М 0 (х 0 ; y 0 ) , т. е.  

0 < (х - х 0 ) 2  + (у - y 0 ) 2  < 2d . 

Предположим, что функция двух переменных  z= f(х; у) 
определена в некоторой проколотой d-окрестности точки М 0 . 

 Число А называется пределом функции z = f (х; у) в точке 
М 0 (х 0 ; y 0 ), если для любого ε >0 (сколь угодно малого) 
найдется число )(εδδ = > 0 такое, что для всех М(х; у), 
отличных от М 0 (х 0 ; y 0 ) и отстоящих от М 0  меньше, чем на δ  
, выполняется неравенство Аyxf −);(  <ε . 

 Обозначения 
).();(lim,)(lim,)(lim 00

0
00

ММrАyxfАMfАMf
r

yy
xxMM

=Δ===
→Δ

→
→→
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Очевидно, что процесс поиска предела функции двух 
переменных, а тогда и доказательство равенства 

                                            );(lim
0
0

yxfА
yy
xx

→
→

=  

существенно сложнее случая одной переменной хотя бы 
потому, что условия   

                                  
0

0

0
0 →Δ⇔

⎩
⎨
⎧

→
→

⇔→ r
yy
xx

MM
   

сложнее и разнообразнее: в них заложено произвольное 
приближение точки М (х;у) к точке М 0 (х 0 ; y 0 ) . 

Наряду с определением предела, приведенным выше, который 
также называется двойным пределом, имеет смысл 
рассматривать и так называемые повторные пределы 

));(lim(lim
00

yxf
yyxx →→

и ));(lim(lim
00

yxf
xxyy →→

. При определенных 

условиях эти пределы могут оказаться равными и 
совпадающими с двойным. 
 
Замечание. Данное определение двойного предела будем 
сохранять и в том случае, когда функция f (х; у) определена 
только на некотором множестве Е, имеющем предельную 
точку М 0 . Точка М 0  называется предельной точкой (или 
точкой сгущения) множества Е, если каждая окрестность М 0  
содержит хотя бы одну точку множества Е. В таком случае 

);();(, 0000 yxyxилиyyxx →→→  означает, что точка М(х;у) 
принадлежит только множеству Е. 

При вычислении двойных пределов можно и нужно 
использовать известные теоремы о пределах для функции 
одной переменной, для краткости, будем писать f(М) вместо 
f(х; у). 



 131

Теорема 1 (о пределах). Пусть f(М) и g(М) — две функции, 
определенные в некоторой проколотой окрестности точки М 0  
и BMgАMf

MMMM
==

→→
)(lim,)(lim

00

. Тогда 

1) ;))((lim
0

BАMgf
MM

±=±
→

 

2) ;))((lim
0

BАMgf
MM

⋅=⋅
→

 

3) );0()(lim
0

≠=
→

В
В
АM

g
f

MM
 

4) ).0())((lim )(

0

>=
→

ААMf ВMg

MM
 

 

3.4. Непрерывность функции в точке 

 Функция z= f(М) называется непрерывной в точке М 0 , 
если она удовлетворяет следующим трем условиям: 

1) f(М) определена в некоторой окрестности точки М 0 , 

2) имеет предел в этой точке: ,)(lim
0

АMf
MM

=
→

 

3) этот предел равен значению функции в этой точке: А=f(М 0 ). 

Замечание. Данное определение непрерывности функции в 
точке М 0  будем сохранять и в том случае, когда f(х; у) 
определена только на некотором множестве Е, содержащем 
точку М 0 . В этом случае условие 2) определения предела 
имеет вид .)(lim

0

АMf
ЕМ
MM

=
∈
→

 

 Если функция f(х;у) не определена в точке М 0 (х 0 ; y 0 )  
или ),;();(lim 00

0
0

yxfyxf
yy
xx

≠
→
→

 то М 0 (х 0 ; y 0 )  называется точкой 
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разрыва. Имеют место свойства, аналогичные свойствам 
непрерывных функций одной переменной. 

Теорема 2 (о переходе к пределу). Если f(М) непрерывна в 
точке М 0 , то ).lim()(lim

00

MfMf
MMMM →→

=  

Теорема 3 (о сохранении знака). Если f(М) непрерывна в 
точке М 0  и f(М 0 ) > 0 (f(М 0 ) <0), то найдется d-окрестность 
точки М 0  в которой f(М0) > 0 (f(М 0 ) <0). 

Теорема 4 (о непрерывных функциях). Пусть f(М) и g(М) — 
две функции, определенные в некоторой окрестности точки 
М 0  и непрерывных в этой точке. Тогда в этой точке 
непрерывны также функции (f g± )(М), (fּg)(М), 

)())((),( MgMfM
g
f  при f(М 0 )>0. 

Теорема 5 (о непрерывности сложной функции). Пусть f(М) 
определена в некоторой окрестности точки М 0  и непрерывна в 
точке М 0 , при этом значения f(М) попадают в некоторую 
окрестность точки P 0 , причем f(М 0 ) = P 0 . Пусть g(Р) 
определена в окрестности точки P 0  и непрерывна в этой точке. 
Тогда сложная функция (суперпозиция) [ ] )()( MMfg ϕ=  
непрерывна в точке М 0 . 

3.5. Функции непрерывные на множестве 
 Функция, непрерывная в каждой точке некоторого 
множества точек Е называется непрерывной на этом 
множестве. 

Для функций непрерывных на множестве имеют место 
аналоги теорем для функций одной переменной. 
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 Множество Е называется связным, если две любые его 
точки можно соединить некоторой непрерывной кривой, 
полностью принадлежащей этому множеству. 

Теорема 6 (Коши об обращении в ноль). Если z = f(М) 
непрерывна на связном множестве Е и в двух различных его 
точках принимает значения разных знаков, то на Е найдется 
точка Р такая, что f(Р)=0. 

 Множество Е называется ограниченным если оно 
целиком принадлежит некоторому кругу .222 Ryx ≤+  

 Множество Е называется открытым, если каждая точка 
принадлежит ему вместе с некоторой окрестностью. 

 Открытое связное множество называется областью. Если 
к точкам области D присоединить точки ее границы, то такая 

область называется замкнутой и обозначается
_
D . 

Под граничной точкой области D имеется в виду такая точка Р, 
в каждой окрестности которой имеются как точки области D, 
так и точки не принадлежащие D. Граница области 

обозначается D∂ . Следовательно, .
_

DDD ∂∪=  

Для функций непрерывных в замкнутых областях имеют место 
теоремы Вейерштрасса, которые объединены в одну. 

Теорема 7 (Вейерштрасса). Если функция z = f(х, у) 

непрерывна в замкнутой области 
_
D , то она ограничена в ней. 

При этом непрерывная функция достигает в замкнутой 
области свои наибольшее и наименьшее значения. 

3.6. Определение частных производных 
 Рассмотрим функцию двух переменных  z = f(х; у), 
определенную и непрерывную в некоторой области D. 
Считаем,   что   точки   с   координатами  (х; у),  (х +Δ х; у), 
(х; у +Δ у),  
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(х + Δ x; у +Δ y), гдеΔ х, Δ y — приращения аргументов, также 
принадлежат области D. 

 Частными  приращениями функции  z = f (х; у) по 
независимым переменным х и у называются разности   

Δ x z = f(х +Δ х; у) – f(х; у), Δ y z = f(х; у + Δ у) - f(х; у). 

 Полным приращением функции z = f(х;  у), 
соответствующим приращениям аргументов Δ х и Δ у, 
называется разность 

Δ z = f(х + Δ х; у + Δ у) - f (х; у). 

Заметим, что в общем случае Δ z≠ Δ x z+Δ y z.                

 Частной производной функции z = f(х;у) по переменным 
х и  у  называется предел отношения соответствующего 
частного                    приращения Δ x z или Δ y z  к приращению 
данной переменной, при условии, что приращение переменной 
стремится к нулю: 

.lim,lim
00 y

z
z

x
zz y

yy
x

xx Δ
Δ

=′
Δ
Δ

=′
→Δ→Δ

 

Приняты обозначения: );(,,),;(,,, yxf
x

f
x

z
x

yx
x
f

x
f

x
zzx ∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂′  

(аналогично по другой переменной). 
 
3.7. Геометрический смысл частной производной  

 Исходим из рис.3.1 на котором изображен график Г 
функции −= );;();;( 0000 zyxPyxfz   точка на 
графике, );( 000 yxM  -  проекция 0P  на плоскость 

=0, zOxy 0M 0P . Через прямую 0M 0P  проведены две 
плоскости 1p  и 2p : 1p  параллельна плоскости 
Oxz , 2p параллельна плоскости Oyz. 
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Рис. 3.1 

 Сечение Г с первой плоскостью представляет собой 
кривую )();( 0 xyxfz ϕ== - функцию переменной х, а сечение 
Г с p 2  представляет кривую )();( 0 ygyxfz == - функцию 
переменной у. На чертеже изображены также касательные t 1  к 

)(xϕ  в точке Р 0  и t 2 - к g(у) в точке Р 0 . Тогда 
αϕ tgkxyxzx ==′=′ 1000 )();( - угловой коэффициент t 1 ,α  -угол 

наклона t 1  к Ох, βtgkygyxzy ==′=′ 2000 )();( - угловой 
коэффициент t 2 , β - угол наклона t 2  к Оу. 

3.8. Дифференциал функции. Линеаризация функций 
 Если функция f(х; у) обладает частными производными 

xf ′  и yf ′ ‚ непрерывными в точке );( 000 yxM , то теорема 
Лагранжа (конечных приращений) для функции одной 
переменной позволяет получить следующее приближенное 
равенство (при Δ x ~ 0, Δ y ~ 0); 
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Δ z  =f(х 0  +Δ  х; у 0 +Δ  y ) - f(х 0  ; у 0 )= 

=f( х 0 +Δ х; у 0 +Δ y )- f( х 0 ; у 0 +Δ y)= f(х 0  ; у 0 + );() 00 yxfy −Δ =  

= xf ′ (х 0  + Ө1Δ  х; у 0 +Δ  y ) Δ x+ yf ′ (х 0 ; у 0 +Ө2Δ  y )Δ у ≈  

≈ xf ′ (х 0  у 0  ) Δ x+ yf ′ (х 0  у 0  ) Δ у 

(0< Ө1<1, 0< Ө2<1 - некоторые числа, фигурирующие в 
теореме Лагранжа).  

Таким образом, полное приращение функции 
приближенно равно xf ′ (х 0 , у 0  ) Δ x+ yf ′ (х 0 , у 0  ) Δ у. 

Это выражение представляет собой главную, линейную 
часть приращения функции и называется дифференциалом 
этой функции в данной точке. 

Обозначение dyzdxzdz yx ′+′=  (здесь dx =Δ x,dy = Δ у - 
произвольные приращения аргументов). Приняты также 
обозначения: ,dxzzd xx ′= dyzzd yy ′= -частные дифференциалы 
функции z. Тогда zdzddz yx += - полный дифференциал 
функции z.  

Как правило, под дифференциалом функции будем 
понимать полный дифференциал. 

Если полное приращениеΔ z функции z= xf ′ (х, у ) в точке 
);( 000 yxM  можно    представить в виде 

Δ z=АΔ х+ВΔ y+ yx Δ⋅+Δ⋅ 21 εε , где А и В не зависят от xΔ  и 
yΔ , а )0;0();( 21 →εε  при ( xΔ ; yΔ ) )0;0(→ ,то функция f (х,у ) 

называется дифференцируемой в точке 0M .  

Теорема 8. Для того, чтобы функция z = f (х, у)  была 
дифференцируемой в данной точке, достаточно, чтобы она 
обладала частными производными, непрерывными в этой 
точке. 
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СравниваяΔ z и dz  заключаем, что они являются 
величинами одинакового порядка малости при 0→Δx и 

0→Δy , т.е. xdzz Δ≈Δ ( ~0, yΔ ~0).  Это приближенное 
равенство (тем точнее, чем меньше xΔ  и yΔ ), записанное в 
виде 

 f(х 0 +Δ х; у 0 +Δ  y ) ≈ f(х 0  ; у 0 )+ xf ′ (х 0 ; у 0 )Δ x+ yf ′ (х 0 ; у 0 )Δ  y  

Называется линеаризацией функции );( yxfz =  в окрестности 
точки );( 000 yxM .  

           Это соотношение применяется в приближенных 
вычислениях: дифференцируемую функцию можно заменить 
линейной функцией в окрестности, рассматриваемой точки. 

           Замечание. Понятие частных производных, 
дифференциала, линеаризации распространяются на функции 
трех и более переменных. 

 
3.9. Дифференцирование сложных и неявных  

функций. Касательная и нормаль к поверхности 

Случай одной независимой переменной. Предположим, 
что z = f(х; у) - дифференцируемая функция двух переменных 
х и у в некоторой области D, а аргументы х и у являются 
дифференцируемыми  функциями  некоторой  переменной  t , 
т. е. х =  х(t), у = у( t). Тогда z = f [ ] )()();( ttytx ϕ= - функция 
одной переменной t. 

Теорема 9. Имеет место равенство 

                                    
dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
d

dt
dzz

∂
∂

+
∂
∂

===′
ϕ . 

Если t совпадает с одним из аргументов, скажем, t = х, то  

                                   
dx
dy

y
z

x
z

dx
dz

∂
∂

+
∂
∂

= . 
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и 
dx
dz называется полной производной функции z по х. 

Случай нескольких независимых переменных. Если 
аргументы х и у функции z = f(х; у) являются функциями двух 
переменных, скажем, х=х(u;v), у=у(u;v), то  

z=f [ ]);();;( vuyvux  

также является функцией двух переменных u и v. 

Теорема 10. Имеют место формулы 

                
u
y

y
z

u
x

x
z

du
dz

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=  и 
v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ . 

Структура этих формул сохраняется и при большем числе 
переменных. 

3.10. Дифференциал сложной функции 
Дифференциал сложной функции z = z(х;у), где х = х(u;v), 

у = у(u;v), можно получить, если в формуле дифференциала 

                                  dy
y
zdx

x
zdz

∂
∂

+
∂
∂

=  

заменить dv
v
xdu

u
xdx

∂
∂

+
∂
∂

=  и dv
v
ydu

u
ydy

∂
∂

+
∂
∂

= . 

В результате подстановки и перегруппировки членов при du и 
dv приходим к формуле 

                                  dv
v
zdu

u
zdz

∂
∂

+
∂
∂

= , 

показывающей, что форма (вид) дифференциала не зависит от 
того, являются  ли x и у независимыми переменными или 
функциями других независимых переменных. Это свойство 
называется инвариантностью формы первого дифференциала. 
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3.11. Неявная функция одной переменной 
Функция у = у(х) называется неявной функцией, если она 

определяется  уравнением F(х;у) = 0, неразрешенным 
относительно  у. 

Это значит, что при каждом значении х 0  при котором неявная 
функция определена, она принимает единственное значение y 0  
так, что F(х 0 ;у 0 ) = 0. 

Теорема 11. Если F(х; у) - дифференцируемая функция 
переменных х и у в некоторой области D и 0);( ≠′ yxFy , то 
уравнение F(х;у)=0 определяет однозначно неявную функцию 
у (х), также дифференцируемую, и ее производная находится 
по формуле 

                                       
);(
);(

yxF
yxF

dx
dyy

y

x

′
′

==′  

В частности, 

                                      
);(
);(

)(
00

00
0 yxF

yxF
xy

y

x

′
′

−=′ . 

3.12. Неявная функция двух переменных 
Функция z = z(х; у) называется неявной функцией 

переменных  х  и  у,  если она определяется уравнением 
F(x;y;z) = 0, неразрешенным относительно z. 

Теорема 12. Если функция F (х; у; z) дифференцируема по 
переменным х, у, z в некоторой пространственной области D и 

0);;( ≠′ zyxFz ; то уравнение F(х;у;z) =0 определяет 
однозначную неявную функцию z(х;у), также 
дифференцируемую  и 

                       
);;(
);;(

zyxF
zyxF

x
z

z

x

′
′

−=
∂
∂ ;   

);;(
);;(

zyxF
zyxF

y
z

z

y

′

′
−=

∂
∂ . 
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3.13. Касательная плоскость и нормаль к поверхности 

Пусть 0000 ;;( zyxP ) фиксированная точка на поверхности 

Г, заданной функцией z = f(х; у) или уравнением F(х; у; z) = 0. 

Касательной плоскостью к Г в точке 0P  называется 

плоскость t, в которой расположены касательные к 
всевозможным кривым, проведенным на Г через 0P . 

Нормалью называется прямая n, проходящая через 0P  

перпендикулярно t . 

Из определения t и n следует, что нормальный вектор 
касательной плоскости t и направляющий вектор прямой n 
совпадают. 

Уравнения t и n имеют вид: 

а) если Г задана явно функцией z = f(х; у), то: 

                  ( )t :  ),)(;())(;( 0000000 yyyxzxxyxzzz yx −′+−′=−  

                   (n):  
1);();(

0

00

0

00

0

−
−

=
′
−

=
′
− zz

yxz
yy

yxz
xx

yx

; 

б) если Г задана уравнением F(х; у; z) = 0, то: 

                  ( )t :  
,0))(;;(

))(;;())(;;(

0000

00000000

=−′+

+−′+−′

zzzyxF
yyzyxFxxzyxF

z

yx  

                  (n):  
);;();;();;( 000

0

000

0

000

0

zyxF
zz

zyxF
yy

zyxF
xx

zyx ′
−

=
′

−
=

′
−

. 
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3.14. Частные производные и дифференциалы 

высших порядков. Определение частных 

производных второго порядка 
Если задана функция z = f(х; у) и вычислены ее частные 

производные );( yx
x
f
∂
∂  и );( yx

y
f
∂
∂ , то они, вообще говоря, могут 

быть также дифференцируемыми функциями двух 
независимых переменных х и у. Приняты обозначения:  

                    2

2

x
z

x
z

x ∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂  - вторая частная производная по х; 

                    
yx
z

x
z

y ∂∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂ 2

и 
xy
z

y
z

x ∂∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂ 2

смешанные 

частные производные второго порядка; 

                    2

2

y
z

y
z

y ∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂ - вторая частная производная по у. 

Теорема 13 (Шварца). Если смешанные частные производные 
второго порядка непрерывны, то они равны между собой. 
Другими словами, результат смешанного дифференцирования 
не зависит от порядка. 

Дифференциал второго порядка 
Выражение 

2
2

22
2

2

2
2 2)( dy

y
zdxdy

yx
zdx

x
zdzdzd

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

==  

называется вторым дифференциалом или дифференциалом 
второго порядка для функции z. 
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Производные и дифференциалы высших порядков 
По аналогии можно определить частные и смешанные 

производные высших порядков, часть которых, согласно 
теореме Шварца, равны между собой. 

Таким образом, имеем три различных производных второго 
порядка, четыре различных производных третьего порядка 

                        ,3

3

x
z

∂
∂  

yx
z
∂∂

∂
2

3

, 2

3

yx
z
∂∂
∂ , 3

3

y
z

∂
∂  

и так далее. 

Число разных частных производных порядка n от функции 
двух переменных равно n + 1: 

         ,n

n

x
z

∂
∂  

yx
z

n

n

∂∂
∂
−1 , 22 yx

z
n

n

∂∂
∂
− ,. . ., 22 −∂∂

∂
n

n

yx
z , 1−∂∂

∂
n

n

yx
z , n

n

y
z

∂
∂ . 

 Дифференциалы высших порядков определяются по аналогии: 

                     

3
3

3
2

3
2

2

3
3

3

3
23 33)( dy

y
zdxdy

yx
zdydx

yx
zdx

x
zzddzd
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+
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==  . 

Выражение для zd n формально можно записать в виде 

                     )(zdy
y

dx
x

zd
n

n
⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
∂
∂

+
∂
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= , 

напоминающем формулу бинома Ньютона. 

 
 



 143

3.15. Производная по направлению. Градиент. 

Определение производной по направлению 

Частные производные
x
f
∂
∂  и 

y
f
∂
∂  представляют собой 

производные от функции z =  f(х; у) по двум частным 
направлениям осей Ох и Оу. 

Пусть z = f (х; у) - дифференцируемая функция в некоторой 
области D, M( Dyx ∈); 00 .  Пусть l

G
 - некоторое направление 

(вектор с началом в точке 0M , а )sin;(cos αα=eG - орт этого 
направления. Пусть );( 00 yyxxM Δ+Δ+ - точка  в 

направлении l
G

 от 0M . Обозначим 22 yxp Δ+Δ=Δ . Тогда 

,cosα=
Δ
Δ

p
x ,sinα=

Δ
Δ

p
y  

Предел отношения  

);();();(limlim 00
0000

00
yx

l
f

p
yxfyyxxf

p
f

p

l

p ∂
∂

=
Δ

−Δ+Δ+
=

Δ
Δ

→Δ→Δ
 

называется производной функции f по направлению l
G

. 

Существование этого предела и выражение его через 
x
f
∂
∂  и

y
f
∂
∂ , 

,cosα ,sinα  вытекает из следующего соотношения:  

+
Δ

Δ+−Δ+Δ+
=

Δ
Δ

α
α

ααα
cos

cos
)sin;()sin;cos( 0000

p
pyxfpypxf

p
fl

 

ααα
α
α

sincossin
sin

);()sin;( 0000

y
f

x
f

p
yxfpyxf

∂
∂

+
∂
∂

→
Δ

−Δ+
,

.0→Δp  

Таким образом, 
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                                 αα sincos
y
f

x
f

l
f

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ . 

Теорема 14. Производная по направлению, касательному к 
линии уровня поверхности z=f(x;y) равна нулю.  

Случай нескольких переменных 
По аналогии со случаем функции двух переменных 

можно определить производную по направлению для функции 
трех переменных   u=f(х; у; z). Окончательная формула такова:    

                       αcos
x
f

l
u

∂
∂

=
∂
∂ + βcos

y
f
∂
∂ + γcos

z
f
∂
∂ , 

где )cos;cos;(cos γβα=eG  - орт направления; l
G

 или 
γβα cos;cos;cos  - направляющие косинусы направления l

G
 . 

Теорема 15. Производная по направлению касательному к 
поверхности уровня функции u = f(х;у;z), равна нулю.  

Градиент 

Градиентом функции z=f(x;y) (скалярного поля) 

называется вектор с координатами 
x
f
∂
∂ ,

y
f
∂
∂ . 

Обозначение grad  z = ⎜
⎝
⎛
∂
∂

x
f ; ⎟⎟

⎠

⎞
∂
∂
y
f . 

Теорема 16. Имеет место равенство ezgrad
l
f G⋅=
∂
∂ , т.е. 

производная по направлению l
G

  равна скалярному 
произведению векторов градиента и орта направления l

G
. 

Следствие. Вектор ezgrad G⋅   в каждой точке направлен по 
нормали к линии уровня, проходящей через данную точку в 
сторону возрастания функции. 

При этом  
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{ }

22

max ⎟⎟
⎠
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⎛
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⎜
⎝
⎛
∂
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==
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y
f

x
fzgrad

l
f

l
. 

Теорема 17. Скорость изменения функции f по некоторому 
направлению l

G
 равна проекции вектора градиента на это 

направление, т.е. 

                                            fgradпр
l
f

i=
∂
∂ . 

3.16. Экстремум функции нескольких переменных.  
Необходимое условие экстремума 
 
Рассмотрим функцию z = f(x,y), непрерывную в точке 

М0(x0,y0)  и некоторой ее окрестности. 

 

 

 

 

 

         Рис. 3.2.                                                   Рис. 3,3. 

Точка М0(x0,y0) называется точкой максимума  функции  
 z = f(М) (рис.3.2), если всюду в некоторой окрестности  
точки М0 (0<d(M0M) < δ) выполняется неравенство 
                    f(М) <f(М0)     или      Δ z = f(М) - f(М0) <0 
  Точка М0(x0,y0)   называется точкой минимума  функции    
z = f(М)  (рис.3.3), если всюду в некоторой окрестности  
точки М0 (0<d(M0M) < δ) выполняется неравенство 
            f(М) >f(М0)        или        Δ z = f(М) - f(М0) > 0. 
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х0+Δх

 

у

0

у0+Δ

0

у0 М М

х0+δ 

М

х0 х0-δ

Точки максимума и точки минимума – точки экстремума. 
Понятие экстремума носит локальный характер: в определении 
рассматриваются лишь точки М1 достаточно             
близкие к точке М0. 

Теорема 18. (Необходимое условие). Если функция z = 
f(x,y)  дифференцируема в точке М0(x0,y0) и  имеет в этой  
точке экстремум, то 

0),( 00 =′ yxf x ;  0),( 00 =′ yxf y . 
Доказательство.  Пусть в точке  М0(x0,y0)  функция  

z = f(x,y)   имеет максимум, т.е.  

f(х,у) <f(х0 ,у0) ∀  х  ∈ δ-окрестности  точки  М0 (рис.3.4). 
В частности, это неравенство выполнено для точек, ординаты 
которых равны  у=у0. 

f(х,у0) <f(х0 ,у0) ∀  х  ∈δ                                                    (1) 
для функции одной переменной 

             z= f(x,y0). 
Из неравенства  (1)  следует, 
что функция одной 
переменной  z=  f(x,y0) 
имеет в точке х0  экстремум 
(максимум).  Кроме того эта 
функция в точке х = х0  
имеет 
                                                                                    Рис.3.4.                        
производную: 0),( 00 =′ yxf x .  

На основании необходимого признака экстремума 
функции одной    переменной  заключаем, что 
                                      0),( 00 =′ yxf x . 
 Полагая, что х = х0, точно так же докажем, что  

0),( 00 =′ yxf y . 
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Следствие. В тех точках в которых существуют 
частные производные и хотя бы одна из них отлична от нуля, 
экстремума быть не может. 

Значит экстремум следует искать только в тех точках, в 
которых все частные производные первого порядка равны 
нулю, либо хотя бы одна из них не существует. 

Такие точки называются критическими (стационарными). 
В критической точке экстремум может быть, а может  и не 
быть. В общем случае о наличии  или отсутствии экстремума в 
критической точке судят с помощью достаточных признаков 
экстремума.   

В частных случаях,  когда в некоторой области имеется 
только одна стационарная точка, можно обойтись без 
достаточных признаков. 

Пример. Найти экстремум функции  22 yxz += .             

)0,0(
0
0

2

2

O
y
x

y
y
z

x
x
z

=
=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=
∂
∂

=
∂
∂

      

Частные производные обращаются в ноль только в одной  
точке О(0,0). Но в этой точке  z= f(0,0) = 0, а в остальных  
точках  f(М)>0, ясно, что в начале координат функция имеет 
минимум. 

Достаточный признак экстремума 

Теорема 19. Пусть функция z = f(х,у) имеет все 
непрерывные частные производные до второго порядка 
включительно в некоторой окрестности точки М0 (х0 ,у0),  а в 
самой точке М0 

0),( 00 =′ yxf x ;  0),( 00 =′ yxf y   (т.е. точка М0 является 
критической). Обозначим: 

Ayxf xx =′′ ),( 00 ,   Byxf xy =′′ ),( 00 , Cyxf yy =′′ ),( 00 .   
Тогда  : 

z

y 
х 
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1. Если число  Δ = 2BAC − > 0, то в точке М0 (х0 ,у0) 
функция  f(х,у)  имеет  экстремум,  а  именно максимум, если  
А < 0 и минимум, если А > 0. 

2. Если число  Δ = 2BAC − < 0, то в точке М0 (х0 ,у0) 
экстремума нет. 

3. Если число  Δ = 2BAC − = 0, то признак не применим. 

Пример .  Найти экстремум функции                           

          27933 +−+= xyyxz . 
Найдем частные производные и приравняем их нулю. 

093
093

93

93

2

2

2

2

=−
=−

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−=
∂
∂

−=
∂
∂

xy
yx

xy
y
z

yx
x
z

. 

 Решая систему уравнений, получим критические точки 

х1=0;  у1 =0;  х2= 3;  у2= 3;   М1(0,0);  М2(3,3).  

Найдем вторые производные: 

2

2

x
z

∂

∂  = 6х,  
yx
z
∂∂

∂2
 =−9,  

2

2

y
z

∂

∂ = 6у. 

 В точке М1: А=0,  В= − 9,   С =0. 2BAC − < 0.  
Экстремума нет . 

В точке  М2: А=18,  В = − 9,   С = 18. 2BAC − >0. 
Следовательно, в точке М2 функция имеем минимум, так как  
А>0. 

              027812727min =+−+=z  
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3.17. Наибольшее и наименьшее значение 
функции в замкнутой области 
 
Пусть функция z=f(x,y) непрерывна в замкнутой области 

D . Тогда в области D  найдётся хотя бы одна точка A(x0,y0), в 
которой функция принимает своё наибольшее значение M: 
f(x0,y0) = M и найдется хотя бы одна точка B(x1,y1), в которой 
функция принимает своё наименьшее значение m:   

f(x1,y1) = m, т.е.  f(x,y)≤M и f(x,y)≥m ∀M D∈ .              (2) 

Возможны два случая. Точка А лежит внутри области D 
или точка А лежит на границе. То же самое и относительно 
точки В. Если А и В лежат внутри области, то они, в силу 
неравенств (2), совпадают с экстремальными точками. 

Таким образом для нахождения наибольшего и 
наименьшего значений надо: 
 1) найти все критические точки, попадающие внутрь 
области D и вычислить значения функции в этих точках. 
 2) найти критические точки на границе области и 
вычислить в них значения функции. 

3) затем выбирают наибольшее и наименьшее из всех 
полученных чисел. Пример: Найти наибольшее и наименьшее 
значения функции  z = x2 − y2   в круге   x2 + y2 ≤ 1. 

Найдем критические точки внутри области, для чего 
приравняем нулю частные производные 

 

⎭
⎬
⎫

−=′
=′

yz
xz

y

x

2
2

 M1(0,0). Значение функции в критической 

точке M1  :  z(0,0)=0. 
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Запишем уравнение границы в параметрическом виде  

⎭
⎬
⎫

=
=

ty
tx

sin
cos

 π20 ≤≤ t . Тогда функция    z =cos2t− sin2 t =cos2 t , 

где  t ∈[0,2π ]. 
tz 2sin2−=′ ,    0=′z     или  sin2t=0 

Найдем корни уравнения : π=t2 k,   
2
πkt = . Для 

различных значений k получим: 

t1=0,   t2= 2
π , t3=π ,  t4= 2

3π ,   t5=2π . 

Вычислим значения функции в этих точках 
10 ==tz ;   1

2
−==

πtz  ;   1==πtz ;  

   1
2

3 −==
πtz ;   12 == πtz

 

При t=0 и t=π функция имеет наибольшее значение 1z =1.  

При 
2
π

=t  и 
2

3π
=t  функция имеет наименьшее значение 

2z = −1. 
  

 3.18. Формула Тейлора для функции 

  двух переменных 

 Теорема 20. Пусть функция ( , )z f x y= определена и 
непрерывна вместе со всеми своими частными производными 
до ( 1)n +  порядка включительно в некоторой окрестности 
точки 0 0 0( , )M x y . Тогда для любой точки 0 0( , )M x x y y+ Δ + Δ  из 
этой окрестности справедливо равенство 

                        
1

0
0

1

( ) ( )( ) ( ) ,
! ( 1)!

k nn

k

d f M d f Nf M f M
k n

+

=

= + +
+∑  
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где 0 0( , )N x x y yθ θ+ Δ + Δ - некоторая точка, лежащая на отрезке 

0M M , ( 0 1)θ< < .  Последнее слагаемое (остаточный член) 

можно записать в форме Пеано  ( ),no ρ  где 2 2( ) ( )x yρ = Δ + Δ , 
а символ ( )no ρ означает бесконечно малую при 0ρ →  (или 
при 0M M→ ) функцию более высокого порядка малости, чем 

nρ . 

 Доказательство. Введем в рассмотрение вспомогательную 
функцию 0 0( ) ( , ) ( )tt f x t x y t y f Mφ = + Δ + Δ = , определенную на 
отрезке [0,1], причем 0(0) ( ), (1) ( ).f M f Mφ φ= =  Найдем  
производные функции ( )tφ  до n -го порядка включительно: 

( ) ( ) ( ) ( ) | ( );
tx t y t M tt f M x f M y x y df M

x y
φ ∂ ⋅ ∂ ⋅′ ′ ′= Δ + Δ = Δ + Δ =

∂ ∂
 

2 2

2 2

( ) ( ) 2 ( ) ( )

( ) | ( );
t

xx t xy t yy t

M t

t f M x f M x y f M y

x y f d f M
x y

φ ′′ ′′ ′′ ′′= Δ + Δ Δ + Δ =

∂ ⋅ ∂ ⋅
= Δ + Δ =

∂ ∂

    

  … 

( ) ( ) ( ) | ( )
t

n n n
M tt x y f d f M

x y
φ ∂ ⋅ ∂ ⋅

= Δ + Δ =
∂ ∂

. 

По формуле Маклорена для функции ( )tφ  одной переменной 
имеем: 

        
( ) ( 1)

2 ( 1)(0) (0) ( )( ) (0) (0) ...
2! ! ( 1)!

n n
n nt t t t t

n n
φ φ φ θφ φ φ

+
+′′

′= + + + + +
+

, 

где 0 1.θ< <  

Полагая 1t = ,  получим 

         
( ) ( 1)(0) (0) ( )(1) (0) (0) ...

2! ! ( 1)!

n n

n n
φ φ φ θφ φ φ

+′′
′= + + + + +

+
.  
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С учетом того, что (1) ( )f Mφ = , ( )
0(0) ( )k kd f Mφ = , 

( 1)
0 0( ) ( , ) ( )n f x x y y f Nφ θ θ θ+ = + Δ + Δ =  имеем 

                  
1

0
0

1

( ) ( )( ) ( ) .
! ( 1)!

k nn

k

d f M d f Nf M f M
k n

+

=

= + +
+∑  

В частности, 

0 0 0 0
0 0 0 0

( , ) ( , )( , ) ( , ) ( ) ( )f x y f x yf x y f x y x x y y
x y

∂ ∂
= + − + − +

∂ ∂
2

20 0
02

1 ( , )[ ( )
2!

f x y x x
x

∂
− +

∂

2
0 0

0 0
( , )

2 ( )( )
f x y

x x y y
x y

∂
− − +

∂ ∂
 

2
20 0

02

( , )
( ) ]

f x y
y y

y
∂

+ − +
∂

3
30 0

03

( , )1 [ ( )
3!

f x y
x x

x
∂

−
∂

+ 

3 3
2 20 0 0 0

0 0 0 02 2

( , ) ( , )
3 ( ) ( ) 3 ( )( )

f x y f x y
x x y y x x y y

x y x y
∂ ∂

+ − − + − − +
∂ ∂ ∂ ∂

 

3
30 0

03

( , )
( ) ] ...

f x y
y y

y
∂

− +
∂ 0 00 0 ( , )

1 [ ( ) ( )] |
!

n
x yx x y y f

n x y
∂ ⋅ ∂ ⋅

+ − + − +
∂ ∂

 

+
0 0

( 1)
0 0 ( , )

1 [ ( ) ( )] |
( 1)!

n
x x y yx x y y f

n x y θ θ
+

+ Δ + Δ
∂ ⋅ ∂ ⋅

− + −
+ ∂ ∂

. 

 Остаточный член 

  
0 0

( 1)
0 0 ( , )

1 [ ( ) ( )] |
( 1)!

n
x x y yx x y y f

n x y θ θ
+

+ Δ + Δ
∂ ⋅ ∂ ⋅

− + −
+ ∂ ∂

   можно 

 записать в виде ( )no ρ , где 

                  2 2 2 2
0 0( ) ( ) ( ) ( )x x y y x yρ = − + − = Δ + Δ .  
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 Пример. Разложить функцию  ( , )
x
yf x y e= по формуле 

Тейлора с центром разложения в точке 0 (0,1)M  до членов 
второго порядка включительно. 

 Решение. Найдем частные производные функции ( , )f x y  
до второго порядка включительно: 

2

2 2 2

1 1; ( ); ;
x x x
y y yf f x fe e e

x y y y x y
∂ ∂ ∂

= ⋅ = ⋅ − = ⋅
∂ ∂ ∂

 

 
2

3 2

1( ) ( );
x x
y yf xe e

x y y y
∂

= ⋅ − + ⋅ −
∂ ∂

     
2 2

2 4 3

2 .
x x
y yf x xe e

y y y
∂

= ⋅ + ⋅
∂

 

В точке 0 (0,1)M  имеем 

            0( ) 1,f M =
2

0 0 02( ) 1; ( ) 0; ( ) 1;f f fM M M
x y x
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

 

2

0( ) 1;f M
x y
∂

= −
∂ ∂

2

02 ( ) 0.f M
y

∂
=

∂
 Подставляя эти выражения в 

формулу Тейлора, получаем 

             2 2
3 3

1 11 ( 1) 1 2 .
2 2

x
ye x x x y R x x xy R= + + − − + = + + − +  

В форме Пеано 2 2
3 ( ( 1) ).R o x y= + −  

 

 3.19. Условный экстремум 
 Рассмотрим функцию  

                             1 2( ) ( , ,... )mu f M f x x x= =                                (3) 

при условии, что ее аргументы являются не независимыми 
переменными, а связаны между собой k  соотношениями 
( )k m< : 
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                          1 2( , ,..., ) 0 ( 1,2,..., ).i mx x x i kϕ = =                       (4) 

Эти  соотношения     называются      условиями связи.      Пусть  

координаты точки 0 0 0
0 1 2( , ,..., )mM x x x  удовлетворяют 

уравнениям (4). 

 Определение. Функция (3) имеет в точке 0M  условный 
минимум (максимум) при условиях связи (4), если существует 
такая окрестность точки  0M , что для любой точки M  
( 0M M≠ ) этой окрестности, координаты которой 
удовлетворяют уравнениям (4), выполняется неравенство 

0 0( ) ( ) ( ( ) ( ))f M f M f M f M> < . 

 Иными словами, условный максимум (минимум)- это 
наибольшее (наименьшее) значение функции в точке 0M  по 
отношению не ко всем точкам из некоторой окрестности точки 

0M , а только к тем из них, которые связаны между собой 
условиями связи. 

 Задачу об условном экстремуме функции можно решать 
методом исключения части переменных.  Этот метод состоит 
в том, что из k  уравнений условий связи k  переменных 
выражают через остальные m k−  переменных (если это 
возможно), подставляют найденные переменные в функцию 

1 2( ) ( , ,... )mu f M f x x x= =  и решают задачу об экстремуме 
функции  m k−  переменных. 

 Пример. Методом исключения части переменных найти 
экстремум функции 2u x y z= + +  при условиях связи  

                                           
1,
1.

z x
y xz
− =⎧

⎨ − =⎩
 

 Решение. Из условий связи находим 1, 1z x y xz= + = + . 
Подставляя найденные ,z y  в функцию, приходим к функции 
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одной переменной x  :   2( ) 2 4 2u x x x= + + , для которой 
рассмотрим задачу о безусловном экстремуме.  Так как 

4( 1) 0u x′ = + =  при 1x = − , то функция ( )u x  имеет 
единственную точку возможного экстремума. Поскольку  

( 1) 4 0,u′′ − = >  в точке 1x = −   функция  ( )u x  имеет минимум. 
Из условий связи находим соответствующие значения ,z y : 

0, 1z y= = . Итак, функция ( )u x   при заданных условиях связи  
имеет в точке (-1,1,0) минимум, причем ( 1,1,0) 0.u − =  

 Метод Лагранжа. Задача об условном экстремуме функции 
(3)  при условиях связи (4) эквивалентна задаче об обычном 
экстремуме функции Лагранжа 

1 2 1 1 2 1 2
1

( , ,..., , ,... ) ( , ,..., ) ( , ,..., )
k

m k m i i m
i

L x x x f x x x x x xλ λ λϕ
=

= +∑ , 

 iλ  ( 1, 2,..., )i k= - называются множителями Лагранжа. 

 Необходимые условия условного экстремума выражаются 
системой m k+  уравнений : 

                  1 2 1

1 2

( , ,..., , ,... ) 0, 1, 2,..., ,

( , ,..., ) 0, 1, 2,...,

m k
i

i m

L x x x i m
x

x x x i k

λ λ

ϕ

∂⎧ = =⎪∂⎨
⎪ = =⎩

              (5) 

относительно m k+  неизвестных 1 2 1, ,..., , ,...m kx x x λ λ . Если 
0 0 0 0 0
1 2 1, ,..., , ,...m kx x x λ λ  - решение системы (5), то  

0 0 0
0 1 2( , ,..., )mM x x x  является точкой возможного экстремума 

функции (3) при условиях связи (4). Достаточные условия 
условного экстремума связаны с изучением знака второго 
дифференциала функции Лагранжа 

                       2 0 0 0 0 0
1 2 1 1( , ,..., , ,... , ,..., )m k md L x x x dx dxλ λ  .  
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Для каждой системы значений 0 0 0 0 0
1 2 1, ,..., , ,...m kx x x λ λ , 

полученной из (5) при условии, что 1 ,..., mdx dx  удовлетворяют 
уравнениям  

                        
0 0
1

1

( ,..., )
0 ( 1,2,..., )

m
i m

j
j j

x x
dx i k

x
ϕ

=

∂
= =

∂∑                (6)   

при 2 2 2
1 2 ... 0.ndx dx dx+ + + ≠  

Функция 1 2( ) ( , ,... )mu f M f x x x= =  имеет условный максимум  

в точке 0 0 0
0 1 2( , ,..., )mM x x x , если для всевозможных значений  

1 ,..., mdx dx , удовлетворяющих условиям (6) и не равных 
одновременно нулю, выполняется неравенство 

2 0 0 0 0 0
1 2 1 1( , ,..., , ,... , ,..., ) 0m k md L x x x dx dxλ λ < (квадратичная форма 

отрицательно  определена)  и условный минимум, если при 
этих условиях 2 0 0 0 0 0

1 2 1 1( , ,..., , ,... , ,..., ) 0m k md L x x x dx dxλ λ >  
(квадратичная форма положительно  определена) то в точке 

0M  функция (3) имеет условный минимум  при условии связи 
(4), если 2 0 0 0 0 0

1 2 1 1( , ,..., , ,... , ,..., )m k md L x x x dx dxλ λ - 
знакопеременная квадратичная форма, то в точке 0M  функция 
(3) не имеет условного экстремума. 

 Пример 1. Методом Лагранжа найти экстремум функции  
2u x y z= + +  при условиях связи 

1,
1.

z x
y xz
− =⎧

⎨ − =⎩
 

 Решение. Составим функцию Лагранжа 

    2
1 2 1 2( , , , , ) ( 1) ( 1)L x y z x y z z x y xzλ λ λ λ= + + + − − + − −  и 

рассмотрим систему уравнений  
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1 2

2

1 2

1

2

1 0,

1 0,

2 0,

1 0,
1 0.

L z
x

L
y

L z x
z

z x
y xz

λ λ

λ

λ λ

ϕ
ϕ

∂⎧ = − − =⎪ ∂⎪
∂⎪ = + =⎪ ∂⎪

⎨∂⎪ = + − =
⎪ ∂
⎪ = − − =⎪

= − − =⎪⎩

 

Она имеет единственное решение 
1 21, 1, 0, 1, 1,x y z λ λ= − = = = = −  то есть 0 ( 1,1,0)M − - 

единственная точка возможного экстремума функции при 
заданных условиях связи. Вычислим второй дифференциал  
функции Лагранжа 2 2

22( ) 2d F dz dxdzλ= −  и подставляя 

2 1λ = −  и dz dx= , найденное из первого уравнения связи, 
получаем  положительно определенную квадратичную форму 
от переменной 2: 4( ) 0dx dx >  при 0dx ≠ .  Отсюда следует, что 
функция при заданных условиях связи имеет в точке 0M  
условный минимум. 

 Пример 2. На эллипсоиде 2 2 22 4 8x y z+ + =  найти точку, 
наиболее удаленную от точки (0,0,3). 

 Решение. Расстояние между точками ( , , )x y z  и (0,0,3) 

определяется формулой 2 2 2( 3)x y zρ = + + − . Поэтому 
исходная задача  равносильна задаче об условном максимуме 
функции 2 2 2 2( 3)u x y zρ= = + + −  при условии связи 

2 2 22 4 8x y z+ + = . Составим функцию Лагранжа  

         2 2 2 2 2 2( , , , ) ( 3) ( 2 4 8)L x y z x y z x y zλ λ= + + − + + + −   

и рассмотрим систему уравнений: 
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2 2 2

2 2 0,

2 4 0,

2 6 8 0,

2 4 8.

L x x
x
L y y
y

L z z
z

x y z

λ

λ

λ

ϕ

∂⎧ = + =⎪ ∂⎪
∂⎪ = + =⎪ ∂⎨

⎪ ∂
⎪ = − + =
∂⎪

⎪ = + + =⎩

 

Так как эллипсоид более всего вытянут вдоль оси Ox , то 
абсцисса искомой точки не может быть равна нулю, то есть 

0x ≠ . Поэтому из первого уравнения системы следует, что 
1λ = − . Тогда из второго и третьего уравнений системы имеем 

0, 1.y z= = −  Из последнего уравнения системы  находим 
2.x = ±  Итак, функция имеет две точки возможного 

экстремума 1 2(2,0, 1), ( 2,0, 1)M M− − − . Из уравнения связи 

получим 2 4 0xdx ydy zdz+ + = , откуда .
4 2
x ydz dx dy
z z

= − −  

Теперь вычисляем второй дифференциал функции Лагранжа 

             2 2 2 22(1 )( ) 2(1 2 )( ) 2(1 8 )( )d L dx dy dzλ λ λ= + + + + + . 

Подставим 1λ = − , координаты точки 1M  и выражение для 
dz , получаем отрицательно определенную квадратичную 
форму от двух переменных ,dx dy  : 2 2 22( ) 3,5( )d L dy dx= − − . 

Отсюда следует, что функция имеет в точках 

1 2(2,0, 1), ( 2,0, 1)M M− − −  условный максимум при заданных 
условиях связи, то есть на эллипсоиде имеются две точки 

1 2(2,0, 1), ( 2,0, 1)M M− − −  наиболее удаленные от точки (0,0,3). 
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3.20. Примеры решения типовых задач 
 

Частные производные 
Постановка задачи. Найти частные производные до 

второго порядка включительно функции  z=f(x1,x2,…,xn). 
План решения. 
1. Чтобы найти частную производную функции 

z=f(x1,x2,…,xn) по переменной хк, фиксируем остальные 
переменные и дифференцируем  f как функцию одной 
переменной хк. 

2. Частные производные высших порядков вычисляются 
аналогично последовательным дифференцированием, т.е. 

 

,
11

2
1

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

x
f

xx
f       ,

1221

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
x
f

xxx
f  

,
2112

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
x
f

xxx
f       …,

22
2
2

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

x
f

xx
f  

Замечание. Частные производные можно обозначать также 
1xz ′ , 2xz ′ , …, xnz ′′ , 11xxz ′′ , 21xxz ′′  и т.д. 
Пример. Найти частные производные до второго порядка 

включительно функции  z = xy  (x>0). 
Решение. 
1. Для того чтобы найти частную производную по х, 

фиксируем у и дифференцируем функцию z = xy  как функцию 
одной переменной х. Используя формулу для производной 
степенной функции (хα)' = αхα-1, получим 

.1−=′ y
x yxz  

Для того чтобы найти частную производную по у, фиксируем х 
и дифференцируем функцию z = xy как функцию одной 
переменной у. Использую формулу для производной 
показательной функции (аu ) = аu ln а   (а>0), получим 

.ln xxz y
y =′  
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2. Частную производную второго порядка xxz ′′ вычисляем, 
дифференцируя xz ′ по х (при фиксированном у), т.е. 

.)1()( 21 −− −=′=′′ y
x

y
xx xyyyxz  

Частную производную второго порядка xyz ′′  вычисляем, 
дифференцируя xz ′  по у (при фиксированном х), т.е. 

.ln)( 111 xyxxyxz yy
y

y
xy

−−− +=′=′′  
Частную производную второго порядка yxz ′′  вычисляем, 
дифференцируя yz ′  по х (при фиксированном у), т.е. 

.1ln)ln( 1

x
xxyxxxz yy

x
y

yx +=′=′′ −  

Частную производную второго порядка yyz ′′  вычисляем, 
дифференцируя yz ′  по у (при фиксированном х), т.е. 

.ln)ln( 2 xxxxz y
y

y
yy =′=′′  

Ответ. 1−=′ y
x yxz , xxz y

y ln=′ , xyxxzz yy
yxxy ln11 −− +=′′=′′ , 

21 )1()( −− −=′=′′ y
x

y
xx xyyyxz , .ln 2 xxz y

yy =′′  
 

Условия задач. Найти частные производные до второго 
порядка включительно заданных функций. 
1. .xyez =  2.   )./( yxxliz =  
3. ).sin(xyz =  4.   .cos yez x=  

5. .22 yxz +=  6.   ).ln( 2 yxz +=  

7. .2 2yxyz +=   8.   .ln 3 xyz =  

9. .sincos xyyxz +=  10. .)1()1( 42 yxz ++=  
 
Ответы. 1. xy

x yez =′ , xy
y xez =′ , xy

xx eyz 2=′′ , xy
yy exz 2=′′ , 

)1( xyezz xy
yxxy +=′′=′′ . 2. 1lnln +−=′ yxz x , yxz y /−=′ , 

xz xx /1=′′ , 2/ yxz yy =′′ , yzz yxxy /1−=′′=′′ . 3. )cos(xyyz x =′ , 

32
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)cos(xyxz y =′ , )sin(2 xyyz xx −=′′ , )sin(2 xyxz yy −=′′ , 

)sin()cos( xyxyxyzz yxxy −=′′=′′ . 4. yez x
x cos=′ , yez x

y sin−=′ , 

yez x
xx cos=′′ , yez x

yy cos−=′′ , yezz x
yxxy sin−=′′=′′ .  

5. 22/ yxxz x +=′ , 22/ yxyz y +=′ , 2/3222 )/( yxyz xx +=′′ , 
2/3222 )( yxxz yy +=′′ , 2/322 )/( yxxyzz yxxy +−=′′=′′ .  

6. )/(2 2 yxxz x +=′ , )/(1 2 yxz y +=′ , )/()(2 222 yxxyz xx +−=′′ , 

)/(1 22 yxz yy +−=′′ , )/(2 22 yxxzz yxxy +−=′′=′′ .  

7. 22/ yxyyz x +=′ , 22/)( yxyyxz y ++=′ , 
2/322 )2/( yxyyz xx +−=′′ , 2/322 )2/( yxyxz yy +−=′′ , 

2/32 )2/( yxyxyzz yxxy +=′′=′′ . 8. )3/(1 xz x =′ , )3/(1 yz y =′ , 

)3/(1 2xz xx −=′′ , 12 )3( −−=′′ yz yy , 0=′′=′′ yxxy zz .  
9. xyyz x coscos −=′ , yxxz y sinsin −=′ , xyz xx sin−=′′ , 

yxz yy cos−=′′ , yxzz yxxy sincos −=′′=′′ . 10. 4)1)(1(2 yxz x ++=′ , 
32 )1()1(4 yxz y ++=′ , 4)1(2 yz xx +=′′ , 22 )1()1(12 yxz yy ++=′′ , 

3)1)(1(8 yxzz yxxy ++=′′=′′ . 

 
Градиент 

 
Постановка задачи. Найти градиент функции u=f(x,y,z) в 

точке M(x0,,y0,,z0).  
План решения. Градиент функции f(x,y,z) – это вектор, 

координаты которого в базисе kji
GGG

,,  являются частными 
производными функции f(x,y,z), т.е. 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
z
f

y
f

x
f

k
z
f

j
y
f

i
x
f

fgrad ,,
GGG

. 

1. Находим частные производные функции f(x,y,z) 
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.,,
z
f

y
f

x
f

∂
∂

∂
∂

∂
∂  

2. Вычисляем частные производные функции f(x,y,z) в 
точке M(x0,,y0,,z0). 

3. Вычисляем градиент функции u=f(x,y,z) в точке 
M(x0,,y0,,z0): 

{ }.),,(),,,(),,,( 000000000 zyxfzyxfzyxffgrad zyxM ′′′=  
Записываем ответ. 
Пример. Найти градиент функции )(2 zyarctgxu +−= в 

точке М (2,1,1). 
Решение. 

1. Находим частные производные функции 
)(2 zyarctgxu +−= : 

,2x
x
f
=

∂
∂   ,

)(1
1

2zyy
f

++
−=

∂
∂   .

)(1
1

2zyz
f

++
−=

∂
∂  

2. Вычисляем частные производные функции 
)(2 zyarctgxu +−= в точке М (2,1,1): 

.
5
1)1,1,2(,

5
1)1,1,2(,4)1,1,2( −=′−=′=′ zyx fff  

3. Вычисляем градиент функции )(2 zyarctgxu +−= в точке   
М (2,1,1): 

{ } .
5
1,

5
1,4)1,1,2(),1,1,2(),1,1,2()1,1,2(

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−=′′′= zyx ffffgrad  

Ответ. .
5
1,

5
1,4)1,1,2(

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−=fgrad  

 
Условия задач. Найти градиент функции ),,( zyxfu = в 

точке М. 
1.   ).1,1,2(),ln( 22 Myzxu ++=  

2.   ).2,5,1(,22 −+−= Mzxyyxu  

3.   ).3,2/3,2/(,2)2sin( ππMxyzyxu ++=  

34
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4.   ).0,1,1(,223 Mzyxu ++=  

5.   ).0,1,1(,9 2 Mzxyu −+=  
6.   ).2,3,1(,)3ln( 22 Mzxyxu +−=  
7.   ).2,1,1(),1ln(22 Mzzyxu −−=  
8.   ).2,1,1(),ln( 22 −+= Myxu  
9.   ).1,3,4(,/ −−−= Mzxxyu  

10. ).4,3,1(),ln( 22 −++= Myzxu  
 
Ответы. 1.{1, 1, 1}. 2.{55/6, 5/6, 2/3}. 3. {3, 1, π/2}. 4. {3, 1, 0}. 
5.{1/2, 1/2, 0}. 6.{17, 12, 9}. 7.{4, 4, 0}. 8.{1, -1, 0}. 9.{4, -4, -4}. 
10. {1/6, -1/10, 2/15}. 

 
Производная по направлению 

 
Постановка задачи. Найти производную функции u(x,y,z) в 

точке А(x1 , y1 , z1) по направлению к точке В(x2 , y2 , z2). 
План решения. 
1. Если функция u(x,y,z) дифференцируема в точке   
А(x1 , y1 , z1), то в этой точке существует ее производная по 
любому направлению l

G
, определяемая формулой 

),,( 0lugrad
l
u

AA

G
=

∂
∂                                        (7) 

где 

.,,, 0
l
ll

z
u

y
u

x
uugrad G

GG
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=  

2. находим координаты вектора l
G

. В данном случае 
{ }.,, 121212 zzyyxxBAl −−−==

G
 

3. Находим единичный вектор (орт) 0l
G

: 



 164

{ }
.

)()()(

,,
2

12
2

12
2

12

121212
0

zzyyxx

zzyyxx

l
ll

−+−+−

−−−
== G

GG
 

4. Вычисляем частные производные и градиент функции 
u(x,y,z) в точке  А(x1 , y1 , z1): 

{ }.),,(),,,(),,,( 111111111 zyxuzyxuzyxuugrad zyxA ′′′=  
5. Вычисляем скалярное произведение в формуле (7), 

получаем ответ. 
Пример. Найти производную функции 

)(2 zyarctgxu +−=  в точке А(2, 1, 1) по направлению к точке 
В(2, 4, -3). 

Решение. 
1. Так как функция )(2 zyarctgxu +−=  дифференцируема 

в точке А(2, 1, 1), то этой точке существует ее производная по 
любому направлению l

G
, которая определяется формулой (7). 

2. Находим координаты вектора l
G

. В данном случае 
{ }.4,3,0 −== BAl

G
 

3. Находим единичный вектор (орт) 0l
G

: 

{ }
.

5
4,

5
3,0

)4(30

4,3,0
2220

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −=

−++

−
==

l
ll G
GG

 

4. Вычисляем частные производные функции 
)(2 zyarctgxu +−= в точке А(2, 1, 1): 

,42 )1,1,2()1,1,2( ==
∂
∂ x

x
u   

5
1

)(1
1

)1,1,2(2)1,1,2( −=
++

−=
∂
∂

zyy
u , 

5
1

)(1
1

)1,1,2(2)1,1,2( −=
++

−=
∂
∂

zyz
u . 

Тогда 

.
5
1,

5
1,4)1,1,2(

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−=ugrad  

5. Подставляя полученные значения в формулу (7) и 
вычисляя скалярное произведение, получим 
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.
25
1

5
4

5
1

5
3

5
104),( 0)1,1,2()1,1,2( =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⋅==

∂
∂ lugrad

l
u G

 

Ответ. .
25
1

)1,1,2( =
∂
∂

l
u  

 
Условия задач. Найти производную функции u(x,y,z) в 

точке А по направлению к точке В. 
1. ).0,2,0(),1,1,2(),ln( 22 BAyzxu −+=  

2. ).4,7,1(),2,5,1(,22 −−+−= BAzxyyxu  

3.   .3,3
2

3,4
2

,3,
2

3,
2

,2)2sin( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++=

ππππ BAxyzyxu  

4.   ).1,2,1(),0,1,1(,223 −++= BAzyxu  

5.   ).1,3,3(),0,1,1(,9 2 −−+= BAzxyu  
6.   ).0,5,0(),2,3,1(,)3ln( 22 BAzxyxu +−=  
7.   ).252,5,6(),2,1,1(),1ln(22 +−−−= BAzzyxu  
8.   ).3,2,2(),2,1,1(),ln( 22 −−+= BAyxu  

9.   ).5,4,1(),4,3,1(),ln( 22 −−−++= BAyzxu  

10. ).2,4,1(),1,3,4(, −−−−= BA
z
xxyu  

ОТВЕТЫ. 1. 3/6− .  2. 12/2 .  3. 3.  4. 2/2 .  5. 2/3.          
6. -11/3. 7. -4/9.  8. 3/32 .  9. 60/6− .  10. 9/320 . 

 
Производные сложной функции 

 
Постановка задачи. Найти производные xz ′  и yz ′  функции 

),,( υuzz =  где ),( yxuu =  и ).,( yxυυ =  
План решения. Поскольку z является сложной функцией 

двух переменных х и у, то ее производные xz ′  и yz ′  
вычисляются по формулам 
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=
∂
∂ υ
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                                         (9) 

1. Вычисляем частные производные 

.,,,,,
yxy

u
x
uz

u
z

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ υυ

υ
 

2. Подставляем полученные результаты в формулы (8) и 
(9) и записываем ответ. 

Замечание. Формулы (8) и (9) можно обобщить на 
функции любого числа переменных. Например, если дана 
функция ),,( ωυuf , где ),,,( tyxuu =  ),,( tyxυυ =  и 

),,,( tyxωω =  то ее частные производные tyx fff ′′′ ,,  
вычисляются по формулам 

,
x

f
x

f
x
u

u
f

x
f

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ ω

ω
υ

υ
 

,
y

f
y

f
y
u

u
f

y
f

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
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∂
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Пример. Найти производные xz ′  и yz ′  функции υ/uz = , 

где yxu =  и xy=υ . 
Решение. 
1. Вычисляем частные производные  

,,1
2υυυ

uz
u
z

−=
∂
∂

=
∂
∂  

.
2

,
2

,ln,1

y
x

yx

y
x

xx
y
uyx

x
u yy =

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ − υυ  

2. Подставляя полученные результаты в формулы (8) и (9), 
получаем 
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.
2

ln1,
2

1
22

1

y
xuxx

y
z

x

yuyx
x
z yy ⋅−⋅=

∂
∂

⋅−⋅=
∂
∂ −

υυυυ
 

Ответ:  ,
2

1
2

1

x

yuyx
x
z y ⋅−⋅=
∂
∂ −

υυ
 

,
2

ln1
2 y

xuxyx
y
z y ⋅−⋅=
∂
∂

υυ
  где ., xyxu y == υ  

 Условия задач. Найти производные xz ′  и yz ′  функции 
),( υuzz = , где ),( yxuu =  и ).,( yxυυ =  

1.   .,,22 yxyxuuz −=+=+= υυ  
2.   ./,),ln( 22 yxxyuuz ==+= υυ  
3.   .cos,sin, yxuuz === υυ  
4.   .,,2 2232 xyeyxuuz =−=+= υυ  
5.   .cos,sin),/( yxyxuuarctgz === υυ  
6.   .,),ln( 222 yyxuuz =+=−= υυ  

7.   )./(,ln, 2223 xyarctgyxuuz =+=+= υυ  

8.   .),ln(, 222 xyyxuuz =+== υυ  
9.   .ln,ln, yxuez u === υυ  
10. ./),/sin(),/ln( yxyxuuz === υυ  

Ответы. 
1. .22,22 υυ −=′+=′ uzuz yx  

2. .22,122
222222222 y

x
u

x
u

uz
yu

y
u

uz yx ⋅
+

−⋅
+

=′⋅
+

+⋅
+

=′
υ
υ

υυ
υ

υ
 

3. ).sin(ln,cos1 yuuzxuz yx −⋅=′⋅=′ − υυυ  

4. .6)2(2,622 22 xy
y

xy
x xeyuzyexuz ⋅+−⋅=′⋅+⋅=′ υυ  
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5. ,cossin 2222 y
u

uy
u

z x ⋅
−

−⋅
+

=′
υυ

υ

.sincos
2222

yx
u

uyx
u

z y ⋅
+

−⋅
+

=′
υυ

υ  

6. .221,21
222 υ

υ
υυ −

+⋅
−

=′⋅
−

=′
u

y
u

zx
u

z yx  

7. ,23
2222

2

yx
y

yx
xuz x +

⋅−
+

⋅=′ υ  

    .23
2222

3

yx
x

yx
yuz y +

⋅+
+

⋅=′ υ  

8. ,
2

2
2

2
22

yu
yx

x
u

z x ⋅+
+

⋅=′
υ

υ  

    .2
2

2
2 22

xyu
yx

y
u

z y ⋅+
+

⋅=′
υ

υ  

9. .1,1
y

uez
x

ez u
y

u
x ⋅=′⋅=′ υυυ  

10. ,
2

111cos1
xyyy

x
u

z x ⋅−⋅⋅=′
υ

 

      .
2

1cos1
2 yy

x
y
x

y
x

u
z y ⋅+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅=′

υ
 

 
Производная неявной функции 

 
Постановка задачи. Найти производную функцию 

)(xyy = , заданной неявно уравнением 
.0),( =yxF                                          (10) 

План решения. Если при каждом фиксированном х, 
принадлежащем некоторой области D, уравнение (10) имеет 
единственное решение у, принадлежащее некоторой области Е, 
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то уравнение (10) задает функцию )(xyy = с областью 
определения D и областью значений E. 
Если в некоторой окрестности точки ))(,( 000 xyyx = функция 
F(x,y) дифференцируема и 0),( 00 ≠′ yxFx , то уравнение (10) 
определяет функцию у=у(х), дифференцируемую в точке 0x , 
причем ее производная определяется формулой 

 .
),(
),(

)(
00

00
0 yxF

yxF
xy

y

x

′
′

−=′                                  (11) 

1. Вычисляем частные производные ),( yxFx′  и ),( yxFy′ в 
точке ),( 00 yx , где 0y есть корень уравнения .0),( 0 =yxF  

2. Находим )( 0xy ′  по формуле (11) и записываем ответ. 
Замечание. Аналогично вычисляются частные 

производные функций нескольких переменных, заданных 
неявно. Например, если уравнение F (x ,y ,z) = 0 задает 
функцию   
z = z (x ,y) , то при известных условиях функции z = z (x ,y) 
дифференцируема в точке ),( 00 yx  и ее частные производные 
определяются функциями 

,
),,(
),,(

),(,
),,(
),,(

),(
000

000
00

000

000
00 zyxF

zyxF
yxz

zyxF
zyxF

yxz
z

y
y

z

x
x ′

′
−=′

′
′

−=′  

где 0z  есть корень уравнения .0),,( 00 =zyxF  
 

Пример. Найти производную функции )(xyy = , заданной 
неявно уравнением  

.ln 22

x
yarctgyx =+                               (12) 

Решение. 

1. В данном случае .ln),( 22

x
yarctgyxyxF −+=  

Вычисляем ее частные производные: 
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,
)/(1

1
222222 yx

yx
x
y

xyyx
xFx +

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

+
−

+
=′  

.1
)/(1

1
22222 yx

xy
xxyyx

yFy +
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
=′  

Очевидно, что ),( yxF , xF ′  и yF ′  непрерывны при всех 0≠x  и 
0≠′yF  при yx ≠ . Следовательно, уравнение (12) определяет 

функцию у(х), дифференцируемую во всех точках ),( 00 yx  
области, где 0≠x  и yx ≠ . 

2. Находим y ′  по формуле (11) 

.
)/()(
)/()(

),(
),(

00

00
2
0

2
000

2
0

2
000

00

00

yx
yx

yxyy
yxyx

yxF
yxF

y
y

x

−
+

=
+−
++

−=
′
′

−=′  

Ответ.  

00

00

yx
yx

y
−
+

=′  при всех  00 , yx , удовлетворяющих уравнению 

(12), в области, где 0≠x  и yx ≠ . 
 

Условия задач. Найти производные функций )(xyy = , 
заданных неявно уравнениями. 
1. .yx xy =  2.   .1 xyy +=  
3. .ln yxy +=  4.   .yxeyx −=+  
5. .02222 =− xy eyex  6.   .0=+− arctgyyx  
7. .0)cos(sin =−− yxxy  8.   .0)sin( 2 =−− yxexy xy  
9. .0)ln(1 =+−+ −xyxy eexy  10. .022 22 =−+++− yxyxyx  

Ответы. 

1. .
ln

ln
1

1

xxxy
yxyyy
yx

yx

−
−

−=′
−

−

   2.  .
1

ln
1−−

=′
x

x

xy
yyy  

3. .
1−

=′
y

yy  4.   .
1
1

+
−

=′
−

−

yx

yx

e
ey  
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5. .
222

222

xy

yx

yeex
xeeyy

−
−

=′  6.   .1
2

2

y
yy +

=′  

7. .
sin)sin(

)sin(cos
xyx
yxxyy

−−
−+

=′  8.   .
)(cos
)cos2(

xexyx
xyexyy

xy

xy

−−
−+

=′  

9. .
x
yy −=′  10. .

122
122

+−
−−

=′
xy
xyy  

 
 

 
Касательная плоскость и нормаль к поверхности 

 
Постановка задачи. Найти уравнение касательной и 

нормали к поверхности, заданной уравнением 
0),,( =zyxF , 

в точке ),,( 000 zyxM . 
План решения. 

Нормальный вектор к поверхности, заданной уравнением  
0),,( =zyxF  

в точке ),,( 000 zyxM  определяется формулой 

.,,
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂

== MMMM z
F

y
F

x
FFgradnG  

Следовательно, уравнение касательной плоскости к данной 
поверхности в точке ),,( 000 zyxM  есть 

0)())(,,()( 000000 =−′+−′++′ zzFyyzyxFxxF MzMyMx     (13) 
и уравнения нормали –  

.000

MzMyMx F
zz

F
yy

F
xx

′
−

=
′
−

=
′
−

                        (14) 

1. Находим частные производные zyx FFF ′′′ ,,  в точке 
),,( 000 zyxM . 
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2. Подставляем найденные значения в уравнения (13) и 
(14) и записываем ответ. 
 

Замечание. Если заданы только значения 0x  и 0y , то 
координата 0z  точки М определяется из условия, что точка М 
принадлежит данной поверхности , т.е. 0),,( 000 =zyxF . 
 

Пример. Найти уравнение касательной плоскости и 
нормали к поверхности, заданной уравнением 

xyz =  
в точке М(1, 1). 

Решение. Запишем уравнение поверхности в виде ху-z=0, 
т.е. .zxyF −=  

Координаты точки М: 0x =1 и 0y =1. Координаты 0z  
определяем из условия, что точка М принадлежит данной 
поверхности, т.е. 0),1,1( 0 =zF . Получаем 0z =1. 

1. Находим частные производные zyx FFF ′′′ ,,  в  точке 
М(1, 1, 1): 

.1,1,1 )1,1,1()1,1,1()1,1,1()1,1,1()1,1,1( −=′==′==′ zyx FxFyF  
2. Подставляя найденные значения в уравнения (13) и (14), 

получаем уравнение касательной плоскости 
0)1(1)1(1)1(1 =−−−+− zyx  

и уравнение нормали 

.
1

1
1

1
1

1 −
=

−
=

− zyx  

Ответ. Уравнение касательной плоскости: .01=−−+ zyx  
Уравнение нормали: .111 zyx −=−=−  

Условия задач. Найти уравнения касательной плоскости 
и нормали к поверхности в заданной точке М. 
1. ).5,2,1(,22 −+= Myxz  

2. ).4,3,4(,0
8916

222

Mzyx
=−+  
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3. ).2/1,4/,4/(,cossin ππMyxz =  
4.   )./1,,1(,cos eMez yx π=  
5.   ).1,1,4/(, πMxtgyz =  
6.   ).4/,1,1(),/( πMyxarctgz =  
7.   ).3,1,2(,8))(( Mxyzzyx =−+  
8.   ).1,2,2(,822 // Mzyzx =+  
9.   ).22,2,2(,016222 Mzyx =−++  
10. ).3,2,2(,1222 Mzyx −=−+  

Ответы. 

1. ,0522 =−−− zyx         .
1
5

4
2

2
1

−
−

=
−
+

=
− zyx  

2. ,0643 =−+ Zyx            .
6
4

4
3

3
4

−
−

=
−

=
− zyx  

3. ,012 =+−− zyx           .
2

2/1
1

4/
1

4/
−
−

=
−
−

=
− zyx ππ  

4. ,02 =−+ ezx                ./1
01

1
e

ezyx −
=

−
=

− π  

5. ,0
2

2 =−−+
πzyx         .

1
1

1
1

2
4/

−
−

=
−

=
− zyx π  

6. ,0
2

2 =+−−
πzyx         .

2
4/

1
1

1
1

−
−

=
−
−

=
− πzyx  

7. ,04572 =+−+ zyx      .
5
3

7
1

2
2

−
−

=
−

=
− zyx  

8. ,04 =−+ zyx                .
4
1

1
2

1
2

−
−

=
−

=
− zyx  

9. ,082 =−++ zyx        .
2

22
1

2
1

2 −
=

−
=

− zyx  

10. ,01322 =+−+ zyx     .
3
3

2
2

2
2

−
−

=
−

=
− zyx  
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Экстремум  функции двух переменных 
 

Постановка задачи. Найти стационарные точки функции 
),( yxzz = и исследовать их характер. 

План решения. 
1. Стационарными точками функции нескольких 

переменных называются точки, в которых все ее частные 
производные равны нулю. Следовательно, чтобы найти 
стационарные точки функции ),( yxz , нужно решить систему 
двух уравнений с двумя неизвестными  

⎩
⎨
⎧

=′
=′

.0),(
,0),(

yxz
yxz

y

x  

Решая эту систему уравнений, находим стационарные точки 
функции ),( yxz : ).,(,),,(),,( 222111 nnn yxMyxMyxM …  

2. Для того чтобы исследовать характер стационарных 
точек, воспользуемся достаточными условиями экстремума 
функции двух переменных. 
Пусть функция ),( yxzz = определена и имеет непрерывные 
частные производные второго порядка в стационарной точке 

),( 00 yxM   (т.е. 0),(),( 0000 =′=′ yxzyxz yx ). Тогда если в этой 

точке: 
а) 0)( 2 >′′−′′⋅′′ xyyyxx zzz , то М – точка экстремума, причем при 

0>′′xxz  - точка минимума, при 0<′′xxz  - точка максимума; 

б) 0)( 2 <′′−′′⋅′′ xyyyxx zzz , то М не является точкой экстремума; 

в) 0)( 2 =′′−′′⋅′′ xyyyxx zzz , то требуется дополнительное 

исследование (например, по определению). 
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3. Вычисляем производные второго порядка функции 
),( yxz . 

4. В каждой стационарной точке вычисляем выражение 
2)( xyyyxx zzz ′′−′′⋅′′  

и определяем его знак. 
Анализируем полученные результаты и записываем ответ. 
 

Пример. Найти стационарные точки функции 
xyyxz 333 −+=  

и исследовать их характер. 
Решение. 
 
1. Вычисляем частные производные  

.33,33 22 xyzyxz yx −=′−=′  

2. Для того чтобы найти стационарные точки функции, 
решаем систему двух уравнений с двумя неизвестными 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=−

.033
,033

2

2

xy
yx

 

Получаем два решения: 01 =x , 01 =y  и 1,1 22 == yx . 
Следовательно, стационарные точки функции 

:333 xyyxz −+=  )0,0(1M и )1,1(2M . 
 

3. Вычисляем производные второго порядка: 
yzzxz yyxyxx 6,3,6 =′′−=′′=′′ . 

 
4. В каждой стационарной точке вычисляем выражение 

2)( xyyyxx zzz ′′−′′⋅′′  
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и определяем его знак. 
В точке М1(0, 0): 

.06)(0)0,0(,3)0,0(,0)0,0( 2 <−=′′−′′⋅′′⇒=′′−=′′=′′ xyyyxxyyxyxx zzzzzz
Следовательно, точка М2(1, 1) является точкой экстремума. 
Так как ,06)1,1( >=′′xxz то )1,1(2M  - точка минимума. 

Ответ. Функция xyyxz 333 −+=  имеет две стационарные 

точки )0,0(1M и )1,1(2M . В точке )0,0(1M экстремума нет, 

)1,1(2M  - точка минимума. 
 

Условия задач. 
1. .22 yxyxz +−=  2.   22 yxyxz −−= . 
3. .222 22 xyxyxz ++−=  4.   .2 2233 yxyxyxz −−−+=  
5. .632 33 yxyxz +−−=  6.   .24 22 yxyxz −−+=  
7. .1533 xyyxz −+=  8.   .6322 yxyxyxz −−++=  
9. .424 22 +−+= xyyxz  10. ./1/ yxyxz ++=  

 
 
Ответы. 
 

1. М (0, 0) – стационарная точка. М (0, 0) – точка минимума, 
.0)0,0(min == zz  

 
2. М (0, 0) – стационарная точка. В точке М (0, 0) экстремума 
нет. 
 
3. М (-2, -1) – стационарная точка. М (-2, -1) – точка 
минимума, .2)1,2(min −=−−= zz  
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4. М1 (0, 0), М2 (4/3, 4/3) – стационарные точки. М (0, 0) – 
точка минимума,  .0)0,0(min == zz  М (4/3, 4/3) – точка 
минимума, .27/67)3/4,3/4(min −== zz  
 
5. М1 (1, 1), М2 (-1, -1), М3 (-1, 1), М4 (1, -1) – стационарные 
точки. В точках М1 (1, 1), М2 (-1, -1) экстремума нет. М3 (-1, 1) 
– точка максимума, .6)1,1(min =−= zz  М4 (1, -1) – точка 
минимума, .6)1,1(min −=−= zz  
 
6. М (2, 1) – стационарная точка. М (2, 1) – точка максимума, 

.5)1,2(min == zz  
 
7. М1 (0, 0), М2 (5, 5) – стационарные точки. В точке М1 (0, 0) 
экстремума нет. М2 (5, 5) – точка минимума, 

.125)5,5(min −== zz  
 
8. М (0, 3) – стационарная точка. М (0,3) – точка минимума, 

.9)3,0(min −== zz  
 
9. М (0,0) – стационарная точка. М (0, 0) – точка минимума, 

.4)0,0(min == zz  
 
10. М (1, 1) – стационарная точка. М (1, 1) –точка минимума, 

.3)1,1(min == zz  
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4. ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Геометрическое место точек трехмерного пространства, 
координаты которых в некоторой прямоугольной системе 
координат ( )1 2 3,  ,  ,  O e e e  удовлетворяют уравнению 

 2 2 2
11 12 22 13 33 232 2 2a x a xy a y a xz a z a yz+ + + + + +  

 1 2 32 2 2 0,a x a y a z a+ + + + =   (1) 
где хотя бы один из коэффициентов ija  не равен нулю, 
называется поверхностью второго порядка. 

Для любой поверхности второго порядка существует 
прямоугольная система координат ( ),  ,  ,  1 2 3

� � � �O e e e , в которой 
уравнение этой поверхности имеет один из следующих 17 
видов: 

1) эллипсоид + + =
2 2 2

2 2 2 1
� � �� � �x y z
a b c

 (рис.4.1); 

2) мнимый эллипсоид + + = −
2 2 2

2 2 2 1
� � �� � �x y z
a b c

; 

3) однополостный гиперболоид + − =
2 2 2

2 2 2 1
� � �� � �x y z
a b c

(рис. 4.2); 
 
 

o�

x��

y��

z��

а 
b    c 

                     

z��
y��

z��

o�
a

b  

  
                 Рис.4.1                                                         Рис. 4.2 
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4)двуполостный гиперболоид + − = −
2 2 2

2 2 2 1
� � �� � �x y z
a b c

(рис. 4.3); 

5) конус + − =
2 2 2

2 2 2 0
� � �� � �x y z
a b c

 (рис. 4.4); 

6) мнимый конус + + =
2 2 2

2 2 2 0
� � �� � �x y z
a b c

; 

7) эллиптический параболоид + =
2 2

2 2 2
� �� � ��x y z
a b

 (рис. 4.5); 

8) гиперболический параболоид − =
2 2

2 2 2
� �� � ��x y z
a b

 (рис. 4.6); 
 
 
 
 

   

 

y��

z��

x��
o�

                     

 

y��

z��

o�

y��

 

               Рис. 4.3                                                       Рис. 4.4 
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y��

z��

x��o�

                 

 

y��

z��

x��

o�

 
             Рис. 4.5                                                       Рис. 4.6 

9) эллиптический цилиндр + =
2 2

2 2 1
� �� �x y
a b

 (рис.4.7); 

10) мнимый эллиптический цилиндр + = −
2 2

2 2 1
� �� �x y
a b

; 

11) гиперболический цилиндр − =
2 2

2 2 1
� �� �x y
a b

 (рис.4.8); 

   

 

y��

x��

z��

o�

                

 

o�

y��

x��

z��

 
                  Рис.4.7                                                  Рис. 4.8  

12) параболический цилиндр ,= >2 2 0� �� �y px p  (рис.4.9); 
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13) пара пересекающихся плоскостей − =
2 2

2 2 0
� �� �x y
a b

; 

14) пара мнимых 
пересекающихся плоскостей 

+ =
2 2

2 2 0
� �� �x y
a b

; 

15) пара параллельных 
плоскостей ( )= ≠2 2 0��y a a ; 

16) пара мнимых 
параллельных плоскостей 

+ =2 2 0��y a  ( )≠ 0a ; 
17) пара совпадающих 

плоскостей =2 0��y . 
Уравнения 1)–17) называются каноническими 

уравнениями поверхностей второго порядка. 

При преобразовании уравнения поверхности второго 
порядка (1) можно, как и в случае кривой второго порядка, 
использовать инварианты. Инвариантами поверхностей 
второго порядка являются 

1 11 22 33s a a a= + +  
 

11 13 22 2311 12
2

13 33 23 3312 22

a a a aa a
s

a a a aa a
= + + , 

11 12 13

12 22 23

13 23 33

a a a
a a a
a a a

δ = , 

11 12 13 1

12 22 23 2

13 23 33 3

1 2 3

a a a a
a a a a
a a a a
a a a a

Δ = . 

 

o� x��

y��

z��

Рис. 4.9 
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Их значения не меняются при повороте и параллельном 
переносе осей координат. 

Пример  1. Поверхность задана уравнением в 
прямоугольной системе координат 

2 2 25 2 6 2 2 6 2 0x y z xy xz yz x y z+ + − + − − − + = . 

Найдите каноническую систему координат и каноническое 
уравнение этой поверхности. Определите тип поверхности. 

Решение. Найдем сначала ортогональное преобразование 
переменных, приводящее матрицу А квадратичной формы 

2 2 25 2 6 2x y z xy xz yz+ + − + −  к диагональному виду. 

1 1 3
1 5 1

3 1 1
A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Ее характеристический многочлен 

( )

( )( )( )3 2

1 1 3
det 1 5 1

3 1 1

7 36 2 3 6 .

A I
− λ −

− λ = − − λ − =
− − λ

= −λ + λ − = − λ + λ − λ −

 

Следовательно, матрица А имеет собственные значения 

1 22, 3,λ = − λ =  3 6λ = . 

Для нахождения собственных векторов матрицы А решаем 

однородные системы линейных уравнений с матрицами 

2 , 3 , 6A I A I A I+ − −  соответственно и выделяем по одному 

ненулевому решению: 
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3 1 3 1 7 1
2 1 7 1 ~ 3 1 3 ~

3 1 3 0 0 0

1 7 1 1 7 1
          ~ 0 20 0 ~ 0 1 0 ,

0 0 0 0 0 0

A I
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ = − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
{ }т'

1 1,  0,  1e = −� ; 

2 1 3 1 2 1
3 1 2 1 ~ 2 1 3 ~

3 1 2 3 1 2

1 2 1 1 2 1
          ~ 0 5 5 ~ 0 1 1 ,

0 5 5 0 0 0

A I
− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
{ }т'

2 1,  1,  1e =� ; 

5 1 3 1 1 1
6 1 1 1 ~ 5 1 3 ~

3 1 5 3 1 5

1 1 1 1 1 1
~ 0 4 8 ~ 0 1 2 ,

0 4 8 0 0 0

A I
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
{ }т'

3 1,  2,  1e = −� . 
 
Векторы ' ' '

1 2 3, ,e e e� � �  ортогональны друг другу как собственные 
векторы симметричной матрицы, соответствующие различным 
собственным значениям. Нормируя их, получаем 
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{ }т1
1 1,  0,  1
2

e = −� , 

{ }т2
1 1,  1,  1
3

e =� , 

{ }т3
1 1,  2,  1
6

e = −�  

и матрицу перехода Р к новому ортонормированному базису 

( )1 2 3

3 2 1
1 0 2 2
6

3 2 1

P e e e

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= = −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

� � � . 

Проверим правильность нахождения матрицы Р: 

{ }

т

1 2 3

3 0 3 1 1 3
1 2 2 2 1 5 1
6 1 2 1 3 1 1

2 3 0 2 3 3 2 1
1 3 2 3 2 3 2 0 2 2
6

6 12 6 3 2 1

2 0 0
0 3 0 diag ,  ,  .
0 0 6

P AP P

⎛ ⎞− −⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟= − − ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟

= − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= = λ λ λ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Матрица Р найдена верно. 

Применяя к исходному уравнению ортогональное 

преобразование координат 



 185

x x
y P y
z z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�
�
�

 

 
получаем новое уравнение поверхности в прямоугольной 
системе координат со старым центром О и направляющими 
векторами { }1 2 3,  ,  e e e� � � : 

( )2 2 2

3 2 1
12 3 6 2,  6,  2 0 2 2
6

3 2 1

x
x y z y

z

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟− + + + − − − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

�
� � ��

�
 

2 2 22 3 6 2 2 2 3 2 6x y z x y z= − + + − − + =� � � �� �  

( )2 2 23 62 2 3 2 6 2
3 6

x x y y z z
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + + − + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� � � � � �  

2 2 2
2 1 3 1 6 12 3 6

2 2 3 3 6 6
x y z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − + − + − − + + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
� � �  

2 2 2
2 3 62 3 6 1 1 1

2 3 6
x y z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + + − + + + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
� � �  

2 2 2
2 3 62 3 6 1 0

2 3 6
x y z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + + − + + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
� � � . 

Выполняя параллельный перенос системы координат 

( )1 2 3,  ,  ,  O e e e� � �  по формулам 

2 3 6, , ,
2 3 6

x x y y z z= + = − = +� � �� � � � � �  

приходим к уравнению 
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2 2 22 3 6 1x y z− + + =� � �� � � , 

или 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2 1
1 2 1 3 1 6

x y z
− + + =

� � �� � �
. 

Это – каноническое уравнение однополостного гиперболоида в 
прямоугольной системе координат ( )1 2 3,  ,  ,  O e e e� � � � . 

Вычислим координаты начала O�  канонической системы 
координат в старой прямоугольной системе координат. 
Поскольку 

2 1
2 33 2 1 3 2
3 1 20 2 2 2 3

3 36 6
3 2 1 6 26

36

P

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ −⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟ − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

, 

1 2 2,  ,  
3 3 3

O ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

� . 

Пример 2. Исследуйте поверхность второго порядка, заданную в 
прямоугольной системе координат уравнением 

2 29 16 24 5 10 5 11 0y z yz x y z+ + + + + + = . 

Решение. Начнем с приведения квадратичной формы 
2 29 16 24y z yz+ +  к каноническому виду. Матрицей этой 

квадратичной формы является матрица 

0 0 0
0 9 12
0 12 16

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Ее характеристический многочлен 
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( ) ( )2
0 0

det 0 9 12 25
0 12 16

A I
−λ

− λ = − λ = −λ λ −
− λ

 

имеет корни 1 2 325, 0λ = λ = λ = . При каждом iλ  будем строить 
фундаментальную систему решений систем уравнений 
( ) 0iA I− λ ξ =  и ортонормировать их. 

При 25iλ =  эта система имеет вид 

1

2 3

2 3

25 0,
16 12 0,

12 9 0.

− ξ =⎧
⎪− ξ + ξ =⎨
⎪ ξ − ξ =⎩

 

Ее общее решение 
т

3 3
30,  ,  
4

⎧ ⎫ξ = ξ ξ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 имеет одну свободную 

переменную. Поэтому фундаментальная система решений состоит 
из одного решения, например, из решения { }т'

1 0,  3,  4e =� . Нормируя 

его, получим { }т1
1 0,  3,  4
5

e =� . 

При 0iλ =  рассматриваемая система имеет вид 

2 3

2 3

9 12 0,
12 16 0.
ξ + ξ =⎧

⎨ ξ + ξ =⎩
 

Ее общее решение 
т

1 3 3
4,  ,  
3

⎧ ⎫ξ = ξ − ξ ξ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 имеет две свободные 

переменные. Поэтому фундаментальная система решений состоит из 

двух решений, например, из решений { }т'
2 1,  0,  0e =�  и 

{ }т'
3 0,  4,  3e = −� . Поскольку '

2e�  и '
3e�  выбраны ортогональными друг к 

другу (в противном случае требовалось применение процедуры 
ортогонализации Грама–Шмидта), остается их лишь нормировать. 

После нормировки получим { }т2 1,  0,  0 ,e =�  { }т3
1 0, 4,  3
5

e = −� . 
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Из столбцов координат векторов 1 2 3, ,e e e� � �  составим матрицу 
перехода Р к новому ортонормированному базису 

0 5 0
1 3 0 4
5

4 0 3
P

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

и сделаем проверку 

{ }

т

1 2 3

0 3 4 0 0 0
1 5 0 0 0 9 12
5

0 4 3 0 12 16

0 75 100 0 5 0
1 0 0 0 3 0 4
25

0 0 0 4 0 3

25 0 0
0 0 0 diag ,  ,  .
0 0 0

P AP P
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = λ λ λ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Выполним преобразование координат 

x x
y P y
z z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�
�
�

 

и запишем уравнение данной поверхности в новой прямоугольной 

системе координат со старым центром О и направляющими 

векторами { }1 2 3,  ,  e e e� � � : 

( )2

2

0 5 0
125 5,  10,  5 3 0 4 11
5

4 0 3

25 10 5 5 11

x
x y

z

x x y z

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+ − + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

= + + − + =

�
�
�

� � � �
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2

2

225 5 5 11
5

1 125 5 5 11
5 25

x x y z

x y z

⎛ ⎞= + + − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞= + − + − + =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

� � � �

� � �

 

2

2

125 5 5 10
5

1 5 525 2 5 0.
5 2 2

x y z

x y z

⎛ ⎞= + + − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� � �

� � �

 

Теперь совершим преобразование координат, полагая 
1
5

x x= +�� � , 

2 2

5 5 5 22 2
25 5

2 2

y z y zy
− + − − + −

= =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� � � ��� , 

 
z x y z= α +β + γ� � �� � . 

При этом коэффициенты , ,α β γ  выберем так, чтобы матрица 
формул рассматриваемого преобразования координат была 
ортогональной, т.е. чтобы векторы-строки 

( ) ( )1 2 3
1 11,  0,  0 , 0,  ,  , ,  ,  
2 2

a a a⎛ ⎞= = − = α β γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

составляли ортонормированную систему векторов. Так как система 
векторов 1 2,a a  ортонормированная, то координаты вектора 3a  
следует искать из условий 

( )

( )

1 3

2 3

,  0,

,  0.
2 2

a a

a a

⎧ = α =
⎪
⎨ β γ

= − + =⎪
⎩
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Затем найденный вектор 3a  нужно еще нормировать. Проделав это, 
получим  

1 10, ,
2 2

α = β = γ = . 

Следовательно, формулы рассматриваемого преобразования 
координат имеют вид 

1
5

x x= +�� � , 

1 1 2
2 2

y y z= − + −�� � � , 

1 1
2 2

z y z= +� �� � , 

или 

1
5

x x= −�� � , 

1 1 1
2 2

y y z= − + −� �� � � , 

1 1 1
2 2

z y z= + +� ��� � . 

В новых координатах рассматриваемая поверхность имеет 
уравнение 

2 5 1 1 5 1 125 2 1 1 5
2 22 2 2 2

x y z y z
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − + − + + + − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
� � �� �� � �� �  

2 5 1 5 1 5 1 5 125 2
2 2 2 22 2 2 2

x y z
⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ + ⋅ + − ⋅ + ⋅ +⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣

� � �� � �  

25 5 5 25 5 2 0
2 2

x y⎤⎛ ⎞+ + − = − =⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦
� �� � , 
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или 
225 5 2x y=� �� � . 

Это – каноническое уравнение параболического цилиндра в 
прямоугольной системе координат ( )1 2 3,  ,  ,  O e e e� � � �� � � . 

Поскольку 

0 1 0
3 5 0 4 5
4 5 0 3 5

1 0 00 1 0 1 5
3 5 0 4 5 0 1 2 1 2 1
4 5 0 3 5 10 1 2 1 2

x x
y y
z z

x
y
z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − + − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

�
�
�

��
��
��

 

( ) ( )
( ) ( )

0 1 2 1 2 1
3 5 4 5 2 4 5 2 23 25 ,

11 254 5 3 5 2 3 5 2

x
y
z

⎛ ⎞− ⎛ ⎞ −⎜ ⎟ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

��
��
��

 

каноническая система координат ( )1 2 3,  ,  ,  O e e e� � � �� � �  имеет начало 

23 111,  ,  
25 25

O ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  и направляющие векторы 
т

1
3 40,  ,  
5 5

e ⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

�� , 

т

2
1 4 3,  ,  
2 5 2 5 2

e ⎧ ⎫= − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

�� , 
т

3
1 4 3,  ,  
2 5 2 5 2

e ⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

�� . 
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Задачи для самостоятельного решения 
 

Приведите уравнения к каноническому виду при помощи 
перехода к новой прямоугольной системе координат и 
выясните расположение относительно исходной 
прямоугольной системы координат следующих поверхностей 
второго порядка: 

а) 2 2 22 2 3 4 2 2 2 2 16 53 0x y z xy xz yz x y z+ + + + + − − − + = ; 

б) 2 2 2 6 2 3 100 0xy xz yz x y z+ + + + − − = ; 

в) 2 2 24 4 2 4 2 6 6 0x y z xy xz yz x y z+ + + − − − − + = ; 

г) 2 2 24 6 4 4 8 4 3 0x y z xz y z− + − − − − = ; 

д) 2 2 25 7 6 4 4 10 14 8 6 0x y z xz yz x y z+ + + + + + + − = ; 

е) 2 2 25 2 6 2 2 0x y z xy xz yz x+ + + + + − = ; 

ж) 2 2 28 4 4 4 4 10 12 24 24 9 0x y z xy xz yz x y z− + + + + − + + + − = ; 

з) 2 218 32 40 48 30 20 100 140 250 0x z xy xz yz x y z− − + − − + − − − = ; 

и) 2 2 22 2 2 2 4 3 2 0x y z xy yz x y z+ + − − + − − + = ; 

к) 2 2 27 7 8 5 4 4 8 8 4 36 0
2 2

x y z xy xz yz x y z+ + − − − − − − + = ; 

л) 2 2 217 17 11 16 8 8 2 34 44 57 0x y z xy xz yz x y z+ + − + − − + − + = ; 

м) 2 2 211 2 5 4 16 20 22 68 34 62 0x y z xy xz yz x y z+ + + − + + − − + = ; 

н) 2 2 24 4 4 8 4 14 8 30 0x y z xy xz yz x y z+ + − − + − + + + = ; 

о) 2 2 2 0xy xz yz x y z− + + + + − = ; 

п) 2 2 4 2 4 2 0y xy xz yz x y+ + + − − = ; 

р) 2 2 23 12 27 12 18 36 3 6 9 18 0x y z xy xz yz x y z+ + − + − − + − − = . 
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5. ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ ДЛЯ  
ТИПОВОГО РАСЧЕТА 

 
Задача 1 

 
Найти область определения функции двух переменных 

(дать геометрическое истолкование).  
 

1.1. )ln( yxz += .                                               

 1.2. 
yx

xz
+

=
2

ln . 

1.3. 
y

xz cosln= .                                                     

1.4. 
5
3ln

−
−

=
y
xz . 

1.5. )sinln( xyz −= .                                              
1.6. )9(log 22 −+= yxz y . 

1.7. 
y

yx
x

z +
= arcsin1 .                                           

1.8. xyz ln= . 

1.9. 
xy
yxz

−
=

)ln( 2

.                                                     

1.10. ( )yxz −−= ln . 
1.11. yxz sinlnln += .                                           

1.12. 
224

ln
yx

xz
−−

= . 

1.13. )4)(1(1 2222 yxyx
x

z −−−++= .             

1.14. 11 22 −+−= yxz . 
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1.15. 
9

11
22 −+

−
−

=
yxyx

z .                             

1.16. xy
x

z −= 2

||
1 . 

1.17. )ln()( 22 xyyxz −⋅+= .                             

1.18. yyxz ln)(1 22 ⋅+−= . 

1.19. )1ln(1 23 −+−= yxz .                                 

1.20. 
y

yx
z

−
=

cos
. 

1.21. 229)arcsin( yxyxz −−++= .                  

1.22. )1arcsin(arccos 2
2 y

y
xz −+= . 

1.23. 2222 42 yxxyxz −−−−+= .                

1.24. )arcsin()sin( 22 yxyxz −++= . 

1.25. )1arccos(arcsin 2 x
x
yz −+= .                         

1.26. yxz cossin ⋅= . 

1.27. 
y

xz
sin

= .                                                        

1.28. 
223 yx

yx
z

−−

−
= . 

1.29. 
)1)(1(

1
2 +−

=
xy

z .                                       

1.30. yxz lnln ⋅= . 
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Задача 2 

 

Найти частные производные 
x
z
∂
∂ , 

y
z
∂
∂  от функции ),( yxzz = . 

 
2.1. )ln( 22 yxxz ++= .                                       

2.2. )ln( 2yxz += . 
2.3. )1ln()1ln( 3yxz +⋅+= .                                    

2.4. 
y
xz ln

2
1

= . 

2.5. )ln( 22 yxxyz +⋅= .                                          
2.6. )lnln( 5 yxz += . 
2.7. 3)log1( xz y+= .                                               
2.8. )cosln(sin yxz += . 
2.9. ( )xyz sinln 3 −= .                                             

2.10. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

x
yyxz

2
ln . 

2.11. 
yx

yxz
2

)2( 2

+
−

= .                                                 

2.12. yx
yx

ez +
+

=

22

. 
2.13. 2)cossin( xyyxz += .                                    

2.14. 2x
y

y
xz += . 

2.15. 
)cos(

)arcsin(
xy

yxz +
= .                                           

2.16. 3 2 )ln( yxz = . 
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2.17. 
yx
yxz

−
+

= cos .                                                   

2.18. .arcsin
22

22

yx

yx
z

+

−
=  

2.19. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

x
yz cosln .                                               

2.20. yxz cos)(sin= . 
2.21. )sin( 2yxxz +⋅= .                                        

2.22. yxarctgz = . 

2.23. 
yx

xz
+

=
2cos .                                                      

2.24. 
22

arcsin
yx

xz
+

= . 

2.25. 
x
y

y
xz sincos ⋅= .                                             

2.26. 21 x
xyarctgz
+

= . 

2.27. .
22 yx

y

ez −=                                                        

2.28. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xz lnarccos . 

2.29. 
xy
yxarctgz

−
+

=
1

.                                              

2.30. )1arccos(arcsin 2 y
y
xz −+= . 

 
 

 
 



 197

Задача 3 
 

Вычислить производные сложных функций. 
 

3.1. ,cossin xyyxz +=  где ,
v
ux =  ;23vuy =  ,

u
z
∂
∂  ?=

∂
∂
v
z  

3.2. ,4xyez =  где ),1cos( tx −=  ;sin 2ty =  ?=
dt
dz  

3.3. xyyxz 222 +−= , где tx sin= , );arccos( tey =  ?=
dt
dz  

3.4. ( ) 223 yxeyxz +⋅+= , где ),cos( 2tx =  ty = ; ?=
dt
dz  

3.5. ,arcsin
2

y
xz =  где ,sin tx =  ;

2
cos2 ty =  ?=

dt
dz  

3.6. ),2( 2 yxxtgz −+=  где ,1
t

x =  ty = ; ?=
dt
dz  

3.7. ,1
22 yx

z
+

=  где ,2vuvx −=  uvuy 2+= ; ,
u
z
∂
∂  ?=

∂
∂
v
z  

3.8. ,
y

xarctgz =  где 12 += xy , ,
x
z
∂
∂  ?=

dx
dz  

3.9. ,4
2 xy
yz
−

=  где ttx cos⋅= , tty sin⋅= ; ?=
dt
dz  

3.10. ),arcsin( yxz −=  где ),1ln( += tx  34ty = ; ?=
dt
dz  

3.11. ,
1 xy

yxarctgz
+
+

=  где ,12 += tx  ty sin= ; ?=
dt
dz  

3.12. ),lnln( yxz ⋅=  где tx sin= , );arccos( 5ty =  ?=
dt
dz  

3.13. ),ln( 62 yx eez +=  где xxy = ;  ,
x
z
∂
∂  ?=

dx
dz  
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3.14. ,ln
2
1

y
xz =  где ttgx 2= , ;

2
3 tctgy =  ?=

dt
dz  

3.15. ),ln( 2 yxz =  где ,vux =  ;uvy =  ,
u
z
∂
∂  ?=

∂
∂
v
z  

3.16. ,cossin 33 xyyxz +=  где ttx −= 23 , ;
1

2

−
=

t
ty  ?=

dt
dz  

3.17. ,2
xy

yxz +
=  где ),1( 2 += ttgx  )1( 4 −= tctgy ; ?=

dt
dz  

3.18. ,2

y
xxyz +=  где ),ln( 2 ttx +=  ty 10= ; ?=

dt
dz  

3.19. xxyxz −+= )ln( 22 ,  где tx sin= ,  ;
1+

=
t

ty  ?=
dt
dz  

3.20. ,
2
2

yx
yxz

+
−

=  где ,
u

vux −
=  ;

vu
vy
+

=  ,
u
z
∂
∂  ?=

∂
∂
v
z  

3.21. ,
1 xy

yxz
−
+

=  где ,
sin t

tx =  ;
cos t

ty =  ?=
dt
dz  

3.22. ,sin xxyz +=  где ( ),3 2 tttgx +=  ( );12 += tctgy  ?=
dt
dz  

3.23. 
yx
yxz

−
+

= ,  где )1( += tetgx , ;
2
tctgy =  ?=

dt
dz  

3.24. ,ln yxz =  где ),sin(uvx =  );cos( 2 uvy −=  ,
u
z
∂
∂  ?=

∂
∂
v
z  

3.25. ,
sin
sin

2

2

y
xz =  где tx ln= ,  ;ttey =  ?=

dt
dz  

3.26. ,ln
2

x
yxz −=  где ,sin 2tx =  2cos ty = ; ?=

dt
dz  

3.27. ),arccos( 2xyz =  где ,ln2 ttx =  ;ttey =  ?=
dt
dz  

3.28. ( )xyz sincos= ,  где ,3tx =  ty 2= ; ?=
dt
dz  
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3.29. yxz 22 cossin += ,  где tx lnπ= , ty πln= ; ?=
dt
dz  

3.30. ,
2
2 32

yx
yxz

+
+

=  где ,
2

u
vux +

=  ;
2

vu
vy
+

=  ,
u
z
∂
∂  ?=

∂
∂
v
z  

 
Задача  4.  

 
Найти вторые частные производные указанных 

функций. Убедиться в том, что ""
yxxy zz = . 

 
22

     .1.4 yxez −=  

)(     .2.4 yxctgz +=  

)/(     .3.4 yxtgz =  

)cos(     .4.4 2xyz =  

)sin(     .5.4 2 yxz −=  

( )yxarctgz +=     .6.4  
)arcsin(     .7.4 yxz −=  

)2arccos(     .8.4 yxz +=  
)3(     .9.4 yxarcctgz −=  

)23ln(    .10.4 22 yxz −=  
222    .11.4 yxez +=  

)/(    .12.4 xyctgz =  
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xytgz =    .13.4  

)5cos(    .14.4 22 −= yxz  

yxz 3sin    .15.4 =  
)2arcsin(    .16.4 yxz −=  
)4arccos(    .17.4 yxz −=  
)25(    .18.4 yxarctgz +=  

)2(    .19.4 yxarctgz −=  

)54ln(    .20.4 32 yxz −=
yxez +=    .21.4

)4arcsin(    .22.4 yxz +=  

 
 

)5arccos(    .23.4 yxz −=   
 

xyz sin    .24.4 =  

)3cos(    .25.4 32 yxz −=  

)23(    .26.4 yxarctgz +=  

)35ln(    .27.4 42 yxz −=  

 
 

)4(    .28.4 yxarcctgz −=  

)43ln(    .29.4 −= xyz  

 
 

)(    .30.4 2xytgz =   
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Задача 5 
 

Найти частные производные 
x
z
∂
∂ , 

y
z
∂
∂   от неявной функции. 

 
5.1. .)ln(

2222 zyxexyz ++=+                                        

5.2. 08352 333 =+−++− xyzyzxx . 

5.3. 
1)2(

)1(
+
−

=
−
+

z
xy

ytg
ztg  .                                            

5.4. )cos(zxey zyx =⋅ − . 

5.5. 08sinsinsin =−++ xzxyyx .                       

5.6. 2=++ xxy zeyexe . 

5.7. 0943 2 =−+− zyzxz .                                      

5.8. 08228 222 =+++−− yxxzzz . 

5.9. 
22

22

yx
ztgyxz
−

⋅−= .                             

5.10. .)( yezxtg z=+  

5.11. 32222 3 zxyxyzzyx =−++ .                           

5.12. ( ) 09sin32 222 =−+−+++ xyzxyzyx . 

5.13. yzzxy −=+ 2)ln( .                                         

5.14. 
xz
y

y
ze y

x

=⋅ sin . 
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5.15. 1ln +=
y
z

z
x .                                                    

5.16. 
xz

yarctgxz
−

+= . 

5.17. 1ln 2 −+= xyzz .                                            

5.18. 0arcsin =−
y
ze x

z

. 

5.19. 12 =++ xyxzyz .                                            

5.20. 
y
x

y
xe x

z

=⋅ cos . 

5.21. 0cossin2 =−++ xeyxztg .                           

5.22. 014 322 =−−+ yzzxy . 

5.23. 
y
xyxzez =⋅− ln .                                          

5.24. 0645 3233 =−−++ xyzxyz . 

5.25. 0
2

ln =
+

−
y

z
x
z .                                              

5.26. 023 23 =−+ xyzxz . 

5.27. ( )
2

cos xyzexz = .                                             

5.28. 
y
z

z
x
=

sin
sin . 

5.29. 1coscoscos =++ xzzyyx .                          

5.30. 03332 333 =+−−++ yxyzzyx . 
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Задача 6 

 

Найти градиент, уравнения касательной плоскости и 

нормали к заданной поверхности S в точке Мо(Xo,Yo,Zo). 

 

6.1. S: ( )2 2 2 6 4 8 0,                   2,1, 1x y z z x Mo+ + + − + = − . 

6.2. S: ( )2 2 24 2 ,                              2,1,2x z y xy Mo+ − = − −  

6.3. S: ( )2 2 2 3 7,                        1, 2,1x y z xy z Mo+ + − + = . 

6.4. S: ( )2 2 2 6 4 8,                         1,1,2x y z y x Mo+ + + + = − . 

6.5. S: ( )2 2 22 4 13,                       2,1, 1x y z z y Mo− + − + = −  

6.6. S: ( )2 2 2 6 4 4 0,                   2,1, 1x y z y z Mo+ + − + + = − . 

6.7. S: ( )2 2 5 3 46,                              1,2, 3x z yz y Mo+ − + = − . 

6.8. S: ( )2 2 0,                                0, 2, 2x y xz yz Mo+ − − = . 

6.9. S: ( )2 2 22 2 2,                 1,11x y yz z y z Mo+ + − + − = . 

6.10. S: ( )2 2 2 2 2 ,                     1,1,1x y z xz x z Mo+ − − + = . 

6.11. S: ( )2 2 2 2 ,                            1, 1, 1x y xy x y z Mo+ − + − = − − − . 

6.12. S: ( )2 2 2 3 ,                            1, 1,1y x xy y z Mo− + − = − . 

6.13. S: ( )2 2 2 2 ,                      1,1,1x y xy x y z Mo− − − − = −  

6.14. S: ( )2 2 22 4 13,                   3,1, 2x y z xz y Mo− + + − = . 
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6.15. S: ( )2 24 4 3 9,                      1, 2,1y z xy xz z Mo− + − + + − . 

6.16. S: ( )2 2 3 2 ,                      2,1,0x y xy x y z Mo+ − − + + = . 

6.17. S: ( )2 2 22 2 3,                    1, 2,1x y z xy xz Mo− + + + = . 

6.18. S: ( )2 2 2 4 2 14,                        3,1,4x y z x y Mo− + − + = . 

6.19. S: ( )2 2 2 4 4,                        1,1, 2x y z xz y Mo+ − + + = . 

6.20. S: ( )2 2 2 4 5,                        2,1,0x y z xz x Mo− − + + = − −  

6.21. S: ( )2 2 3 11,                        1,4, 1x y xz yz x Mo+ − + − = −  

6.22. S: ( )2 2 22 4 8,                             0, 2,0x y z xz Mo+ + − = . 

6.23. S: ( )2 2 22 2 0,                               1, 1,1x y z y Mo− − − = − −  

6.24. S: ( )2 2 23 2 ,                        1,0,1x y z xy z Mo+ − + = − . 

6.25. S: ( )2 2 22 6 2 6 0,                 1, 1,1x y z x y Mo− + − + + = − . 

6.26. S: ( )2 2 2 6 8,                       1,1,0x y z xy z Mo+ − + − = . 

6.27. S: ( )2 22 3 4 2 10 ,                     1,1,3x y x y z Mo− + − + = −  

6.28. S: ( )2 2 4 3 15 ,                        1,3,4x y x x z Mo+ − + − = −  

6.29. S: ( )2 22 3 3 1 ,                1, 1, 2x y xy x z Mo− + + + = −  

6.30. S: ( )2 22 4 5 10 ,                     7,1,8x y xy y z Mo+ + − − = − . 
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Задание 7 

 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции Z=Z(X,Y) 

в области D, ограниченной заданными линиями 

 

7.1. .0  ,4  ,4 ,:   ,3 ====−+= xxyxyDxyyxz  

7.2. .0,  ,3:   ,2 ===−−= yxyxDyxxyz  

7.3. .2   ,0   ,1   ,0:   ,8422 ====+−+= yyxxDyxxyxz  

7.4. .1   ,0  ,1   ,0:   ,35 22 ====+−= yyxxDyxyxz  

7.5.  2 22 4 ,    : 1 0,   3,   0.z x xy y x D x y x y= + − − − + = = =  

7.6. 2 2 2 2 8,    : 0,  0,   1 0.z x y x y D x y x y= + − − + = = + − =  

7.7. .6   ,0   ,1   ,0:   ,2 223 ====+−= yyxxDyxyxz  

7.8. 2 23 6 ,   : 0,  1,    0,   1.z x y x xy y D x x y y= + − − − = = = =  

7.9. 2 22 4 6 1,    : 0,   0,    3 0.z x y xy x D x y x y= − + − − = = + − =  

7.10. 4    ,0:   ,102 22 −==−+= xyyDxyxz . 

7.11. .4  ,0  ,3  ,0:   ,2 ====−−= yyxxDyxxyz  

7.12. .2  ,8:   ,
2
1 22 xyyDxyxz ==−=  

7.13. .0    ,
4
99:    ,132 222 =−=++= yxyDyxz  



 206

7.14. 2 22 4 1,   : 3,   0,   1 0.z x xy y x D x y x y= − − + + = − = + + =  

7.15. 2 23 3 1,   : 5,   0,  1 0.z x y x y D x y x y= + − − + = = − − =  

7.16. 2 252 2 ,   :  0,  2,  0,   2.
2

z x xy y x D x x y y= − + − = = = =  

7.17. .4 ,0 ,4 ,0:  ,23 ====−−= yyxxDyxxyz  

7.18. .0   ,44 :   ,2 22 =−=−+= yxyDxyxz  

7.19. ( ) .6   ,0   ,0 :   ,42 xyyxDyxyxz −===−−=  

7.20. .2   ,1   ,2   ,0 :    ,333 =−===−+= yyxxDxyyxz  

7.21. ( ) 2 24 ,   :  2 4,   2 4,  0.z x y x y D x y x y x= − − − + = − = =  

7.22. .1    ,0   ,3 :   ,42 22 +===−−+= xyyxDxyxyxz  

7.23.  2 22 2 2 ,     : 2,  0,  2.z x xy y x y D y x y x= + − − + = + = =  

7.24. .1     ,0 :    ,24 222 xyyDyxz −==−−=  

7.25. 2 25 3 4,     :  1,   1,   1,  1.z x xy y D x x y y= − + + = − = = − =  

7.26. 2 22 4 ,    :  2 0,   0,  0.z x xy x y D x y x y= + + − + + = = =  

7.27. 2 3 2 22 ,      :  0,    0,    6.z x y x y x y D x y x y= − − = = + =  

7.28.  z = 3x2 + 3y2 - 2x - 2y + 2,  D : х = 0, у = 0, х + у – 1 = 0. 

7.29. 2 2 2 3 8,    : 0,  0,   1 0.z x y x y D x y x y= + + − + = = + − =  

7.30. 4 3 ,     :  0,   4,   0,   4.z xy x y D x x y y= − − = = = =  
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Задача 8 
 

Найти полные дифференциалы указанных функций 
8.1. ;42 53 xyyxz −=                                                             

8.2. ;3sin2 yxyxz −=  

8.3. ;yarctgxz +=                                       

8.4. ( ) ;3arcsin 2xyxyz −=  

8.5. ;25 724 yxxyz +=  

8.6. ( ) ;cos 322 xyxz +−=  

8.7. ( );23ln 22 yxz −=  

8.8. ;35 432 yxxyz −=  

8.9. ( ); arcsin yxz +=  

8.10. ( ); 2 yxarctgz −=  

8.11. ;7 3 xyyxz −=  

8.12. ;222 xyyxz −+=  

8.13. ;4−+= yxez  

8.14. ( ) ;3cos 2xyxz −+=  

8.15. ;⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

=
yx
yxtgz  
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8.16. ;⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
yctgz  

8.17. ;13 24 +−= yxxyz  

8.18. ( ); ln 2yxyxz −+=  

8.19. ;2 3322 yxyxz −+=  

8.20. ;523 22 +−= yxz  

8.21. ; arcsin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
x

yxz  

8.22. ( ); yxarcctgz −=  

8.23. ;3 22 xyxz +−=  

8.24. ;3 42 xxyyz −−=  

8.25. ( ); arccos yxz +=  

8.26. ( ); 3ln 22 +−= xyz  

8.27. ;52 33 xyxz +−−=  

8.28. ;7 423 yyxxz +−=  

8.29. ;xyez −=  

8.30. ( ); 23ln 22 yxz −=  
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Задача 9 
 

Вычислить значение производной сложной функции 
),( yxuu = , где )(txx = , )(tyy = , при 0tt =  с точностью 

до двух знаков после запятой. 
 
 

9.1. 2     x yu e −= , tx sin= ,  3ty = ,  00 =t . 
 
9.2.      ln( )e yu e e−= + ,  2tx = ,  3ty = ,  10 −=t . 
 
9.3.      xu y= ,  )1ln( −= tx ,  2/tey = ,  20 =t . 
 
9.4. 2 2     y xu e − += ,  tx sin= ,  ty cos= ,  2/π=ot . 
 
9.5. 2     yu x e= ,  tx cos= ,  ty sin= ,  π=0t . 
 

9.6.      ln( )x yu e e= + ,  
2tx = ,  

3ty = ,  10 =t . 
 

9.7.      yu x= ,  
tex = ,  ty ln= ,  10 =t . 

 

9.8. 2     y xu e −= ,  tx sin= ,  
3ty = ,  00 =t . 

 

9.9. 2     yu x e−= ,  tx sin= ,  ty 2sin= ,  2/0 π=t . 
 

9.10.     ln( )x yu e e−= + ,  
2tx = ,  

3ty = ,  10 −=t . 
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9.11. 2 1    y xu e − −= ,  tx cos= ,  ty sin= ,  2/0 π=t . 
 

9.12.     arcsin( / )u x y= ,  tx sin= ,  ty cos= ,  π=0t . 
 

9.13.     arccos(2 / )u x y= ,  tx sin= ,  ty cos= ,  π=0t . 
 

9.14. 2    /( 1)u x y= + ,  tx 21−= ,  arctgty = ,  00 =t . 
 

9.15.     /u x y= ,  
tex = ,  

tey 22 −= ,  00 =t . 
 

9.16. 2    ln( )x yu e e− −= + ,  
2tx = ,  31

3
y t= ,  10 =t . 

 

9.17. 3    3u x y= + + ,  tx ln= ,  
2ty = ,  10 =t . 

 

9.18. 2    arcsin( / )u x y= ,  tx sin= ,  ty cos= ,  π=0t . 
 

9.19. 2    /u y x= ,  tx 21−= ,  arctgty +=1 ,  00 =t . 
 

9.20.     y xu
x y

= − ,  tx sin= ,  ty cos= ,  40
π

=t
. 

 

9.21.     arcsin
2
xu
y

= ,  tx sin= ,  ty cos= ,  π=0t . 
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9.22     x yu
y x

= − ,  tx 2sin= ,  ttgy 2= ,  40
π

=t
. 

 

9.23.     3u x y= + + ,  tx ln= ,  
2ty = ,  10 =t . 

 

9.24.     /u y x= ,  
tex = ,  

tey 21−= ,  00 =t . 
 

9.25.     arcsin(2 / )u x y= ,  tx sin= ,  ty cos= ,  π=0t . 
 

9.26. 2    ln( )x yu e e= + ,  
2tx = ,  

4ty = ,  10 =t . 
 

9.27.     ( )u arctg x y= + ,  22 += tx ,  
24 ty −= ,  10 =t . 

 

9.28. 2 2    3u x y= + + ,  tx ln= ,  
3ty = ,  10 =t . 

 

9.29.     ( )u arctg xy= ,  3+= tx ,  
tey = ,  00 =t . 

 

9.30. 2    3u x y= + + ,  tx ln= ,  
2ty = ,  10 =t  
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Задача 10 
 

Вычислить приближенно с помощью полного 
дифференциала. 
 

10.1. 
98,0

1)001,1( 2 ⋅ .                                              

10.2. 02,297,0 . 

10.3. ( )22 )02,1()01,0(01,0ln ++ .                           

10.4. 2003,2002,1 ⋅ . 

10.5. 001,0004,3 3 ⋅ .                                                  

10.6. °⋅° 4629sin tg . 

10.7. 3 4 3)05,1(97,0 ⋅ .                                              

10.8. 33 )97,1()02,1( + . 

10.9. 22 )04,8()03,6( + .                                          

10.10. 32 002,1)001,3( ⋅ . 

10.11.. ])99,0()09,0ln[( 33 + .                                    

10.12. ( )2006,1004,4ln 3 −+ . 

10.13. 23 )007,2()009,2( ⋅ .                                         

10.14. 
3

2

98,0
)03,1( . 
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10.15. 3 097,0004,1 ⋅ .                                            

10.16. 32 )004,3()003,2( ⋅ . 

10.17. 3 22 )03,0()02,1( + .                                        

10.18. 07,2)003,1( . 

10.19. 02,02 5)03,2( e⋅+ .                                        

10.20. )02,1ln()04,1( 2 + . 

10.21. 001,2)02,1( .                                                       

10.22. 201,0 )01,2(⋅e . 

10.23. 
95,0
02,1arctg .                                                     

10.24. 23 )97,0()02,1( ⋅ . 

10.25. 22 )93,2()05,4( + .                                        

10.26. °⋅° 59cos32sin . 

10.27. 05,4)02,1( .                                                         

10.28. 01,2)95,0( . 

10.29. 08,0296,1 e⋅ .                                                       

10.30. 23 )001,0()02,1( + . 

 



ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Приступая к изучению высшей математики, необходимо 
знать, что математику нельзя изучать пассивно, нужно 
стараться глубоко вникать в смысл математических понятий и 
теорем, пытаться самостоятельно решать математические 
задачи. Результатами изучения курса высшей математики 
должны быть развитие аналитического мышления, овладение 
навыками решения математических задач, выработка умения 
самостоятельно ставить задачи и выбирать или разрабатывать 
методы их решения.  

Материал практикума предоставляет возможность 
студентам самостоятельно освоить основные положения 
одного из важнейших разделов в курсе высшей математики - 
дифференциального исчисления. Позволяет приобрести и 
закрепить практические навыки решения простых типовых 
задач, а также познакомится с методикой построения 
приложений производных к задачам механики и физики. 
Наиболее эффективный результат может быть достигнут, если 
использовать пособие, как для аудиторных занятий, так и для 
самостоятельной работы. 
 Несколько слов о том, как работать с этой книгой. Прежде, 
чем приступать к изучению методов решения задач, 
необходимо повторить основные определения и теоремы, 
относящиеся к данному разделу, постараться понять и 
запомнить наиболее часто используемые формулы. После этого 
можно переходить к изучению разобранных примеров. Некоторые 
типовые задачи и методы рассмотрены в пособии, как в общем виде, 
так и на примерах. Весьма полезно изучить и то и другое. Это 
поможет вам не только отработать навыки решения задач, но и 
лучше понять и усвоить теоретический материал. 
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