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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 1 

Пример 1. Найти матричный многочлен EC-AB 35 , где 

А = 







7   7    4    9
6  3   1   7

,   В =



















4  2
8-  0
1   4
5   1

,  












21
24

C . 

Решение. 
Число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы B , 

поэтому можно умножать матрицу А на матрицу B . По формуле 
перемножения матриц находим: 

;2326034117c 411431132112111111  babababa  
;3646)8(31157c 421432132212121112  babababa  

;3927074419c 412431232122112121  babababa  

.2147)8(71459c22   Следовательно: АВ = 







21   39

 36   23
. 

Матрица 
























105
1020

21
24

55C , 























30
03

10
01

33E . 

Получаем матричный многочлен 












































844
460

30
03

105
1020

2139
3623

35 EC-AB . 

Задачи для самостоятельного решения 

1. Найти матрицу 2А+5В, если 









14
53

А , 










21

32
В . 

Ответ. 







 813
2516

. 



4 
 

2. Найти матрицу АВ, если А 






 
130
221

, В=
















5
1

2
. 

Ответ. АВ= 







2
10

. 

 
Пример 2. Вычислить определитель третьего порядка 

311
121
314

, используя правило треугольников. 

Решение.  

.15)346(3124)113114321(113111324)

(
311
121
314

211233

322311132231322113231231332211





aaa

aaaaaaaaaaaaaaa

 
Задачи для самостоятельного решения 

 
Вычислить определители третьего порядка  

1. 
412
321

732



. Ответ: –73. 

2. .
171
1131
7171




  Ответ. 180. 

 
Пример 3. Решить систему уравнений: 

.
872
1353

42














zyx
zyx

zyx

 
Решение. Расширенная матрица системы  
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















8  1- 7  2
1  3       5-  3
4   1  2   1

. 

Умножаем каждый элемент 1-й строки на (-3) и складываем со 2-й 
строкой. Умножаем каждый элемент 1-й строки на (-2) и складываем 

с 3-й строкой. Получаем 
















0  3-  3  0
11- 0  11- 0
4   1  2   1

. 

Умножаем каждый элемент 2-й строки на (
11
3 ) и складываем с 3-й

строкой. Получаем 

















3-  3- 0  0
11- 0  11- 0
4   1  2   1

. 

Тогда  r(A) = r(A/B) =3 – система совместна. 

Полученной матрице соответствует система 












 -33z-
-11  11-

42
y

zyx
, 

откуда  z = 1; y=1; x=1. 

Задачи для самостоятельного решения 

Решить системы уравнений методом Гаусса 

1. .
2

722
1063













zyx
zyx
zyx

Ответ: (1;1;2). 

2. 












534
12
943

zyx
zyx
zyx

. Ответ. (1;-2;1). 

Пример 4. Вершины пирамиды находятся в точках )4,3,2(A , 
)3,7,4(B , С(1, 2,2), )1,0,2( D . Вычислить: 
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а) площадь грани АВС; 
б) объем пирамиды ABCD; 
в) угол АВС; 
г) Проверить, что векторы AB , AC , BC  компланарны. 
Решение. 
а) Площадь треугольника АВС находится как половина модуля 

векторного произведения векторов  1,4,2 AB  и 

 2,1,1 AC   

   
2
1 ACABSABC   

Находим векторное произведение векторов в координатном 

представлении   kji
kji

ACAB 259
211
142 






. 

Найдем длину векторного произведения 

  110)2()5()9(  222  ACAB . 

Тогда  
2

110  
2
1

 ACABS ABC . 

б) Сначала находим объем параллелепипеда, построенного на 
векторах  1,4,2 AB ,  2,1,1 AC  и  5,3,4 AD , ко-
торый равен модулю смешанного произведения этих векторов.  

Смешанное произведение находим по формуле  

 ADACAB ,,    





534
211
142

, ADACAB  

112012432310  . 
ABCDV  соответствует шестой части  модуля смешанного про-

изведения трех векторов AB , AC и AD :     
6

11
ABCDV . 

в) Косинус угла АВС находится по формуле 
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 
BCBA

BCBAABC



,)cos( . 

Имеем 

92,0
3521

25

)1()5()3()1()4()2(

)1(1)5(4)3(2)cos(
222222








ABC . 

По таблицам находим угол 023)92,0arccos(  . 
г) Проверим выполнение условия компланарности векторов 

AB , AC , BC   
   0,  BCACAB . 

Вычисляем смешанное произведение  ADACAB ,,  

   042035242
153
211
142

, 




 BCACAB . 

Следовательно, векторы компланарны. 
 
Задача для самостоятельного решения. Вершины пирамиды 

находятся в точках )4,5,3(A , )6,8,5(B , С(1,9,9), )8,4,6(D . Вычислить: 
а) площадь грани АВС; 
б) объем пирамиды ABCD; 
в) угол АВС; 
г) Проверить, что векторы AB , AC , BC   компланарны. 
 
Пример 5. Вершины пирамиды находятся в точках А(4,7,8), 

)0,13,1(B , С(2,4,9) и D(1,8,9). 
Составить: 
а) уравнения ребра АВ; 
б) уравнение грани АВС; 
в) уравнения высоты DE; 
г) уравнения прямой, проходящей через точку D параллельно 

ребру АВ; 
д) уравнение плоскости, проходящей через точку D перпенди-

кулярно ребру АВ. 
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Вычислить: 
е) длину ребра ВС; 
ж) угол между ребром CD и плоскостью АВС; 

Решение. 

 
Рис. 1 

 
а) Уравнения ребра АВ могут быть получены как уравнения 

прямой, проходящей через две заданные точки А(4,7,8) и В(-1,13,0) 

80
8

713
7

41
4










 zyx  или 

8
8

6
7

5
4









 zyx . 

б) уравнение грани АВС получается как уравнение плоскости, 
проходящей через три заданные точки А(4,7,8), В(-1,13,0) и С(2,4,9) 

0
897442
8071341
874




 zyx

 или 0
132
865
874




 zyx

. 

Раскрыв определитель, получим 097976  zyx  – уравнение 
грани АВС. 

в) Для получения уравнений высоты DE воспользуемся коорди-
натами точки D(1,8,9). В качестве направляющего вектора для DE 
используем вектор нормали  9,7,6 N  для плоскости АВС. Урав-
нения высоты DE запишутся в виде: 

9
9

7
8

6
1









 zyx  

г) Для получения уравнений прямой, проходящей через точку D 
параллельно ребру АВ воспользуемся направляющим вектором 

 8,6,5 q  для прямой АВ: 
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8
9

6
8

5
1









 zyx  

д) Уравнение плоскости, проходящей через точку D(1,8,9) пер-
пендикулярно ребру АВ записывается при использовании вектора 

 8,6,5 AB , как вектора нормали  
0)9(8)8(6)1(5  zyx  или 029865  yx . 

е) Длину ребра BC находим как расстояние между точками    
B(-1,13,0) и С(2,4,9): 

171)09()134())1(2( 222 BC . 
ж) Для нахождения угла между ребром CD и плоскостью осно-

вания АВС найдем sinφ (φ – угол между вектором  0,4,1CD ) и 
нормалью  9,7,6 N  к плоскости АВС) 

64,0
16617

34

)0()4()1()9()7()6(

)9(0)7(461
sin

222222










 . 

039)64,0arcsin(  . 
 

Задача для самостоятельного решения. Вершины пирамиды 
находятся в точках А(6,1,1), )6,6,4(B , С(4,2,0) и D(1,2,6). 

Составить: 
а) уравнения ребра АВ; 
б) уравнение грани АВС; 
в) уравнения высоты DE; 
г) уравнения прямой, проходящей через точку D параллельно 

ребру АВ; 
д) уравнение плоскости, проходящей через точку D перпенди-

кулярно ребру АВ. 
Вычислить: 
е) длину ребра ВС; 
ж) угол между ребром CD и плоскостью АВС; 
Пример 6. Привести уравнение кривой к каноническому виду и 

построить линию, определяемую уравнением 
04844 22  yxyx . 

Решение. Выделяя полные квадраты, преобразуем левую часть урав-
нения. Имеем   
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04)112(4)4422( 22  yyxx ; 4)1(4)2( 22  yx ;  

1
1

)1(
4

)2( 22





 yx . Вводя новые координаты 1,2  yYxX , 

получаем  1
14

22


YX . 

 
Пример 7. Привести уравнение кривой к каноническому виду и 

построить линию, определяемую уравнением   08622  xyx . 
Решение. Выделяя полные квадраты, преобразуем  левую часть 

уравнения. Имеем 08)9932( 22  yxx ; 1)3( 22  yx . 
Вводя новые координаты yYxX  ,3 , получаем 122  YX  - 
уравнение гиперболы, для которой действительной осью является ось 
OX , а центр расположен в точке  0;31O . 

 
 

  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

O 
O1 

x 

X 

y Y

2 

1 

Рис.2 

O1 

Y 

1 

x X 

y 

2 3 O 

Рис. 3 
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Задачи для самостоятельного решения 
Привести уравнения кривых к каноническому виду и построить 

линии, определяемые уравнениями:  

1) 02381849 22  yxyx .   Ответ. 1
94

22


YX ,  1;11O . 

2) 0111664 22  yxyx .   Ответ. 1
14

22


YX ,  .2;31 O  

3) 0563 2  xxy .                 Ответ. 
23XY  ,   .2;11 O  

 
ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 2  

 
Если при вычислении пределов алгебраической суммы, произ-

ведения или частного от деления функций сами функции стремятся к 
некоторым константам, не равным одновременно нулю в случае де-
ления функций, то вычисление пределов не вызывает затруднения.  

Пример 2. Найти предел 
59

35lim 4

2

1 


 x
xx

x
. 

Решение. 
 
 

   
    .2

4
8

5limlim9

lim3lim5

59lim

35lim

59
35lim

1

4

1

1

2

1
4

1

2

1
4

2

1
























xx

xx

x

x
x x

xx

x

xx

x
xx

 

Пределы отношения бесконечно малых величин, отношения 
бесконечно больших величин, произведения бесконечно малой и бес-
конечно большой величины могут принимать различные значения 
или даже не существовать. Выражения вида 

     
















 1,,0,,

0
0  называются неопределенностями. 

Пример 3. Найти предел .
143
7256lim 23

23




 xxx
xxx

x
 

Решение. Предел содержит неопределенность типа 

 . Для ее 

раскрытия выносим старшие степени в числителе и знаменателе: 
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.2
3
6

1143

7256
lim

1143

7256
lim

143
7256lim

32

32

32
3

32
3

23

23








 







 










 







 









xxx

xxx

xxx
x

xxx
x

xxx
xxx

x

xx

 

Здесь было использовано, что при x  величины 
32

1 ,1 ,1
xxx

 

стремятся к нулю. 

Пример 4. Найти предел 
25

103lim 2

2

2 


 xx

xx
x

. 

Решение. Для выделения бесконечно малых разложим числи-
тель и знаменатель на множители по корням и сократим бесконечно 
малые множители (x-2): 

 
3
7

12
5

lim

2
1)2(2

5)2(lim
252

103lim
222

2

2












 








 x
x

xx

xx
xx

xx
xxx

. 

 

Пример 5. Найти предел .
10sin
3sinlim

0 x
x

x
 

Решение. Данный предел содержит неопределенность типа 
0
0 . 

Преобразуем это выражение так, чтобы можно было воспользоваться 

1-м замечательным пределом :1
)(

)(sinlim
0)(


 x

x
x 


  

.3,0
10
3

10sin10
103

3
3sinlim

10sin
3sinlim

00





 x
x

x
x

x
x

xx  
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Задачи для самостоятельного решения 
Найти пределы: 

1. .
3
5lim 2

2

2 


 x

x
x

                                        Ответ. 9. 

2. .
6
23lim 2

23

2 


 xx

xxx
x

               Ответ. 
5
2

 . 

3. .
53

124lim 3

23




 x

xx
x

                                Ответ.
3
4 . 

4. .
23

24lim 2

23

0 xx
xxx

x 




                               Ответ. 
2
1 . 

5. .
13

lim
24

2




 xx

xx
x

               Ответ. 0. 

6. .)3/(sinlim 2

2

0 x
x

x
                                    Ответ.  

9
1 . 

7. .
5sin
2lim

0 x
xtg

x
                           Ответ. 

5
2 . 

 
Для дифференцирования функции потребуется напомнить ос-

новные формулы и правила дифференцирования. 
Формулы производных основных элементарных функций: 
1. consty  ,           0'y . 
2. nxy  ,                1'  nnxy . 
3. xy  ,                  1' y . 

4. xy  ,               
x

y
2

1' . 

5. 
x

y 1
 ,                 

2
1'
x

y  . 

6. xy sin ,             xy cos'  . 
7. xy cos ,            xy sin'  . 

8. tgxy  ,               
x

y 2cos
1' . 
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9. ctgxy  ,             
x

y 2sin
1'  . 

10. xy arcsin ,      
21

1'
x

y


 . 

11. yy arccos ,      
21

1'
x

y


 . 

12. arctgxy  ,         
21

1'
x

y


 . 

13. arcctgxy  ,       
21

1'
x

y


 . 

14. xay  ,                aay x ln' . 
15. xey  ,                 xey ' . 

16. xy alog ,           
ax

y
ln
1' . 

17. xy ln ,                
x

y 1' . 

Правила дифференцирования: 
 
1. )( xCuy  ,               )(' xuCy  . 
2. )()( xvxuy  ,       )()( xvxuy  . 
3. )()( xvxuy  ,           )()()()( xvxuxvxuy  . 

4. 
)(
)(

xv
xuy  ,                 

)(
)()()()(' 2 xv

xvxuxvxuy


 . 

5. ).(),( xuufy    )()( xufy xu   . 

6. 







)(
)(

yx
xfy


,             

y
x x

xf
'
1)('  . 

 
Рассмотрим производную функции одной переменной. 

Пример 6. Найти производную функции .arcsin
x

xy   

Решение. Воспользуемся правилом дифференцирования дроби 
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


 2
)(arcsin)(arcsin

x
xxxxy

.
1

1arcsin
arcsin

1

1

22

2

2

2

xx

xxx
x

x
x

x











  

 
Пример 7. Найти производную сложной функции 

.)52( 43  xy  
Решение. Обозначим  .)52( 3 ux  Тогда .4uy   По правилу 

дифференцирования сложной функции имеем 
.)52(24)6(4)52()( 3322334  xxxuxuy xu  

 
Пример 8. Найти производную сложной функции 
 1sin2  xy . 

Решение.     .
12

11cos1sin2



x

xxy  

Задачи для самостоятельного решения 

1. у= )sin(ln 32 xx  . Ответ.      
)sin(

cos3)sinln(2 3

2
3

xx
xxxxy




 . 

2. .2sin
2

sin xxy   Ответ. y  xxxx 2sin
2

cos
2
12cos

2
sin2  . 

 
Рассмотрим далее производную функции двух переменных. 
Пример 9. Найти частные производные функции 

16163 4323  xyxyyxxz . 
Решение. Находим частную производную функции по пере-

менной x, рассматривая y как постоянную величину, тогда  

x
z

  = 11663 32  yxyx . Рассматривая x как постоянную величину, 

получим 
y
z

 = 322 4483 yxyx    
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Пример 10. Найти частные производные первого порядка 
функции  22 5yxyxtgz  . 

Решение. Рассматривая y как постоянную величину, получим  

 
)5(cos

)2()5(
)5(cos

1
222

22
222 yxyx

yxyxyx
yxyxx

z
x












. 

Аналогично, рассматривая x как постоянную величину, полу-
чим 

 
)5(cos

)10()5(
)5(cos

1
222

22
222 yxyx

yxyxyx
yxyxy

z
y












. 

 
Пример 11. Найти производные второго порядка функции 

163354  yyxxz . 
Решение. 

343 54 yxx
x
z



  ;          225 33 yyx

y
z



 ; 

332
2

2
2012 yxx

x
z





;    yyx

y
z 66 5
2

2




 ; 

24
2

15 yx
yx
z





 ;              24
2

15 yx
xy
z





. 

 
Задача для самостоятельного решения. Найти частные про-

изводные первого порядка функции 

y
x

y
xz  2

2
. Ответ. .2;12

3

2

22 y
x

y
x

y
z

yy
x

x
z







  

Пример 12. Даны: функция 232 yxyz  , точка A(1,–2) и век-

тор  12,9 l


. Найти: 1) градиент функции 286 yxyz   в точке 
A(1,–2), 2) производную в точке A по направлению вектора 

 12,9 l


. 
Решение. Вычислим частные производные функции в точке 

A(1,–2): 
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 10122 )2,1(  ,6 2 ),(   , 4 )2,1(  , 2 ),( 















y
zyxyx

y
z

x
zyyx

x
z . 

Градиент функции z имеет вид 

jyxiyj
y
zi

x
zzgrad


)62()2( 








 ,  

  jijiAzgrad


104))2(62()4(  . 
Найдем косинусы направляющих углов, перейдя от вектора 

 12,9 l


 к соответствующему орту 

 






 




















5
4,

5
3

129

12,
)12(9

9cos,cos
2222


l
l




. 

Производная по направлению вектора l


 в точке M  равна 

 coscos
y
z

x
z

l
z












=
5
52

5
410

5
34 






 . 

 
Задача для самостоятельного решения. Найти величину и 

направление градиента функции yxz 2 в точке М (1,2). 

Ответ.    jiMzgrad


 4 , z grad M = 17 . 
 
Пример 13. Найти экстремум функции 

27933  xyyxz . 
Решение. Найдем частные производные и приравняем их нулю. 

093
093

93

93

2

2

2

2





















xy
yx

xy
y
z

yx
x
z

. Решая систему уравнений, полу-

чим критические точки х1=0;  у1 =0;  х2= 3;  у2= 3;   М1(0,0);  М2(3,3).  
Найдем вторые производные: 

2

2

x
z



  = 6х,  
yx
z


 2
 =9,  2

2

y
z



 = 6у. 

В точке М1: А=0,  В=  9,   С =0. 2BAC  < 0. Экстремума нет. 
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В точке  М1: А=18,  В =  9,   С = 18. 2BAC  >0. Следователь-
но, в точке М2 функция имеем минимум, так как  А0. 

027812727min z . 

Задача для самостоятельного решения. Найти экстремум 

функции      caxF
a

dxaxf 1 . Ответ. 
27
8

min z . 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 3  

Интегрирование – есть операция обратная дифференцированию 
        cxFdxxfxfxF   .

Для вычисления интегралов потребуется знание таблицы ос-
новных интегралов и их свойств. 

Формулы основных интегралов: 

 1
1

.1
1







 ac
a
xdxx

a
a . 

 0ln.2  xcx
x

dx . 

 1;0
ln

.3  aac
a

adxa
x

x . 

cedxe xx .4 .

  cxxdx cossin.5 .

  cxxdx sincos.6 .

  ctgx
x

dx
2cos

.7 .

  cctgx
x

dx
2sin

.8 . 

 






cx

cx
x

dx
arccos

arcsin
1

.9
2

. 



19 
 

 





 carcctgx
carctgx

x
dx

21
.10 . 

caxx
ax

dx



 22

22
ln.11 . 

.ln
2
1.12 22 







c
xa
xa

axa
dx

 
Свойства неопределенного интеграла: 

1.      dxxfAdxxAf . 

2.         dxxgdxxfdxxgxf    (верно для любого ко-

нечного числа слагаемых). 
3. Если      cxFdxxf , то 

     cbxFdxbxf . 

4.      caxF
a

dxaxf 1 . 

5.      cbaxF
a

dxbaxf 1 . 

 
Пример 1. Вычислить неопределенные интегралы. 
В следующих интегралах применим непосредственное интег-

рирование с применением свойств интеграла. 

















 

dxxxxdx
x

xxxx 22
1

2

23
11.1    dxxdx

cxxxxdxxdxx 







  1
2
12

12
1

2
22

1

. (Использовали свойство 3). 
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 
  

 cxx
x

dxxdx
x

dxx ln6
2

66.2
22

. (Использовали свой-

ство 1, 2). 

 


cx
x
dx 5ln

5
.3 . (Использовали свойство 3). 

  .)12cos(
2
1)12sin(.4 cxdxx (Использовали свойство 5). 

Пример 2. Решим пример, сделав замену переменной. 

  cxct
t
dt

dtxdx
tx

x
xdx 





  1ln

2
1ln

2
1

2
1

2
1

1
2

2

2 . 

Пример 3. Проинтегрировать  dxxe x  3cos3sin .
Решение. Введем новую переменную интегрирования xt 3sin , 

и dxxdt  3cos3 . Проведем замену переменной интегрирования в 
неопределенном интеграле 

CeCedte
xdxdt
xt

dxxe
xt

tx 


 3333cos3
3sin

 3cos
3sin

3sin . 

Пример 4. Найти интеграл 


 dx
xx

x
52

2
2

. 

Решение. Преобразуем подынтегральную функцию, выделив в 
числителе производную знаменателя. Для этого числитель предста-
вим в виде 1

2
1)22(2  xx . Тогда












 dx
xx

dx
xx

xdx
xx

x
52

1
52

)1(2
2
1

52
2

222
. 

В первом интеграле сделаем замену переменной 

txx  522 ,  dtdxx  )1(2 . Получим

CxxCt
t
dtdx

xx
x

 


 52ln
2
1ln

2
1

2
1

52
)1(2

2
1 2

2
. 
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Для вычисления второго интеграла выделим в знаменателе 
полный квадрат 222)1(41252 22  xxxxx . 

Cxarctgdx
x

dxdx
xx








 2

1
2
1

4)1(52
1

22 . 

Окончательно получим 




 dx
xx

x
52

2
2

 52ln
2
1 2 xx Cxarctg 


2

1
2
1 . 

 
Задачи для самостоятельного решения. Найти неопределен-

ный интеграл посредством метода замены переменной. 

1.
   .cossin 2 xdxx        Ответ. .

3
sin3

Cx
  

 
2.

  
.85 32 dxxx 
        

Ответ. 
 

.)8(
18
5 5/63 Cx   

3. .
1

arcsin
2

3

dx
x

x
 

           Ответ.
 

.)(arcsin
4
3 3/4 Cx   

 
Пример 5. Решим следующие примеры, используя метод ин-

тегрирования по частям   vduuvudv . 



















.

;
;

.1.5

cexedxexe

evdxedv
dxduxu

dxxe

xxxx

xx
x

 

 

 





 dxxxxxvdxxdv

dxduxu
xdxx

7
7sin5

7
7sin)25(

7
7sin;  7cos

5;25
7cos)25(.2.5

Cxxxxdxxx



 




49
7cos5

7
7sin)25(

)3(
7
7sin5

7
7sin)25( . 
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5.3.  























6
,

,ln
ln 6

5

5
xvdxxdv

x
dxduxu

dxxx
u

  dxxxx
6

ln
6

66
 

cxxx


36
ln

6

66
. 

 
Задачи для самостоятельного решения. Найти неопределен-

ный интеграл интегрированием по частям  

1.  .5 dxxe x
             

Ответ. .)15(
25

5

Cxe x

  

2. .)23ln( dxxx 
   

 Ответ.
 

.
34

)23ln(
9
2

2

22

Cxxxx









  

 

Пример 6. Найти интеграл 


 dx
xxx

xx
)106)(1(

32
2

2
. 

Решение: Учитывая, что знаменатель имеет однократный дей-
ствительный (простой) корень 11 x , а так же множитель 

)106( 2  xx  с отрицательным дискриминантом (с двумя комплекс-
но-сопряженными корнями), разлагаем на простейшие дроби  

.
)106)(1(

)1()1()106(

1061)106)(1(

32
2

2

22

2


















xxx

xCxBxxxA

xx
CBx

x
A

xxx
xx  

Приравняем числители 
32)1()()106( 222  xxxCxxBxxA . 

Из тождественности следует равенство коэффициентов при 
одинаковых степенях x слева и справа:  

 ,231  ,3  ,1  
310   

 26   
1   

0

1

2







AAAACAB
CA

CBA
BA

x

x

x

. 
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.9  ,
5
1  ,

5
6

 CBA  

Подставим найденные коэффициенты в разложение рациональ-

ной функции .
106

9
5

1
5
6

)106)(1(
1

22 







 xx

x

xxxx
 

В итоге получим 



















196

)9
5

(
1ln

5
6

106

9
5

15
6

)106)(1(
32

222

2

xx

dxx

xdx
xx

x

x
dxdx

xxx
xx  

 1ln
5
6 x

 

 










 


13

9
5
33

5
1

2x

dxx
1ln

5
6 x

 










 



13

5
3

2x

dxx

 










 


13

5
42

2x

dx
 1ln

5
6 x

10
1  

 







13

1)3(
2

2

x
xd   3

5
42 xarctg

1ln
5
6 x  103ln

10
1 2  xx   Cxarctg  3

5
42 . 

Задача для самостоятельного решения. Найти неопределен-

ный интеграл .
)1()1( 2  xx

dx
 Ответ. .

1
1ln

4
1

)1(2
1 C

x
x

x








  

Рассмотрим определенные интегралы, которые вычисляются по 

формуле Ньютона – Лейбница 
b

a

dxxf )( b

a
xF )(  )()( aFbF  . 

Пример 7. Вычислить определенный интеграл 

 
3

1

3

1
2 3

21
3
11

xx
dx . 
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Пример 8. Вычислить определённый интеграл dx
x

xarctg












2

0
2

3

4
2 .

Решение. Выполним замену переменной в определенном инте-

грале 










dx
x

xarctg2

0
2

3

4
2


















 .
4

  ,2

,0  ,0

,
4

2
2

22

11

2

tx

tx
x

dxdt

xarctgt


4

0

3
2
1


dtt
20480

4/
42

1 44 










 t . 

Задачи для самостоятельного решения. Найти определенный 

интеграл: 1.  

1

0
22 )1(x

xdx
.      Ответ.

4
1 .

2. 
2/

0

2cossin


xdxx .    Ответ. 
3
1 .

Пример 9. Вычислить определенный интеграл 
1

0
.  dxarctgxx  

Решение. Выполним интегрирование по частям в определенном 
интеграле. 
































1

0
2

1

0

1

0
2

2

1

0 2

221

0
2

2

12
1

2
1

81
11

2
1

8

12
1

0
1

2
2

,

1
,

  

x
dxdxdx

x
x

dx
x

xarctgxx
xvxdxdv

x
dxduarctgxu

dxarctgxx



2
1

482
1

80
1

2
1

0
1

2
1

8


 arctgxx . 
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Задачи для самостоятельного решения 
Вычислить определенный интеграл.  

1. .)13(
2

0

2 dxx    Ответ.   6.     2.  

1

0
22 )1(x

xdx
 .   Ответ. 

4
1 .

Пример 10. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линия-

ми: 3  ,1  ,0  ,
12 


 xxy

x
xy .

Решение.     .5ln
2
12ln10ln

2
1

1
3

1ln
2
1

1
23

1
2  


 x
x
xdxS  

Пример 11. Найти объем тела, образованного вращением во-
круг оси Ox  фигуры, ограниченной линиями 3xy  , 1x , 0y . 

Решение. Объём тела вращения равен 

  .
70

1
7

7
1

0

6    xdxxV  

Задачи для самостоятельного решения. 
1. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями

.3,92 xyxy       Ответ. 1/2.
2. Фигура, ограниченная параболой xy 42   и прямой х=4,

вращается вокруг оси Ох. Найти объем тела вращения.
Ответ. 32  .

x  

y

S

O

12 


x
xy

1 3  

Рис. 4 
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