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ВВЕДЕНИЕ 

      Настоящее учебное пособие содержит теоретический мате-
риал, разбор и подробное решение некоторых практических за-

дач  по разделам: “Математика”. Содержание учебного пособия 
соответствует программе курса математики для студентов ин-

женерно-технических специальностей втузов,  рассчитанной на 
600 часов и утвержденной Министерством образования Россий-
ской Федерации в соответствии с новыми образовательными 

стандартами.  
      Пособие состоит из следующих разделов: элементы линей-

ной алгебры, векторной алгебры и аналитичкской геометрии, 
линейные операторы и квадратичные формы, кривые и поверх-
ности второго порядка, введение в математический анализ, 

дифференциальное исчисление функции одной переменной и  
исследование функции с помощью производных, неопределен-

ный и определенный интегралы, функции нескольких перемен-
ных,  обыкновенные дифференциальные уравнения, числовые и 
функциональные ряды, ряды Фурье, кратные и криволинейные 

интегралы, векторный анализ, функции комплексного перемен-
ного и операционное исчисление. 

       Пособие отвечает требованиям учебных планов и рабочих 
программ для данных специальностей. 
 

1. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ, МАТРИЦЫ.  СИСТЕМЫ 

ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
Определители, их свойства и вычисление 

 Рассмотрим квадратную матрицу порядка n, так называ-

емую,  таблицу чисел, состоящую из n строк и n столбцов 

А=

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ......

...

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

. 
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С каждой такой матрицей связана вполне определенная число-
вая характеристика, называемая определителем n-го порядка 

∆ = det A=

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 

Числа ija  называются элементами определителя, 

где  i = 1,2,...,n – номер строки,  j = 1,2,...,n – номер столбца. 

При n=2 имеем матрицу 
11 12

21 22

a a
A

a a

 
  
 

. 

Определителем 2-го порядка, соответствующим такой 
матрице, называется число  

11 12

11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
       

Определителем 3-го порядка (n=3), соответствующим матрице 

А=

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 

, называется число, вычисляемое по формуле 

∆= 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

= 11 22 33 13 21 32 31 12 23a a a a a a a a a           

                           13 22 31 11 32 23 33 12 21a a a a a a a a a         . 

Эту формулу удобно изобразить следующей схемой 
 

 

 

=

 

 

 

+

 

 

 

+

  

 

 

–  
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– 

 

 

–

 

 

 – 

 

 , 

где линией показано произведение соответствующих элементов 

со знаком плюс или минус (см. схему). 
 

Пример1. Вычислить определитель: 

     

1 3 2

5 4 1 1 4 3 2 5 2 3 1 0

0 2 3



             


 

                          2 4 0 1 1 2 3 5 3 35.               

 
Определителем n-го порядка называется число, получен-

ное из элементов матрицы  ijA a , , 1,i j n  по формуле 

 
1 2

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2

...

...
1 ... .

... ... ... ...

...

n

n

kn

p p np

n n nn

a a a

a a a
a a a

a a a

   

Это выражение представляет собой алгебраическую сумму 

всевозможных произведений n элементов 
1 21 2 ...

np p npa a a , взятых 

со знаком  1
k

 .  

Определитель равен сумме произведений всех элементов 
Любой из его строк (столбцов) на их алгебраические дополне-

ния  (для любого номера i-ой строки (столбца)  i-1,2,..n. 
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Пример 2. Найти алгебраическое дополнение элемента  
21a  в 

определителе   

1 3 0

1 2 3

4 1 3

  .    

Согласно определению, алгебраическое дополнение эле-

мента 
21a  равно    

А21=  
2 1

211 M


 = (–1)
3 0

1 3
 = – 9. 

Пример 3. Вычислить  определитель 3-его порядка  

2 3 4

1 2 1

3 4 5

, 

разлагая его по элементам второй строки. 

Решение.  

 

     

     

2 1 2 2 2 3

2 3 4
3 4 2 4 2 3

1 2 1 1 1 2 1 1 1
4 5 3 5 3 4

3 4 5

15 16 2 10 12 8 9 1 4 1 2.

  
            

           

 
 

Пример 4.  Вычислить определитель 4-го порядка 

 

1 0 3 0

2 1 4 1

0 2 2 3

3 2 0 1





 
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Решение.  Разлагая определитель по элементам первой строки, 
приведем его к сумме определителей 3-го порядка, причем та-
ких определителей будет только два, поскольку два элемента 

первой строки являются нулями и их алгебраические дополне-
ния вычислять не нужно: 

 

   

   

1 1 1 3

1 0 3 0
1 4 1 2 1 1

2 1 4 1
1 1 2 2 3 3 1 0 2 3

0 2 2 3
2 0 1 3 2 1

3 2 0 1

2 24 4 8 3 4 9 6 12 43.

 

 


         


   
 

           

 
 

Свойства определителей n-го порядка 
1. Определитель не изменится, если строки его заменить 

столбцами, а столбцы – соответствующими строками. 
2. Определитель, содержащий две одинаковые строки 

(столбца), равен нулю. 

3. Общий множитель элементов какой-нибудь строки 
(столбца) может быть вынесен за знак  определителя. 

4. При перестановке двух строк (столбцов) определитель 
меняет знак на противоположный. 

5. Определитель не изменится, если к элементам одной 

строки (столбца) прибавить соответственные элементы другой 
строки (столбца), умноженные на одно и то же число.  

Пример 5.  Вычислить определитель 

1 2 3 4

1 0 1 2

3 1 1 0

1 2 0 5

 
, преобразуя 

его к треугольному виду, т.е. чтобы элементы по одну сторону 
главной диагонали стали равны нулю. Тогда определитель будет 
равен произведению элементов главной диагонали. 
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Решение.  На основании свойства 5 первую строку умножим на 
(-1) и сложим со второй строкой, затем – с четвертой. Далее, 
умножим первую строку на (-3) и сложим с третьей строкой. 

Величина определителя при этом не изменится. Этот способ 
называется «делать нули». 

1 2 3 4

1 0 1 2

3 1 1 0

1 2 0 5

 



=

1 2 3 4

0 2 2 2

0 7 10 12

0 0 3 9

  

  

 

=(–2)·(–3)·(–1)· 

1 2 3 4

0 1 1 1

0 7 10 12

0 0 1 3

= 

= – 6 ·

1 2 3 4

0 1 1 1

0 7 10 12

0 0 1 3

 = 

 Вторую строку умножаем на (-7) и складываем с третьей. Да-
лее, третью строку – на (-1/3) и складываем с четвертой. 

= – 6 ·

1 2 3 4

0 1 1 1

0 0 3 5

0 0 1 3

 = – 6 ·

1 2 3 4

0 1 1 1

0 0 3 5

0 0 0 4 / 3

 = – 6·3·(4/3) = – 24. 

 

 Системы линейных уравнений. Правило Крамера 
 

Системы двух и трех линейных уравнений 
 

Система двух линейных неоднородных уравнений с двумя 

неизвестными имеет вид     

                                   
11 12 1

21 22 2

,

.

a x a y b

a x a y b

 


 
                                (1) 

С помощью определителей 2-го порядка значения неизвестных 

х и у  можно найти по формулам Крамера: 
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1 2,

yxx x


 
 

,                                        (*) 

где 
11 12 1 12 11 1

21 22 2 22 21 2

0 x y

a a b a a b

a a b a a b
       . 

Система трех линейных уравнений с тремя неизвестными 
имеет вид  

                   

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 1 3

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

  


  
   

                                (2) 

Решение системы следующее: 

1 2 3
1 2 3, ,x x x

  
  
  

,                            (**) 

где 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0

a a a

a a a

a a a

   ,    

1 12 13

1 2 22 23

3 32 33

b a a

b a a

b a a

  ;               

                        

11 1 13

2 21 2 23

31 3 33

a b a

a b a

a b a

  ;        

11 12 1

3 21 22 2

31 32 3

a a b

a a b

a a b

  . 

 
Правило Крамера для систем (1) и (2): 

1.  Если основной определитель 0  , то система совместна 

и имеет единственное решение (см. формулы (*) и (**). 
2.  Если определитель системы равен нулю (  0), и хотя бы 

один из определителей, которые являются числителями в фор-

мулах (*) и (**) для неизвестных, отличен от нуля, то система 
несовместна и не имеет решения. 

3.  Если все определители равны нулю одновременно в 
формулах  (*) и (**), то система совместна и имеет бескнеч-

ное множество решений . 
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 Системы двух и трех линейных однородных уравнений 
 
Линейное уравнение называется однородным, если сво-

бодный член этого уравнения равен нулю. 
Рассмотрим систему двух линейных однородных уравне-

ний с тремя неизвестными: 

1 1 1

2 2 2

0

0

a x b y c z

a x b y c z

  


  
. 

1. Если 1 2 1 2 1 2/ / /a a b b c c  , то система сводится к одно-

му уравнению (например, первому), из которого одно из неиз-
вестных выражается через два других, значения которых оста-

ются произвольными. 

2. Если условие 1 2 1 2 1 2/ / /a a b b c c   не выполнено, то ре-

шение системы находится по формулам 

 

 
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

, ,
b c a c a b

x t y t z t
b c a c a b

       ,                 (***) 

где  t может принимать любые значения. Эти решения 
можно записать также в виде 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

x y z
t

b c a c a b

b c a c a b

  



. 

 
При этой форме записи решений следует помнить, что ес-

ли один из знаменателей обращается в нуль, то следует прирав-
нять нулю и соответствующий числитель. 
Пример 6.  Решить систему линейных однородных уравнений  

3 4 5 0

2 3 0

x y z

x y z

  


  
. 
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Решение. Напишем матрицу коэффициентов при неизвестных 

3 4 5

1 2 3
A

 
  

 
. По формуле (***) находим  

4 5 3 5 3 4
22 , 14 , 2

2 3 1 3 1 2
x t t y t t z t t          

 
, 

где t можно придавать любые значения, т.е. t R  . 
Рассмотрим систему трех линейных однородных уравнений  

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0

0

0

a x b y c z

a x b y c z

a x b y c z

  


  
   

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0

0

0

a x b y c z

a x b y c z

a x b y c z

  


  
   

, 

где 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c

A a b c

a b c

 
 


 
 
 

 – матрица коэффициентов. 

Если ее определитель 0  , то  система имеет един-
ственное нулевое решение: х = 0, у = 0,  z = 0. 

Если же 0  , то система сводится либо к двум незави-
симым уравнениям (третье является их следствием), либо к од-
ному уравнению (остальные два являются его следствиями). 

Первый случай имеет место тогда, когда среди миноров опре-
делителя ∆ есть хотя бы один отличный от нуля; второй случай 
– тогда, когда все миноры этого определителя равны нулю. В 

обоих случаях эта однородная система имеет бесконечное мно-
жество решений. 
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Матрицы и действия над ними 
Матрицей размерности m n называется прямоугольная 

таблица чисел из m строк и  n столбцов: 

 А=

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
, , , .

... ... ......

...

n

n

n n nn

a a a

a a a
n m N

a a a

 
 
  
 
 
 

 

Числа m  и n  называются порядком матрицы. Если m =n , 

то матрица называется квадратной. Обозначают матрицу (для 

краткости) так иногда 

 ijA a  или ijA a , 

где i – номер строки, j – номер столбца. 

1,2,..., ; 1,2,..., .i m j n   

Числа ija  называются элементами матрицы A . Если эле-

менты квадратной матрицы A  удовлетворяют условию 

ij jia a , то матрица называется симметрической. Если в квад-

ратной матрице поменять строки со столбцами соответственно 
с одними и теми же номерами, получается транспонированная 

матрица 

11 21 1

12 22 2

1 2

...

...
.

... ... ......

...

m

mT

n n mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

 

 

Квадратная матрица, у которой вне главной диагонали 
элементы равны нулю, называется диагональной. Диагональная 
матрица, у которой все диагональные элементы равны единице, 

называется единичной:  
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1 0 ... 0

0 1 ... 0

... ... ... ...

0 0 .... 1

E

 
 
 
 
 
 

. 

 
Обозначают её также буквой I . 

Две матрицы  ijA a  и  ijB b  одинаковой размерности 

считаются равными  A B , если все их соответствующие эле-

менты совпадают. 

Суммой двух матриц  ijA a  и  ijB b , 1, 2,..., ,i m  

1, 2,...,j n , называется матрица  ijC c  той же раз-

мерности с элементами ij ij ijc a b  . 

Произведением числа k на матрицу A называется матрица, 
определяемая равенством 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

... ...

... ...

... ... ... ... ... ...... ...

... ...

n n

n n

m m mn m m mn

a a a k a k a k a

a a a k a k a k a
k A k

a a a k a k a k a

     
   

  
     
   
   

     

 

Произведением двух матриц  ij m n
A a


  и  jk n p

B b


  

таких, что число столбцов первой матрицы равно числу строк 

второй, называется матрица  ik m p
C c


 , элементы которой 

определяются равенствами 

 

1 1 2 2

1

...

1,2,..., , 1,2,...,

m

ik ij jk i k i k in nk

i

c a b a b a b a b

i m k p



        

 


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Иначе говоря, элементы матрицы-произведения А·В = С опреде-

ляются так: элемент I – ой строки и k – ого столбца матрицы С 

равен сумме произведений элементов i– ой строки матрицы А на 

соответствующие элементы k – го столбца матрицы В. 

Из определения вытекает, матрицу А можно умножать 
не на всякую матрицу В: необходимо, чтобы число столбцов 

матрицы А равнялось числу строк матрицы В 

Пример7. 
1 0 0 1

0 0 0 0
A B

   
    
   

. 

 

Находим: 
1 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0
A B

     
        

     
; 

 

0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0
B A

     
        

     
. Видим, что А·В  В·А. 

Две матрицы, для которых имеет место А·В = В·А, назы-
ваются коммутирующими (перестановочными). 

Очевидно, что для всякой квадратной матрицы А поряд-
ка n справедливо равенство: А·D= D·А, где  

0 ... 0

0 ... 0

... ... ... ...

0 0 ...

d

d
D

d

 
 
 
 
 
 

 – диагональная матрица n-го порядка 
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и А·Е = Е·А=А,  А·0 = 0, где 

1 0 ... 0

0 1 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... 1

E

 
 
 
 
 
 

 – единичная 

матрица;   

0 0 ... 0

0 0 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... 0

O

 
 
 
 
 
 

 – нулевая матрица. 

Каждой квадратной матрице А  n-го порядка ставится в со-
ответствие число, называемое определителем (det A) этой мат-
рицы. 

Если det A  0, то матрица А называется невырожденной 
(неособенной); в противном случае А – вырожденная (особен-

ная) матрица. 
Имеет место теорема: Определитель произведения двух 

матриц равен произведению определителей этих матриц, т.е. 

det( ) det( ) det( ).A B A B    

 
Пример 8. Найти произведение матриц АВ и ВА, где  

 

1 2 3
2 3 1

, 4 0 2
3 1 0

5 4 6

A B

 
   

    
   

 

. 

Решение. Число столбцов матрицы А равно числу строк матри-
цы В; следовательно, умножение А на В возможно: 

1 2 3
2 3 1

4 0 2
3 1 0

5 4 6

A B

 
   

      
   

 

 



 

 16 

2 1 3 4 1 5 2 2 3 0 1 4 2 3 3 2 1 6

3 1 1 4 0 5 3 2 1 0 0 4 3 3 1 2 0 6

               
  

               
 

=
19 8 18

7 6 11

 
 
 

. 

       Произведение В·А не существует, т.к. количество столбцов 
матрицы В не равно количеству строк матрицы А. 

 

 Обратная матрица и ее вычисление 
 

 Матрица 1A называется обратной по отношению к мат-
рице A , если их произведение равно единичной матрице: 

1 1A A A A E     . 

Любая невырожденная матрица А порядка n, у которой det 

A ≠ 0 имеет обратную 1A  того же порядка. У вырожденной 

матрицы не существует обратной. 
Обратную матрицу можно вычислять по формуле 

11 21 1

12 22 21

1 2

...

...1

... ... ... ...det

..

n

n

n n nn

A A A

A A A
A

A

A A A



 
 
  
 
 
 

 

где ijA  – алгебраическое дополнение элемента ija  в ее 

определителе, или 1 1

det
A

A

   A , где A  – присоединенная 

матрица определяется как транспонированная к матрице А, 

составленная из алгебраических дополнений ijA  соответствую-

щих элементов матрицы А. По этой формуле для матриц высо-
кого порядка процесс вычисления обратной матрицы трудое-

мок. Трудность связана с вычислением алгебраических допол-

нений ijA  к каждому элементу. 
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Находить обратную матрицу можно с помощью элемен-
тарных преобразований: 

1) перестановки двух любых строк (столбцов); 

2) умножения строки (столбца) на число с  0; 
3) прибавление к элементам какой-либо строки (столбца) 

соответствующих элементов другой строки (столбца), умно-
женных на любое число; 

С помощью элементарных преобразований получаем 
матрицы, эквивалентные исходной. Любую невырожденную 
матрицу А путем элементарных преобразований только строк 

(или столбцов) можно привести к единичной Е.  

Этот метод нахождения 1A  состоит в следующем: 

Для данной матрицы А порядка n строим прямоугольную 

матрицу  | размера n 2nAГ A E  , приписывая к А справа 

единичную Е. Далее, используя элементарные преобразования 

над строками, приводим матрицу AГ  к виду  |E B , что все-

гда возможно, если det A ≠ 0. 

 Тогда 1B A . 

Пример 9. Найти обратную матрицу 1A  для матрицы А двумя 

способами: 
1) по формуле;  

2) методом эквивалентных преобразований,  

где 
2 3

1 4
A

 
  
 

. 

Решение. Матрица А – невырожденная, т.к. 

2 3
det 11 0

1 4
A

 
   
 

. Следовательно, существует 1A . 

 

 Сначала находим присоединенную матрицу 

4 3

1 2
A  

  
 

, где 11 22 12 214; 2; 1; 3;A A A A      
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Затем подставляем в формулу 1 1

det
A

A

   A : 

 

1

4 3

4 31 11 11

1 2 1 211

11 11

A

 
  

    
    

 

. 

Отметим свойства обратной матрицы. 

1.  
1 11

, const;k A A k
k

     

2.  
1 1 1;A B B A
                 3.    

1
1

T
TA A


  . 

Матричный метод решения линейных систем 

Линейной системой называется система, в которую входят 
только линейные уравнения. 

Рассмотрим линейную неоднородную систему из n урав-
нений с n неизвестными в координатной форме: 

              

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...

... ... ... ... ...

...

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    

.                         (1.1)  

Обозначим 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ......

...

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

 – матрица коэффициентов 

при неизвестных 1 2, ,..., nx x x ; 

1

2

...

n

b

b
B

b

 
 
 
 
 
 

 – матрица столбец (или вектор) свободных членов;  
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1

2

...

n

x

x
X

x

 
 
 
 
 
 

 – искомая матрица-столбец (или n-мерный век-

тор) неизвестных, которые требуется найти. Тогда систему 
(1.1) можно записать в так называемой векторной форме:  

АХ=В                                                  (1.1’) 

где А, В – заданные матрицы, Х – неизвестный вектор. 
Если А – невырожденная матрица, то существует обратная 

1A  и система (1.1)  (или (1.1’)) имеет единственное решение, 
которое находится по формуле  

Х= 1A ·В                                             (1.2) 

Пример 10.  Решить систему уравнений матричным методом 
(если у нее существует единственное решение). 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6

2 3

5

x x x

x x x

x x x

  


  
   

. 

 

Решение. Положим  

1

2

3

1 1 1 6

2 1 1 ; 3 ; .

1 1 1 5

x

A B X x

x

     
    

  
    

     
     

 

Тогда данная система уравнений запишется равенством (1.1’). 

Вычислим определитель det A  и обратную матрицу 1A , если  
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det A0: 

1 1 1

det 2 1 1 2 0;

1 1 1

A

 
 

  
 
 
 

1

0 1 1

1 1
0

2 2

1 3
1

2 2

A

 
 
 
  
 
 

 
 

. 

Подставим матрицу 1A  в формулу (1.2): Х= 1A ·В.  
Получим решение данной системы уравнений в виде 

1

2

3

0 1 1 0 6 1 3 1 5 2
6

1 1 1 1 1
0 3 6 0 3 5

2 2 2 2 2
5

1 3 1 3 15
1 6 1 3 5

2 2 2 2 2

x

x

x

     
          

        
                 
          

       
         

     

. 

Следовательно, 1 2 3

1 15
2; ; 7,5

2 2
x x x      . 

Заметим, что с вычислением 1A  тесно связано решение 

матричных уравнений вида АХ=В или УА=В, где А, В – данные 
матрицы, Х, У – искомые матрицы. Если А – невырожденная 

матрица, решения даются формулами Х= 1A ·В; У=·В 1A . 

Если А – прямоугольная или вырожденная квадратная 

матрица, то решение этих уравнений сводится к решению си-
стем линейных уравнений. Для получения этих уравнений надо 
приравнять элементы матриц в обеих частях равенства. 

Пример 11.  Найти матрицу Х второго порядка, удовлетворяю-
щую уравнению 

4 3 1 2

1 1 3 4
X

   
    

   
 

Решение. Здесь А=
4 3

1 1

 
 
 

 – невырожденная, det A=10.  
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Находим 
11 121

21 22

1 3 1 31 1

1 4 1 4det 1

A A
A

A AA

       
         

     
. 

По формуле 1X A B   вычисляем матрицу Х, где 
1 2

3 4
B

 
  
 

: 

· 
1 3 1 2 1 1 3 3 1 2 3 4 8 10

1 4 3 4 1 1 4 3 1 2 4 4 11 14
X

               
          

               
. 

 
 Ранг матрицы. Эквивалентные матрицы 

 

Дана прямоугольная матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ......

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

. 

 

Рассмотрим всевозможные миноры матрицы A , отличные 
от нуля. 

Рангом  матрицы A  называется наивысший порядок от-

личных от нуля миноров этой матрицы. Обозначают ранг мат-

рицы A  через  r A  или Rang A. 

Если    r A r B , то матрицы A  и B  называются эквива-

лентными: пишут A B: . 

Всякий отличный от нуля минор матрицы, порядок кото-
рого равен рангу этой матрицы, называют базисным минором. 

Ранг матрицы  A m n  можно находить двумя способами. 

Первый способ: метод окаймляющих миноров. Пусть 

найден минор М k-го порядка, не равный нулю. Рассмотрим 

лишь те миноры  1k  - го порядка, которые содержат в себе 

(окаймляют) минор M : если все они равны нулю, то  
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Rang ( )A k ; в противном случае среди окаймляющих миноров 

найдется минор  1k  - го порядка, отличный от нуля. И вся 

процедура повторяется.  

 
Второй способ: метод элементарных преобразований ос-

нован на том, что элементарные преобразования не меняют ранг 

матрицы. В этом случае матрица приводится к ступенчатой, 
ранг которой равен числу её ненулевых строк. 

 
Пример 12. Найти ранг матрицы 

2 4 3 1 0

1 2 1 4 2

0 1 1 3 1

4 7 4 4 5

A

 
 

 
 
 
 

  

 

Решение. Путём перебора находим миноры 2-го порядка, от-

личные от нуля. Например, 2

4 3

2 1
M





 ≠ 0. Вычисляем 

окаймляющие миноры 3-го порядка: 3

2 4 3

1 2 1 0

0 1 1

M



  



. 

Далее вычисляем миноры 4-го порядка, окаймляющие 

минор 3 0M  . Их будет два: 

41

2 4 3 1

1 2 1 4
0

0 1 1 3

4 7 4 4

M



 
 



 

; 42

2 4 3 0

1 2 1 2
0

0 1 1 1

4 7 4 5

M




 





. 

Следовательно, Rang 3A  . 
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 Исследование системы m линейных уравнений 
с n неизвестными. Теорема Кронекера-Капелли 

Дана система m  линейных уравнений с n  неизвестными 

 

11 12 1 11 2 4

21 22 2 21 2 4

1 2 41 2 4

...

...

... ... ... ......

...

n

n

m m m n

a a a bx x x

a a a bx x x

a a a bx x x

   
    


    

                                         (1.3) 

Решением этой системы называется совокупность n чисел 

 1 2; ;...; nx x x , которые будучи подставлены вместо неизвестных 

1 2; ;...; nx x x   в уравнения системы (1.3), обращают эти уравнения в 

тождества. Система (1.3) называется совместной, если она имеет 

хотя бы одно решение  1 2; ;...; nx x x . Если же система (1.3) не 

имеет ни одного решения, то она называется несовместной.  
Прежде чем решать систему (1.3), необходимо её исследо-

вать. Для этого составляются матрица A  системы и расширен-

ная матрица A : 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ......

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

; 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...

...

... ... ......

...

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b
A

a a a b

 
 
 
 
  
 

. 

Теорема Кронекера-Капелли (основная теорема о совместности 
системы линейных уравнений): Для совместности системы (1.3) 
необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы системы рав-

нялся рангу её расширенной матрицы:  Rang Rang A A r  . 

Rang r матрицы совместной сиcтемы не может превосхо-
дить числа неизвестных n . В силу этого могут представиться 

два случая: 
1) r n , система имеет единственное решение, 
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2) r n , система имеет бесконечное множество решений. 

Итак, предположим, что система (1.3) совместна, причем 

r n / 

Рассмотрим какой-нибудь базисный минор матрицы A . 
Выделим в этом миноре произвольную строку. Элементы этой 

строки являются коэффициентами при r  неизвестных в одном 
из уравнений системы (1.3). Эти r  неизвестных назовем базис-
ными неизвестными рассматриваемой системы уравнений. 

Остальные n r  неизвестных системы (1.3) назовем свободны-

ми неизвестными. 
Выделим из системы (1.3) систему r  уравнений, среди ко-

эффициентов которых содержатся элементы базисного минора. 
Базисные неизвестные в выделенной системе оставим в левых 
частях уравнений, а члены, содержащие свободные неизвест-

ные, перенесем вправо. Из полученной системы уравнений вы-
разим базисные неизвестные через свободные неизвестные 

(например, по формулам Крамера). Таким образом, придавая 
свободным неизвестным произвольные значения, можно найти 
соответствующие значения базисных неизвестных. Следова-

тельно (об этом уже сказано выше), система (1.3) имеет бесчис-
ленное множество решений. 

Пример 13. Решить систему уравнений, предварительно иссле-
довав ее на совместность 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 4 3 1,

2 2 0,

5 3 8 1.

x x x x

x x x x

x x x x

   


   
    

 

Решение. Здесь 

1 5 4 3 1

2 1 2 1 0

5 3 8 1 1

A

 
 

   
 
 

 – расширенная матрица. 

Вычтем из 3-й строки 1-ю: 
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1

1 5 4 3 1

2 1 2 1 0 .

4 2 4 2 0

A

 
 

  
   

:  

Разделим элементы 3-й строки на 2 и вычтем из получен-
ной 3-й строки 2-ю; затем вычеркнем 3-ю строку: 

1 5 4 3 1

2 1 2 1 0

0 1 0 0 0

A

 
 

  
 
 

: ;   
1 5 4 3 1

.
2 1 2 1 0

A
 
 

  
:  

Нетрудно видеть, что     2r A r A  . Следовательно, си-

стема совместна. Возьмем первое и второе уравнения заданной 

системы: 

31 2 4

31 2 4

5 4 3 1,

2 2 0.

xx x x

xx x x

   


   
 

За базисные неизвестные примем 1x  и 2x . Это можно сде-

лать, так как определитель 
1 5

2 1
 из коэффициентов при этих 

неизвестных отличен от нуля. Свободными неизвестными слу-

жат 3x  и 4x . Переписав систему в виде 

1 2 3 4

31 2 4

45 1 3 ,

,2 2

x x x x

xx x x

  


  
 

выразим 1x  и 2x  через 3x  и 4x  по правилу Крамера: 

 

3 4

3 4
1 3 4

1 4 3 5

2 1 14 2 1

1 5 11 11 11

2 1

x x

x x
x x x

 

  
    



, 
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3 4

3 4
2 3 4

1 1 4 3

2 2 6 7 2

11 11 11 11

x x

x x
x x x

 

 
    


. 

 

Полагая свободные переменные 
3 1 4 2,x c x c  ,  

где 
1 2,c c  – любые произвольные постоянные, получим общее 

решение системы в векторной форме. ,  или в координатах 
 

1 1 2 2 1 2 3 1 4 2

14 2 1 6 7 2
; ; ;

11 11 11 11 11 11
x c c x c c x c x c          . 

Данная система имеет бесконечно много решений, так как 

r n , где число неизвестных n = 4. Придавая 1 2иc c  различные 

числовые значения, будем получать различные частные реше-

ния  данной системы уравнений. 
 
 Решение системы линейных уравнений методом Гаусса 

(метод исключения неизвестных) 
Сущность метода состоит в том, что посредством элемен-

тарных преобразований система (1) превращается в эквивалент-
ную систему треугольного или трапецеидального вида. 

Решение методом Гаусса системы (1) можно упростить, 

если вместо преобразований над самой системой производить 
элементарные преобразования над соответствующей матрицей 

из коэффициентов при неизвестных свободных членов:  
 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...

...
A= 

... ... ... ......

...

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b

a a a b

 
 
 
 
  
 
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Полученной матрице будет соответствовать система ли-
нейных уравнений треугольного или трапецеидального вида.  

Из преобразованной системы треугольного вида все неиз-

вестные определяются последовательно без труда. Если система 
уравнений имеет бесконечное множество решений (в случае, 

когда r n , т.е. когда число неизвестных n больше числа ли-

нейно независимых уравнений), то треугольной системы не по-
лучается, так как последнее уравнение содержит более одного 
неизвестного, получаем систему трапецеидального вида. 

Если же эта система уравнений несовместна, то в преобра-
зованной системе будет содержаться хотя бы одно уравнение 

вида 0 = 1, т.е. уравнение, в котором правая часть отлична от 
нуля. Такая система не имеет решений. 

Заметим, что методом Гаусса гораздо выгоднее пользо-

ваться в случае, когда система содержит большое число урав-
нений, ибо этот метод заключается в последовательном исклю-

чении неизвестных. 
 

Пример 14. Решить систему уравнений 

3 2 5,

0,

4 5 3.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

Решение. Преобразуем матрицу в эквивалентную: 
 

3 2 1 5 1 1 1 0

1 1 1 0 3 2 1 5

4 1 5 3 4 1 5 3

A

   
   

    
       

:  

 

(для упрощения вычислений мы поменяли местами первое и 
второе уравнения). 

Вычитаем из остальных двух строк 1-ю строку, умножен-
ную на 3 и на 4: 
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1 1 1 0

0 1 4 5

0 5 9 3

 
 

 
  

. 

 
Вторую строку, умножив на (–5), прибавляем к 3-й: 

 

1 1 1 0 1 1 1 0

0 1 4 5 0 1 4 5

0 0 11 22 0 0 1 2

    
   

      
        

: . 

Система уравнений приняла треугольный вид: 

 

0

4 5

2

x y z

y z

z

  


  
 

. 

        Она имеет единственное решение. Из последнего уравне-
ния имеем 2z  ; подставляя это значение во второе уравнение, 

получаем 3y   и  из первого уравнения находим 1x   . 

 

 2. ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА. 

 

Определение  линейного  пространства 

Любая упорядоченная система 1 2, ,..., nx x x  из n  действи-

тельных чисел представляет собой n – мерный вектор. ,X  ко-

торый можно записывать как в виде вектора-строки 

 1 2, ,..., ,nX x x x  так и в виде вектора-столбца

1

2

...

n

x

x
X

x

 
 
 
 
 
 

. 
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Числа 1 2, ,..., nx x x  называются координатами вектора X , 

а число n  (количество координат) – его размерностью. Два n  – 

мерных вектора  1,..., nX x x  и  1,... nY y y  равны: X Y , 

если их одноименные координаты равны: ,i ix y i = 1, 2, …, n. 

Векторы одинаковой размерности можно складывать и вычитать по 

правилу:  1 1 2 2; ;...; ,n nX Y x y x y x y      умножать вектор 

X  на число α : 

 1 2, ,..., nX x x x     . 

Эти операции над векторами обладают следующими свой-

ствами: 
а) коммутативным (переместительным)  

,X Y Y X X X     ; 

б) ассоциативным (сочетательным) 

   ;X Y Z X Y Z X Y Z         

   1 2 1 2 1 2X X X     ; 

в) дистрибутивным (распределительным) 

 X Y X Y     ;  1 2 1 2X X X      . 

          Эти свойства позволяют производить над векторами различ- 
ные преобразования (раскрытие скобок, группировка членов и т.п.).  

 
Разложение векторов по базису 

     Известно, что множество всех векторов образует линей-
ное пространство ( для векторов, элементов этого простран-
ства определены операции:  сложение и умножение на число. 

Количество координат вектора определяет размерность про-

странства. Доказано, что всякий вектор ),,( ..21 nx    n-

мерного  линейного пространства можно единственным об-

разом представить в виде линейной   комбинации векторов, 

образующих базис, 332211 eeex       , где neee ,...,, 21  – 



 

 30 

базис (в некоторых задачах  иногда не будет ставится  знак 
вектора над базисными векторами, но понимать надо,  что 
они всегда являются векторами).  

     Базис – это совокупность n линейно независимых векто-
ров n-мерного пространства Rn. 

     Заметим, что в n-мерном линейном пространстве суще-
ствует бесконечно много различных базисов из n векторов. В 
следующих двух заданиях при решении задач надо уметь 

устанавливать линейную независимость или линейную зави-
симость векторов, и убедиться, что векторы, по которым тре-

буется разложить данный вектор, образуют базис. 
         

 Пример .  Написать разложение вектора x  по векторам   p , 

q , r . 

     Дано: x =(-9,5,5), p =(4,1,1), q =(2,0,-3), q =(-1,2,1). 

     Требуется найти коэффициенты в разложении 

rqpx    

 Решение: Убедимся, что векторы p , q , r образуют базис 

 в пространстве R3. Если они линейно независимы, тогда 

x R3 можно представить в виде линейной комбинации этих 
векторов. 

   а) Рассмотрим 0321  rqp    в координатной форме:  



















1

1

4

1 +



















 3

0

2

2 +



















1

2

1

3 =



















0

0

0

.  Получим 














03

020

024

321

321

321







, 

т.к. определитель этой линейной однородной системы: 
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029

131

201

124







 . 

Однородная система имеет единственное нулевое решение 

0321   . 

     Следовательно, p , q , r  – линейно независимы и образу-

ют базис в R3. 

     б) Запишем разложение вектора x  по этому базису  

rqpx    имеем: 



















1

1

4

 +



















 3

0

2

 +



















1

2

1

 =



















5

5

9

                                  

     Векторное уравнение  равносильно трем скалярным урав-

нениям: 















53

520

924







 

     Эта  линейная  неоднородная система (ЛНС) уравнений, у 
которой Δ =29  0, имеет единственное решение, которое 

находится по правилу Крамера: 

  



 1 , 




 2  ,  




 3   

     Вычисляем дополнительные определители 

,29105415201252)3()9()1(05

)1()3(5522109

135

205

129

1










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,29

151

251

194

2 





      

87

531

501

924

3 





 . 

   

 Следовательно,  1
29

29



 , 1

29

29



 ,  3

29

87
 . 

   

 Ответ: В базисе p , q , r   имеем разложение rqpx 3 . 

 
Решение систем линейных уравнений 

 

         Рассмотрим m линейных неоднородных уравнений с n не-
известными  
 

            



















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxа

...

........................................

...

...

2211

22222121

11212111

(*) 

       
         Эту ЛНС уравнений можно записать в векторной форме 

AX=B,  где заданы матрицы коэффициентов  А, B.   
   

























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

:......:

...

...

21

22221

11211

  и  B матрица-столбец 





















mb

b

B :

1
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(вектор свободных членов); 





















nx

x

X :

1

,  X- искомый n-мерный 

вектор неизвестных , которые требуется найти. 
         Система уравнений называется совместной, если она име-
ет хотя бы одно решение. В противном случае система называ-

ется несовместной. Имеет место следующая теорема  Кронекера 
- Капели: Для совместности системы (*) необходимо и доста-

точно, чтобы ранг матрицы системы равнялся рангу её расши-

ренной матрицы: Rang A= Rang A =r, где  

























mmnmm

n

n

b

b

b

aaa

aaa

aaa

A
:

...

:......:

...

...

2

1

21

22221

11211

-расширенная матрица.  

Если r=n,то ЛНС(*) имеет единственное решение. Если 
r<n, то ЛНС(*) имеет бесконечное множество решений. Назо-

вём r неизвестных, базисный минор из коэффициентов при ко-
торых отличен от нуля, базисными переменными остальные (n-
r) неизвестных системы назовем свободными переменными. 

Придавая свободным переменным произвольные значения, 
можно найти соответствующие значения базисных переменных. 

В результате получим общее решение системы, включающее в 
себя все частные решения. 

          

Пример.  Найти общее решение данной неоднородной системы 
с исследованием её на совместимость.  
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Дано: 














3432

73452

423

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

Решение. Здесь число уравнений m=3 , число неизвестных 

n=4,



























3

7

4

4

3

2

321

452

131

A -  расширенная матрица, 





















3

7

4

B -

вектор свободных членов, 

























4

3

2

1

x

x

x

x

X  -искомый вектор. 

 Вычислим   Rang A и Rang A  методом окаймляющих миноров:  

,01
52

31

1 



M 8

321

452

131

2 







M , 

,03

421

452

231

3 







M 03

321

752

431

4 







M  

Rang A =3.  Т.к. ранги матриц A  и  A  равны, то система сов-
местна и имеет бесконечно много решений, ибо ранг r =3 

меньше числа неизвестных n =4. Неизвестные x1,x2,x4  соответ-
ствуют базисным столбцам минора M3  0 . Примем их за ба-
зисные переменные, неизвестная  x3 будет свободной. 

         Перепишем систему в виде: 
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













3421

3421

3421

3342

47352

423

xxxx

xxxx

xxxx

 

 
Решим эту систему по правилу Крамера: 

3

421

352

231









 ; 3147

4233

3547

234

3

3

3

3

1








 x

x

x

x

x
; 

 

136

4331

3472

241

3

3

3

3

2








 x

x

x

x

x
; 

3

3

3

3

62

3321

4752

431

3
x

x

x

x

x








 . 

Тогда  

149
3

3147
3

3
1

1 






 x

x
x

x
; 

3

136 3
2

2 







x
x

x
; 

3

62 3
4

4 x
x

x





 . 

Обозначим  x3=С,  где С- произвольная постоянная , RС  
Запишем общее решение в векторной форме 

.

3/62

3/132

149



























С

С

С

С

X общее  

Получая, например, С=3, найдем частные ЛНС: X1=148;  
X2=-5/3; X3=3; X4=62. 
Ответ: Xобщее=(49С+1,-2C+13/3,C,62C/3), 

             Xчастное=(148,-5/3,3,62). 
 



 

 36 

3. ПОДПРОСТРАНСТВА, ОБРАЗОВАННЫЕ РЕШЕНИЯ-

МИ ЛИНЕЙНОЙ ОДНОРОДНОЙ СИСТЕМЫ (ЛОС) 

УРАВНЕНИЙ. НАХОЖДЕНИЕ ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ ЛОС 

 
        Рассмотрим линейную однородную систему m уравнений с 

n неизвестными 



















0...

........................................

0...

0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxа

   Здесь 

























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

:......:

...

...

21

22221

11211

- матрица размерности mn, 





















nx

x

X :

1

-

неизвестный вектор, подлежащий определению. Совокуп-

ность линейно независимых решений 1 , 2 ,…, k  ЛОС урав-

нений называется фундаментальной системой решений (ФСР) , 
если любое решение этой системы может быть представлено в 

виде линейной комбинации этих векторов 1 , 2 ,…, k  : 

X=c1 1 +c2 2 +…+ck k , где   c1,c2,…,ck  – любые константы. По-

следнее равенство является общим решением ЛОС уравнений в 

векторной форме ,т.к. в нём содержатся всевозможные частные 
решения при конкретных значениях  произвольных постоянных   
c1,c2,…,ck . 

      Теорема. Если ранг r матрицы А меньше числа n неизвест-
ных, то ЛОС уравнений имеет ненулевое решение. Число n-

мерных векторов , определяющих ФСР , находятся по формуле 
k=n-r, где r=Rang A. Таким образом, если рассматривается ли-
нейное пространство  Rn ,элементами которого являются n-
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мерные векторы , то множество всех решений ЛОС является 
подпространством пространства Rn . Размерность этого подпро-
странства равна k. 

  

Пример. Найти общее решение данной системы и проанализи-

ровать его структуру (указать базис пространства решений 
ЛОС, указать размерность пространства ). 

Дано: 















0232

03

02227

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

 

Решение. В данной ЛОС имеем m=3- число уравнений, n=5- 

число неизвестных. Запишем матрицу коэффициентов при не-
известных 





























1

1

2

1

1

2

232

131

127

A  

 Определим её ранг с помощью элементарных преобразований: 

 



























1

1

2

1

1

2

232

131

127



















 











2

1

1

2

1

1

127

232

131

 

 



















 







9

3

1

5

3

1

8230

090

131



















 





9

3/1

1

5

3/1

1

8230

010

131
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























3/4

3/1

0

3/8

3/1

0

800

010

101





















 6/1

3/1

0

3/1

3/1

0

100

010

101

 

.

6/1

3/1

6/1

3/1

3/1

3/1

100

010

001





















  

     Т.к. число линейно независимых столбцов преобразований 
матрицы равно r=3, то RangA=r=3. RangA=3<n=5. Следова-

тельно, ЛОС имеет ненулевые решения. ФСР состоит двух 
(k=n-r=2)линейно независимых решений. Неизвестные x1,x2,x3 

соответствуют базисным столбцам и являются базисными пе-
ременными; неизвестные x4,x5 – свободными переменными. 
Запишем преобразованную систему уравнений, перенеся сво-

бодные переменные x4,x5 в правую часть системы уравнений: 

.

)6/1()3/1(

)3/1()3/1(

)6/1()3/1(

543

542

541















xxx

xxx

xxx

 

   Для первого  набора 1  свободных переменных x4=1, x5=0 и 

второго набора 2 свободных переменных x4=0, x5=1 имеем 

решения:  
 

 
 

 
 
 

 

,

0

1

3/1

3/1

3/1

1

































































1

0

6/1

3/1

6/1

2
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Решения  1  и 2  образуют ФСР. Общее решение системы в 

векторной форме: 

 X=c1 1 +c2 2 =
































0

1

3/1

3/1

3/1

1с































1

0

6/1

3/1

6/1

2с
,  

где  c1, c2  –  произвольные постоянные  Если положить с1=3  , 

c2=6  , где любые числа  ),(,  , то общее решение 

данной ЛОС в координатной форме можно записать так: 

 1x ,  22 x ,  
3

x ,  34x ,  65x , ),(,   

Исходная система имеет бесконечное множество решений; раз-

мерность пространства решений 2k . 
Ответ: ,(  X ,2  ,  ,3  6 ). 

 

4. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

И  ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ 

 
         Говорят, в линейном векторном пространстве R задано 

преобразование А, если каждому элементу (вектору) Rx   по 
некоторому закону (или правилу) ставится в соответствие век-

тор RxA   . Преобразование А называют линейным , если для 

любых векторов  Ryx ,  и любого действительного числа 

 выполняется  равенства yAxAyxA  )(  и xAxA  )( . 

Для простоты возьмём линейное пространство R3 (n=3) . 

Пусть в этом пространстве R3 имеются два базиса: 321 ,, eee  

(старый) и 
/

3

/

2

/

1 ,, eee  (новый), связанные равенствами 
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

















333232131

/

3

323222121

/

2

313212111

/

1

eaeaeae

eaeaeae

eaeaeae

             (**) 

где  





















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  матрица перехода от старого базиса к 

новому, столбцы, которой являются координатами в формулах 

перехода (**). Если вектор ),,( 321 xxxx    задан в базисе 

321 ,, eee , то его координаты x ),,( /

3

/

2

/

1 xxx  в новом базисе 

можно найти по формуле  xAx 1 , где матрица линейного 

преобразования 1A  является обратной для матрицы A; т.к.  de-

tA 0  ,то - невырожденная матрица. Заметим, что в конечно-
мерном пространстве R линейное преобразование (оператор) 
называется невырожденным , если определитель матрицы этого 

линейного преобразования отличен от нуля. Матрицу B  ли-
нейного оператора (преобразования ) при переходе от одного 
ортонормированного базиса к другому находится по формуле 

BAAB 1 , где A-матрица перехода от старого базиса к новому 

, B матрица оператора в старом базисе 

 Пример.  Найти координаты вектора x  в базисе 

 (
/

3

/

2

/

1 ,, eee ), если он задан в базисе ( 321 ,, eee ). 

       Дано: )3,6,2( x , 321
/

1 2eeee  , 21
/

2 )3/2( eee  ,  

321
/

3 eeee 
 

Решение. Имеем по условию разложение вектора  

321 362 eeex   старом базисе 
/

3

/

2

/

1 ,, eee . Требуется разложить 

вектор x   в новом  базисе 
/

3

/

2

/

1 ,, eee , т.е. надо найти новые коор-
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динаты  /

3

/

2

/

1 ,, xxx   вектора ./

3

/

3

/

2

/

2

/

1

/

1 exexexx 
 

Учитывая 

условие задачи,  запишем  

x /

1x )2( 321 eee  + /

2x ))3/2(( 21 ee  + /

3x )( 321 eee   

или в координатной форме 





















 3

6

2
/

1x




















 2

1

1
/

2x






















0

1

3/2
/

3x .

1

1

1

















 

Векторное уравнение равно-

сильно трем скалярным уравнениям  














302

6

2)3/2(

/

3

/

2

/

1

/

3

/

2

/

1

/

3

/

2

/

1

xxx

xxx

xxx

 

     Это линейная  неоднородная  система(ЛНС), у которой  

det A=-1. Решаем ЛНС уравнений по правилу Крамера: 

A
x

det

1/

1


 ,

A
x

det

2/

2


 , 

A
x

det

3/

3




 
Находим:  

5

103

116

13/22

1 








, 

,6

132

161

121

2 






 

7

302

611

23/21

3 




. Таким образом,  

/x =(5,6,7).  

 

5. СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 

И СОБСТВЕНЫЕ ВЕКТОРЫ МАТРИЦЫ 

 
         Пусть Rn - заданное n-мерное линейное пространство. 
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          Ненулевой вектор  nRh  называется собственным 
вектором линейного оператора (преобразования) ,заданного 

матрицей А , если найдется такое число  , что выполняется 

равенство hhA  .  Само число  называют собственным 

(или характеристическим) числом оператора А, соответ-

ствующим собственному вектору  h . Собственные (значе-
ния) матрицы А являются корнями характеристического 

уравнения det (A-  E)=0, являющегося алгебраическим 
уравнением n-ой степени.  Если  

























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

:......:

...

...

21

22221

11211

,

























1...00

:......:

0...10

0...01

E
, то характеристическое 

уравнение в координатной форме имеет вид: 













nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

 =0   (***) 

Для нахождения ненулевого собственного вектора 

mh =   0:

1





















n



, отвечающему собственному числу  m ,  

m=1,2,…n надо решить линейную однородную систему 

(ЛОС) уравнений: 



















0)(...

......................................................

0...)(

0...)(

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

aaa

aaa

aaа






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Эта ЛОС уравнений имеет бесконечно много реше-

ний. Поэтому, собственному значению 
m соответствует се-

мейство собственных векторов. Выбирают любой из них. 
Если характеристическое уравнение (***) имеет n 

различных корней, то соответствующие им собственные 

векторы  ,1h ,2h … nh - линейно независимые и образуют ба-

зис. Если среди корней характеристического уравнения (*) 

имеются кратные, т.е. равные корни, например, 1 - корень 

кратности к, то хорошо найти к линейно независимых соб-

ственных векторов ,1h ,2h … kh , отвечающих собственному 

значению, кратности к; их число m=n-r , где n-порядок мат-

рицы (A-
1 E), r=Rang (A-

1 E); km  . 

 Пример.  Найти собственные значения и собственные век-

торы матрицы А.  Дано: 



























211

121

114

A . 

Решение.  Решаем характеристическое уравнение 

,0

211

121

114















04)2(22)4()2( 2  

04)2(22)4()2( 2    или 0)96)(2( 2   , 3,2 3,21   . 

Откуда 3,2 3,21   -собственные значения матрицы А. 

Для простого корня  21   находим собственный вектор  

h = 0

3

2

1



























,  решая ЛОС уравнений  














00

00

02

321

321

321






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коэффициенты этой системы равны элементам определителя  

det (A-  E)=0,  при  21  : 

























011

101

112

0

3

2

1



























.  

Решим методом Гаусса: 

























011

101

112





























112

101

011

 























000

110

011

 , получим   










0

0

32

21




   или   321   ,  где    3  

-свободная переменная , полагая 13 с , получаем, 1h =



















1

1

1

с

с

с

 -

семейство собственных векторов, отвечающих собственному 

значению 21  . Например,  1h =



















1

1

1

.  Для кратного корня 

332    сначала определим число линейно независимых 

собственных векторов. Подставляя 3   в левую часть харак-

теристического уравнения, получаем матрицу   

























111

111

111

. Ее 

порядок  n=3,  ранг r=1  (наивысший порядок миноров, не рав-

ных нулю). Число линейно независимых собственных векторов 
равно m=n-r=2 совпадает с кратностью корня к=2. Найдем их. 
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Имеем 0321    или  
321   .Полагая  ,, 322 cс    

где
32 ,cс -любые константы, одновременно не обращающееся в 

ноль, получим h =

















 

3

2

32

с

с

cс

- семейство собственных векторов  

для  332   .  Пусть  0,1 32  cс .  Тогда  2h =



















0

1

1

. Пусть   

1,0 32  cс . Тогда  3h = 



















1

0

1

.  Два линейно независимых соб-

ственных вектора 2h и 3h , соответствующих  собственному  

числу 332   . 

 Ответ:  21  , 332   – собственные значения  матрицы  A, 

)1,1,1(1 h , )0,1,1(2 h , 

 

6. ПРИВЕДЕНИЕ КВАДРАТИЧНОЙ ФОРМЫ 

К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ 

 

Квадратичной формой действительных переменных  
x1, x2,…,xn  называется однородный многочлен второй степени 
относительно этих переменных, не содержащий свободного 

члена и членов первой степени.  Если число переменных n=2 . 

то квадратичная форма: 2

2222112

2

11121 2),( xaxxaxaxxK  . Если n=3, 

то  ),,( 321 xxxK  
3223

2

3333113

2

2222112

2

111 222 xxaxaxxaxaxxaxa  . 
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Приведение квадратичной формы к каноническому виду 
ортогональным преобразованием. 

Рассмотрим квадратичную форму трех переменных  

),,( 321 xxxK .  Симметрическая матрица 





















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

S ,  у которой jiij aa  , (i,j =1,2,3  при 

ji  ) называется матрицей квадратичной формы  ),,( 321 xxxK . 

Так как S - симметричная матрица, то корни 321 ,,    характе-

ристического уравнения  

,0

333231

232221

131211















aaa

aaa

aaa

 

являются действительными числами и будут собственными 

значениями матрицы S . Известно, что собственные векторы 
симметрической матрицы, соответствующие различным соб-
ственным значениям, ортогональны. Следовательно, если мат-

рица симметрическая, то можно говорить  об ортогональном 
базисе векторов, составленном из собственных векторов этой 

матрицы. Если среди корней характеристического уравнения 
есть корень кратности  к, то можно указать к   линейно незави-
симых векторов, отвечающих этому собственному значению, 

согласно следующей теореме. 
Теорема. Для того чтобы существовал базис из соб-

ственных векторов матрицы оператора  А, необходимо и доста-
точно, чтобы каждому собственному значению соответствовало 
столько линейно независимых собственных векторов, какова 

его кратность. Число линейно независимых векторов равно 
m=n-r  , где  n -размерность матрицы, r=Rang S . 

И так, каждому оператору в разных базисах соответ-
ствуют различные матрицы. Наша цель: найти такой базис, в 
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котором матрица оператора имела бы простейший вид, а имен-
но диагональный. В ортонормированном базисе из собственных 
векторов матрица оператора имеет диагональный вид: 





















3

2

1

00

00

00







B  ,где на главной диагонали стоят 

собственные значения матрицы  S , ибо характеристический 
многочлен линейного оператора (преобразования) не зависит от 

базиса.  Известно, что квадратичную форму ),,( 321 xxxK   мож-

но представить в виде скалярного произведения 

),,( 321 xxxK = ),( xxS  , где 

 





















3

2

1

x

x

x

x , 



























333232131

323222121

313212111

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

xS . 

Переходя к новому ортонормированному базису, где матрица 

перехода  B=T-1ST , старые и новые переменные (координаты) 

связаны преобразованием  /xTx  , где 





















/

3

/

2

/

1

/

x

x

x

x
 -вектор x  в 

новой системе координат, получим квадратичную форму в но-
вой системе координат, определенной базис из собственных 

нормированных  векторов, в виде  

),,( /

3

/

2

/

1 xxxK = ),( // xxB =
2/

33

2/

22

2/

11 )()()( xxx    , 

не содержащем членов с произведением переменных, 
/

3

/

1

/

3

/

2

1

2

/

1 ,, xxxxxx , который называется каноническим видом. 

Формулы преобразования координат при переходе к но-
вому ортонормированному базису имеют вид:  
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













/

333

/

232

/

1313

/

323

/

222

/

1212

/

313

/

212

/

1111

xbxbxbx

xbxbxbx

xbxbxbx

,  где нормированные собственные век-

торы матрицы S: 





















31

21

11

0

b

b

b

u ,





















32

22

12

0

b

b

b

v ,





















33

23

13

0

b

b

b

w

 

принято гово-

рить, что квадратичная форма ),,( 321 xxxK приведена к канони-

ческому виду с помощью ортогонального преобразования.  
Вывод. Чтобы привести каноническую форму к канони-

ческому виду надо:  

1) По коэффициентам квадратичной формы составить 
симметрическую матрицу S; 

2) Найти собственные значения и собственные векторы 
матрицы S, причем собственные векторы пронормировать; 

3) Записать квадратичную форму в каноническом виде 

),,( 321 xxxK =
2

33

2
22

2
11 )()()( xxx   . 

 
7. ВЕКТОРЫ И ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ 

 
     Вектор – это направленный отрезок, т.е. имеющий длину 
и направление. Длина вектора называется модулем и обозна-

чается a  или AB . Векторы a , b - коллинеарны  ( a // b ) ,  

если параллельны одной и той же прямой или лежат на од-
ной прямой. 

     Векторы a , b , с – компланарны, если они параллельны 
одной и той же плоскости или лежат в одной и той же плос-
кости. 
     Направление вектора определяется углами α, β, γ, образо-

ванными вектором с положительным направлением коорди-
натных осей  OX , OY , OZ  соответственно. 
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     Направляющие косинусы вектора вычисляются по форму-

лам: 
a

axcos ,
a

a y
cos ,

a

azcos ,  где    

222 )()()( zyx aaaa   , если известны его координаты  

),,( zyx aaaa   .   Заметим, что направляющие косинусы яв-

ляются координатами любого единичного вектора, т.е. 

)cos,cos,(cos0 a , если .0

a

a
a   

     Основные действия над векторами. 

     Пусть даны  ),,( zyx aaaa   и   ),,( zyx bbbb   . 

 Тогда: 

    1. a  b = ),,( zzyyxx bababa   

    2. ),,( zyx aaaa    , где  -действительное число. 

    3. Скалярное произведение ba  двух векторов a и b  есть 

число, по определению равное   cos baba  ,где  -

угол   между двумя  векторами a и b  вычисляется по форму-

ле:  zzyyxx babababa  . 

     4. Векторное произведение ba  двух векторов a и b  - 

есть вектор c , удовлетворяющий трем условиям: 

1) вектор c  направлен так, что векторы  a ,b  и c   обра-
зуют правую тройку; 

     2) вектор c  ортогонален вектора   a и b , т.е. aс  , bс  . 

     3) модуль   sin baс ,  де  - угол   между двумя  

векторами a и b . Геометрически модуль векторного произ-
ведения равен площади параллелограмма, построенного на 
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этих векторах, т.е. sin babaS ммапараллегра .  

Тогда baс  . 

     5.  Смешанное произведение трех векторов a ,b  и c    есть 

число равное по определению: cbaсba  )( . 

       Геометрически модуль смешанного произведения  равен 
объему  параллепипеда,  построенного на этих векторах,  т.е.  

cbaV едапараллепип  .   Заметим, что объем тетраэдра, по-

строенного на трех векторах a ,b  и c   равен 

hSV оснтетраэдра .)3/1( , где Sосн. – площадь основания тет-

раэдра, h –высота тетраэдра, т.к. основание тетраэдра  есть 

треугольник, построенный на векторах a и b , то Sосн=(1/2) 
Sпараллелограмма, следовательно,  

  едапараллепипраммапараллелогтетраэдра VhSV )6/1()6/1(  .  

     Если заданы векторы  в координатах ),,( zyx aaaa  ,   

),,( zyx bbbb  и ),,( zyx сссс  , то  

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

сba       смешанное произведение. 

1) Условие перпендикулярности векторов  ( ba  ): 0ba  

или   0 zzyyxx bababa . 

2) Условие  коллинеарности  векторов  ( a // b ): 

0ba  или 

x
b

ax =
y

b

a y
=

z

z

b

a
. 

3) Условие  компланарности  векторов a ,b , c : 0 сba  или 
 



 

 51 

0

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

 

      
Пример.  Вычислить объем тетраэдра с вершинами в точках 
А1, А2, А3, А4 и его высоту, опущенную из вершины А4 на 

грань А1 А2 А3(рис.2). 
     Дано: А1(-1;2;-3), А2(4;-1;0), А3(2;1;-2); А4(3;4;5). 

     Требуется найти  объем тетраэдра. 
Решение. а) Объем тетраэдра равен 1/6 части объема  
параллелепипеда, построенного на векторах 

21 AA , 31 AA ,
41 AA . Объем соответствующего параллелепипе-

да вычисляется  через смешанное произведение векторов, 
совпадающих с ребрами тетраэдра, сходящимися в вершине 

А1(рис.7.1): 

 
Рис. 7.1 

 

 21)6/1( AAVтетраэдра 31 AA
41 AA  

    Найдем координаты векторов  и их смешанное произведе-

ние: )3,3,5(21 AA , )1,1,3(31 AA , )8,2,4(41 AA  
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21 AA 31 AA
41 AA = 30

824

113

335





 

     Откуда   530)6/1( тетраэдраV  (куб. ед.) 

б) Искомую высоту h найдем из формулы:    

основаниятетраэдра SV )3/1(  h , где Sоснования равна площади  тре-

угольника  А1 А2 А3. 
     Площадь треугольника  А1 А2 А3 равна половине площади 

параллелограмма, построенного на векторах 
21 AA , 31 AA  

    Поэтому находим векторное произведение 

21 AA  31 AA = kji

kji

440

113

335 



  

Следовательно, Sоснования= S = )2/1( 21 AA 31 AA = 

= 222 440)2/1(  =2 2  (кв.ед.) 

Таким образом     

h=3Vтетраэдра/Sоснования=3.5/(2 2 )=15 2 /4 

Ответ:Vтетраэдра=5 (куб. ед.), h=15 2 /4(ед. длины) 
 

8. ПЛОСКОСТЬ И ПРЯМАЯ В ПРОСТРАНСТВЕ  

 
Плоскость в пространстве. 

       1) Уравнение плоскости – это уравнение первой степени 
вида:   Ax+By+Cz+D = 0, если  А2+В2+С2  0, которое назы-
вается общим уравнением.  Коэффициенты А, В ,С можно 

рассматривать, как координаты вектора нормали N =(A,B,C), 
перпендикулярного плоскости. 
    2) Уравнение плоскости, проходящей через точку  
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M0(x0, y0 , z0) перпендикулярно вектору N : 

A(x-x0)+B(y-y0)+C(z-z0)=0, (условие N  0MM , где  

0MM =(x-x0 , y-y0 , z-z0)  лежит в плоскости). 

      3) Уравнение плоскости, проходящей через три заданные 
точки M1(x1,y1,z1), M2(x2,y2 ,z2), M3(x3,y3,z3) имеет  вид: 

0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

 

 

-условие  компланарности  векторов  

031211  MMMMMM , где ),,( 1111 zzyyxxMM  ,   

),,( 12121221 zzyyxxMM  , ),,( 13131331 zzyyxxMM  , 

где  M(x,y,z)- текущая точка  данной плоскости. 

       4) Уравнение плоскости в отрезках имеет вид: 

1
c

z

b

y

a

x
, где а,b,с – отрезки, отсекаемые плоскостью, на 

координатных осях соответственно, - абсцисса, ордината и 
аппликата точек пересечения плоскости с осями OX, OY, и 

OZ. 
         5) Нормальное уравнение плоскости: 

0coscoscos  pzyx  , где  )cos,cos,(cos0 n  

- вектор- нормаль к плоскости единичной длины, проведены 
из начала координат, p – расстояние от начала координат до 
плоскости (p>0). 

           Приведем  общее уравнение плоскости к нормальному 
уравнению плоскости.  Для этого умножим обе части общего 

уравнения  плоскости  на  нормирующей  множитель: 

222

1

CBA 

 - полученное уравнение и будет нор-

мальным  уравнением плоскости.  (Знак  берется противо-
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положным  знаку  D)  
     Расстояние от данной точки M0 (x0,y0,z0) до плоскости 
находится по формуле 

222

000

CBA

DCzByxA
d




  

где A,B,C-коэффициенты в общем уравнении плоскости, 
Угол между двумя плоскостями вычисляется по формуле: 

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121cos
CBACBA

CCBBAA




 , 

где под углом между двумя плоскостями понимается угол 

между их нормалями ),,( 1111 CBAN и ),,( 2222 CBAN . 

     Условие перпендикулярности двух плоскостей: 

A1 A2+B1 B2+C1C2=0                (если 1N  2N ). 

Условие  параллельности  двух плоскостей: 

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
                           (если 1N // 2N ). 

    Прямая в пространстве 
     Канонические уравнения прямой имеют вид 

p

zz

n

yy

m

xx 000 







  

, где S =(m,n,p) – направляющий 

вектор прямой, точка M(x0,0y.z0 ) лежит на прямой, т.е. пря-

мая проходит через точку M0 параллельно вектору S . 
 Уравнение прямой в параметрической форме: 















0

0

0

zptz

ynty

xmtx

 

Прямая может быть задана как линия пересечения двух 

плоскостей    








0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
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   Уравнение прямой, проходящей через две точки M1(x1,y1,z1) 

и M2(x2,y2,z2 ) имеет вид: 
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














. 

     Угол между двумя прямыми вычисляются по формуле 

     
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121cos
pnmpnm

ppnnmm




  , 

где угол    между двумя прямыми- угол между их                                                            

направляющими векторами данных прямых. 
Условие перпендикулярности двух прямых: 

m1 m2+n1 n2+p1p2=0                (если 1S  2S ). 
Условие  параллельности  двух прямых: 

2

1

2

1

2

1

p

p

n

n

m

m
                           (если 1S //

2S ).  

Взаимное расположение прямой и плоскости 

     Пусть заданы прямая    и плоскость  : 

 :       Ax+By+Cz+D = 0, 

 :      
p

zz

n

yy

m

xx 000 






 

Угол между прямой и плоскостью определяются по  
формуле 

222222
cos

pnmCBA

CpBnAm




 , 

где   -угол между   направляющим вектором прямой и нор-

малью к плоскости. Условие перпендикулярности прямой и 

плоскости:  
p

C

n

B

m

A
   (если S // N ). Условие  параллель-

ности  двух прямых: A m+Bn+Cp=0   (если S  N ).   Напом-

ним, что S =(m,n,p ) – направляющий вектор прямой , 

N =(A,B,C) – нормаль к плоскости. 
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     Пример.    Найти расстояние d от точки M0 до плоскости, 
проходящей через три точки M1,M2,M3. 
     Дано: M1(1;0;2);M2(1;2;-1);M3 (2;-2;1);M0 (-5;-9;1). 

     Требуется найти: d  (см. рис.8.1) 

 
Рис.8.1 

 

Решение. Находим уравнение плоскости, проходящей через 

три заданные точки M1, M2, M3, по формуле 
 

0

210212

210211

201







 zyx

 
 

Разложив определитель по первой строке и, приводя подоб-
ные  члены, имеем уравнение плоскости: 8x+3y+2z-12=0 

      Расстояние  d от данной точки M0 (x0,y0,z0) до плоскости, 
определяемой уравнением Ax+By+Cz+D=0, находится по 
формуле 

 

222

000

CBA

DCzByxA
d




 = 





222

000 21238

CBA

zyx

 
 

77

2)3()8(

2112)9(3)5(8

222





  (ед. длины). 
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9. КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА   

НА ПЛОСКОСТИ 

 

1.Окружность – это множество точек плоскости, равно-
удаленных от данной точки (центра). Если R – радиус окружно-

сти, точки M0 (x0,y0) - ее центр, то каноническое уравнение 
окружности имеет вид : (x-x0)2+(y-y0)2=R2  . 

2. Эллипс – это множество точек плоскости, сумма рас-

стояний которых до двух данных точек, называемых фокусами, 
есть величина постоянная, равная 2а, причем эта постоянная 

больше расстояния между фокусами (рис.9.1). 

   Пусть ( , )M x y  – любая точка эллипса,    1 2;0 и ;0F c F c  – 

фокусы. Тогда по определению имеем    1 2 2MF MF a  , где 

1 1 2 2иMF r MF r   называются фокальными радиусами, и, следова-

тельно, 1 2 2r r a  .  

 
 

 
 

 
 
 

 
 

Рис.  9.1 
Форма эллипса (мера его сжатия) характеризуется  его эксцентрисите-

том 
c

a
  , (так как с < а, то  < 1 для эллипса). Каноническое уравне-

ние  эллипса : 
2 2

2 2
1

x y

a b
  , причем 

2 2 2a b c  . Здесь a – большая, 

b – малая полуоси эллипса. Если а =b (с = 0,   = 0, фокусы сливаются 
в одной точке – центре), то эллипс превращается в окружность  

 

-a 

y 

a 

-b 

x 

b 

F1 F2 

M(x,y) 
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2 2 2x y a  . Фокальные радиусы эллипса: 
1r a x   (правый фо-

кальный радиус)  и  
2r a x 

 
(левый фокальный радиус). 

3.Гипербола – это множество точек плоскости, абсолют-
ная величина разности расстояний которых до двух данных то-

чек, называемых фокусами, есть величина постоянная, равная 
2а, причем эта постоянная меньше расстояния между фокусами 

(рис.9.2). Пусть ( , )M x y – любая точка гиперболы, 

   1 2; 0 и ; 0F c F c – фокусы. Тогда по определению имеем  

 

 
 
 

 
 

 
 

Рис.  9.2 

1 2 2 , 0,F M F M a a  
  

где 1 1 2 2иr F M r F M   называются 

фокальными радиусами, причем для правой ветви гиперболы, 

1r x a   – правый фокальный радиус; 2r x a   – левый фокальный 

радиус, где число 1
c

a
    называется эксцентриситетом гиперболы. 

Каноническое уравнение гиперболы имеет вид  
2 2

2 2
1

x y

a b
  ,  где   

а2 + в2 = с2. Здесь а  – действительная полуось, b – мнимая полуось ги-
перболы;  из уравнения   видно, что гипербола не пересекает ось OY, 

т.е. 0x  . Для построения гиперболы строят прямоугольник со сто-
ронами 2а и 2b, с центром в начале координат. Проводят диагонали в 

прямоугольнике, которые являются асимптотами b
y x

a
  . Верши-

ны гиперболы находятся в точках    ; 0 и ; 0a a . 

 
y 

M(x,y) 

x 
a -a 

b 

F1 F2 

-b 

0 
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Замечание. Если  уравнение гиперболы имеет вид : 
2 2

2 2
1

y x

b a
  , то вер-

шины гиперболы находятся на оси OY в точках    ; 0 и ; 0b b . Ги-

перболы называются сопряженными (у них действительная ось 
одной гиперболы служит мнимой осью другой, и наоборот; они 
имеют общие асимптоты). Если а= b, то уравнение   принимает вид   
х2 – у2 = а2. Такая гипербола называется равнобочной. Ее асимптоты 
перпендикулярны друг к другу. Поэтому, если за координатные оси 
принять асимптоты равнобочной гиперболы, то ее уравнение примет 

вид:  21
,

2
x y m m a

 
    

 

 (рис. 9.3,а и рис. 9.3,б), или 
m

y
x

 . 

а) m > 0                                       б) m < 0 

x 

y 

0 

x 

y 

0 

 
Рис. 9.3 

4. Парабола – это множество точек плоскости, равноуда-
ленных от данной точки, называемой фокусом, и от данной 
прямой, называемой директрисой (рис.9.4). Пусть прямая   l: 

x=-p/2 является директрисой параболы, точка F(p/2,0) – фокус. 

Тогда каноническое уравнение параболы имеет вид: 2 2y px , 

где p – фокальный параметр.  

 
 

 
 
 

 
 

 
Рис. 9.4 

 

M 
K 

l 

0 F 

y 

x 

Рис. 20. 
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Эта парабола расположена симметрично относительно 
оси ОХ ( 0p  ), FM r  – фокальный радиус параболы, кото-

рый определяется по формуле 
2

p
r x  , так как FM KM . 

Уравнение 2 2x py  является уравнением параболы, симмет-

ричной относительно оси ординат ОУ.  При р > 0 ветви парабо-
лы направлены в положительную сторону соответствующей ко-
ординатной оси, а при р < 0 – в отрицательную сторону. 

 

10. ПРИВЕДЕНИЕ ОБЩЕГО УРАВНЕНИЯ  

КРИВОЙ ВТОРОГО  ПОРЯДКА К  

КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ 

 

           Если общее уравнение кривой второго порядка вида: 
a11x2+a22y2 +2a1x+ 2a2y+a0=0 , т.е. не содержит члены с произ-

ведением xy ( a12=0 ), то следует выделить полные квадраты по 
x и по y :  

a11(x2+2a1x/a11)+a22(y2+2a2y/a22)+a0=0, 

 
a11(x2+2a1x/a11)+a22(y2+2a2y/a22)+a0=0,   

 
a11(x2+2a1x/a11+(a1/a11)

2)+a22(y2+2a2y/a22+(a2/a22)2)- 
-(a1/a11)

2-(a2/a22)2+a0=0  

  
или  

  
a11(x+a1/a11)2+a22(y+a2/a22)2=(a2/a22)2)+(a1/a11)

2-(a2/a22)2-a0, 
 

и сделать замену переменных (параллельный перенос) 

11

1/

a

a
xx  ,

22

2/

a

a
yy   .  Получим   kyaxa  2/

22

2/

11 )()( , 

 где  k=(a2/a22)2)+(a1/a11)
2-(a2/a22)2-a0  или    
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1
/

)(

/

)(

22

2/

11

2/


ak

y

ak

x
 – канонический вид кривой второго порядка. 

 

11. ИССЛЕДОВАНИЕ ОБЩЕГО  УРАВНЕНИЯ КРИВОЙ. 

ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА. 

 

Уравнения кривых второго порядка 

Пусть общее уравнение кривой второго порядка  
a11x2+a22y2+2a1x+2a2y+a0=0 

приведем к каноническому виду:  1
/

)(

/

)(

2

2/

1

2/


 k

y

k

x
 , где 1 , 2 - 

собственные значения матрицы  S  . Вычисляем   21     

1. если  
21   >0,  то кривая эллиптического типа;  

2. если 
21   <0 , то кривая гиперболического типа; 

3. если
21    =0, то кривая параболического типа. 

 Исследовать кривую второго порядка и построить ее. 

Пример .   Дано:  K(x,y)= 2x2+2y2-2xy-2x-2y+1=0. 
Решение.  Имеем  a11=2, a22=2, a12=a21=-1;  a1=-1, a2=-1, a0=1 . 

Тогда матрица старших членов    



















21

12
S . 

Составляем характеристическое уравнение 
 

  0
21

12









, или 0342   . Корни  11    и    32    

– собственные значения матрицы  S. Так как  11  , и 32   то 

данная кривая эллиптического типа. 

Находим соответствующие им собственные векторы 

)211 ,( h   и  )212 ,( h .  
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Для 11  :















































0

0

11

11

2

1




, или 









0

0

21

21




 ,  

121 с , constс 1
. 

Пусть c1=1. Тогда   )1,1(1 h . Нормируем 1h , 

11
0

1 / hhh  , где 211 22
1 h ; получаем )2/1,2/1(0

1 h . 

Для   12   : 















































0

0

11

11

2

1




 или 









0

0

21

21




 ,  

221 с  , constс 2
.  

          Пусть  с2=1. Тогда )1,1(2 h . Нормируем 2h , 

22
0

2 / hhh  , где 2)1(1 22
2 h ; получаем )2/1,2/1(0

2 h , 

причем 0

1h 
0

2h . Орты собственных векторов  0

1h  и   0

2h  обра-

зуют базис в новой системе координат x/,y/.  Имеем матрицу Т 

линейного преобразования координат 

















2/12/1

2/12/1
T  

Отсюда получаем формулы преобразования координат 

// )2/1()2/1( yxx  , // )2/1()2/1( yxy   , или    

)(2/1 // yxx   , )(2/1 // yxy   .  

Подставляем в уравнения кривой найденные выражения 
для x и y:  После раскрытия скобок и приведения подобных по-

лучаем  (x/)2+3(y/)2-2 2 x /+1=0,  или (x/)2-2 2 x/+3(y/)2+1=0. 

Выделив, полный квадрат имеем:  (x/- 2 )2+3y/+1=0. 

Пусть  x//=x/- 2 , y//=y/- параллельный перенос коорди-
натных осей. Тогда (x//)2+3( y//)2=1,или (x//)2+( y//)2/3=1-
каноническое уравнение эллипса в координатах  x//, y//,  где a  
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=1– большая, b= 3/1 = 0,577 – малая полуоси эллипса 

(рис.11.1) . 

 
Рис. 11.1 

 

Поверхности второго порядка. Канонические формы  
уравнений. Исследование поверхностей второго порядка  

методом сечений 
Определение. Поверхностью S второго порядка будем 

называть геометрическое место точек, декартовы прямоуголь-
ные координаты которых, удовлетворяют уравнению вида 

в   котором,  один   из   коэффициентов  

отличен от нуля. Уравнение (*) называется общим уравнением 

поверхности 2-го порядка. 
Очевидно, что поверхность второго порядка как геометри-

ческий объект не меняется, если от данной декартовой системы 
координат перейти к другой декартовой системе координат. 
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С помощью линейного ортогонального преобразования ко-
ординат (или параллельного переноса и поворота осей) уравне-
ние вида (*) можно привести к виду 

Поверхность S второго порядка называется центральной, 
если уравнение центра поверхности имеет единственное решение 

 
 

точка О1 (х0, у0, z0) называется центром поверхности 2-го порядка. 

Для упрощения будем рассматривать уравнение вида 

Классификация центральных поверхностей 
второго порядка 

1°. Если коэффициенты а11, а22, а33 одного знака, 

 а коэффициент а44   0, то в этом случае поверхность S  

называется эллипсоидом. Если знак коэффициентов а11,а22, 

а33 противоположен знаку коэффициента а44, то поверхность  

называется вещественным эллипсоидом, в противном случае - 

мнимым эллипсоидом. 
В дальнейшем термином эллипсоид мы будем называть  

лишь вещественный эллипсоид. 
Каноническое уравнение эллипсоида имеет вид: 
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Из уравнения  следует, что координатные плоскости яв-
ляются плоскостями симметрии эллипсоида, а начало коор-
динат - центром симметрии. Числа а, b, с называются полуося-
ми эллипсоида и представляют собой длины отрезков от начала 
до точек пересечения эллипсоида с осями координат. Эллипсо-
ид представляет собой ограниченную поверхность. 

Рассмотрим сечения данного эллипсоида плоскостями, 
параллельными координатной плоскости Оху. Каждая из таких 
плоскостей определяется уравнением z = h, a линия, которая 

 

Отсюда следует, что при     h < с    плоскость z = h пере-

секает эллипсоид по эллипсу с полуосями  

 
Аналогичнаякартина имеет место при рассмотрении се-

чений эллипсоида плоскостями, параллельными координатным 
плоскостям Oxz и   Oyz. Сама плоскость Oxz (у =0) 

пересекает эллипсоид по эллипсу {
  

   
  

    

   
 

а плоскость Oyz  (x = 0) по эллипсу {
  

   
  

    

   
 

В случае a=b=c, эллипсоид является сферой. 
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Рис. 11.2 

2°. Если из четырех коэффициентов а11,а22, о33, а44 два одно-

го знака, а два других - противоположного, поверхность S 

называют однополостным гиперболоидом. 
Каноническое уравнение однополостного гиперболоида:          

 

 Из уравнения вытекает, что координаты плоскости яв-
ляются плоскостями симметрии, а начало координат - цен-
тром симметрии однополостного гиперболоида. 

Рассмотрим его сечение координатной плоскостью Oxz 
Это сечение представляет собой гиперболу, расположен-

ную симметрично относительно координатных осей Ох и 
Oz и пересекает ось Oz в точках (а, 0, 0), (- а,0, 0). 

Сечение плоскостью Oyz есть гипербола симметричная относи-
тельно осей Оу, Oz с точками на оси Oy (0, b, 0), (0, - b, 0). 
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Рассмотрим сечения данного гиперболоида плоскостями, 
параллельными плоскости Оху: 

Отсюда видно, что любая плоскость z = h пересекает  

гиперболоид  по эллипсу Самых малых размеров эллипс полу-
чается в сечении плоскостью z=0 (Oxy)  он называется горловым 

эллипсом. 
Однополостный       гиперболоид имеет вид бесконечной 

трубки, расширяющейся в обе стороны от горлового клапана.  

 
Рис. 11.3 
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Величины а, b, с называют ПОЛУОСЯМИ     О ДНО ПО ЛО СТНО ГО    

гиперболоида. В случае а = b   уравнение (2') определяет окруж-
ность с центром на оси Оx. В этом случае однополостный ги-
перболоид можно рассматривать как поверхность, образован-
ную вращением гиперболы вокруг одной из осей.  

3 ° .  Зн ак одн ого  и з  п ерв ы х трех коэ ффи ц и ен тов  

а11, а22, а33,а44 противоположен знаку остальных коэффициентов. 

В этом случае поверхность S называется двухполостным гипер-

болоидом. 

Пусть для определенности а11>0, а22 > 0, а33 < 0, а44 >0. Ка-

ноническое уравнение двухполостного гиперболоида имеет вид: 

 

Его сечение  плоскостью Oxz определяется уравнениями  

 
 

 Это гипербола, симметричная относительно осей Ох и 
Oz и пересекающая ось Oz в точках (0,0,c)и(0,0,-с). 

 

Сечение плоскостью Oyz представляет собой  

гиперболу, симметричную относительно Оу и Oz и пере-
секающую Oz в точках (0,0,с) и (0,0, - с).  

Сечения данного гиперболоида плоскостями, параллель-
ными координатной плоскости Оху  
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при  условии, что | |    представляет  эллипс с полуосями: 

 
Двухполостный гиперболоид -это поверхность, состоя-

щая из двух отдельных «полостей». Каждая из них имеет 
вид бесконечной выпуклой чаши. 

Величины а,b,с называются полуосями двухполостного ги-
перболоида.  

При а=b двухполостный гиперболоид модно рассматри-
вать как поверхность, образованную вращением гиперболы во-
круг одной из осей . 

 
 

           Рис. 11.4 

4°. Коэффициент a44 = 0. В этом случае поверхность S 

называется конусом второго порядка. Если коэффициенты а11,   

а22,   а33 одного знака, то левая часть обращается в нуль лишь 
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для х = у = z = 0, то есть уравнению поверхности удовлетво-

ряет одна точка.  

В этом случае поверхность называется мнимым конусом. 

 

Если коэффициенты а11, а22,   а33 имеют разные знаки, то  

поверхность S называется вещественным конусом второго порядка. Ка-

ноническое уравнение его имеет вид:  

 

Геометрической особенностью этой поверхности являет-
ся то, что, если некоторая точка М (отличная от начала коор-
динат) лежит на этой поверхности, то все точки прямой, кото-

рая проходит через начало координат и точку М, также лежат 
на этой поверхности. 

 

Рис. 11.5 
Эта геометрическая особенность вытекает из того, что 

уравнение однородно, т.е. все его члены имеют одну и туже 
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степень, равную 2. Иначе говоря, поверхность, определяемая од-
нородным уравнением, состоит из прямых проходящих через 
начало координат. Такая поверхность называется конической 

или просто конусом. Прямые, из которых составлен конус, 
называются образующими. Точка, через которую они все про-

ходят, называется вершиной конуса. 

Рассмотрим  сечение плоскостыс  

Плоскости z = h в сечении тоже дают эллипс. Это эллипс с по-
луосями a и b расположенный симметрично относительно ко-

ординатных плоскостей Oxz и Oyz. 
Если а =b, то эллипс превращается в окружность и конус 

называется круглым. 

Нецентральные поверхности  второго порядка 
1°. Эллиптический параболоид. Каноническое уравнение 

имеет вид:  

Плоскости Oxz и Oyz являются для него плоскостями 
симметрии. Ось Oz называется осью эллиптического парабо-
лоида. Из уравнения  следует, что эллиптический параболоид 

расположен в полупространстве z   О. Линии пересечения 
представляют собой эллипсы 

 
При увеличении h эллипсы бесконечно увеличиваются, так что эллип-
тический параболоид представляет собой бесконечную чашу. Плос-
кость х = h пересекает эллиптический параболоид по 
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параболе которая получается таким па-

раллельным  переносом параболы   при кото-

ром ее вершина O(0,0,0) переходит в точку (h,0,z=h2/a2). 

 

                Рис. 11.6                         Рис. 11.7 
2°. Гиперболический параболоид. Каноническое уравнение 

имеет вид:    
  

   
  

   . Плоскости Oxz и Oyz являются плос-

костями симметрии. Ось Oz называется осью гиперболическо-
го параболоида. Он имеет форму седла. Точка О называется 
вершиной гиперболического параболоида. 

Линии пересечения гиперболического параболоида с 
плоскостями z = h при h > О представляют собой гиперболы: 

 
При h < О - линии пересечения сопряженных гипербол. 
Плоскость z = 0 пересекает гиперболический параболоид по 

двум прямым ( асимптотам гипербол)     
 

 
 , плоскость  y= h 

пересекает гиперболический параболоид по параболе,   
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которая получается параллельным переносом параболы. 
 

  
  

  
      

 
 Цилиндры второго порядка 

Рассмотрим цилиндрическую поверхность с образующей 
параллельной оси Oz. 

В зависимости от характера сечения рассматриваемого 
цилиндра с плоскостью Оку различают цилиндры следующих 
типов: 
 
 1. Эллиптический цилиндр-каноническое уравнение:  
Направляющей является эллипс   (рис.11.8).  

                            Рис. 11.8 

 

 Если а =b, то цилиндр называется круговым. 
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2.Параболический цилиндр (рис.11.9). Направяющей является 

парабола. 
 

 

 

 
Рис. 11.9 

 
3.Гиперболический цилиндр  (рис.11.10).  Направляющей являет-
ся гипербола  

   

 
 

                       Рис. 11.10 
 

Пример. Методом сечений исследовать форму и построить по-

верхность, заданную уравнением  
2 2 1x yz  . 
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Решение.  

1) В сечении поверхности плоскостью 0z   имеем две па-

раллельные прямые 1x   .  

2) В сечении поверхности плоскостями 0 0z z   имеем 

семейство парабол 
2

0 0

1

2 2

x
y

z z
  , вершины которых прибли-

жаются к оси Oz  при увеличении 0z . 

3) В сечении поверхности плоскостями 0 0z z   имеем 

семейство парабол 
2

0 0

1

2 2

x
y

z z
   , вершины которых при-

ближаются к оси Oz  при увеличении 0z . 

4) В сечении поверхности плоскостью 0y   имеем две 

параллельные прямые 1x    
5) В сечении поверхности плоскостями y=y0>0

 
 имеем се-

мейство парабол 
2

0 0

1

2 2

x
z

y y
  , вершины которых приближа-

ются к оси Oy  при увеличении 0y . 

6) В сечении поверхности плоскостями 0 0y y   имеем 

семейство парабол 
2

0 0

1

2 2

x
z

y y
   , вершины которых при-

ближаются к оси Oy  при увеличении 0y . 

7) В сечении поверхности плоскостями 0x x  имеем се-

мейство гипербол 
2
01

2

x
z

y


  при 0 1x   и 

2
0 1

2

x
z

y


   при 

0 1x   (сопряженные гиперболы). В случае 0 1x   получается 

0z  . Замечаем симметричность сечений поверхности относи-
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тельно прямой 
0x

z y




 
. Поэтому дальнейшее исследование 

проводим с учетом этого обстоятельства. 

x

y

z

 
Рис. 11.11 

8) В сечении поверхности плоскостями 0z y z    имеем 

семейство гипербол 

2 2
2 0 02 1 0

2 2

z z
x y

 
     

 
 при 0 2z   и 

2 2
20 02 1 0

2 2

z z
y x

 
     

 
 при 0 2z   (сопряженные гипер-

болы). В случае 0 2z   получаем две пересекающиеся пря-

мые 02
2

z
x y

 
   

 
. 

9) Сечения поверхности плоскостями 0z y z   имеют 

проекции на плоскость xOy , описываемые уравнениями 

2 2
2 0 02 1

2 2

z z
x y

 
    

 
, т.е. эллипсы, у которых полуоси уве-

личиваются с увеличением 0z . Отношение полуосей этих эл-

липсов равно 2 , а плоскости 0z y z   составляют угол 45º с 
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плоскостью xOy , поэтому сами сечения имеют форму окруж-

ностей. 

Выполненное исследование позволяет теперь достаточно 
детально изобразить заданную поверхность (рис. 11.11). Этой 
поверхностью является однополостный гиперболоид, ось кото-

рого – прямая 
0x

z y




 
. 

 

12. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА. ТЕОРЕМА 

БЕЗУ. ЧИСЛОВАЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ 
 И ЕЕ  ПРЕДЕЛ. 

 

Комплексные  числа и действия с ними 
Алгебраическая форма z=a+b·i, b €R, i2= - 1, гдеa = Re z – дей-

ствительная часть числа (вещественная), b = i m – мнимачасть 
числа z.  Если a ≠ 0, b≠ 0, то z -  мнимое число (z = 97-7 · i). 

Если a = 0, b ≠ 0, то z -  чисто мнимое число (z=55 · i). 
Если a≠0, b=0,то z -  действительное число (z=-4). 
Для  i выполнено: i1 = i=> i4п+1 = i,  i2= -1=> i4п+2= -1,i3= i2·  

i=- i=> i4п+3=- i, i4=( i2)2=1 => i4п=1.  Числа  z=a+b·i и z=a-b·i – 
сопряженные; сумма и произведение двух сопряженных 

чисел являются действительными числами (z+ z =2а, z· z  =а2+ 

b2); z=a+b·i и -z=-a-b·i - противоположные. Сумма двух проти-

воположных чисел равна 0(z+(- z)=0). 
           Для комплексных чисел, записанными в алгебраической 

форме справедливы все арифметические операции,  как над 
обычными двучленами, учитывая лишь, что i2=-1  
           Условие равенства комплексных чисел z1=a1+b1·i и 

z2=a2+b2·i, z1= z2 , если a1 = a2  и b1 = b2 . 
           Сумма комплексных чисел z1=a1+b1·i  и z2=a2+b2·i  равна: 

z1+ z2=(a1+a2)+(b1+b2)·i.  
            Разность комплексных чисел: z1 - z2= (a1 - a2) + (b1 - b2) ·i 
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           Произведение комплексных чисел равно: z1·z2 = (a1 · a2 – b1 

· b2) + (a1 · a2 + b1 · b2).  
          Частное комплексных чисел равно:  

 

2

2

2

2

)()(

))((

))(( 21122121

2222

2211

22
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2

1

ba

ibababbaa

ibaiba

ibaiba

iba

iba

z

z
















 

 
Понятие о комплексной плоскости. 

          Комплексная плоскость С – плоскость с прямоугольной 
декартовой системой координат x, y, каждая точка которой  

(x; y) отождествлена с комплексным числом z=x+yi.  Поэтому 
на комплексной плоскости говорят о точках z или о векторах z, 

подразумевается вектор, приложенный в начале координат с 
концом в точке z. Ось абсцисс OX на комплексной плоскости 
называется действительной осью, а ось ординат OY – мнимой 

осью.  
Геометрическая форма комплексного числа. 

              Комплексное число c=a+b·i  изображается на плоско-
сти с декартовыми прямоугольными координатами точкой, 
имеющей координаты (a; b). Эта точка обозначается той же 

буквой z. Действительные числа изображаются точками оси 
абсцисс, а чисто – мнимые –точками оси ординат.  

 
 

 
Рис. 12.1 
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Тригонометрическая форма комплексного числа. 
 z = r · (cos   + i sin ), где r·cos =Re z; r·sin =Im z; 

r = 22 ba  , cos = ,
22 ba

a


 sin = ,

22 ba

b


 

 =Argz – главный аргумент комплексного числа z,- <   . 

Для комплексных чисел z1=r1·(cosφ1+i·sinφ1) и 

z2=r2·(cosφ2+i·sinφ2) справедливы равенства:  
  z1·z2=r1·r2· (cos (φ1+ φ2) +i· sin (φ1+φ2)); 

2

1

2

1

r

r

z

z
 (cos (φ1- φ2) +i· sin (φ1-φ2)). 

Для п-ой степени числа z справедливо равенство: 

zn = rn(cos(nφ) + i·sin(nφ)), nN.  
При r=1 эта формула  называется формулой Муавра: 

(cosφ + i· sinφ)n=cos(nφ)+i·sin(nφ). 
Корень п-ой степени: 

)
2

sin
2

(cos
n

i
n

rz nn  



 , где κ = 0, 1, 2, …, n-1 

Показательная форма комплексного числа. 

z=r·ei·φ.  e±i·φ=cos φ±i ·sin φ – формула Эйлера. 

Для комплексных чисел 1

11




i
erz , 2

22




i
erz  справедливы 

равенства: 

)(

2121
21  


i

errzz ;  
)(

2

1

2

1 21  
 e

r

r

z

z
, где r2>0. 

Для n-ой степени числа z справедливо равенство: zn=rn·ei·n·φ. 
 Корень n–ой степени из числа равен: 

n
i

nn erz

 2

 , κ=0,1,2,…,n-1 

Пример . Найти все значения корня:  

Решение:  Корень n-й степени из комплексного числа z имеет n 

разных значений, которые находятся по формуле: 

4 3128128 i
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;   k=0, 1 ,…, n-1;  z 0 

Подставляя в эту формулу различные значения  k, 

найдем все  значения корня  :  

= , =  

= - i, = -2 – i2  

Ответ: 

=  

 

Теорема Безу. 
Теорема Безу. Основная теорема алгебры. 

     Многочленом п-й степени в комплексной области называ-
ется функция вида 

 

  ( )              
  ∑    

 

 

   

 

 

где  ak,,  k = 0,1,2,...,п - коэффициенты многочлена  
( действительные или комплексные числа); z - комплексная пере-
менная  z = x + i y,  x,y  R. 

Если ak - действительные числа, многочлен  называется 

многочленом  в комплексной области с действительными коэф-

фициентами. Область определения многочлена   все комплексные 

числа, т.е. множество  С.  Любому числу z0  C соответствует число 

Pn (z0).   Если Pn(z0)=0, то z0 называется корнем или нулем много-

члена Pn(z). Два многочлена  называются равными     ( )  

∑    
  

    и   ( )  ∑    
  

   , если выполняется  равенство  ak 

= bk , к = 1,2,3,...,n. 








 





n
i

n
zz nn  2

sin
2

cos

 zarg 

4 3128128 i

4 3128128 i i232  4 3128128 i 322 i

4 3128128 i 232  4 3128128 i 3

4 3128128 i  322;232;322;232 iiii 
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Теорема 1 (Безу).  Для того, чтобы многочлен Pn(z) имел 

комплексный корень z0, необходимо и достаточно, чтобы он 

делился на двучлен z-z0, т.е. чтобы справедливым было пред-

ставление  Pn(z) = (z-z0) Pn (z) , где  Pn-1(z) - многочлен степени  

п-1. 

      Необходимость. Пусть z0 корень многочлена Pn(z), тогда 

Pn(z0)=0. По формуле Тейлора для многочлена  

Pn(z) = (z-z0) Pn (z) 

      Достаточность Если для многочлена справедливо пред-

ставление в виде: Pn(z) = (z-z0) Pn (z) ,  то при  z = z0 многочлен  
Pn(z0)=0,  а это означает, что z0 -корень уравнения.  

Из теоремы Безу не следует существование корней. Во-

прос о существовании корней многочлена решает  следующая 
теорема . 

Теорема 2 (основная теорема алгебры). Любой много-

член Pn(z), n  N, имеет по крайней мере один комплексный ко-

рень. Число z0 называется простым корнем многочлена Pn(z), 

если этот многочлен делится на (z -z0) и не делится на (z - z0)2 . 

Число z0 называется k- кратным корнем многочлена Pn(z), если 

Pn(z) делится на (z-z0)k и не делится (z-z0) k+1,т.е. Pn(z) предста-

вим в виде: Pn(z) = (z-z0)k Pn - k (z),  где  

Pn -k (z) не делится на (z-z0). 

Пример1.  Показать,    что    z1 =0,  z2 = -1   являются    корнями    

многочлена  P3(z) - z3 + 2z2 +z,  и определить их кратность.  При 

z1=0  многочлен  P3 (z1) = 0. Разделим P3 (z) на z, получим  P2(z) 

= z2 +2z + l,  причем  Р2 (z1)   . Следовательно  z1 = 0  является 

простым (однократным) корнем многочлена  P3(z) = z3+2z2+z.  При  

z2 = -1   Р3 (z2) = -1 + 2 -1 = 0. Представим  Р3 (z) = z(z2 + 2z +1) = z(z 



 

 82 

+1)2.  Отсюда делаем вывод, что  z2  = -1  является корнем 

кратности два для многочлена  P3(z) = z3+2z2+z. 

Следствие. Многочлен Pn(z) имеет п комплексных кор-

ней с учетом их кратности, т.е.   

  ( )    (    )
  (    )

   (    )
  , 

где  zl,, z2 , z3,... ,zs -  различные корни  Pn(z), a  nl, n2,... 
,ns   - их кратности, причем n1+ n2+...+ns =  п. 

 
Многочлен с действительными коэффициентами. Разло-

жение его на линейные и квадратные множители. 

        Рассмотрим многочлен  n – й  степени 

   ( )              
   где ak   R,  

k = 0,1,2,...,n; z С. 

Для такого многочлена справедливы следующие две теоремы. 

         Теорема 3.  Если многочлен  Pn(z) с действитель-
ными коэффициентами, то 

 

т.е. если  Рп (z) = А + i B,  А,В   R, то  Рп( ⃗) = A- i B. 
Для комплексных чисел справедливы следующие равенства 

 

 
 

(доказываются  непосредственной проверкой).  Для действитель-
ных чисел      . Следовательно,  
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Теорема 4.  Если многочлен  Pn (z) с действительными 
коэффициентами имеет комплексный корень z0 = a + i b, то 
он имеет и сопряженный корень        .  Пусть  z0 = a + i 

b - корень многочлена  Pn(z).  Тогда  Pn (z0) = A + i B=0; А, В   R.  

Комплексное число равно нулю, если равны нулю его действи-
тельная  и  мнимые части,  А =0,  В =0.   

Вычислим  

 

     Имеем , учитывая, что А =0, В = 0,   (  )         корень мно-
гочлена Pn (z).  Из теоремы 4 следует, что если многочлен с дей-

ствительными коэффициентами Pn(z) имеет комплексные корни, 
то они входят в его разложение попарно сопряженными. 

     Рассмотрим произведение линейных множителей для попарно 
сопряженных 

 

 Обозначим a2+b2=q, -2a=p,  тогда  (z-a-ib)(z-a+ib) 
=z2+pz+q, т.е. получили квадратный трехчлен с действительными 

коэффициентами.  Если число z0 = а + i b является корнем кратно-
сти k многочлена Pn(z] с действительными коэффициентами, то 
        является многочленом той же кратности. Из всего 

сказанного следует, что многочлен с действительными коэффици-

ентами Pn(z) разложим на множители с действительными коэф-
фициентами первой и второй степени соответствующей кратности 
: 
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Пример2.  Разложить на множители следующие  многочлены: 

 

1)  Р3 (х) = х3-6х2 +11x-6 

 
Найдем подбором один корень среди делителей 6. Это 

х=1. Остальные два можно найти, решая квадратное уравнение х2 
+5х + 6=0, левая часть которого получается после деления 
многочлена  Р3(х) = х3-6х2 +11x- 6  на х - l. Таким образом по-

лучаем еще два корня х2=2, х3=3. Тогда получим воспользовав-
шись формулами сокращенного умножения 

 

 

Числовая последовательность  и ее  предел. 

            В простейших случаях нахождение предела сводится к 
подстановке в данное выражение предельного значения аргу-

мента. Часто, однако, приходится, прежде чем перейти к преде-
лу, проводить тождественные преобразования данного выраже-
ния, как говорят, раскрывать неопределенность.  

 Неопределенности бывают нескольких видов:








0

0
,  












,{  },{ 0 },{ 1 },{ 00 },{ 0 },{ 0 }. В последующих 

заданиях рассмотрим основные приемы, которыми обычно 
пользуются при таких преобразованиях для вычисления задан-
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ного предела. Функция  f(x)  называется функцией натурального 
аргумента, если множество значений  x , для которых она опре-
делена, является множеством всех натуральных чисел: 1,2,3,..n. 

Например,  f(n)=1+2+…+n=(n+1)n/2 - сумма n  первых членов 
арифметической прогрессии. 

          Числовой последовательностью называется бесконечное 
множество чисел  a1,a2,…an, следующих одно за другим в опре-
деленном порядке и построенных по определенному закону, по 

которому общий член an последовательности    задается как 
функция натурального аргумента, т.е. f(n)= an  ( индекс n  обо-

значает номер переменной величины  an  , т.е.  n –го члена по-
следовательности). Число А называется пределом последова-

тельности an , если для любого сколь угодно малого числа 0   
можно указать такой номер N , зависящий от   , что для всех 

номеров  n>N   выполняется неравенство:  Aan .
 

Пишут:  .lim Aan
n




 ,или Aan   при n  , если  для   

0     )(NN   , что при   Nn  :  Aan  . 

 

Числовая последовательность не может иметь более од-
ного предела. Последовательность {an}, имеющая предел, 
называется сходящейся. В противном случае  {an}  будет расхо-

дящейся. 
 

Пример 1.      Вычислить  .

133

11
lim

4 53 3

2





 nn

nn

n
 

 
 

 Решение.  Выносим за скобки  n  в набольшей степени, т.е.  
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

















 4 53 3

2

133

11
lim

nn

nn

n






 4 525,13 3

22

/11)(/33

/11/1/1(
lim

nnnn

nnnn

n

 

 

 






 4325,0 01030(

0100(
lim

nn
0

1̀
lim

25,0





 nn  

 

 
   Число е и его применение. 

 
Числом  е  называют предел 

en n

n



)/11(lim

 
или    et t

t




/1

0
)1(lim ,  где   =2,718. 

Число e  бывает полезным при раскрытии неопределен-

ности вида   1 . Приведенную выше форму называют вторым 

замечательным пределом. Заметим, что при существовании   

)(lim nf
n 

  имеет место формула 

)(lim
)(lim

nf

nee nf

n




. 

 

 

Пример 2.   Вычислить 

32

3

3

1

1
lim

nn

n n

n


 

















 
 

Решение. Здесь основание степени   


















1

1

3

3

n

n  при n , а 

показатель степени  3)2( nn . Таким образом, имеет место 

неопределенность вида { 1 }.  

Разделив числитель и знаменатель на  n3, получим  
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32

3

3

1

1
lim

nn

n n

n


 
















= 









 3

3

)/11()/11(

)/11()/11(
lim

323

323

nn

nn

n
nn

nn

 

 















32

3

32

3

)/11()/11(

)/11()/11(
lim

33

3

2

3

nn

n

nn

n

n

nn

nn 2

1
)/2lim(

1
/2lim

2

2

lim 












e

ee

ee

n

n

n

n

n

 

 
 

ибо 13 3
)/11(   en n , en n   3

)/11( 3 .  

 
 

Ответ: e-2. 
 

 

13. ФУНКЦИЯ.  ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ 

 

Основные понятия 
Действительными числами называются рациональные и 

иррациональные числа. Множество всех действительных чисел 

обозначается буквой R.  Действительное число обозначается 
точкой на числовой прямой.  
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               Рис. 13.1                         Рис. 13.2 

 
Пусть даны два непустых множества X и Y. Если каждому 

элементу х из множества X по определенному правилу ставится 
в соответствие один и только один элемент у из Y, то говорят, 

что на множестве X задана функция (или отображение) со 

множеством значений Y. Это можно записать так: xϵX , 
 
→   

или f: X →Y, где множество X называется областью определе-
ния функции, а множество Y, состоящее из всех чисел вида у = 
f ( x ) -множеством значений функции. Если у является функци-

ей от х, то пишут так же у = f(х). Буква f характеризует то пра-
вило, по которому получается значение у, соответствующее за-

данному аргументу х. Область определения функции f обозна-
чается через D(f), а множество значений - через E(f). Область 
определения функции в простейших случаях представляет со-
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бой: интервал (а, b), т.е. совокупность значений Х, удовлетво-
ряющих условию a<х<b; отрезок  [а, b], т.е. совокупность зна-
чений Х, удовлетворяющих условию a<х<b, полуинтервал (а, b] 

(т.е. a<х<b)  или [а, b) (т.е. a<х<b); бесконечный интервал 
(a,+∞) или (-∞, b) или (-∞, +∞); совокупность нескольких интер-

валов или отрезков. 

Основными элементарными функции: 
1) степенная  у =  ха( a ϵ R); 

2) показательная  у = ах (a> 0, а ≠1); 

3) логарифмическая  у =logaх (а > 0, а ≠ 1);  

4) тригонометрические  y=sinx, y = cosx, y = tgx,  y= ctgx; 

5) обратные тригонометрические функции: у = arcsinх, y 

=arccosx, y = arctgx, y = arcctgx. Они являются обратными для 

основных тригонометрических функций, то их графики сим-

метричны относительно прямой  y=x Х графикам функций y = 

sinx, y = cosx, y = tgx, y = ctgx. Обратные тригонометрические 

функции являются многозначными и обозначаются Arcsinх, 

Arccosx, Arctgx, Arcctgx.  

Однозначная функция y = arcsinх (рис. 13.1) определена на от-

резке хϵ[-1,1] и имеет область значений yϵ [-π/2, π/2]. Функция 

монотонно возрастает и является нечетной. Однозначная функ-

ция y =arccosx (рис. 13.2) определена на отрезке хϵ[-1,1] и имеет 

область значений y ϵ[0, π]. Функция монотонно убывает. 

Однозначная функция y = arctgx (рис. 13.3) определена на всей 

числовой оси и имеет область значений yϵ (-π/2, π/2). Функция 

монотонно возрастает и является нечетной. Однозначная функ-

ция y = arcctgx  определена на всей числовой оси и имеет об-

ласть значений Уϵ(0, Π). Функция монотонно убывает.   Графики 

соответствующих многозначных функций изображены на ри-

сунках  штриховыми линиями.  Функции, которые можно полу-
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чить при помощи конечного числа арифметических операций 

над основными элементарными функциями, а также их супер-

позицией, называются элементарными. В множестве элемен-

тарных функций выделяются следующие классы. 

1. Многочлены (полиномы) - функции вида 

Р ( х )  = апхп + ... + а1х + а0 . Если ап≠0, то целое неотрицатель-

ное число п называется степенью многочлена Р(х). Функция, 

тождественно равная нулю, является в силу данного определе-

ния многочленом, ей не приписывается никакой степени. Мно-

гочлены определены на всей числовой оси. 

 2. Рациональные функции - функции, представимые в 

виде ( )  
 ( )

 ( )
, где Р(х) и Q ( x )  -  многочлены (Q ( x ) - нену-

левой многочлен). Функция f(х) определена во всех точках чис-

 
Рис. 13.3 
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ловой оси, кроме тех точек, где  знаменатель Q(x)обращается в 
ноль. 
     3. Иррациональные функции. т.е. такие функции, не являю-

щиеся рациональными, которые могут быть заданы композици-
ей конечного числа рациональных функций, степенных функ-

ций с рациональными показателями и четырех арифметических 

действий. Например, функция   ( )  √   √    
–

иррациональная. 

4. Т р а н с ц е н д е н т н ы е  ф у н к ц и и  - элементарные функ-

ции, не являющиеся рациональными или иррациональными. На-

пример, функция f (х) =х sinх - log2(2х+3) - трансцендентная. 

Графиком функции у  = f(х) называется множество точек 

плоскости х О у  с координатами (х; f(х)), где х е D(f). Функция 

f(х), область определения которой симметрична относительно 

нуля, называется ч е т н о й  ( н е ч е т н о й ) ,  если для любого 

значения xϵD(f) выполняется f(-х) = f(х)  ( f (-х) = - f (х)). Гра-

фик четной функции симметричен относительно оси ординат, 

график нечетной функции - относительно начала координат. 

Функция f(х) называется п е р и о д и ч е с к о й ,  если су-

ществует постоянное положительное число Т  такое, что при 

xϵD(f) и(x + T)ϵD(f)выполняется равенствоf(х + T) = f(х). О с -

н о в н ы м  п е р и о д о м  функции называетсянаименьшее по-

ложительное число τ , обладающее указанным свойством. 

Для построения графика функции без предварительного 

исследования необходимо знать общий вид и расположение 

графиков основных элементарных функций и уметь выполнять 

с этими графиками простейшие геометрические преобра-

зования. Если известен график функции у  = f(х), то с егопомо-
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щью можно легко получить графики следующих функций: 
1) график функции у  =  f ( a x ) ( а >  0) получается 

с ж а т и е м  г р а ф и к а  f ( х )  в д о л ь  о с и  х  в а  раз (при 

а  >  1) или р а с т я ж е н и е м  в  
 

 
 раз (при а < 1); 

2) график функции у = f(-x) - зеркальным отображением 

относительно оси у; 

3) график функции у = f ( x + b ) - п е р е н о с о м  п а -

р а л л е л ь н о  о с и  х  на |b| единиц вправо, если b <  0, и влево, 

если b >  0; 

4) график функции y = k f ( x ) (a:>0) - р а с т я ж е н и е м  

в д о л ь  о с и  у  в  к  раз (при k>  1) или с ж а т и е м  в 
 

 
 раз 

(при  k<1); 

5) график функции у = -f(х) - зеркальным отображением 

относительно оси х; 

6) график функции y = f ( x ) + l - п е р е н о с о м  п а -

р а л л е л ь н о  о с и  у  на l единиц вверх, если l > 0, и вниз, ес-

ли l< 0; 

7) график функции у  = |f(х)| - з е р к а л ь н ы м  о т о б -

р а ж е н и е м  о т н о с и т е л ь н о  о с и  х  участков графика 

у =  f (х), на которых ординаты отрицательны; 

8) график функции у = f|х-b| - зеркальным 

отображением относительно прямой х=b участка 
графика функции у - f{ x - b ) при х > b .  
Пример 1.  Найти область определения функции 

 ( )  √            
    

 
. 
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Решение. Первое слагаемое принимает действительныезначе-

ния при 1 - 2х ≥ 0, а второе –при    
    

 
  . Такимобра-

зом, для нахождения области определения заданной функции 

необходимо решить систему неравенств: {
      

(    )     
(    )     

  В 

результате получаем систему неравенств {
     

      
   

 

Область определения функции   [ 
 

 
 
 

 
]. 

Пример 2. Построить графики следующих функций: 
a) y = log2(x-3); б) у = log2(4х-12); 

в) y = 21og2(x-3); г) у = |log2 (х — 3)|; 
д) y = log2|x-3|. 

Решение. 

а) График функции у = log2(х-3) получается из графика  
у = log2х сдвигом на три единицы вправо (рис. 13.4, а).  

б)График функции  log2(4х -12) = log2(4 (х - 3)) = 2+ log2 (х - 3) 
получается из предыдущего сжатием вдоль оси Ох в 4 раза от-
носительно вертикальной прямой х = 3 или сдвигом на две 

единицы вверх (рис. 13.4, б). 
в) График функции у = 21og2(х-3) получается из графика y = 
log2(x-3) растяжением вдоль оси Оу в два раза (рис. 13.4, в). 

г)При построении графика функции y=|log2(x-3)|участок кри-
вой у =log2 (х-3), расположенный ниже оси Ох,отображается 

симметрично относительно этой оси (рис.13,4 г). 
д) График функции j> = log2|х-3| составляют две кривые: j = 
log2(x-3) и симметричная ей относительно прямой х = 3 кривая 

j = log2(3-x) (рис. 13.4, д). 
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Рис.13.4 

 
Полярная система координат. 

Полярные уравнения кривых второго порядка 

 

Полярная система координат. 

Возьмем на плоскости любую точку O (полюс) и луч 

(полярную ось OX ), исходящий из точки .O  Тогда положение 
точки M  на плоскости в полярной системе координат (рис. 24) 
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определяется ее расстоянием OM   от полюса O  и углом 

 , образованным отрезком OM  с полярной осью OX . Поляр-

ный угол   считается положительным при отсчете от полярной 

оси против хода часовой стрелки. Итак, числа   и   – поляр-

ные координаты точки  ,M   . Очевидно, что 

0 , 0 2        для всех точек плоскости, и этой точке 

M  отвечает бесчисленное множество пар полярных координат 

    ; 2  и ; 2 1 ,k k          где k z . 

Связь полярных и прямоугольных координат на плоско-
сти. Если начало декартовой прямоугольной системы коорди-

нат совместить с полюсом, а ось OX  направить по полярной 
оси, то прямоугольные координаты x  и y  точки M  и ее по-

лярные координаты   и  связаны следующими формулами: 

2 2 ,cos
;

sin tg .

x yx
yy
x

 

  

 

 
 

Например, полярные координаты точки  2; 2M  , где 

2x  , 2y   , будут равны  
222 2 2 2     , 

2
tg 1

2



   . 

Значит, либо 2
4

k


    , либо 
3

2 , .
4

k k z      Так как 

точка M  лежит в четвертой четверти, то лишь первое значение 

угла   правильно; 
4


    – главное значение угла. Итак, 

2 2;
4

M
 

 
 

. 

Полярные уравнения кривых второго порядка. 

Уравнение окружности в полярных координатах, если 

центр ее лежит на полярной оси OX , а сама окружность прохо-
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дит через полюс, имеет вид 2 cosR  , где R  – радиус 

окружности. 

Пример 1. Определить, какую кривую представляет уравнение 

2 sina  . 

Решение. Переходя к прямоугольной системе, находим: 

2 2

2 2
2

y
x y a

x y
  


, т. е. 2 2 2 0x y ay    или 

 
22 2x y a a   . Полученное уравнение представляет окруж-

ность радиуса a , проходящую через полюс O  и касающейся 

полярной оси OX . Центр ее в точке O  и касающейся полярной 

оси OX . Центр ее в точке  ;O o a . 

Уравнение эллипса, гиперболы и параболы в полярных ко-
ординатах, если полюс помещен в фокусе F  соответствующей 

кривой, а полярная ось перпендикулярна директрисе и направ-
лена от нее, имеет вид 

1 cos

p


 



,                                 () 

где p – фокальный параметр,  – эксцентриситет кривой. 

Пример 2. Определить вид кривой, заданной уравнением в по-

лярных координатах 

5

3 3cos






. 

Решение. Записав данное уравнение в виде 

5/ 3

1 cos






, 

получим 
5

3
  , 1  . Значит, данная кривая – парабола. Ее ка-

ноническое уравнение 2 2y px  имеет вид 
2 10

3
y x . 
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Замечание. Если рассматривать только положительные 

значения  , то в случае гиперболы  1   полярное уравнение 

представляет лишь одну ветвь –ту, внутри которой лежит фо-
кус. При этом для   должно выполняться неравенство 

1 cos 0   . Если же рассматривать и отрицательные значе-

ния  , то   может иметь любое значение, и при 1 cos 0    

получаем вторую ветвь гиперболы. 

3. Связь между фокальным параметром p  и параметра-

ми кривой в канонических уравнениях декартовой прямоуголь-

ной системе координат: 

а) у параболы, заданной уравнением 2 2y px  и полярным 

уравнением (), параметр p  один и тот же; 

б) у эллипса, заданного уравнением 
2 2

2 2
1

x y

a b
  , и у гипер-

болы, заданной уравнением 
2 2

2 2
1

x y

a b
  , и их полярным уравне-

нием () значение параметра 
2b

p
a

 . 

Пример 3. Уравнение 
2 2

1
16 9

x y
   записать в полярных коорди-

натах. 
Решение. Имеем 4, 3a b  . Следовательно, 

2 2 7.c a b    Тогда по формуле 
2b

p
a

  находим 
9

4
p  ; 

далее по формуле 
c

a
   находим 

7

4
  . Значит 

9 / 4

7
1 cos

4









 или 
9

4 7 cos






. 
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Уравнение линии. 

1. Уравнение  , 0F x y   или в частном случае  y f x  

называется уравнением линии, расположенной на координатной 

плоскости XOY , если этому уравнению удовлетворяют коор-
динаты ,x y  любой точки данной линии. 

2. Уравнение линии в полярных координатах задается 

уравнением  , 0F     или  f  . 

Чтобы построить кривую, заданной полярным уравнени-

ем, надо построить таблицу соответствующих значений ,  . 

3. Уравнение линии может быть задано параметрически 

т.е. в виде системы параметрических уравнений 

 

 

x t

y t









, где t  – параметр. 

Исключение параметра t  из системы (если оно возможно) 

приводит к обычному уравнению линии вида  , 0.F x y   

Например, а) уравнения cos , sinx a t y a t   задают окруж-

ность в параметрическом виде. Исключив параметр t  из этих 

уравнений, получим уравнение окружности в прямоугольных 
координатах 

2 2 2x y a  , 

б) уравнение кривой, называемой лемнискатой, заданной в 

прямоугольных координатах    
2

2 2 2 2 2x y a x y   , удобно 

рассматривать в полярных координатах, т.е. в виде 

cos2a  . 

Предел функции 

Определение. Число А называется пределом функции  
f(x)  при    ax    ( или в точке  a  ), если для любого наперед 

заданного положительного числа 0  (хотя бы как угодно 

малого ) существует положительное число  0 , вообще го-
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воря, зависящее от    , т.е.  )( , такое, что при всех значени-

ях  ax    и удовлетворяющих условию  ax , имеет место 

неравенство  Axf )( . Пишут  Axf
ax




)(lim , если для  

0  0)(   , такое, что при 

  AxfaxfDx )(0:)( . Аналогично число А 

называется пределом функции   f(x) при x  , если для лю-

бого числа   0  существует число M>0, зависящее от  ,  та-

кое, что при  )(Mx    выполняется неравенство  

 Axf )(  . Пишут  Axf
ax




)(lim . 

 
Правила предельного перехода. 

Основные теоремы. 
Если функции f(x)  и )(x имеют конечные пределы при 

ax  , то 

а) 


))()((lim xxf
ax

 


)(lim xf
ax

)(lim x
ax



 

б) 


))()((lim xxf
ax

 


)(lim xf
ax

)(lim x
ax



 

в) 


))/()((lim xxf
ax

/)(lim xf
ax

)(lim x
ax



 ,при 0)(lim 


x

ax
 . 

г) n

ax

xf ))(lim(


 
n

ax
xf ))(lim(


  , где  n  целое число, n>0 ; 

д)  


))(lim( xfс
ax

)(lim xfс
ax

 ,где  с=const , причем  сс
ax



lim . 

е) 
)())((lim xg

ax
xf


=

)(lim

))((lim
xg

ax

axxf 

  
 Предел дробно-рациональной функции. 

 Пример 1.   Вычислить   


















 335

1834
lim

23

23

3 xxx

xxx

x
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Решение. Здесь отыскивается предел отношения двух много-
членов дробно-рациональной функции. Подстановка в данную 

функцию неопределенности вида 








0

0
. Следовательно, прежде 

чем преобразовать, а именно, числитель и знаменатель дроби 

разделить на (x-3), которые, согласно теореме Безу, делятся без 
остатка нацело (т.к. обращаются в ноль при x=3),  т.е. можно 

представить: )6)(3(1834 223  xxxxxx        и 

)92)(3(935 223  xxxxxx  

Имеем: 




















 335

1834
lim

23

23

3 xxx

xxx

x




















 )32)(3(

6)(3(
lim

2

2

3 xxx

xxx

x
 

25,1
32

6
lim

2

2

3





















 xx

xx

x
 

Полученные после деления многочлены при 3x   будут бес-
конечно малыми. Поэтому снова каждый из них делим на би-
ном   (x-3) или раскладываем на множители квадратные трех-

члены, найдя их корни.  
 

Ответ: 5/4 
             

Таким образом, чтобы раскрыть неопределенность вида  








0

0
. 

заданную отношением двух многочленов, надо в числителе и 

знаменателе выделить множитель, равный нулю при предель-
ном значении, и сократить на него. 

 При раскрытии неопределенности вида   











надо чис-

литель и знаменатель разделить на старшую входящую в них 
степень, а затем перейти к пределу. 
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Предел иррационального выражения. 

 Пример 2.    Вычислить .

9

1213
lim

3 23 



 x

xx

x
 

Решение.  Имеем также неопределенность 








0

0
. Чтобы ее рас-

крыть, умножаем числитель и знаменатель дроби на выраже-
ние, сопряженное числителю. 















 0

0
.

9

1213
lim

3 23 x

xx

x






 3 23 9

1213
lim

x

xx

x
 







)1213(

)1213(

xx

xx






 333 368

4413
lim

x

xx

x
 

3333 68

1

368

4413
lim









 x

xx

x
.0

3

)3(3
lim

33






 x

x

x
 

    Ответ:  0. 
      Таким образом, при раскрытии неопределенности 

вида 








0

0
, в выражении, в котором числитель или знаменатель 

содержит иррациональность, следует соответствующим обра-
зом попытаться избавиться от иррациональности. 

 

14. ПРИМЕНЕНИЕ ЭКВИВАЛЕНТНЫХ 

БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ К ВЫЧИСЛЕНИЮ 

ПРЕДЕЛОВ 

 
          Пусть )(x   и )(x - бесконечно малые функции, при 

ax  , т.е.   0)(lim 


x
ax
   и 0)(lim 


x

ax
 , причем  a  может 

быть как числом, так и одним из символов   , - . 
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Бесконечно малые функции )(x    и   )(x  называются беско-

нечно малыми одного порядка, если предел их отноше-

ния Axx
ax




)(/)(lim  , 0A .  Если же число А=0, то  беско-

нечно малая  )(x  называется бесконечно малой более высоко-

го порядка малости по сравнению с  )(x . Если 

Axx p

ax



))(/()(lim    и  0A  , то бесконечно малая функция  

)(x    называется бесконечно малой порядка  p по сравнению с 

бесконечно малой функцией )(x .  Бесконечно малые функ-

ции )(x    и  )(x   называются эквивалентными, если 

1)(/)(lim 


xx
ax

 . В этом случае пишут:  )(x ~ )(x  . 

 
Теорема (о замене бесконечно малых функций им экви-

валентными ). Предел отношения двух бесконечно малых 

функций не изменяется, если каждую из них или какую-либо 
одну заменить им эквивалентными функциями. 

     Если при некотором предельном переходе функция )(x   

есть бесконечно малая, то  Sin( )(x )~ )(x  , tg( )(x )~ )(x ; 

arcsin( )(x )~ )(x , arctg( )(x )~ )(x ; ln(1+ )(x )~ )(x , 

ln(1+k )(x )~k )(x , 1)( xe ~ )(x , 1)( xa ~ )(x ln a 

 

Первый замечательный предел 
             Во многих случаях используется первый замечательный 

предел 1/)sin(lim
0




xx
x

 (х- длина дуг или угол, выраженный в 

радианах) и предполагается известным, что ax
ax

sin)sin(lim 


. 

Иногда при отыскании предела полезно сделать замену пере-

менной с тем, чтобы упростить вычисление предела и исполь-
зовать известные пределы. Если пол знаком предела делается 

замена переменной, то все величины, находящиеся под знаком, 
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должны быть выражены через эту новую переменную. Из ра-
венства, выражающего зависимость между старой переменной 
и новой, надо определить предельное значение новой перемен-

ной.   Например, при нахождении предела  xkxtg
x

/)(lim
0

  обо-

значаем  t=kx  , где при 0x   новая переменная  0t , x=t/k.  
 Тогда  











 0

0
/)(lim

0
xkxtg

x



tttgk

t
/)(lim

0
ktttk

t



))cos(/()sin(lim

0
 

(т.к.cos (0)=1). Полезно помнить, что    kxkx
x











 0

0
/)sin(lim

0
 

, где k -постоянная величина. Например, при   0x  функция 
sin(x) и  tg(x)  эквивалентные бесконечно малые, т.е.  

sin(x)~tg(x); т.к. 









 0

0
)sin(/)(lim

0
xxtg

x
1)cos(/1lim

0



x

x
. 

 Пример 1.    Найти
20

)cos(1
lim

x

kx

x




 

Решение.  Применим сначала формулу тригонометрии   

1-cos(t)=2sin2(t/2). У нас 1-cos(kx)=2sin2(kx/2), при 0x ; 
sin2( )2/mx )~( 2/mx )2. По теореме “замены эквивалентной” по-

лучим 











 0

0)cos(1
lim

20 x

kx

x


 2

2

0

)2/(sin2
lim

x

kx

x
 

2

)2/(2
lim

2

2

2

0

k

x

kx

x



. Заметим, что можно было воспользовать-

ся первым замечательным пределом. 













 0

0)cos(1
lim

20 x

kx

x


 2

2

0

)2/(sin2
lim

x

kx

x
 

 
.2/4/2

2/

)2/(sin)2/(2
lim 22

22

22

0
kk

kx

kxk

x



  

Ответ: k2/2. 
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Пример 2.   Вычислить  
1

))(5sin(
lim

30 



 xx e

x 
 

Решение. По формуле тригонометрии  
sin(5(x+π))=sin(5x+5π)=- sin(5x). 

Тогда 















 0

0

1

))(5sin(
lim

30 xx e

x 






 1

)5sin(
lim

30 xx e

x
.

3

5

3

5
lim

0




 x

x

x
 

Поскольку при  0x  , sin(5x)~5x,  e3x-1~ 3x 

Ответ:-5/3. 

 

 Вычисление предела показательно-степенной функции 

При нахождении пределов вида 
)())((lim xv

ax
xu


=C 

Следует иметь ввиду,  что: 

1)  если существуют конечные пределы 

    Axu
ax




)(lim  и Bxv
ax




)(lim , то   C=AB, т.е. 

имеет место формула 
)())((lim xv

ax
xu



)(lim

))(lim(
xv

ax

axxu 


  

Заметим, что предельное значение а может обозначать и число, 

и один из символов   ,, ; 

2) если 1)(lim 


Axu
ax

 и   


)(lim xv
ax

, то вопрос о нахож-

дении 
)())((lim xv

ax
xu


 затруднений обычно не вызывает. В том 

случае полезны иногда формулы:  












 1,

10,0
lim

kесли

kесли
xk

x
;












 1,0

10,
lim

kесли

kесли
xk

x
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3) если  1)(lim 


xu
ax

 и  


)(lim xv
ax

, т.е. имеем неопределен-

ность вида { 1 }, то полагают )(1)( xxu  , где 0)( x  

при ax  и, следовательно, 

  )()()(/1)](1[lim
xvxx

ax
xC






 



)()(lim xvx

axe


 

)()1)((lim xvxu
axe


  

Проиллюстрируем общий прием вычисления пределов на сле-

дующем примере ( раскрытие неопределенности вида { 1 }). 

Пример 3.  Найти 

x

x x

x
5

1

1
lim 














 

Решение. Здесь основание степени  1
1

1
)( 














x

x
xu  при  

x , а показатель степени x5 , т.е. имеется неопреде-

ленность вида 1 .  

Тогда 
x

x x

x
5

1

1
lim 
































x

x x

x 5)1
1

1
1(lim










































1

2
5

2

1

)
1

2
1(lim x

x
x

x x 101

10
lim

ee x

x

x 





 

(Получили  в качестве 0
1

2
)( 






x
x  при  x ) 

Замечание 1. При вычислении пределов выражений вида 
)())((lim xv

ax
xu


, где 1)( xu , )(xv  при x  , удобно 

иногда пользоваться формулой  
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)())((lim xv

ax
xu



))(ln()(lim xuxv
axe


 . 

Замечание 2. При вычислении пределов полезно знать, что 

а) если существует и положителен )(lim xf
сx

, то 




))((loglim xfa
сx

))(lim(log xf
сx

a


;  б) 1/)1(ln(lim
0




xx
x

; 

в) axa x

x
ln/)1(lim

0



. 

 

15. ПРОИЗВОДНАЯ ФУНКЦИИ И ЕЕ  

ВЫЧИСЛЕНИЕ 

        Если х и х1 – значения аргумента х, а  y=f(x) и  y=f(x1) - 

соответственно значения функции y=f(x) , xxx  1  то                      

называется приращением аргумента х  на отрезке [x; х1], а 

yyy  1 (или yyy  1 = )()( xfxxf  ) называется 

приращением функции на том же отрезке [x; х1],   

(см. рис.  15.1),  где  TAdyANyМАx  ,, ). 

 
Рис.15.1 

     Отношение  tg
x

y





 называется средней скоростью из-

менения функции y=f(x) на отрезке ],[ xxx  . 
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  Производной функции y=f(x) в точке x называется пре-
дел отношения приращения функции y  к приращению аргу-

мента x  , когда приращение аргумента стремится к нулю: 

)(xf  =
x

xfxxf

x 





)()(
lim

0
,  если этот предел существует. 

   Геометрический смысл производной: y=tg - угловой 

коэффициент касательной МТ к графику функции y=f(x)  в 

точке х (рис. 15.1). 

        Физический смысл производной )( 0xfy  - 

мгновенная скорость, т.е. скорость изменения функции в 
данный момент х0. Таким образом, быстрота протекания фи-

зических, химических и других процессов выражается с по-
мощью производной. Функция, имеющая конечную произ-

водную, называется дифференцируемой. Операция нахож-
дения производной называется дифференцированием. 

              

  Основные правила дифференцирования. 
Если  )(xu  , )(xv   - функции, имеющие произ-

водные, c- постоянная величина, то: 
1) 0)( с  (c=const);  2) 1)( x  ;  3) )()(  uccu ;  

4) )()()(  vuvu ;  5) uvvuvu )()()(  ; 

6) uvvuvu )()()(   ; 7) 
2

)()(

v

uvvu

v

u 












. 

 Производная сложной функции.  

Таблица производных 

 Если )(ufy   и   )(xu   - дифференцируемые 

функции своих аргументов, то производная сложной функ-
ции )]([ xfy   существует и равна произведению произ-

водной данной функции  y по промежуточному аргументу u   
на производную промежуточного аргумента  u по независи-

мой переменной х: 
///
xux uyy  , или  

///
xux fy  , или  
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dx

du

du

dy

dx

dy
 .  Это правило распространяется на  из любого 

конечного числа дифференцируемых функций. 
 

Таблица производных основных 

элементарных функций. 
           Пусть  )]([ ufy  ,  где )(xuu  . Тогда: 

1) uunu nn  1)(  ( n - любое число); 

2) 
u

u
x

2
)(


 ;  3) uaaa uu  ln)( (a>0, )1a ; 

4) uee uu )( ; 5) 
au

u
ua

ln
)(log




 ; 

6) 
u

u
u


)(ln ;  7) uuu  )(cos)(sin ; 

8) uuu  )(sin)(cos ;  9) 
)(cos

)(
2 u

u
tgu


 ; 

10) ;
)(sin

)(
2 u

u
ctgu




 

11) 
21

)(arcsin

u

u
u




  ,( 1u ); 

12) 
21

)(arccos

u

u
u




 , ( 1u );  13) 

21
)(

u

u
arctgu




 ; 

      14) ;
1

)(
2u

u
arcctgu






  

15)  uchushu )( ; 

16) ushuchu )( ; 17) 
)(

)(
2 uch

u
thu


 ; 18)

)(
)(

2 ush

u
cthu


 . 

Замечание. Гиперболические функции определены так: 
 

1) 
2

xx ee
shx


 - гиперболический синус 
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2) 
2

xx ee
сhx


 -гиперболический косинус 

3) 
xx

xx

ee

ee
thx








-гиперболический тангенс    

4)
xx

xx

ee

ee
thx








-гиперболический котангенс 

Для гиперболический функций имеют место формулы, ана-
логичные фомулам для тригонометрических функций.  
Основные формулы:  

122  xshxch ; )2(22 xchxshxch  ;

chxshxxsh  2)2( ;
chx

shx
thx   , 

shx

chx
cthx  ; и т.д. 

Пример 1.    Найти y , если   y =sin3(x/4).   

Решение.  Это сложная функция промежуточным первым аргу-

ментом  u= sin(x/4) и  t=x/4 . Данную функцию можно предста-
вить в виде:    y=u3 , где u=sin(t); t=x/4 . 

Дифференцируя, получаем: 
///3/ )( xtux tuuy  = //23 xt tuu  = //23 xt tuu  =

//2 )4/()(sin)4/((sin3 xt xtx  = )4/1()4/cos()4/(sin3 2  xx . 

Уравнение касательной и нормали к плоской кривой 

 Пусть )(xfy  - уравнение плоской кривой, ),( 000 yxM - 

точка, лежащая на этой кривой, так что )( 00 xfy  . 

Уравнение касательной к данной кривой  )(xfy  , про-

ходящей через точку касания  0M  кривой, имеет вид: 

       )()( 000 xxxfyy  , 

где  )( 0xf   есть угловой коэффициент касательной к данной 

кривой, проходящей через точку  0M .  Иначе говоря, где 

tgxf  )( 0 ,    - угол между касательной к кривой , про-



 

 110 

веденный через точку 0M , и промежуточным направлением 

оси абсцисс . 

 Нормалью к кривой в точке  ),( 000 yxM  называется 

перпендикуляр к касательной, проведенный через точку ка-

сания. Уравнение нормали к кривой    )(xfy     в точке 0M  

имеет вид:  )())(/1( 000 xxxfyy  . 

Пример 2 .    Составить уравнение касательной и нормали к 

кривой  y=x3+2x  в точке с абсциссой  x0=1. 
Решение.  Найдем производную данной функции  и ее зна-

чение при  x0=1, y /=3x2+2,  y /(x0)=y /(1)=3+2=5. Угловой ко-

эффициент касательной   5)( 01  xfk . Вычислим значение 

функции при  x0=1: 321)( 00  xfy . Следовательно, 

)3,1(0M -точка касания и уравнение касательной будет 

y=3+5(x-1), или 5x-y-2=0; а уравнение нормали y=3-(1/5)(x--
1), или  x+5y-16=0 , где угловой коэффициент нормали   

k2=-1/k1, так как условием перпендикулярности двух прямых  
y=k1x+b1 и y=k2 x+b2  является соотношение:k1 k 2 =-1 От-

вет:  5x-y-2=0, x+5y-16=0 . 
 

16. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ.  

ПРИМЕНЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛА  

 

          Дифференциалом (первого порядка) функции )(xfy   

называется главная часть ее приращения, линейная относи-

тельно приращения dxx   независимой переменной x.  
Дифференциал функции равен произведению ее производ-
ной y на дифференциал независимой переменной 

dxydy  . Отсюда  
dx

dy
y  .  Если приращение x  аргу-

мента мало по абсолютной величине, то дифференциал  dy   

функции   )(xfy    и приращение   y   функции прибли-
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женно равны между собой dyy  , ибо по определению 

xdxyy    или   xdyy   , где 0  при 0x .  

Иными словами, разность между приращением y и диффе-

ренциалом  dy функции есть бесконечно малая высшего по-

рядка.  Поэтому при 0)( xf , 1lim
0




 dy

н

x
,  т.е. прираще-

ние функции и ее дифференциал – эквивалентные бесконеч-
но малые. Следовательно,  xxfxfxxf  )()()( , откуда 

имеем  xxfxfxxf  )()()( . Последняя формула ча-

сто используется в приближенных вычислениях, т.к. позво-
ляет по известному значению функции и ее производной в 
точке x найти приближенно значение функции в точке 

xx  .  
Пример 1 .  Вычислить приближенно arctg1,02, заменяя 
приращение функции дифференциалом. 

 Решение. Формула  xxfxfxxf  )()()(  применитель-

но к данной функции  f(x)=arctg x  перепишем в виде: 

x
x

arctgxxxarctg 



21

1
)( , где )1/(1)( 2xxf  . У нас  

02,1 xx ;x=1; 02,0x . Подставляя эти значения, полу-

чим  .795,001,04/02,0
11

1
102,1

2



 arctgarctg  

       Пример2. Найти дифференциал dy.  y= 1ln1 22  xxxx  

       Решение. Имеем  dxxydy )( 0  .)1ln1( 22 dxxxxx    

         Находим y .

1

2

1

1

1

1

1
2

2

2

2

2

2
2

















x

x

xx

x

x

x

x
x  
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Следовательно,  .

1

2

2

2

dx

x

x
dy 



       Ответ: 

1

2

2

2

x

x
  

 

Логарифмическая производная 
         Логарифмической производной функции )(xfy   называ-

ется производная от логарифма этой функции, т.е. 

      ).(/)(/)(ln xfxfyyy   Применение предварительного 

логарифмирования по основанию e  функции иногда упрощает 
процесс нахождения ее производной. Сначала надо пролога-

рифмировать данную функцию: xy lnln  , затем взять произ-

водные от обеих частей равенства:   )(ln)(ln  xy и найти y  

из полученного уравнения.   Пусть требуется найти производ-

ную от степенно-показательной функции  vuy  , где )(xu   

и  )(xv  - функции аргумента  x . Логарифмируя обе части 

исходного равенства, получим  uvy lnln  (по свойству лога-

рифма: .ln)ln( xmxm  ).  Дифференцируя последнее равенство 

по х, имеем  ./ln/ uuvuvyy 
 Умножая обе части равен-

ства на y  и заменяя затем y через uv, окончательно получаем 

)/ln( uuvuvyy  , или после очевидных преобразований: 

1ln  vv uuvuvuy  

Пример 3.   Найти  y . если xxy cos . 

Решение.   Логарифмируя, получим: xxy lncosln  . Диффе-

ренцируем обе части получим равенства по х:   
)ln(cos)(ln  xxy , или    ./)(coslnsin/ xxxxyy  Отсюда 

)/)(coslnsin( xxxxyy   или  )/)(coslnsin(cos xxxxxy x  . 

Замечание. Во многих случаях оказывается выгодным, 
прежде чем дифференцировать заданную функцию, взять ее ло-

гарифм, определить затем производную от этого логарифма и 
по производной от логарифма отыскать производную от задан-
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ной функции. Это так называемый прием логарифмического 
дифференцирования. К этому приему удобно прибегать при 
дифференцировании: а) Произведения нескольких функций; б) 

дроби, числитель и знаменатель которой содержат произведе-
ния; в) выражений, содержащих корни из дробей. К нему при-

бегают всегда при дифференцировании функции вида   

)()( xxy  , т.е. когда и основание степени, и показатель сте-

пени есть функции от x . 
           

Дифференцирование функций, заданных  
 параметрически 

      Пусть функция  y аргумента  x задана при помощи парамет-

рических уравнений: 








)(

)(

tyy

txx
, где  t параметр, причем каждо-

му значению   соответствует только по одному значению  x  и  y 
. В механике эти уравнения называются уравнениями движения 

точки, т.е. линия которую описывает на плоскости движущаяся 
точка. Например, функция, заданная параметрически: 












2

2

2

42

tty

ttx
.  Представляет собой на плоскости прямую, ибо 

исключив параметр t  из этих уравнений, получим  y=x/2 . Од-
нако, практически исключение параметра t  из уравнений часто 
задача трудная, порой просто неразрешимая. Если функций 

)(t  и )(t - дифференцируемые и   0)( t  , то производная 

функции, заданной параметрически, вычисляется по формуле: 

/

/
/

t

t
x

x

y
y  . Или в других обозначениях    )(

)(/

/
)(

tg
t

dt

dx
dt

dy

dx

dy

t

tt





. 

Вторую производную от y  по x  находим, дифференцируя-
последнее соотношение  
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/

/

/2

2
// ))((

)(

))((

t

t

t

xx
x

g

dt

dx
dt

dg

dx

dt

dt

tgd

t

tgd

dx

yd
y 



 

Найти производную /
xy  от функции, заданной параметрически.  

Пример 4 .     












ttty

ttx

ln)11ln(1

)1ln(

22

2

 

Решение.   Находим  /
ty  и  /

tx   и полученные выражения под-

ставляем в формулу: 

222

/

1

1
)

1

1(

1

1

tt

t

tt

xt











 , 

t

t

ttt

t

t

t
yt

2

222

/ 11

1)11(1










 . 

Получаем  
tx

y
y

t

t
x

1

/

/
/ 

       

Ответ:  1/t. 

Пример 5 .   Составить уравнение касательной и нормали к 

кривой в точке  при  t=0, если   











t

t

ey

ex 2
 

Решение.   Последовательно находим: x0=2e0=2; y0=e-0=1,  

t
t ex 2/  , t

t ey / , t

t

t

t

t
x e

e

e

x

y
y 2

/

/
/ 5,0

2







 , 

22)0( 0/  ext , 1)0( 0/  eyt , 5,0)0(/ tyx ,M0(2,1). 

     Как известно, если кривая задана в явном виде   y=f(x), то 
уравнения касательной и нормали в точке  M0(x0,y0).     имеют 

соответственно вид: )()( 000 xxxyyy  , )())(/1( 000 xxxyyy  . 
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где y0=f(x0),  (y0) /=(f(x0)) /.   Поэтому, напишем уравнения каса-
тельной и нормали к исходной кривой в точке касания M0(2,1)  
при t=0 соответственно:  y=1-0,5(x-2) , или  y=-0,5x+2, или   

x+2y-4=0 - уравнения касательной; y=1+(1/0,5)(x-2),  или  
y=2x-3, или    2x-y-3=0 - уравнения нормали. 

Производные высших порядков. Формула Лейбница 
         Производной второго порядка функции y=f(x) называется 

производная от ее производной //// )( xxxx yy  или 
2

2
//

dx

yd
yxx  . 

Механический смысл второй производной: если )(xf    

истолковывается как скорость некоторого процесса, то )(xf    

характеризует ускорение того же самого процесса. 
 Аналогично определяются производные третьего, чет-

вертого и других порядков: 

//////)3(
)()(

3 xxx
x

yxfy  =
3

3

dx

yd
, /)3()4()4(

)()(
34 x

xx
yxfy  =

4

4

dx

yd
,… 

Вообще, производной n-го порядка, или n-ой производ-
ной от функции называется производная от ее (n-1)-го порядка.  

/)1()()(
)()(

1 x
n

x

nn

x nn
yxfy




 =
n

n

dx

yd
. На практике, иногда удается 

найти закон, для n-ой производной. При нахождении производ-
ной n-го порядка от произведения двух функций  u(x)   и   v(x)  
можно применять формулу Лейбница: 

)()2()2()1()()( ...
!2

)1(
)( nnnnn uvvu

nn
vnuvuuv 


  .где биноми-

нальные коэффициенты 
!

)1)...(2)(1(

m

mnnnn
Cm

n


 , 10  n
nn CC , 

причем   nCC n
nn  11

;
!2

)1(22 
  nn

CC n
nn   и т.д. 

Пример 6.   Найти )5(y   для функции  y=x6e3x. 
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Решение. Применяем формулу Лейбница, полагая  u=x6,  v=e3x,  
для случая  n=5: 

)5()2()3()4()5()5( ...
!2

45
)( uvvuvnuvuuv 


  

Находим  пять  производных от каждого из сомножителей : 

  u /=6x5, u //=30x4, u (3)=120x3, u(4)=360x2, u(5)=720x, 
v /=3e3x, v //=9e3x, v (3)=33e3x, v (4)=34e3x v (5)=35e3x.. 

Подставляя эти производные в формулу  Лейбница,  получаем 

 xxxx exexxeexy 33323)5(36)5( 91201033605720)(  

.38165273010 365353 xxx exexe   
Правило Лопиталя 

При раскрытие неопределенностей вида 








0

0
 и 












можно 

применять  правило Лопиталя. Используя теоремы о дифферен-

цируемых функциях  (теорему  Коши) можно пределы вычис-

лять так: 
)(

)(
lim...

)(

)(
lim

)(

)(
lim

)(

)(

/

/

xg

xf

xg

xf

xg

xf
n

n

axaxax 
 , производные 

вычисляются до тех пор, пока не исчезнет неопределенность. 

Пример 1.  Найти предел .
sin

lim
30 x

xx

x




 

\Решение. 

.
6

1

6

sin
lim

0

0

3

cos1
lim

0

0sin
lim

02030

























 x

x

x

x

x

xx

xxx
 

Пример 2.  Найти предел   .tglim
cos2

2

x

x

x




 

Решение. Это – неопределенность вида )( 0 . Положим 

  x
xy

cos2
tg  и прологарифмируем: .

cos/1

tgln2
ln

x

x
y   
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.0coslim
tg

sec
lim2

sec

tgln
lim2lnlim

2

2

222






























x
x

x

x

x
y

xxxx


 

 

Таким образом   .1limtglim 0

2

cos2

2




eyx
x

x

x


 

Замечание. Теоремы о дифференцируемых функциях Ролля, 
Лагранжа, Коши студентам надо  разобрать самостоятнльно. 

 
Возрастание и убывание, локальный экстремум функции 

     Функция )(xfy   называется  возрастающей на некотором 

интервале (рис.16.1), если для любых значений  1x  и 
2x   из это-

го интервала из неравенства  21 xx   следует неравенство 

)(( 2)1 xfxf  . Если же из неравенства 21 xx   следует нестро-

гое неравенство )(( 2)1 xfxf  , то функция называется неубы-

вающей на этом интервале.  
 

 
                                         Рис. 16.1 

 Функция называется убывающей (рис.16.2) на некотором ин-
тервале, если для любых х1 и х2 из этого интервала и неравен-

ства  21 xx   следует неравенство )(( 2)1 xfxf  . Если же из 

неравенства 21 xx   следует нестрогое неравенство )(( 2)1 xfxf  , 

то функция называется  невозрастающей на этом интервале. 
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Рис. 16.2 

Все выше названные функции называются  монотонными. 
Достаточное условие возрастания (убывания)  функции: 

        Если функция )(xfy    непрерывна на отрезке [a,b]  и ее 

производная 0)(  xf  ( 0)(  xf ) при bxa  , то функция  

)(xfy    возрастает (убывает) на этом отрезке  [a,b].  Говорят, 

что функция  )(xfy   имеет в точке х1 максимум  (рис.16.3), 

если значение функции )( 11 xfy    в этой точке больше всех 

других ее значений во всех точках х, достаточно близких к точ-

ке х1 и отличных от нее, т.е. ),()(max 1max xfxfy   если  

)(( )1 xfxf   для всякой точки 1xx    из некоторой окрестно-

сти точки х1. Говорят, что функция  )(xfy   имеет в точке х2  

минимум  (рис.16.3), если значение функции )( 22 xfy    в этой 

точке меньше всех других ее значений во всех точках х, доста-

точно близких к точке х1 и отличных от нее, т.е. 

),()(min 2min xfxfy   если  )(( )1 xfxf   для всякой точки 

2xx    из некоторой окрестности точки  x2. 
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Рис. 16.3 

Максимум или минимум функции называется экстремумом 

функции. Точки в которых достигается экстремум, называются  

точками экстремума  (максимума или минимума). 
Необходимое условие существования экстремума:  

0)(  xf  или  )(xf    не существует для )( fDx  , т.е.  

функция может иметь экстремум только в тех точках области 
определения, где выполняются эти условия. Такие точки назы-

ваются критическими точками 1-го рода, т.е. точки, только по-
дозрительные на экстремум. 

 Достаточные условия существования и отсутствия экс-
тремума непрерывной функции )(xfy  : 

Первое правило. Если производная  )(xf   меняет знак 

при переходе через критическую точку  x0  , то точка  x0  явля-

ется точкой экстремума, причем: 
а) Функция имеет максимум в точке  x0 ,если для 

),( 00   xxx ,  где   0  , имеет место  
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б) Функция имеет минимум в точке  x0 ,если для   x   из 

 -окрестности   ),( 00   xx  имеет место 

 
Если при переходе через критическую точку  x0  произ-

водная )(xf   не меняет знак, то экстремум нет в этой точке: 

 
или 

 
Второе правило. Если в критической точке x0   первая 

производная   0)( 0  xf , а вторая производная  0)( 0  xf , то  

точка  x0  будет точкой экстремума, причем: 

а) если 0)( 0  xf  , то x0 - точка максимума; 

б) если   0)( 0  xf  , то x0- точка минимума. 
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Замечание. В более общем случае, когда первая из не 
равных нулю в точке x0  производных функции )(xfy   имеет 

порядок  k:  Если 0)( 0
)( xf k , то если k -четное, то точка x0  

является точкой максимума при  0)( 0
)( xf k   и точкой мини-

мума при 0)( 0
)( xf k ;  если же  k -нечетное, то точка   x0  яв-

ляется точкой экстремума. 
Пример 7. 

Построить графики  функций с помощью производной 

первого порядка. 82)4(3 3 2  xxy  

 Решение.  
1) ),()( yD ,  т.е. Rx . 

2) Функция общего вида, т. к. 

).(8)(2)4(3)( 3 2 xyxxxy   

3) Находим точки пересечения графика функции к осям 

координат: а) с осью OY , x=0 : 8163802)40(3 33 2 y . 

точка )8163,0( 3 A , т.е.  y(0)  -0,5. б) с осью OX, y=0: 

82)4(30 3 2  xx , 32 )82()4(27  xx , или  0)4(2)4(27 332  xx  , 

откуда 0)27)4(8()4( 2  xx , x1=-4  или  x2=-5/8. Итак имеем точ-

ки В1(-4,0); В2(-5/8;0). 
4)  Находим интервалы знакопостоянства функции. 

 y>0  ,если  082)4(3 3 2  xx ;  решаем это неравенство: 

0)27)4(8()4( 2  xx  . Знак  y:  
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Откуда  .
04

.8/5,058









x

xx

     

Значит, функция  y>0  

при   )8/5,4()4,( x  и y<0  при  ),8/5( x . 

5) Находим критические точки, интервала возрастания и 

убывания функции, экстремум функции 

3

3
3 1

4

)41(2
2)4(2




 

x

x
xy ;  

а) 0)(  xy , если    041 3  x , т.е. x=-3. 

б) y не существует при x=-4.  

Получим   x=-3 ,  x=-4  - критические точки 1-го рода. 
Знак y : 

 
   Имеем 1)3(max y ;    0)4(min y . Составим таблицу. 

  )4,(   -
4 

)3,4(   -
3 

),3(   

 

y / 
- не 

сущ. 

+ 0 - 

y
y 

 
убывает 

 
0 

 
возрастает 

1  
убывает 

  min  max  

График данной функции представлен на рис.16.4). Так 
как при x=-4,  )0(y , то минимум имеет характер точки за-

острения. 
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                      Рис. 16.4 

 
                                             Рис. 16.5 

 На основании проведенного  по первой производной  исследо-

вания, можно было представить график рассматриваемой 
функции и таким, как на (рис. 16.5). Уточнение графика функ-

ции по второй производной позволит точнее изобразить участ-
ки убывания и возрастания функции, установить, что график не 
имеет точек перегиба и всюду обращен выпуклостью вверх.  

 Асимптоты 
Если кривая  )(xfy    какой-либо своей частью не-

ограниченно удаляется от начала координат, то эта беско-
нечная ветвь кривой может иметь асимптоту. Асимптотой 

кривой называется прямая, к которой кривая неограниченно 
приближается или с одной стороны (рис.16.6) или все время 
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пересекая ее (рис.16.7) 

 
            Рис. 16.6                           Рис. 16.7 

При неограниченном удалении точки (x,y)  кривой от 

точки О(0,0). Асимптоты бывают вертикальные, горизон-
тальные и наклонные. 

1. Если существует число а такое, что 


)(lim xf
ax

, 

то прямая  x=a является вертикальной асимптотой. Верти-
кальные асимптоты находят как точки разрыва 2-го рода 
функции. 

2.Если существует конечный предел функции 

bxf
x




)(lim   или   bxf
x




)(lim , то прямая  y=b  является  

горизонтальной (правой или левой) асимптотой. 

3.Если существуют конечные пределы 

1
)(

lim k
x

xf

x



,  11 ))((lim bxkxf

x



 или  

2
)(

lim k
x

xf

x



,  22 ))((lim bxkxf

x



, то прямая  

y=k1x+b1  есть правая наклонная асимптота кривой, а прямая  
y=k2x+b2  есть  левая наклонная асимптоты. Заметим, что 

частным случаем наклонной асимптоты при k1,2 =0 и  

2,1b   является горизонтальная асимптота. График функ-
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ции )(xfy   не может иметь более одной правой и более 

одной левой асимптоты (наклонной или горизонтальной). 

 
Направление выпуклости кривой. Точки перегиба 
Говорят, что график дифференцируемой функции  

)(xfy   обращен выпуклостью вверх (вогнутостью вниз) на 

интервале ),( ba , если соответствующая дуга кривой распо-

ложена ниже касательной, проведенной в любой точке  
M(x,f(x))  этой дуги (рис.16.9) 

 
                           Рис. 16.9 

 
                           Рис. 16.10 
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                           Рис. 16.11 
Говорят, что кривая графика функции обращена  

выпуклостью вниз (вогнутостью  вверх) на интервале ),( ba    

, чем соответствующая дуга кривой расположена  выше ка-
сательной, проведенной в любой точке  M(x,f(x))  этой дуги 

(рис.16,10). 
Достаточное условие направления выпуклости кривой  

)(xfy  : 

а) если  0)(  xf   внутри интервала ),( ba , то дуга 

кривой выпукла вверх (обозначают  ) на этом интервале. 
б) если   0)(  xf  при x ),( ba , то дуга кривой  

выпукла вниз (обозначают  )на этом интервале. 
Таким образом, для нахождения интервалов выпукло-

сти вверх (вниз) дуги кривой, надо найти  )(xf   и решить 

неравенство: 0)(  xf  ( 0)(  xf ). 

Точкой перегиба непрерывной кривой  )(xfy    

называется точка   M0(x0,f(x0)) , при переходе через которую 

кривая меняет направление выпуклости (рис.16,11). 
Для абсциссы x0  точки перегиба графика  )(xfy   

вторая производная  )( 0xf   равна нулю или не существует. 

Точки, которых 0)( 0  xf    или  )( 0xf    не суще-

ствует, и при этом сама функция в точке x=x0   определена, 
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называются критическими точками 2-го рода. 
Правило: Если вторая производная  )(xf   функции 

при переходе через критическую точку 2-го рода меняет 
знак, то точка  M0(x0,f(x0))  , есть точка перегиба кривой гра-
фика функции. Это есть достаточное условие существования 

точки перегиба кривой. 
Пример 8 .   Найти интервалы выпуклости и точки перегиба 

кривой    
12

)(
2

3




x

x
xy . 

Решение.   RyD )( , т.е ),( x , ибо x2+12>0. 

Находим 





22

322

)12(

)02()12(3
)(

x

xxxx
xy ;

)12(

36

22

24





x

xx
 







42

224223

)12(

)12)(36(4)12)(724(
)(

x

xxxxxx
xy  

;
)12(

)6216(4

32

2






x

xx
 

Находим критические точки 2-го рода 0)(  xy  , если  x=0 

или 6x . 
Других критических точек 2-го рода нет, т.к.  )(xy    

существует всюду в )(yD . Знак )(xy  : 

 
Таким образом, на интервале )6,(  и )6,0(   кривая 

выпукла вниз, на интервалах (-6,0) и ),6(    кривая выпукла 

вниз, на интервалах (-6;0) и ),6(   - выпукла вверх; точки 
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перегиба М1(0;0), М2(-6;-9/2), М3(6,9/2). 

Заметим, что 0
)12(

36

22

24







x

xx
y  при Rx , 0x ; 

следовательно, функция возрастающая всюду на ),(  . 

Кривая графика симметрична относительно начала коорди-
нат в силу нечетности функции (рис. 16.12). 

 
                                          Рис. 16.12 

 

 Общая схема полного исследованфункции и построение 

графика функции 
При построении графика функции исследование 

свойств функции можно проводить по следующей схеме: 

1. Нахождение области определения функции; нахождение 
точек разрыва функции и установление их характера. 

2. Установление наличия периодичности и симметрии отно-
сительно оси OY или относительно начала координат по чет-
ности или нечетности функции. 

3. Нахождение точек пересечения кривой с координатными 
осями: с осью OY, вычисляя  f(0), и с осью OX, решая урав-
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нение  f(x)=0   и вычислив тем самым, нули функции. 
4. Определение интервалов знакопостоянства функции. 
5. Определение асимптот графика функции и «поведение 

функции в бесконечности». 
6. Определение интервалов возрастания и убывания функ-

ции, точек экстремума(максимума и минимума). Вычисле-
ние значения экстремумов. 
7. Нахождение точек перегиба, устанавливая интервалы 

направления выпуклости (вверх и вниз) кривой. Если иссле-
дуемая функция четная или нечетная, достаточно исследо-

вать и построить ее график для положительных значений ар-
гумента из области определения. Затем воспользоваться 
симметрией. Полезно получаемые данные сразу наносить на 

чертеж. Заметим, что порядок исследования можно менять, 
выбирая по целесообразности, исходя из конкретных осо-

бенностей функции. 
Пример 9.   Провести полное исследование функций и постро-

ить их графики. 
2

3 4
)(

x

x
xy


  

Решение .     

 

1) Функция имеет смысл, если  0x ;  следовательно, 

);0()0;()( yD .Точка x=0- точка разрыва второго рода.  

 
 2) Функция не является четной и нечетной, так как  







2

3

)(

4)(
)(

x

x
xy )(

)4(

2

3

xy
x

x



 при )(yDx . 

3) Точек пересечения с осью ординат нет, так как )(0 yDx  . 

Найдем нули функции:  y=0  при   0
4

2

3




x

x
, x3-4=0. Значит ,  

)0,4(3  - точка пересечения с осью OX. 
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4) Приравнивая знаменатель нулю, получаем вертикальную 

асимптоту, ибо 


)(lim
0

xf
x








 




 0

44
lim

2

3

0 x

x

x
. Ищем 

наклонные асимптоты. При x  полуем: 
 x

xf
k

x

)(
lim1  

1
4

lim
3

3




 x

x

x
,  


))((lim 11 xkxfb

x
0

4
lim

2

3




















x

x

x

x
. 

    Следовательно, правой асимптотой является прямая y=x. 

Аналогично, при x   имеем: 


 x

xf
k

x

)(
lim2 1

4
lim

3

3




 x

x

x
,  




))((lim 22 xkxfb
x

0
4

lim
2

3




















x

x

x

x
,  

т.е.  y=x  является также левой наклонной асимптотой. 
 

5) Определим интервалы знакопостоянства функции. Функция  

y>0, если  0
4

2

3




x

x
 , или  3 4x ,  где  6,143  . Знак y: 

 
Следовательно, график функции расположен выше оси 

OX при );4(3 x  и ниже оси ОХ при  )4;0()0;( 3x . 
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6) Находим критические точки первого и второго рода , 
т.е. точки, в которых обращаются в нуль или не существуют 
производные  y /  и   y //  данной функции. Имеем:  

 

3

3

4

32 82)4(3

x

x

x

xxxx
y





 ,  y /=0  при 283 x .  

 

Следовательно, x=-2 - критическая точка первого рода ,т.е. 

точка , подозрительная на экстремум; 3)2(max  yy  

0
243)8(38

46

235

3

3




















 


xx

xxx

x

x
y  при )(yDx .  

            Критических точек второго рода ,т.е. точек, подозри-

тельных на перегиб, нет, производные y /  и  y //  не существуют 
еще только при   x=0, где не существует и сама функция 

y. 0
24

4


x
y  при  )(yDx . Следовательно, кривая графика 

выпукла вверх всюду.      
 
 

 
)2,(   -2 )0,2(  0 )4,0( 3  3 4  ),4(3   

 y  - -3 - -  - 0 + 

y / + 0 -   + + + 

 
y // 

- -1,5 + -  - - - 

Вы- 
вод 

y 
возр.  

y 
max 

 

y 
убыв. 

y  
не cущ. 

y 
возр. 

0 y 
возр. 

    
 

      
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 Где символ  ""   обозначает выпуклость вверх кривой график. 
По результатам исследования строим график функции 
(рис.16.13). 

 
Рис. 16.13 

 

 

17. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ  ИНТЕГРАЛ 

 

Понятие неопределенного интеграла. 
       Пусть F(x) – первообразная для функции  f(x) на промежут-

ке  x, то есть F΄(x)=f(x) (или dF(x) = f(x)dx). 
Определение. Совокупность всех первообразных для  
функции f(x) называется неопределенным интегралом от функ-

ции f(x) на промежутке x и обозначается 

  CxFdxxf )()( , где С- произвольная постоянная. 

Основные правила интегрирования. 

а)  ))(( dxxf  = f(x) , d(  dxxf )( ) = dxxf )( ; 
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б)   CxFxdF )()( ; 

в)   dxxfa )(  dxxfa )( , где  а –  постоянная; 

г)   dxxfxf )]()([ 21  dxxf )(1  dxxf )(2
; 

 д) если   CxFdxxf )()(  и  u = (x), то    CuFduuf )()( . 

Основные правила интегрирования. 

а)  ))(( dxxf  = f(x) , d(  dxxf )( ) = dxxf )( ; 

б)   CxFxdF )()( ; 

в)   dxxfa )(  dxxfa )( , где  а –  постоянная; 

г)   dxxfxf )]()([ 21  dxxf )(1  dxxf )(2
; 

 д) если   CxFdxxf )()(  и  u = (x), 

 то    CuFduuf )()( . 

Таблица простейших неопределенных интегралов. 

1) adx =
1

1





a

x a

 + C  (a ≠ -1), 

2)  = ln  + C, 

3)  = arctg  + C = - arctg  + C1 (a ≠ 0), 

4)  =  ln  + C  (a ≠ 0), 

     =  ln  + C (a ≠ 0), 

5) = ln  + C  (a ≠ 0), 

6)  =  + C = -  + C, (a > 0) , 

7)  + C (a > 0) ,  dx =  

8)  xdxcos =sin x + C, 

9)  xdxsin = - cos x + C, 
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10  dx
x)(sin

1
2

= - ctg x,  dx
x)(cos

1
2

 = tg x, 

11)  = -ctg x + C, 

12) chxdx =sh x + C, 

13)  shxdx=ch x + C, 

14)  = thx + C; 

15)  = - cthx + C. 

Замечание. Правило д) значительно расширяет таблицу  
простейших интегралов. В силу этого правила таблица 
интегралов оказывается справедливой независимо от   

того, является ли переменная интегрирования  незави- 
симой переменной или дифференцируемой функцией 

 
Метод подстановки. Замена переменой в  

неопределенном интеграле. 

 
          Интегрирование путем введения новой переменной t 

основано на формуле 

,  

где  )(tx   монотонная непрерывно-дифференцируемая 

функция  переменной t. Функцию φ выбирают таким образом , 
чтобы правая  часть формулы приобрела более удобный вид. 

Иногда применяется подстановка вида u = ψ(x) , где u – новая 
переменная. Допустим, что  подынтегральное  выражение уда-
лось преобразовать к виду f(x) dx=g(u) du, где )(uu   тогда , 

если  известен     CuFduug )()( , то  
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Тригонометрические подстановки. 

     а ) если интеграл содержит радикал вида  
то полагают  x =a sin t ( или x =a cos t ), откуда получается 

taxa cos22    (или taxa sin22  ) 

    б) если интеграл содержит радикал вида  
22 ax  ,  

то полагают  
t

a
x

sin
   (или  

t

a
x

cos
 ),  

откуда   =  ( и  = ). 

    в ) если интеграл содержит радикал  , то  

полагают  ( ), откуда 

 ( ). 

Замечание. Иногда вместо тригонометрических 

 подстановок удобнее пользоваться гиперболическими  

подстановками:  thtax  , cthtax  , shtax  . 
 

  Метод интегрирования по частям. 
Если  )(xu   и )(xv   – непрерывно  

дифференцируемые функции от x, то  

. 

Замечание. Иногда, чтобы свести исходный интеграл к таб-

личному, приходится применять  формулу интегрирования по 
частям несколько раз. В некоторых случаях получают уравне-
ние, из  которого определяется начальный интеграл. 

 
Интегрирование рациональных дробей с помощью 

разложений на простейшие. 
       Рассмотрим рациональную функцию  ( или рациональную 

дробь) , где  )(xPn  или )(xQm  – многочлены степеней n и 

m соответственно относительно  переменной x. 

Если n m, то есть дробь неправильная,  то ее можно 
 представить в виде  
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 =  + , (где k ), то есть выделить 

 из нее целую часть .  Пусть  знаменатель 

(x)  … 
 разлагается на линейные квадратичные множители. Тогда  

правильная рациональная дробь  разлагаются на  суммы 

простейших дробей с вещественными  коэффициентами следу-
ющего вида: 

1) ;  

2) ,  где r целое число; 

3) , где  - q то есть квадратный трехчлен,  

и  qpxx 2  не имеет действительных корней; 

4) , где 1s  целое число,  - q . 

В результате интегрирование рациональной дроби  
сведется к нахождению интегралов от многочленов 

  степени ( n-m ) и от простейших дробей, каждая  
из которых интегрируется в элементарных функциях: 

1) СaxAdx
ax

A


 ln , 

2)  



 

,
)()1()( 1

C
axr

A

ax

Adx
rr

 

3)  



dx

qpxx

BAx
2

 

ln
2

A


 

4)  



dx

qpxx

BAx
s)( 2

 

 



 dx

qpxx

px
s)(

2
2  


sqpxx

dxAp
B

)(
)

2
(

2
. 
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Первый интеграл в правой части легко находится с помощью 

 Подстановки а второй преобразуем так 

 , где  x + ; q- . 

Для интеграла 

=  (s – целое положительное число). 

Имеет место следующая рекуррентная формула 

. 

Эта формула после (s-1) – кратного применения  

позволяет свести данный интеграл    к табличному  

интегралу  = .  

 
Интегрирование некоторых иррациональных функций. 

а) Интегралы вида    путем выделения 

 полного квадрата из квадратного трехчлена приводятся  

к табличным интегралам 5 и 6 

б) интегралы вида    путем выделения  

в числителе производной квадратного трехчлена, 

 стоящего под знаком корня разлагается на сумму 
 двух интегралов: 

 



dx

cbxax

BAx
2/12 )(  




dx

cbxax

cbxaxd
2/12

2

)(

)(
 

 


2/12 )(
)

2
(

cbxax

dx

a

Ab
B  

Первый из полученных интегралов путем замены  

cbxax 2
  сводится к табличному виду 1 , а второй рассмот-

рен в п. 1. 
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в) интегралы вида   c  помощью  подста-

новки  = t  приводятся к виду, рассмотренному в п. 2. 

г) интегралы вида   

где R- рациональная функция; m1,…,mk,   ,n1,…,nk. -  целые чис-

ла. С помощью подстановки ,  

где s – наименьшее общее кратное чисел  n1,…,nk.. 
  

д) интегралы от дифференциальных биномов 

 
где m,n,p – рациональные числа выражаются  

через конечную комбинацию элементарных  функций 
 лишь в следующих трех случаях: 

1) если  р – целое число, подстановкой x = , 
s – знаменатель дроби p; 

2) если  - целое, подстановкой   = ,  

где s – знаменатель дроби p. 

3) + p – целое, подстановкой 

s
n

t
n

bxa



,  s – знаменатель p. 

Интегрирование тригонометрических функций. 

а) интегралы вида   

  dxxx )cos()sin(  ,   dxxx )sin()sin(  ,   dxxx )cos()cos(   

находятся с использованием тригонометрических формул 
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б) интегралы вида 

 
где n и m – четные числа, находятся с помощью формул 
 

sin2x=(1-cos(2x))/2; cos2x=(1+cos(2x))/2, sin(x)cos(x)=0,5sin(2x). 
Если хотя бы одно из чисел m или n – четное, то  

интеграл находится, отделяя от нечетной степени 
 один множитель и вводя новую переменную.  В частности, ес-
ли m=2k+1, то  

   xdxxI kn

mn

12

, cos)(sin   xdxxx kn coscos)(sin 2  

  )(sin)sin1()(sin 2 xdxx kn  

Полагая  t=sinx, получим интеграл вида  

в) интегралы вида  приводятся 

 к интегралу от рациональной функции новой  

переменной с помощью, так называемой универсальной 

тригонометрической подстановки   при 

 этом   

Если R(sin x, cos x)= R(sin x, cos x), то целесообразно  

применить подстановку  tg x=t, при этом 

21
sin

t

t
x


 , 

21

1
cos

t
x


 , x=arctg t, 

21 t

dt
dx


 . 

 
18. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ  

 
Определенный как предел интегральной суммы. 

Определенным интегралом от функции  f(x) в  промежутке 
 [a, b] называется предел ее  интегральной суммы, когда  
число n элементарных отрезков неограниченно возрастает, а  
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длина наибольшего из них (max x i) стремится к 0, то есть 

 






1

0

)(lim)(
n

i

i

b

a
n

xfdxxf  , где 
iii xxx  1)( , 

1 iii xx  . 

Если  f(x)  непрерывна, то она интегрируема на  [a, b] и предел 
этот не зависит от  способа разбиения промежутка [a, b] на ча-

стичные  отрезки и выбора точек  на этих промежутках. 
 

Вычисление определенного интеграла. 
Формула Ньютона – Лейбница. 

 Если  , то 

  

 Замена переменной в определенном интеграле. 
Если 1) функция f(x) непрерывна на отрезке  [a, b];  
2) функция φ(x) непрерывна вместе со своей производной  

φ′(t) на [ , ], где а=φ( ),  b=φ( ); 3) сложная функция  
f(φ(t)) определена и  непрерывна на [a, b], то 

 
Формула интегрирования по частям. 

Если u(x) и v(x) имеют непрерывные производные 
 на [a, b], то 

 
Свойства определенного интеграла. 

1) ,0)( 
a

a

dxxf  2) 
b

a

dxxf )( ,)(
a

b

dxxf  

  3) если f1(x) и  f2(x) интегрируем на [a, b],  C1 и С2  - любые  
вещественные  числа, то функция С1 f1(x)+C2f2(x) также  

интегрируема  на [a, b], причем 
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
b

a

dxxfCxfC ))()(( 2211 
b

a

dxxfC )(11 .)(22 
b

a

dxxfC  

4)  если f(x) интегрируема на [a, c] и [c, d], то она интегрируема 
также и на [a, b],  причём 

 
При этом точка  c  может быть произвольно 

 расположена относительно  a и b. 
5) если f(x) интегрируема на [a, b], то функция  

 также интегрируема на [a, b],  причем 

. 

6) если , то  

7) если  для каждого  

  

8) если М – наибольшее значение функции f(x) на  

отрезке [a, b], а m – наименьшее и a b, то 

 
9) если f(x) – непрерывна на [a, b], то 

 существует  такое, что  
b

a
abfdxxf ).()()(   

Число  называется средним 

 значением функции  на отрезке [a, b]. 
 

19. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 

Несобственные интегралы с бесконечными 
пределами  интегрирования (первого рода). 

Пусть  непрерывна при   . Тогда 
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 по определению полагают 









b

a
b

dxxfdxxf )(lim)(

 
Если этот предел существует и конечен, то 
 несобственный интеграл называется сходящимся,  

в противном случае интеграл называется расходящимся. 
 Аналогично определяются несобственные интегралы  

и для других бесконечных интервалов 







b

a

b

a
dxxfdxxf ;)(lim)(   



 





c

c

dxxfdxxfdxxf .)()()(  

В последнем равенстве  слева несобственный 
 интеграл сходится тогда, когда сходится каждый из 

 несобственных интегралов в правой части. 
 

Признаки сходимости несобственных интегралов 
первого рода. 

Теорема. Пусть для всех ax   выполнено неравенство  

)()(0 xxf  , тогда: 

1) если 


a

dxx)( сходится, то 


a

dxxf )( также 

сходится, причём  


a

dxxf )( 


a

dxx)( ;  

2) если  


a

dxxf )( - расходится, то расходится и 

 


a

dxx)( .   0,)(lim 


AAxxf m

x
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Следствие. Если 0)( xf и,  то есть 
mx

A
xf ~)(  

при x , то 

  

а) при m>1 


a

dxxf )( сходится; 

 б) при 1m - расходится. 
 

 Несобственные интегралы от неограниченных 

функций (второго рода). 

Пусть функция  f(x)  определена и непрерывна  при  bxa  ,  
а при  x=b либо неопределенна, либо терпит разрыв. Тогда по 

определению полагают 











b

a

b

a

dxxfdxxf .)(lim)(
0

 
Если предел, стоящий в правой части, существует и конечен, то 
несобственный интеграл называется сходящимся, в противном 

случае расходящимся. Аналогично определяются несобствен-
ные интегралы;  если функция имеет разрыв при x=a, либо при 

x=c, где ],[ bac  

 





b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxf



)(;)(lim)(

0 









b

c

c

a

dxxfdxxf







)(lim)(lim

00
 

Признаки сходимости для несобственных интегралов 

 второго рода. 

Теорема. Пусть при  ],bax  выполнены неравенства  

)()(0 xxf  и функции f(x) и )(x  либо не определены,  

либо имеют разрыв при x=b. Тогда:  
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1) если 
b

a

dxx)( сходится, то сходится и 
b

a

dxxf )( ; 2) если 


b

a

dxxf )(  расходится, то расходится и 
b

a

dxx)( . 

Следствие. Если 0)( xf и 

   0,||)(lim 


AAbxxf m

bx
, то есть  

mxb

A
xf

||
~)(


при bx  ; то  

1) при m<1 интеграл (1) сходится; 2) при 1m  - расходится. 
 

20. ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЁННОГО ИНТЕГРАЛА 

 
 Площади плоских фигур. 

1) площадь в прямоугольных координатах. 

       Если площадь S ограничена двумя непрерывными  

 Кривыми  y1=f1(x)  и  y2=f2(x)  и двумя вертикалями х=а 

 и x=b, где )()( 21 xfxf    при bxa  ,  

то   

b

a

dxxfxfS )()( 12 . 

 2) площадь, ограниченная кривой, заданной в 

 параметрическом виде. 

       Если кривая в параметрическом виде x=x(t),y=y(t),  
то площадь криволинейной трапеции,  ограниченной  

этой кривой, двумя вертикалями, соответствующими  
x=a, x=b и отрезком оси ОХ, выражается интегралом 

dttxtyS

b

a

)()( /

  , где 21 , tt   

определяются из уравнений )(),( 21 txbtxa   
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( 0)( ty  на [
21 , tt ] ). 

 3) площадь в полярных координатах. 

    Площадь, ограниченная непрерывной кривой  

)(rr   и двумя полярными радиусами   , . Равна  







 drS )(
2

1 2

 
Длина дуги кривой. 

1) длина дуги в прямоугольных координатах 

    Длина дуги гладкой (непрерывно дифференцируемой)  

кривой y=f(x), содержащейся между точками с абсциссой 
 x=a и x=b, равна 

 

b

a

dxxfl 2)]([1

 
 2) длина дуги кривой, заданной параметрически 

    Если кривая задана уравнениями в параметрической 
 форме x=x(t), y=y(t), где x(t) и y(t) непрерывно  

дифференцируемые функции, то длина дуги равна 

dttytxl

t

t

 
2

1

22 )]([)]([

,где 21 , tt  - значения параметра, соот-

ветствующие концам дуги; 
 3) длина дуги в полярных  координатах 

   Если )(rr  )(   , то  

 





 drrl 22 )]([)]([

 
 Объёмы тела. 

1) объём тела вращения 

Объёмы тел, образованных вращением криволинейной 
 трапеции, ограниченной кривой y=f(x), осью ОХ и  

двумя вертикалями x=a и x=b, вокруг осей ОХ и OY,  
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выражаются соответственно формулами 

 

b

a

y

b

a

x xydxVdxxyV  2;)(2

. 

Объём тела, образованного вращением вокруг оси OY  
фигуры, ограниченной x=g(y), осью OY и двумя  

параллелями y=c и  y=d определяется по формуле 

dyxV

d

c

y  2

 
Если кривая задана параметрически или в полярных координа-

тах, то в приведённых формулах нужно сделать замену  
переменной интегрирования. Объём тела, полученного при 
вращении сектора,  ограниченного дугой кривой  

)(rr   и полярными  радиусами   ,  вокруг поляр-

ной оси   равен  





 drV sin
3

2 3
 

 

2) Вычисление объёмов тел по известным 

поперечным сечениям 

Если S(x) – площадь сечения тела плоскостью,  
перпендикулярной к оси ОХ в точке абсциссой х, то объём это-

го тела равен 
2

1

)(

x

x

dxxSV , где х1, х2 – абсциссы край-

них точек сечения тела. 

Пример 1.  Найти 
 x

dx

21 
. 

Решение. Так как 
222 )(111 x

x

xxx

dxdxdx





 





 




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


  Ctt
t

dt
)1ln(

1

2

2

 

 

Cxx   )1ln( 2 .Здесь замена переменной  
xt   приводит к табличному интегралу. 

 Пример 2.  Найти   xx

dx

cossin3
. 

 Решение.  Подынтегральная функция является функцией от sin 
x и cos x. Применим подстановку 

 t
x

tg 
2

. При этом 
22

2

2 1

2
,

1

1
cos,

1

2
sin

t

dt
dx

t

t
x

t

t
x










 . 

Тогда  

C

x
tg

arctgC
t

arctg 







7

1
2

2

7

2

7

12

7

2

. 

Преобразование, произведённое в знаменателе,  
называется выделением полного квадрата: 

4

7
)

2

1
(2

4

1

4

1

2

1
22 222  ttttt . 

      Пример 3. Найти  xdxx arccos2 . 

Решение. Применим метод интегрирования по 

 частям   VdUUVUdV , где  dxxdVxU 2,arccos  . 

Находим  





2

3
2

1
,

3 x

dx
dU

x
dxxV .  

Получим 


  2

33
2

13

1
arccos

3
arccos

x

dxx
x

x
xdxx  

  )1(
3

1
arccos

3

22
3

xdxx
x
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  )1()1(
3

1
1

3
arccos

3

22

1

22
33

xdxx
x

x
x

 

.1||,)1(
9

2
1

3
arccos

3

322
23

 xCxx
x

x
x

 

      Пример 4.   Найти интеграл 
4 41 x

dx
. 

Решение. Перепишем интеграл в виде  

dxx
x

dx
4

1

4

4 4
)1(

1
 

 ,  откуда следует, что это интеграл 
от  дифференциального бинома при m=0, n=4, p=-1/4. Так 

как 0
4

1

4

11



p

n

m
, то имеем третий случай интегри-

руемости.  Подстановка s

n

n

t
x

bxa



, где s - знаменатель  

p в данном случае примет вид 44 1 tx  , откуда  

.)1(1,)1(,)1( 4

1

44 44

5

434

1

4


 ttxdtttdxtx  
Следовательно  

.
)1)(1)(1(11

2

2

4

2

4 4   





 ttt

dtt

t

dtt

x

dx

 
Подынтегральная функция является правильной  

рациональной дробью. Разложим её на простейшие  
дроби 

,
111)1)(1)(1( 22

2















t

DCt

t

B

t

A

ttt

t
 откуда 

.)1)(()1)(1()1)(1( 2222 ttDCtttBttA   
Полагая последовательно t=1 и t=-1, получим 

      В(1+1)(1+1)=-1, 4В=-1, В=-1/4; 
А(-1-1)((-1)(-1)+1)=-(-1)(-1), -4А=-1, А=1/4. 
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Неопределённые коэффициенты C и D можно  

найти, приравнивая коэффициенты при 01 , tt в  

тождестве слева и справа, получим 
А+В-С=0, С=0, -А+В-D=0, D=-1/2. 

Следовательно 

 












12

1

14

1

1

1

4

1

1 24

2

t

dt

t

dt
dt

tt

dtt





 Carctgt

t

t

2

1
|

1

1
|ln

4

1
 

.
1

2

1
|

1

1
|ln

4

1
4 4

4 4

4 4

C
x

x
arctg

xx

xx










 

      Пример 5.   Найти dxxa  22 . 

Решение. Применим гиперболическую подстановку 

 x=a sht, dx=a cht dt,  

получим  chtatshaxa  )1( 2222
.  

    dttch
a

tdtchadxxa )12(
2

2
2222  

.
24

2 22

C
tatsha






  Можно получить  

2

2
2 12122

a

x

a

x
tshshttsh 

.  

Из равенства 
a

x
sht

tt







2


  находим,  

 что 
a

xaxt
22 

 .  

Поскольку  axaxtt ln||ln0 22  .  

Поэтому  окончательно получаем 
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1

22
2

2222 ||ln
22

Cxax
a

xa
x

dxxa  , 

где a
a

CC 2

1 ln
2

  - новая произвольная постоянная. 

  Пример 6.  Найти площадь фигуры, ограниченной  эллипсом  
x=a cost, y=b sint   (рис.20.1). 

    Решение. Эллипс задан в параметрическом виде.  

 В силу симметрии эллипса достаточно найти  площадь  S1 од-
ной его четверти ( 0,0  yx ). Если х изменяется в пределах от 

0 до а,  то параметр t изменяется в пределах от 2/  до 0,  кото-

рые находятся из уравнений a cost=0, 2/1 t ; a cost=a, cost=1, 

t2=0. По формуле для вычисления площади  кривой,  получим: 

abdttatbSS 


 
0

2/

1 )sin)(sin(44  

 
Рис.20.1 

 Пример 7.   Найти длину дуги кардиоиды  r=a(1-cos ). 

Решение. Кривая  (рис.20.2) задана в полярных координатах. В 

силу её симметрии относительно полярной оси  достаточно вы-
числить длину L, её половины, при этом полярный угол   из-

меняется от   до 0. По  формуле для вычисления дуги кривой в 
полярных координатах  имеем 

.8|)cos1(sin22 0

0

2222

1 adaaLL   



  
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Рис. 20.2 
  Пример 8.   Найти объём тела, полученного вращением 

 фигуры, ограниченной линиями by   и 1
2

2

2

2


b

y

a

x
  вокруг 

оси OY (cм. рис. 20.3). 
Решение. Воспользуемся формулой для вычисления 

 объёма тела вращения. .
3

8
)1( 2

2

2
22 bady

b

y
adyxV

b

b

b

b

 


  

- b

 b

О а-а
X

Y

 
Рис. 20.3 

Пример 9.   Найти объём эллипсоида 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x

 
(рис.20.4) 

Решение. В общем случае, когда cba   эллипсоид  нельзя 
считать телом вращения. Поэтому его объём надо вычислять с 
помощью формулы объёма тела по  известным площадям попе-

речных сечений. Поперечные сечения эллипсоида плоскостями, 
параллельными оси ОХ, являются эллипсами, уравнения кото-

- 1a

1-2а

 1a

О X

Y

L2
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рых имеют вид 
2

2

2

2

2

2

1
a

x

c

z

b

y
  или  1

11

2

2

2

2

2

2

2



































a

x

z

a

x
b

y , 

поэтому полуоси эллипса, находящегося в сечении  плоскостью 

х=х, равны соответственно   

   
2 2

2 2
1 , 1 .

x x
b x b c x c

a a
     Известно, что  площадь эллип-

са с полуосями b и с вычисляется  по формуле S bc . Следо-

вательно,  площадь поперечного сечения      .S x b x c x  

Теперь  получим  
2 2 2

2 2 2

4
1 1 1 .

3

x x x
V b c dx bc dx abc

a a a

 

 
  

 

 
       

 
   

В частности при  а=b=c=R  получаем формулу  34
.

3
V R  

- b

 b

О

а-а X

Y

Z

-С

С

 
Рис. 20.4 

 Пример 10.  Вычислить 
22

.
2

dx

x x



   

Решение. Это несобственный интеграл с бесконечным верхним 
пределом. Так как подынтегральная дробь разлагается на  
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простейшие дроби вида: 
2

1 1 1 1
,

2 3 1 2
то

x x x x

 
  

    
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2 22 2 2

1 1 1

2 2 3 1 2
lim lim

b b

b b

dx dx
dx

x x x x x x



 

 
    
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lim lim

b
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x b 

 
   

 
 

Пример 11.  .Исследовать сходимость интеграла  

Решение. Воспользуемся признаком сходимости для несоб-
ственных интегралов 1-го рода в виде неравенства. Очевидно, 

что  при x>2. Вычислим   

- расходится. 

 Пример 12.   Исследовать на сходимость несобственный  

интеграл   

Решение.  При  
 

Так как  сходится, то сходится и исходный интеграл 

 по следствию из признака сходимости для  несобственных ин-

тегралов 1-го рода. 

  Пример 13.   Вычислить интеграл   

   Решение. Здесь подынтегральная функция имеет 
 разрыв при x=1.Это несобственный интеграл от 

 неограниченной функции (2-го рода). По определению  
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Значит данный интеграл расходится. 

Пример 14.   Исследовать сходимость интеграла . 

  Решение. В данном случае подынтегральная  функция имеет 
разрыв при x=1. воспользуемся  признаком сходимости несоб-
ственных интегралов  2-го рода.  

Для сравнения возьмем функцию .  

Очевидно, что ,  

при .  

Найдем 

 

. 

 

Так как сходится, то сходится и  .; 

 
21. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

         ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 

 

Область определения 

           Переменные x,y,z, …,t называются независимыми между 
собой, если каждая из них принимает любые значения в своей 




2

0

2)1(x

dx



 





1

0

20 )1(
lim

x

dx



 




2

1

20 )1(
lim


 x

dx

)1
1

(lim
0


 

.)1
1

(lim
0


 

1

4
0 1

xdx

x


 
1

2

1

1 x

   4 2

1

11 1 1 1

x x

xx x x x
 

   

]1,0[x

   
1 1 1 1

2

0 0 00
0 0

lim 1 2lim 1 lim 2 2 2
1

dx
x dx x

x




  





  
       


 

1

0 1

dx

x


1

4
0 1

xdx

x




 

 155 

области изменения, независимо от того, какие значения прини-
мают при этом остальные переменные.    Переменная величина 
u называется однозначной функцией независимых переменных 

(аргументов) x,y,z,…,t, если каждой совокупности их значений 
(x,y,z …,t) из области D соответствует единственное опреде-

ленное значение u U. Функциональная зависимость обознача-
ется так:  u=f(x,y,z, …,t), или  f: D→U, где U – множество зна-
чений функции f.  

Областью определения (существования) D функции  

u=f (x,y,z,…,t) называется совокупность значений x,y,z,…,t, при 
которых функция определена, то есть принимает определенные 

действительные значения. Так, для функции двух переменных 
z=f (x, y) областью определения является совокупность точек 
(x,y) координатной плоскости XOY, в которых функция опре-

делена (существует). Эта область определения представляет со-
бой конечную или бесконечную часть плоскости XOY, ограни-

ченную одной или несколькими кривыми (границей области D). 
Аналогично, для функции трех переменных u=f(x,y,z) областью 
определения служит некоторое тело в пространстве OXYZ. 

 
Рассмотрим примеры нахождения областей 

определения функций. 

 Пример 1.   

 Решение. Первое слагаемое функции определено при 

, или . Второе слагаемое имеет действи-

тельные значения, если , то есть при   или при 

. Значит, область определения всей функции есть множе-

ство точек (x,y) двух полос плоскости XOY: При  между 

прямыми x = 0, x = 3, y = 0 и при  между прямыми  
x = -3, x = 0, y = 0, включая сами эти прямые (рис. 21.1).  
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Рис. 21.1 

Пример 2 . , 
Решение. Так как логарифм не существует при нуле и 

отрицательных значениях, то должно выполняться неравенство 

, то есть . Значит, область определения 
функции есть часть плоскости, расположенной над параболой  

, не включая саму границу, то есть точки кривой 
2xy   (рис. 21.2). 

y

x0

 

                    Рис. 21.2 

Предел. Непрерывность. 

Число А называется пределом функции  при 

стремлении точки М(x,y) к точке (a,b), если для любого 
числа  существует такое число δ , )( ,что при  

,0   где 
22 )()( byax   – расстояние между точ-

ками М и , имеет место неравенство .  

В этом случае пишут , или 

. Функция  называется непрерыв-
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ной в точке M0(a,b), если предел функции при стремле-
нии точки M(x,y) к точке M0(a,b) равен значению функции 

 в точке Mo, то есть:  

 
         Функция, непрерывная во всех точках некоторой области, 
называется непрерывной в этой области. 

         Нарушение условий непрерывности для функции  
может быть как в отдельных точках (изолированная точка раз-
рыва), так и в точках, образующих одну или несколько линий 

(линии разрыва). 
Пример 3 .  Найти пределы следующих функций: 

а) 
y

xy

y
x

sin
lim

0
2




; б) 

x

yx

y
x






lim
0
0

. 

Решение:  

а) 221
sinsin

0

0sin
limlimlimlim

20
0
2

0
2























x
x

y
x

y
x xy

xxy

y

xy







,  

где xy . Здесь выполняется первый замечательный предел 

1
sin

lim
0


 





. 

 б) 












 0

0
lim

0
0 x

yx

y
x

.  Рассмотрим изменение переменных x  и y  

вдоль прямых kxy  ] k
x

xk

x

kxx

xx










1
)1(

limlim
00

. Так как данное 

выражение k1  может принимать различные значения в зави-

симости от числа k , то предела не существует. 
 

 Линии и поверхности уровня функции. 

Линией уровня функции двух аргументов  yxfz ,  

называется такая линия   Cyxf ,  на плоскости XOY, в точ-
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ках которой функция принимает одно и то же значение Cz  , 
где C – const. 

Поверхностью уровня функции трех аргументов 

 zyxfu ,,  называется такая поверхность   Czyxf ,, , в 

точках которой функция принимает постоянное значение 

Cu  . 
Пример  4. Выяснить характер поверхностей, изображаемых 
следующими функциями и построить их линии уровня:  

а) yxz  ; б) 
22 yxz  ; в) 

22 yxz  . 

Решение: а) плоскость; линии уровня – семейство прямых 

Cyx  , параллельных прямой xy  , (при RC ). 

б) параболоид вращения; линии уровня Cyx  22
 – 

семейство концентрических окружностей с центром в начале 

координат ( 0C ). 
в) гиперболический параболоид; линии уровня 

Cyx  22
 - семейство равносторонних гипербол  RC . 

Дополнительные сведения. 
Часть пространства, в котором происходит физическое 

явление, называется физическим полем. Существуют скалярное 
и векторное поля.  

Физическое поле называется скалярным, если физиче-

ское явление, его образующее, характеризуется функцией 

 zyxff ,, , зависящей только от координат точек про-

странства, в котором это явление происходит. Скалярное поле 

полностью определено заданием одной функцией  111 ;; zyxf  

трех независимых переменных. Если физическое явление обра-

зовало скалярное поле, то каждой точке  zyxP ,,  простран-

ства 
3R , в котором происходит это явление, ставится в соот-

ветствие определенное число, характеризующее это явление в 
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рассматриваемой точке. Это число есть частное значение функ-

ции  zyxf ,, , вычисленное в точке  111 ;; zyxP . 

Примерами скалярного поля являются: поле электриче-
ского потенциала, давление в атмосфере и т.п. В скалярном по-

ле поверхность уровня называется эквипотенциальной поверх-

ностью, во все точках которой однозначная функция  zyxf ,,  

сохраняет одно и то же значение. Через каждую точку про-

странства проходит одна поверхность уровня. Во всех точках 
поверхности уровня физическое явление протекает одинаково. 
Уравнение поверхности уровня, проходящей через точку 

 111 ,, zyxP , имеет вид    111 ;;;; zyxfzyxf  . 

22. ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ ПЕРВОГО ПОРЯДКА. 

ПОЛНЫЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ И ЕГО ПРИ-

МЕНЕНИЕ К ПРИБЛИЖЕННЫМ ВЫЧИСЛЕНИЯМ 

 Частные производные первого порядка 

      Если  и одна из переменных, например x, по-

лучила приращение  (при постоянных других переменных y 

и z), то разность  называется част-

ным приращением по  функции . Соответственно, 

имеем частные приращения функции по y и по z 

,  

          Частной производной от функции  по неза-

висимой переменной  называется производная 

, или в более подробной записи 

 zyxfu ,,

x
   zyxfzyxxfux ,,,, 

x  zyxf ,,

   zyxfzyyxfuy ,,,,     zyxfzzyxfux ,,,, 

 zyxfu ,,

x

x

u

x

u x

x 








 0
lim
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, 

вычисленная при постоянных  y,z.  Обозначается одним из сим-

волов , , , . Аналогично, предел отношения  

при стремлении  к нулю называется частной производной 

функции по y:  

. 

Частная производная по z  есть производная , равная пределу 

, то есть . 

Очевидно, что для нахождения частных производных 
справедливы обычные правила и формулы дифференцирования; 

только следует иметь в виду, что при нахождении частной про-
изводной надо считать постоянными все независимые перемен-

ные, кроме той, по которой берется частная производная. 
Пример 1 . Найти частные производные функции 

. 

Решение. Рассматривая переменные ,  как постоянные ве-

личины, получим . Считая ,  посто-

янными,  дифференцируем функцию по : 

. Аналогично, дифференцируем 

функцию по z, считая x,y  постоянными:  . 
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Полный дифференциал функции. 

Полным приращением функции  двух неза-

висимых переменных в точке M(x,y) называется разность 

, 

где  и  – произвольные приращения аргументов. 

Функция  называется дифференцируемой в 

точке (x,y), если в этой точке полное приращение  можно 

представить в виде  , где слагаемое 

 есть бесконечно малая величина высшего порядка по 

сравнению с бесконечно малой . 

Полным дифференциалом функции  называ-

ется главная часть ее полного приращения , линейная отно-

сительно приращений аргументов  и , то есть 

. 

Дифференциалы dx, dy независимых переменных x и y 

совпадают с их приращениями, то есть ,  – 

это числа, равные между собой. Полный дифференциал функ-

ции  вычисляется по формуле:  

, где ,  

Аналогично, полный дифференциал функции трех аргу-

ментов  вычисляется по формуле 

 

Заметим, что в выражениях ,  скобки можно опу-

стить, так как ,  рассматриваются как единый символ. 

Функция заведомо имеет полный дифференциал в случае не-
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прерывности ее частных производных. Значит, если функция 
имеет полный дифференциал, то она дифференцируема. 

Применения полного дифференциала 

к приближенным вычислениям. 
           Имеем связь между полным дифференциалом функции и 

ее полным приращением: .    

Вычисление  (приращения функции) представляет 
собой задачу, более трудоемкую, чем вычисление ее дифферен-

циала dz, а потому в практических вычислениях с достаточной 
точностью при малых приращениях аргументов заменяют вы-

числение приращения функции вычислением ее дифференциа-

ла. При достаточно малых , , а значит, при доста-

точно малом  для дифференцируемой функции 

 имеет место приближенное равенство 

 или . Итак, получим   

или  ,  где , 

. Это приближенное равенство тем точно, чем 

меньше величины , . 

Пример 2 . Вычислить приближенно величину  

Решение: Рассмотрим функцию . Воспользуемся 

формулой. Имеем , , ,  

Значение функции  в точке : . Вычисля-

ем , где ; ; откуда   

 . Значит, . 
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Дифференцирование сложной функции 

1) Случай одной независимой переменной. 

Если  есть дифференцируемая функция двух 

аргументов x и y в некоторой области D плоскости XOY, кото-

рые в свою очередь являются дифференцируемыми функциями 

независимой переменной t, то есть , , то 

сложная функция  - есть функция одной 

переменной t и имеет место равенство . В 

частности, если t совпадает с одним из аргументов с x ,  то 

справедлива формула   и  называется 

полной производной функции z по x. 

 Пример 3. Найти , если , где , 

.        

 Решение. Воспользуемся формулой. Предварительно находим 

, , , . Тогда 

 

Пример 4 . Найти частную производную  и полную произ-

водную , если , где . 

Решение.    Имеем . Находим 
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Случай нескольких независимых переменных. 
Если z есть сложная функция нескольких переменных, 

например , где аргументы x, y, так называемые 

промежуточные переменные, являются функциями независи-

мых переменных u, v: , , то сложная 

функция  фактически является 

функцией двух «конечных» переменных u, v. Если функции 

 — дифференцируемые функции, то частные производ-

ные по  выражаются так: 

     , или  

,  или   

Структура формул та же и   при большем числе переменных. 

Пример 5 . Найти  и , если , , 

 

Решение: Находим ; ; 

; ; ; ; 

Подставляя полученные выражения в формулы, имеем: 

, 

. 
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Ответ можно оставить в такой форме или выразить через u и v. 

В результате получим:   , 

             . 

Инвариантность формы полного дифференциала. 
Отметим важное свойство инвариантности формы пол-

ного дифференциала. Во всех рассматриваемых выше случаях 
справедлива формула: 

.                                                      (*) 

Действительно, дифференциал сложной функции 
, где переменные ,  есть функции 

от новых независимых переменных u и v, можно получить, если 

в формуле (*) дифференциалы dx и dy заменить (по определе-
нию): 

; . 

В результате подстановки и перегруппировки членов при 
du и dv получим: 

, 

где ,  , 

полученная формула  показывает, что форма 

первого дифференциала не зависит от того, являются ли x и y 
независимыми переменными или функциями других независи-
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мых переменных. Это свойство называется инвариантностью 
(неизменяемостью) формы первого дифференциала. 

 

 Производная по направлению. 
Градиент функции и его свойство 

1. Производной от функции  в точке  по дан-

ному направлению  вектора  называется 

,  где ,  и 

- значения  функции в точках М  и М1. 

Если функция  дифференцируема, то производ-

ная  (по направлению ) вычисляется по формуле: 

, где α- угол, образованный вектором  с 

осью ОХ. В случае функции трёх переменных  

производная по направлению  определяется аналогично и вы-

числяется по формуле ,                             

где , ,  , т.е.  α,β, -углы между 

направлением   и соответствующими координатными осями, а 

- направляющие косинусы вектора , причём 

. Производная от функции в данном 

направлении характеризует скорость  изменения функции в 

этом направлении. Производная  равна нулю по любому 

направлению,  касательному к поверхности уровня .  
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Производная  достигает своего наибольшего значения по 

направлению нормали  к поверхности уровня. 
 

 Пример 6. Найти производную   в точке М(1;0) 

по направлению, составляющему с ОХ угол в . 
 

Решение. Найдём частные производные и их значения в данной 

точке М:    . 

Далее определяем , 

.  

Получим искомую производную 

. Знак минус показывает, что 

функция в данной точке по данному направлению убывает. Из-
вестно, что направляющие косинусы вектора 

 находятся  по формулам 

; ; , где    

2. Градиентом функции  в точке  называется 

вектор, выходящий из точки М  и имеющей своими координа-
тами частные производные функции, т.е.  

. На основании этого определения про-

екции вектора  на координатной оси записывается так: 
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, . Предполагается при этом, 

что функция -однозначная непрерывная, имеющая 

непрерывные частные производные, т.е. дифференцируемая. 

Значит, производная данной функции в направлении  связана 

с градиентом функции следующей формулой: , 

т.е. производная в данном направлении равна проекции гради-
ента функции на направление дифференцирования.  Градиент 
функции двух переменных в каждой точке направлен по норма-

ли к соответствующей линии уровня функции. Значит направ-
ление вектора в каждой точке есть направление 

наибольшей скорости возрастания функции в этой точке, т.е. 

при  производная    наибольшая   

при  . В этом состоит ос-

новное свойство градиента: градиент указывает направление 
наибольшего роста функции в данной точке. Аналогично опре-
деляется градиент функции трёх переменных . Он равен 

. Градиент функции 

трёх переменных в каждой точке направлен по нормали к по-

верхности уровня, проходящей через эту точку.  
 

23. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ  

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

 

Частные производные высших порядков. 
Частными производными второго порядка функции 

 называются частные производные от её частных 

производных первого порядка. 
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Обозначения частных производных второго порядка: 

; , 

; . 

Аналогично определяются и обозначаются частные про-

изводные третьего и выше третьего порядков; например: 

;  и т.п. 

Символ  обозначает частную производную третьего 

порядка функции , вычисленную три раза по х; сим-

вол  обозначает, что от функции z взята частная произ-

водная третьего порядка, причём она вычисляется два раза по х 

и от полученной производной  вычислена один раз произ-

водная по у. Имеет место такая важная теорема: если частные 

производные непрерывны, то их значения не зависят от порядка 
дифференцирования. Таким образом, так называемые смешан-
ные производные, отличающиеся друг от друга лишь последо-

вательностью дифференцирования , равны между собой, если 

они непрерывные функции, например:  . 

Пример 1 . Найти частные производные второго порядка от 

следующих функций: а) z=2xy; б) z=ln(x2+y2); в) / 

Решение. Находим сначала частные производные первого по-
рядка. Затем их дифференцируем вторично: 
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а) ; ;  ; 

; . 

б)  Находим ; ;  далее  

находим ; 

; 

. 

в) Имеем  

; 

; 

Теперь находим: ; 

; . 

 

 Дифференциалы высших порядков. 
Дифференциалом второго порядка от функции 

 называется  дифференциал от её полного дифферен-

циала (первого порядка), т.е. . 

y
дx

дz
2 х

дy

дz
2   0)2(

2

2




 xxx yz
дx

zд

  2)2(
2




 yyx yz
дxдy

zд   0)2(
2

2




 yyy xz
дy

zд

22

2

yx

x

дx

дz




22

2

yx

y

дy

дz




 
   

22

22

22

22

2

2 2222

yx

xy

yx

xxyx
z

дx

zд
x














   22222222

2 4222

yx

xy

yx

yx

yx

x

дх

дz

ду

д

дудх

zд

y 































   222

22

222

22

222

2 )(222)(22

yx

yx

yx

yyyx

yx

y

дy

дz

ду

д

ду

zд

y 































222

1

1

1

yx

y

y

y

xy

x
arcctg

дx

дz

x



























2222

1

1

yx

x

y

x

y

xy

x
arcctg

дy

дz

y



































 222222

2 2

ух

ху

ух

у

дх

д

дх

zд















 222222

2 2

ух

ху

ух

х

ду

д

дy

zд















    

222

22

x

2

)( yx

xy
z

yдx

zд
y











),( yxfz 

)(2 dzdzd 



 

 171 

Аналогично определяются дифференциалы функции  z  порядка 

выше второго , например: , т.е. дифференциалом 

третьего порядка от функции z есть дифференциал от её диффе-

ренциала второго порядка. Вообще, , . 

Если  , где аргументы х и у –независимые перемен-

ные и функция   имеет непрерывные частные производ-

ные, то дифференциалы высших порядков вычисляются по 

формулам:      

. 

Вообще, при наличии соответствующих производных 

справедлива символическая формула для дифференциала по-

рядка n : , которая формально раскры-

вается по биноминальному закону.  Если  , где аргу-

менты  и  являются функциями одного или нескольких не-

зависимых переменных, то  

      

Если  х и  у – независимые переменные, то   и  - 

величины постоянные, поэтому , 

. Заметим, что следующая запись означает 

, выражение   следует пони-

мать, как выражение  и т.д. Кроме способа вычисле-

ния дифференциалов функции по формулам, есть другой способ 
нахождения дифференциалов высших порядков, который даёт 
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возможность определить их, минуя вычисление частных произ-
водных; далее по известному выражению дифференциала мы 
сможем находить и частные производные. Этот способ состоит 

в последовательном дифференцировании. Рассмотрим следую-
щий пример. 

Пример  2. Найти дифференциалы первого и второго порядков 

функции . 

Решение.  Имеем ;  поэтому 

. Далее находим 

; ;  

. Имеем: . 

Дифференцирование неявных  функций. 

1) Случай одной независимой переменной. 

Пусть -неявная функция , т.е. она определяется 

из уравнения , не разрешённого относительно . 

Это значит, что при каждом значении , при котором  неявная 

функция определена, она принимает единственное значение  

так, что . Если - дифференцируемая функ-

ция переменных  и  , то производная неявной функции  

, заданной с помощью уравнения , может быть 

найдена по формуле ,  при условии, что 

 Формула  позволяет находить n-ую производную 

от  по , зная   
  (вычисляя от   

  следующие производные). 
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Пример 3 . Найти , если функция  задана неявно урав-

нением , где -величина постоянная. 

Решение. Обозначим левую часть данного уравнения 

. Найдём её частные производные 

, . 

Применив формулу  , получаем . 

2) Случай нескольких независимых переменных. 

Если функция  z от двух независимых переменных x и y 

задана уравнением , не разрешённым относительно 

z, то говорят, что z(x,y) есть неявная функция переменных x и y.  

Если -дифференцируемая функция переменных х , у и 

z и , то частные производные этой неявно задан-

ной функции могут быть найдены по формулам: 

, .                                           

Существует ещё другой способ нахождения производ-
ных от неявно заданной функции z, без использования формулы 

.  Для этого нужно продифференцировать уравнение: 
; считая переменные равноправными 

. Из этого уравнения найти : 

, а следовательно, будем знать , . Что-

бы найти вторую производную, например , надо продиф-

ференцировать  по независимой переменной х найденную 
первую производную, учитывая при этом, что z есть функция, 

зависящая от х. 
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 Касательная плоскость и  нормаль к поверхности 
Касательной плоскостью к поверхности в точке М(точка 

касания) называется плоскость, содержащая в себе все каса-

тельные к различным кривым, проведённым на поверхности че-
рез эту точку М. 

Нормалью к поверхности называется перпендикуляр к 
касательной плоскости в точке касания M. 
A. Если уравнение поверхности в декартовой системе коорди-

нат задано в явной форме , где -

дифференцируемая функция, то уравнение касательной плоско-

сти в точке М  имеет вид 

,    где , 

, , а  -текущие ко-

ординаты касательной плоскости, x0,y0,z0 – координаты точки 

касания М0. 
Уравнения нормали к поверхности имеют вид 

 

Б. В случае, когда уравнение гладкой поверхности задано в не-

явной форме , то уравнение касательной плос-

кости в точке М  плоскости имеет вид: 

,      

Уравнение нормали к поверхности записывается в виде 

, 
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где  , , -значения частных производных 

функции  в точке М ,x,y,z-текущие координа-

ты касательной плоскости. 
Пример 4.  Написать уравнения касательной плоскости и нор-

мали к поверхности   в точке, для которой х=1,у=1. 

Решение. Прежде всего найдём аппликату точки касания 

. Итак, точка касания есть М(1,1,4). 

Находим частные производные данной поверхности, заданной в 

явной форме: ,  и вычислим их значения в точке 

М с координатами , , : . 

Будем иметь  или - 

уравнение касательной плоскости,  -

уравнение нормали. 

 

24. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА ДЛЯ ФУНКЦИИ 

ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 

Пусть функция  непрерывна вместе со своими 

частными производными  всех порядков до (n+1)-го порядка 
включительно в окрестности точки (a,b). Тогда  в рассматрива-

емой окрестности справедлива формула Тейлора: 
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где -остаточный член. Формулу Тейлора можно пред-

ставить в других обозначениях, если обозначить приращение 
функции в виде ,  где h и k-

соответствующие приращения  аргументов х и у. Тогда  

, 

где , . Частный случай 

формулы Тейлора при a=b=0 называется формулой Маклорена. 

 
25. ЭКСТРЕМУМ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ 

НЕЗАВИСИМЫХ  ПЕРЕМЕННЫХ 

 

 Основные теоретические сведения. 

Говорят, что функция  при некоторой 

системе значений  независимых переменных 

имеет максимум (минимум), если приращение функции 
    

  

отрицательно (положительно) при всевозможных, достаточно 

малых по абсолютной величине как положительных, так и от-
рицательных значениях приращений аргументов  
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. Максимум или минимум функции называ-

ется экстремумом. Экстремум здесь понимается в локальном 
смысле. Точка, в которой достигается экстремум, называется 

точкой экстремума. Для функции двух переменных  

удобно определение локального экстремума следующее: 

Определение. Функция  имеет максимум (мини-

мум) в точке , если значение функции в этой точке 

больше (меньше), чем ее значение в любой другой точке 

 в достаточно малой окрестности точки , то есть, 

 (или соответственно ) для 

всех точек , удовлетворяющих условию , 

где  – достаточно малое положительное число. Аналогично 

определение экстремума функции трех и большего числа пере-
менных, используя понятие многомерного пространства. 

 
Необходимые условия экстремума. 

     Если дифференцируемая функция  дости-

гает экстремума в точке , то или ее част-

ные производные первого порядка в этой точке равны нулю 

; ; 

;    …                       ;              

или частные производные при этих значениях не существуют. 

Система равенств  эквивалентна одному уравнению: 

, 

Итак, в точке экстремума первый дифференциал функ-

ции равен нулю или не существует. Количество уравнений в 
системе  равно числу независимых переменных. Точки, в кото-
рых вычисляются равенства , называются стационарными (или 
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критическими) точками. Эти точки являются только подозри-
тельными на экстремум, так как не всякая стационарная точка 
является точкой экстремума. Поэтому, равенства  выражают 

необходимое, но недостаточное условие экстремума функции 
нескольких переменных. 

Достаточные условия экстремума. 
Для того, чтобы решить вопрос, какие стационарные 

точки, получаемые из решения системы уравнений: 

; ; ;…; , доставляют функции макси-

мум или минимум, или ни то, ни другое, обращаются к иссле-

дованию дифференциала второго порядка этой функции.  Пусть 
 - стационарная точка функции ,. 

Тогда если дифференциал второго порядка сохраняет постоян-
ный знак при всевозможных достаточно малых по модулю при-

ращениях аргументов, то функция в точке имеет экстре-

мум, причем максимум будет в том случае, когда , 

а минимум – когда . Если дифференциал второго 

порядка  не сохраняет постоянного знака, то функция 

в точке  не имеет ни максимума, ни минимума. Если же 

 обратится в нуль, то решение вопроса об экстремуме 

требует исследования дифференциалов порядка выше, чем вто-

рой. 
Правило определения экстремума функции 

 двух независимых переменных. 

Чтобы исследовать на экстремумы функцию  

двух независимых переменных x, y, следует: 
1) Определить стационарные точки, в которых функция 

может достигать экстремума.  
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2) Для этого надо решить систему уравнений ; 

 (необходимые условия экстремума) 

2) Найти частные производные второго порядка ; ; 

 и вычислить значения вторых частных производных в 

каждой стационарной точке. Достаточные условия экстре-

мума выражаются с помощью определителя второго поряд-

ка. Например, пусть  - найденная стационарная 

точка данной функции. Принято обозначать числа следую-

щими буквами 

; ; . 

3) Составить определитель  для каждой 

стационарной точки. При этом,  

а) если то экстремум в стационарной точке 

есть: при A>0 (или C>0) будет минимум, а при A<0 (или С<0) 

будет максимум; 

б) если , то экстремума в рассматриваемой 
стационарной точке нет; 

в) если , то вопрос о наличии или отсутствии 
экстремума функции в стационарной точке остается открытым 

(требуется дальнейшее исследование функции с привлечением 
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частных производных порядка выше второго, или, например, по 
знаку приращения  вблизи этой точки). 

Пример 1 . Исследовать на экстремум функцию 

 

 Решение: 1) Найдем частные производные первого порядка 

;  

Воспользуемся необходимым условием экстремума: 

; составляем систему уравнений  .  

После сокращения на 6 имеем . Решаем систему. 

Из первого уравнения находим , подставляя его во вто-

рое уравнение, получим , или , или 

.Откуда имеем ;  

(остальные два корня уравнения  будут ком-
плексными, нас они не интересуют); далее из уравнения 

 находим при  и  при . 

Итак, получим две стационарные точки ,  

2) Для исследования достаточных условий экстремума 

нашли частные производные второго порядка ; 

; и составляем определитель  
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для каждой стационарной точки а) : ; 

;  

Получим число . 

Следовательно, в точке  нет экстремума (ни максиму-

ма, ни минимума); 

б) : ; ; 

.  >0 

Следовательно, экстремум есть в точке , при-

чем минимум, так как A>0. Минимум этот равен значению 

функции  при x=6, y=6: . 

Приведем достаточные условия экстремума для функции 
трех независимых переменных, которые выражаются с помо-
щью определителя третьего порядка. 

Достаточные условия экстремума для функции  
трех независимых переменных . 

Эти условия выражаются с помощью определителя уже 
третьего порядка. Пусть дважды дифференцируемая функция 

 трех переменных имеет стационарную точку 

, найденную из системы уравнений: 

; ; ; (необходимое условие экстремума) 

Составляем определитель третьего порядка 
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и вычисляем его для каждой стационарной точки. Имеем сле-

дующее правило: Для того, чтобы функция  име-

ла экстремум в точке , достаточно, чтобы чет-

ный минор был положителен, а знаки нечетных миноров совпа-

дали со знаком , то есть минор второго порядка 

 в точке , причем: Если  и 

 то имеем минимум функции в точке , если 

 и  то имеем максимум функции в точ-

ке . Замечание: достаточно определить знак главного ми-

нора второго порядка. 

Пример2.  Найти экстремум функции . 

Решение.  а) необходимое условие экстремума. Находим 

 и решаем систему уравнений . 

Получим две стационарные точки M1(0,0,1) и M2(24,-144,-1).  

б) достаточные условия экстремума 
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Находим , , , , 

, и составляем определитель  

. 

Исследуем на экстремум точку M1(0,0,1): четный минор 

. Значит, в точке M1 экстремума нет.  

Исследуем точку M2(24,-144,-1) на экстремум. Ее четный 

минор , а знаки нечетных миноров  

 и ,т.е. совпадают.  

Следовательно, в точке М2 есть экстремум, причем ми-

нимум . 

 
26. УСЛОВНЫЙ ЭКСТРЕМУМ. НАИБОЛЬШЕЕ 

 И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ  

В ЗАМКНУТОЙ ОБЛАСТИ 

 

 Условный экстремум. 
Во многих задачах на отыскание экстремума функции ее 

переменные оказываются не независимыми переменными, а 
связанными друг с другом некоторыми добавочными условия-
ми (так называемыми уравнениями связи). Здесь мы имеем дело 

с задачами на условный экстремум. 

Условным экстремумом функции  двух пе-

ременных называется максимум или минимум этой функции, 
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достигнутый при условии, что аргументы x, y связаны уравне-

нием  (уравнение связи). Для отыскания условного 

экстремума функции  при наличии уравнения связи 

 применяют метод Лагранжа: 

       Составляют функцию Лагранжа. Обозначается Ф или L. 

 где  - неопределенный по-

стоянный множитель, и ищут обычный экстремум этой вспомо-

гательной функции . 

Необходимые условия экстремума функции Лагранжа имеют 
вид 

 

Из этой системы трех уравнений можно найти неизвест-
ные x, y и . Вопрос о существовании и характере условного 

экстремума решается на основании изучения знака второго 
дифференциала функции Лагранжа 

, для найденных 

значений x, y и , полученных из системы  уравнений ,  при 

условии, что dx и dy связаны уравнением 

 . 

А именно, функция  имеет условный максимум, если 

 и условный минимум, если  .  

В частности, если дискриминант  для функции 
Лагранжа в стационарной точке, то в этой точке имеется услов-
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ный экстремум данной функции , причем условный 

максимум , если А<0 (или С<0 ), и условный минимум 

, если A>0 (C >0), где 

 . 

     Аналогично находится условный экстремум функции трех и 
большего числа переменных при наличии одного или  несколь-
ких уравнений связи (число которых, однако, должно быть 

меньше числа переменных). Здесь приходится вводить в функ-
цию  Лагранжа  столько  неопределённых  множителей, сколько  

имеется  уравнений  связи. 
Пример 1 . Определить условный экстремум функции 

 при условии . 

Решение. Геометрически данная задача сводиться к нахожде-

нию наибольшего и наименьшего значений аппликаты  плос-
кости  для точек пересечения её с прямым круго-

вым цилиндром . Составим функцию Лагранжа 

, где -неопределённый 

множитель; - уравнение связи.Находим 

, .Необходимые условия экстремума 

для функции  получаем из следующей системы уравнений        

 

),( yxf

),( yxf

),( yxf

2

22

2

2

2

y

L

xy

L

yx

L

x

L



















yxz 346  122  yx

z

yxz 346 

122  yx

)1(346),( 22  yxyxyxL  

0122  yx

x
дx

дL
24  y

дy

дL
23

L















1

023

024

22 yx

y

x







 

 186 

Решая эту систем, получаем два решения , , 

 и , , . Далее, находим , 

, . Значит, . 

При , ,  имеем  и, следова-

тельно, в этой точке функция имеет условный минимум: 

. 

При , ,  имеем    и, сле-

довательно, в этой точке функция имеет условный максимум: 

. 

 

 Нахождение наибольшего и наименьшего 

 значений функции в замкнутой области. 
        Функция, непрерывная в ограниченной замкнутой обла-
сти, достигает в ней своего наибольшего и наименьшего значе-

ний или во внутренних точках этой области, являющимися ста-
ционарными точками или в точках, лежащих на границе обла-

сти. Для того, чтобы найти наибольшее и наименьшее значения 
функции в замкнутой области, надо: 
1) Найти стационарные точки, расположенные внутри данной 

области, и вычислить значения функции в этих точках; 
2) Найти наибольшее и наименьшее значения функции на ли-

ниях, образующих границу области; 
3) Из всех найденных значений выбрать наибольшее и 
наименьшее. 
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Замечание 1. В данном случае нет необходимости исследовать 
функцию на экстремум с помощью частных производных вто-
рого порядка. Требуется найти лишь стационарные точки и зна-

чения функции в них. 
Замечание 2. Для функции  линии границы области 

являются функцией одной переменной: либо , 

, либо , , 

поэтому на соответствующих  участках границы данная функ-
ция является функцией одной переменной. 

Несколько уравнений связи (число которых, однако, 
должно быть меньше числа переменных). Здесь приходиться 

вводить в функцию Лагранжа столько неопределённых множи-
телей, сколько имеется уравнений связи. 

Пример 2 . Найти наибольшее и наименьшее значения 

функции внутри замкнутого треугольника 

, ,  (рис.26.1). 

Решение.1) Находим стационарные точки внутри 

. Имеем : частные производные  

; 

 
Рис. 26.1 

Приравнивая эти производные к нулю, получим систему 

уравнений: 
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Так как ,  для нахождения стационарных то-

чек внутри , имеем систему , откуда 

; , из которой находим единственную стационар-

ную точку , где значение функции . 

2) Переходим к исследованию функции   на гра-

ницах области, которая состоит из отрезков ОА оси ОХ, ОВ оси 
ОУ и отрезка АВ прямой. 

а) На оси ОХ отрезок ОА: , и заданная функция 

, ; аналогично, на оси ОУ отрезок ОВ: 

, где также заданная функция , . 

б) Исследуем функцию на отрезке АВ: где прямая АВ 

задана уравнением , . Поэтому функция на 

этой прямой будет зависеть от одной переменной х, где  

: 

,

. 
На концах отрезка [0,6]: . 

Находим критические точки функции 

. 

Имеем . Решая уравнение 

, получаем ; соответственно, 

. Итак -критическая точка на отрезке АВ; 

значение функции . Следовательно,  
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внутри  в точке ;  на сторонах  ОВ и ОА 

и в вершинах ;  на стороне АВ. Итак, наиболь-

шего значения функция достигла  в точке 

, а наименьшего значения    на 

границе области в точке . 

 
27. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

 
Основные понятия 

 Дифференциальным уравнением называют уравнение типа 

,                                    (27.1) 

где х - независимая переменная, -искомая функция,  

-ее производные. Решением дифференциального 

уравнения (27.1) называется  такая функция , кото-

рая при подстановке ее и ее  производных обращает равен-

ство в (27.1) в тождество. Порядком дифференциального 
уравнения (27.1) называется наибольший порядок n входя-
щей в него производной.  Интегрированием дифференци-

ального уравнение называется процесс нахождения его ре-
шения. Общим  решением дифференциального уравнения 

(27.1) порядка n называется такое решение , 

которые являются функцией от независимой переменной х и 

от n произвольных независимых постоянных 
.
 

Частным решением называется решение, полученное из об-

щего решения при  конкретных значениях постоянных 

.  Привести дифференциальное уравнение к 

квадратурам  означает преобразовать это уравнение до вы-

числения интегралов (уравнение вычисляется в квадрату-
рах). 

 

АОВ )5,0;1(1М 0z

АОВ 128z

4

1
)5,0;1(  zzнаиб

)5,0;1(1М 128)2;4(.  zzнаим

)2;4(2М

0)...,,",',,( )( nyyyyxF

)(xfy 
)(...,,",' nyyy

)(xfy 

)...,,,,( 21 nCCCxfy 

nCCC ...,,, 21

nCCC ...,,, 21



 

 190 

 Дифференциальное уравнение первого порядка 
Разрешением относительно производной называется 

дифференциальное уравнение первого порядка   

которое можно записать в виде 
.                                                          (27.2) 

 
Уравнение с разделяющимися переменными. 

     Решение уравнений вида (27.2) сводится к нахождению  
неопределенных интегралов, если функция двух перемен-

ных   представима в виде произведения двух функ-

ций одной переменной . 

Заменяя  на , из (27.2) получаем 

                                     (27.3) 

Уравнением с разделяющимися переменными назы-
ваются уравнения вида (27.3). По-другому такие уравнения 

можно записать в виде 

                          (27.4) 

или 
. 

Интегрируя обе части последнего неравенства, получаем 

. 

Общим интегралом дифференциального уравнения 
называется его решение, которое находится в виде 

или . 

 

Однородные уравнения и уравнения, 
приводящие к однородным 

        Однородной функцией порядка  называется функция 

, удовлетворяющая условию 
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. Однородным дифференциальным 

уравнением первого порядка называется уравнение 
, где -однородная функция нулевого по-

рядка. Заменой 
                        (27.5) 

    Оно становится к уравнению с разделяющимися перемен-
ными. К однородным сводятся уравнения вида 

                                   (27.6) 

С помощью замены 

.                      (27.7) 

 
Пример 1.  Найти общий интеграл 
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Уравнение Бернулли 
Уравнением Бернулли называется уравнение 

.                     (27.8) 

Для интегрирования этого уравнения сделаем замену 
.                 (27.9) 

Таким образом вместо одной независимой функции 
вводятся две. При этом появляется возможность выбрать 

одну из функций  или  исходя из соображе-

ний удобства. Подставим y и y’  в дифференциальное урав-

нение. Получим  , или 

. 

      Положим , тогда получим уравнение с  

 yxxqyxpy )()(' 

''',)()( uvvuyuvxvxuy 

)(xuu  )(xvv 

yxquvxpuvvu )()('' 
 vuxqyxqvxpvuvu )()())('(' 

0)('  vxpv



 

 193 

разделяющимися переменными .  

Проинтегрировав  это уравнение, найдем функцию 
. Подставив ее в уравнение, получим дифференциаль-

ное уравнение относительно функции , после интегри-

рования которого найдем искомую функцию . 

Пример 2.    Решить задачу Коши: 
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Уравнение в полных дифференциалах. 
Уравнением в полных дифференциалах называется уравнение 

,                        (27.10) 

где левая часть представляет собой полный дифференциал  

некоторой функции , т. е.  

, 

или 

. 

Из первого из этих уравнений находим 

. 

Можно доказать, что если выполнено условие 

 

,                              (27.11) 

то  Pdx+Qdy=0  уравнение в полных дифференциалах. 

 
Пример 3.    Найти общий интеграл: 
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Решение.  
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Линейные уравнения первого порядка 

Линейным дифференциальным уравнением первого 

порядка называется уравнение вида 
.                                        (27.12) )()(' xqyxpy 
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Уравнение (27.12) называется однородным, еслиq(x)=0. 
Решение уравнения (27.12) ищутся в виде произведения  
двух неизвестных функций . Так как  

, то из (12) следует, что 

  или 

                                              (27. 13) 

Выберем функцию   

такой, чтобы выполнялось равенство  

.                                                        (27.14) 

    Это возможно сделать, решая уравнение (27.14) с  разделяю-

щимися переменными. После выбора функции   урав-

нение (27.13) примет вид . Это уравнения является так-

же решением уравнением с разделяющимися переменными. 
Интегрируя его, находим  функцию .  

    Тогда функция  будет решением уравнения 
(27.12). Таким образом, интегрирование линейного дифферен-

циального уравнения первого порядка сводится к интегрирова-
нию  двух  уравнений с разделяющимися переменными. 

 

Дифференциальные уравнения  высших порядков 
Дифференциальным уравнением n-го порядка называет-

ся уравнение вида . 
Разрешенным относительно старшей производной  

называется уравнение . 
Условиями Коши или начальными условиями для 

уравнения  n-го порядка называются соотношения 

,   (27.15) 

где х0, у0, у’0,…,y0
(n-1)-заданные числа. Задача нахождение диф-

ференциального уравнения,  удовлетворяющего заданным 

начальным условием, называется задачей Коши. Некоторые 

)()( xvxuy 

)(')()()('' xvxuxvxuy 

qpuvuvvu  ''

qpvvuvu  )'('

)(xvv 

0' pvv

)(xvv 

qvu '

)(xuu 

)()( xvxvy 

1,0)...,,',,( )(  nyyyxF n

)...,,',,( )1(  nn yyyxfy

)1(

00

)1(

0000 )(,...,')(',)(
 

nn yxyyxyyxy
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уравнения высших порядков допускают понижение порядка. 
Для примера рассмотрим дифференциальные уравнения второ-
го порядка: 

a)  

б) . 

В случае а замена ,  приводит к уравнению  

первого порядка ; в случае б) замена 

, 

. 

Также имеем  уравнение первого порядка  . 

 

Пример 4.    Найти решение задачи Коши. 

x
yy

3sin

9
9  , 4

6









y , 

2

3

6











y . 

Решение. 

092 k , ik 31  , ik 32  . 

xcxcyобщ 3sin3cos 21   

 xcc 11  ,  xcc 22  . 

xy

xy

3sin

3cos

2

1




,  

xy

xy

3cos3

3sin3

2

1




. Пусть   

x
xf

3sin

9
)(  . 









)(

0

2212

2211

xfycyc
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,

 











x
xcxc
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3sin

9
3cos33sin3

03sin3cos

21

21

 

  33sin33sin

3cos33cos1221
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



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3

3sin

9
3sin

2
1

x
x

W

fy
c






 , 31 c , 
31 3 cxc  . 

xctgx
x

W

fy
c 33

3

3sin

9
3cos

1
2 






 , 

42

1
2

3sinln

33
3

3sin

9
3cos

cxc

xctgx
x

W

fy
c










 , 

    xcxxcxy 3sin3sinln3cos3 43  . 

    
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














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

2

3
31

2

41ln

3

4


c

c

, 








4

0

4

3

c

c
. 

Ответ:   xxxxy 3sin43sinln3cos3   

 

Линейные дифференциальные уравнения второго 
порядка с постоянными коэффициентами 

     Линейным дифференциальным уравнением второго  
порядка с постоянными коэффициентам называется  

уравнение вида 
,                                      (27.16) 

где p, q- некоторые числа; r(x)-функция от х. 
Однородным линейным дифференциальным уравнением второ-
го порядка с постоянными коэффициентами  

называется уравнение (27.16), в котором правая часть 

)(''' xrqypyy 
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 r(х) равна нулю: 
.                                           (27.17) 

Общее решение уравнения (27.16) равно сумме какого  
либо частного решения этого уравнения и общего  
решения соответствующего однородного уравнения (27.17). 

Опишем сначала способ нахождения общего решения однород-
ного уравнения (27.17). 
Характеристическим уравнением для однородного 

 Уравнения  (27.17) называется квадратное уравнение 

                                      (27.18) 

Относительно неизвестной . В соответствии со знаком дис-
криминанта D=p2-4q возможны три случая: 

1) D>0: характеристическое уравнение имеет два  

различных корня  и ; 

2) D=0: характеристическое уравнение имеет один  

корень ; 

3) D<0: действительных корней характеристическое  

Уравнение  не имеет. В этом случае находятся числа  

. 

Найдем решение уравнения (27.17) для всех этих случает. 

1. Если характеристическое уравнение (27.18) имеет  

два различных корня , то общее решение уравнения 

(27.17) имеет вид 

,                                               (27.19) 

где С1, С2—произвольные постоянные. 

2. Если характеристическое уравнение (27.18) имеет един-

ственный корень , то общее решение уравнения (27.17) 

имеет вид 

                                              (27.20) 

где С1, С2—произвольные постоянные. 

3. характеристическое уравнение (27.18) не имеет корней,  

0'''  qypyy

02  qp



1 2

0

4/,2/ 2pqp  

21  

xx
eCeCy 21

21




0

x
exCCy 0)( 21



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то общее решение уравнения (27.17) имеет вид 

,                          (27.21) 

где С1, С2—произвольные постоянные. 

. Способы нахождения частных ре-

шений неоднородного уравнения (27.16) зависят от вида правой 

части и в явном виде находятся только для функций f(x) специ-
ального вида.  Пусть f(x) имеет вид 

,                               (27.22) 

где  - некоторые числа, причем  не равно нулю, Q(x), 

P(x)-многочлены от х. В этом случае частное решение уравне-
ния (27.16) ищется  в виде  

,                      (27.23) 

где U(x),V(x)-многочлены, степени которых равны  наибольшей 

из степеней многочленов P(x) и Q(x). При этом показатель s вы-
бирается по следующему правилу: 

1) z=0, если 

;           (27.24) 

2) z=1 

                                  (27.25) 

Многочлены U(x) и V(x) указанной степени в формуле 

(27.23) записываются в общем виде с произвольными коэффи-
циентами. Затем находится производные y’ и y’’ функции 
(27.23). После подстановки y, y’ и y’’ в уравнение (27.16) полу-

чается линейная система уравнений для  определения коэффи-
циентов многочленов U(x) и V(x). Пусть  правая часть уравне-

ния (27.16) имеет вид 

,                                           (27.26) 

xeCxeCy xx   cossin 21 

4/,2/ 2pqp  

)cos)(sin)(( xxPxxQey x  

 , 

 xxVxxUexy xz  sin)(cos)( 

0)2()( 2222  pqp 









02

,022

p

qp





)()( xPexf x
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где -некоторое число, Р(х)- многочлен от х (этот случай по-

лучается из (27.22) при =0).Частное решение уравнения 

(27.16) ищется в виде 

,                                             (27.27) 

где U(x)-многочлен с неопределенными коэффициентами,  
степень которого равна степени многочлена Р(х). При этом 
показатель z выбирается по следующему правилу: 

1) Z=0, если  

                                           (27.28) 

2) Z=1 

                                        (27.29) 

3) Z=2 

                                  

     (27.30) 

 
Пример 5 . Найти общее решение  уравнения: 

 

xyyy 2sin52   

Решение. 

 

      Найдем общее решение однородного уравнения 
052  yyy  

Составим и решим характеристическое уравнение 

  ;11;052
22  kkk  

0;2;1;21;21 21  rbaikik  

... нчoo yyyyy   


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 xcxcey x 2sin2cos 21    

Частное решение неоднородного уравнения ищем в виде 

xBxAy 2sin2cos   

;2cos22sin2 xBxAy   

.2sin42cos4 xBxAy   

xxBxAxBxAxBxA 2sin2sin52cos52cos42sin42sin42cos4   

    xxABxBA 2sin2sin42cos4   









;14

,04

AB

BA
      









;116

,4

B

BA
     














.
17

1

,
17

4

B

A

 

xxy 2sin
17

1
2cos

17

4
  

Общее решение данного уравнения 

   xxxcxcey x 2sin2cos4
17

1
2sin2cos 21    

Ответ:    xxxcxcey x 2sin2cos4
17

1
2sin2cos 21    

 

Линейные дифференциальные уравнения n-го порядка 
 с постоянными коэффициентами 

 
Линейные дифференциальные уравнения n-го порядка 

с постоянными коэффициентами решаются также,  как и урав-

нения  2-го, но с учетом  порядка уравнения (см. пример 6) 
 
Пример 6 . Найти общее решение  уравнения: 

  xexyyy 144 //////   

Решение. 

Уyy  , 044 23  kkk  -  характеристическое  ур-е, 
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01 k , 23,2 k , xx exceccy 2

3

2

21   - общее решение одно-

родного уравнения 

    xxQexxPeexУ xr  sincos2   

1  , 0 , 0 i , 1,2  lr  

 BAxeУ x  ,  ABAxeУ x   

 ABAxeУ x 2//  ,  ABAxeУ x 3///   

        xxxx exABAxeABAxeABAxe 14243  , 

 1 xABAx  









1

1

AB

A
 

0,1  BA , xexУ  , xx xeexcccy  2

321 )(  

Ответ: xx xeexcccy  2

321 )(  

 

Линейные дифференциальные уравнения второго 
порядка с переменными коэффициентами. 

Уравнение 

                             (27.31) 

Представляет собой общий вид дифференциального 
уравнения второго порядка с правой частью f(x). Здесь 

-некоторые непрерывные функции. 

Уравнение (27.31) называется однородным, если f(x)=0. 
Задачей Коши называется задача решения уравнения (27.31) 

при заданных начальных условиях . 

Линейными независимыми решениями однородного уравнения  

называется решение , , для которого  

определитель Вронского (вронскиан) 

,                  (27.32) 

)()(')('' 21 xfyxayxay 

)(),(),( 21 xfxaxa
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21
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И линейно зависимыми, если  для некото-

рых х. Известно, что всякое линейное уравнение однородное 
уравнение 

,                                 (27.33) 

где   и - непрерывные функции, имеет два линейно  

независимых решения. Фундаментальной системой решений 

называется система двух линейно независимых функций  

и , являющихся  решениями  однородного уравнения 

(27.33). Для решений уравнений вида (27.31) применяется ме-
тод  вариации произвольных постоянных, который заключатся в 

том, что общее решения уравнения (27.31) ищется в виде 

,                        (27.34) 

где  и -функции, которые определяются из  

системы уравнений 

.                    (27.35) 

Из системы (27.35) находится 

,      (27.36) 

Тогда 

                    (27.37) 

 
 

28. СИСТЕМА ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

      Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида 
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                (28.1) 

где  f1(x) и  f2(x)-непрерывные функции. Система (28.1) называ-

ется однородной, если  f1(x)=0, f2(x)=0, . Решением системы 
(28.1) называется вектор-функция 

,                                      (28.2) 

координатные функции которой для всех х удовлетворяют 

каждому из равенств (28.1). 
Задача Коши для системы (28.1) формируется следую-

щим образом: найти решение y=y(x) системы, которые при х=х0 
удовлетворяют условиям y1(x0)=y1

0,  y2(x0)=y2
0, где y1

0 и y2
0-

заданные числа. 

Если ввести векторы у, f(x)=  и матрицу  

, то систему можно записать в матричном виде 

=Ay+f(x).                    (28.3) 

Вектор-функция и  называют-

ся линейно независимыми, если существуют числа  и , та-

кие что 

                        (28.4) 

и линейно независимыми, если тождество (28.4) выполняется в 

единственном случае, когда и . Фундаментальной 

системой решений однородной системы  называется два 
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ее линейно независимых решения , . Общим решени-

ем системы  называется решение 

,                              (28.5) 

где С1 и С2 – произвольные постоянные, у1, у 2 – фундаменталь-

ная система решений. Частным решением  у0 системы (28.1) 
называется любое решение, удовлетворяющее ей. Общим ре-
шением неоднородной системы является вектор-функция 

,                         (28.6) 

где , - фундаментальная система, - некоторое 

частное решение. Рассмотрим метод исключения 

Пример . Методом исключения решить задачу Коши: 

 

где .  

Решение:  Продифференцируем первое уравнение системы: 
и подставим в него из  второго 

уравнения. Тогда получим . В это уравне-

ние подставим из первого уравнения, полу-

чим . Решив характеристическое уравнение 

, найдем  и общее решение  

. Тогда 

 

Используя начальные условия, получим 
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т.е. решением задачи Коши являются функции 

. 

 

29. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 

 

 Основные понятия и определения числовых рядов 

    Числовым рядом называется сумма бесконечного множества  
слагаемых 

a1+a2+a3+...=


1n

na ,                                 (29.1) 

являющихся членами бесконечной числовой последовательно-

сти   na a1,a2,a3,…,an , ... Член an=ƒ(n) называется общим чле-

ном ряда (29.1). Сумма первых n  членов ряда 
Sn=a1+a2+...+an   называется n-ой частичной суммой Sn. 

Ряд (29.1) называется сходящимся, если предел последо-
вательности  его частичных сумм {Sn} при неограниченном воз-

растании n стремится к конечному пределу: SSn
n




lim . Тогда 

величина S называется суммой ряда, а величина  

R=S-Sn=an+1+an+2+an+3+... – остаток ряда (29.1). 

Если предел 


n
n

Slim   или 


n
n

Slim  или n
n

S


lim   не 

существует, то ряд (29.1) называется расходящимся.  

Расходящийся ряд суммы не имеет. Сходимость или 
расходимость ряда не нарушается, если прибавить или отбро-
сить  конечное число его членов.  Например, ряд 






 
1

1 ...1111)1(
n

n расходящийся, так как  после-

довательность частичных сумм {Sn} не имеет предела:  
S1=1;  S2=1-1=0;  S3=1-1+1=1; … . 








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Если ряд (29.1) сходится, то его общий член an стремится к  

нулю при  n→∞, то есть 0lim 


n
n

a  - необходимый при-

знак сходимости любого ряда. Обратное  утверждение неверно. 
Значит, если  

0lim 


n
n

a , то ряд (29.1) расходится. 

 
 Нахождение суммы знакоположительного ряда 

Пусть дан ряд 
qpnn

M

n 




2

1

, где M, p, q — целые чис-

ла. Если корни знаменателя в общем члене  
qpnn

M

2
 разли-

чаются на целое число, то члены последовательности {Sn} ча-
стичных сумм такого ряда нетрудно найти, ибо в выражении  

Sn=a1+a2+...+an многие слагаемые взаимно уничтожают-

ся. Поэтому, найдя корни квадратного трехчлена n2+np+q, раз-
лагаем на множители знаменатель дроби, затем разлагаем об-

щий член an  ряда на элементарные дроби и выписываем не-
сколько членов ряда, чтобы увидеть закономерность, какие сла-
гаемые сократятся при вычислении n-ой частичной суммы. Со-

ставляем Sn и вычисляем сумму ряда по формуле n
n

SS


 lim . 

Пример 1. Найти сумму следующих рядов: 
 

   
351236

12
2

1 



 nnn

 

Решение.  

а) Находим корни уравнения 36n²+12n-35=0.  
Дискриминант D=144×36>0; корни n1=5/6,n2=-7/6, раз-

личаются на целое  число 2. Тогда  36n²+12n-35=36(n-
5/6)(n+7/6).  

б) Общий член ряда разлагаем на элементарные дроби 
методом неопределенных коэффициентов: 
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351236

12
2 


nn

an
=

)6/7)(6/5(36

12

 nn
= 

= 
 56n

A

76 n

B
, где А, В — коэффициенты, подлежа-

щие определению. Умножив на знаменатель левой части, полу-
чаем тождество 12=A(6n+7)+B(6n-5). Полагая последовательно 
n2=-7/6 и n1=5/6, находим:  при n2=-7/6: 12=-12B; B=-1; 

при  n1=5/6: 12=12A; A=1. Значит, an= 
 56

1

n 76

1

n
. 

 в) Выписываем, начиная с n=2, несколько членов ряда, 
чтобы увидеть, какие слагаемые сокращаются при вычислении  

Sn: a2=
19

1

7

1
 , a3=

25

1

13

1
 , a4=

31

1

19

1
 , 

a5=
37

1

25

1
  , a6=

43

1

31

1
 ,…, an-2= 

176

1

n 56

1

n
, 

 an-1= 
116

1

n 16

1

n
, an= 

 56

1

n 76

1

n
. 

 г) Составляем n-ую частичную сумму ряда и сокращаем 
все  слагаемые, какие возможно: 

Sn=
19

1

7

1
 +

25

1

13

1
 +

31

1

19

1
 +

37

1

25

1
 +

43

1

31

1
 +… 

+ 
176

1

n 56

1

n
+ 

116

1

n 16

1

n
+ 

 56

1

n 76

1

n
=

76

1

56

1

13

1

7

1







nn
.. 

д) Вычисляем сумму ряда 

n
n

SS


 lim , 
n

lim
91

20
( -

16

1

n
-

76

1

n
)=

91

20
 

 

 Исследование сходимости знакоположительных рядов 

Рассмотрим ряд с положительными членами 
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


1n

na =a1+a2+a3+          ,                                 (29.2)  

где 0na , при Nn . 

Так как все члены ряда (29.2) положительны, то частич-
ная  сумма Sn возрастает с возрастанием n. Поэтому  знакопо-

ложительный ряд (29.2) либо сходится, когда 


SSn
n
lim , 

либо его сумма бесконечная: 


SSn
n
lim  и ряд расходится. 

Перечислим основные достаточные признаки сходимо-

сти и  расходимости знакоположительных рядов.  

I. Первый признак сравнения. Если 0 an bn, начиная с 

некоторого номера n=n0, и ряд 




1n

nb =b1+b2+b3+…                                  (29.3) 

сходится, то ряд (29.2) также сходится. Если ряд (29.2) расхо-
дится, то расходится и ряд (29.3). 
II. Второй (предельный) признак сравнения. Если 

существует  конечный и отличный от нуля предел 

0lim 


K
b

a

n

n

n
 (в частности, если an~bn), то ряды (29.2) и (29.3) 

сходятся или расходятся одновременно. 

В качестве рядов для сравнения удобно использовать 
один из следующих рядов: 

1. Геометрический ряд 







0

2 ......
n

nn cqcqcqccq  

(c=const), который сходится при q <1 и расходится при q  1. 

2. Гармонический ряд 





1

...
2

1
1

1

n n
, являющийся рас-

ходящимся рядом. 
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3. Обобщенный гармонический ряд (Дирихле) 







1

...
2

1
1

1

n
ppn

, который сходится при  p>1  и расхо-

дится при  p1. 
Замечание. Для оценки общего члена ряда удобно ис-

пользовать неравенства -1 1sin  n ,  -1 1cos  n  ,  

2/4/   narctg ,   )0(ln0  pnn p
,  и т. п. 

Пример 2. Ряд  













1

2
...

3

1
...

32

1

3

1

3

1

n
nn nn

 

сходится по первому признаку сравнения, так как  

an= 
nnn 3

1

3

1
bn Для сравнения взяли сходящийся гео-

метрический ряд 








1

2
...

3

1

3

1

3

1

n
n

, составленный из членов 

бесконечно убывающей геометрической прогрессии  

;...
27

1
;

9

1
;

3

1

3

1










n
, знаменатель которой q=1/3 меньше 

1, а сумма всех ее членов равна . 

III. Признак Даламбера. Пусть an>0(начиная с 

некоторого номера n=n0). Если для ряда (29.2) существует  

предел отношения последующего члена  an+1 к предыдущему an, 

т. е. q
a

a

n

n

n




1lim , то при q<1 ряд (29.2) сходится, а при q>1 ряд 

(29.2) расходится. 

IV. Признак Коши.  Пусть an 0 (начиная с некоторо-

го  номера n=n0). Если для ряда (29.2) существует предел 

S=

1

3

1−
1

3

=
1

2
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qan
n

n



lim , то при q<1 ряд (29.2) сходится, а при q>1 

ряд (29.2) расходится. 
Замечание 1. Признаки Даламбера и Коши при q=1 отве-

та не дают. Тогда следует применить другой признак сходимо-

сти. 
Замечание 2. При вычислении пределов полезно иметь в 

виду, что 1lim 


n

n
n , 1lnlim 



n

n
n ,  1)(lim 



n

n
nP   , где P(n) —

многочлен относительно n. Например,  


n

n
nn 52lim 3

 

= 


n

n
nnn )/5/21(lim 323

1)lim( 3 


n

n

n . 

V. Интегральный признак Коши. Если an=f(n),  

где функция f(x) положительна, монотонно убывает и непре-

рывна при ),[  cx , где 1c , то ряд  сходится или  рас-

ходится в зависимости от того, сходится или  расходится несоб-

ственный  интеграл 


c

dxxf )( . Устанавливают сходимость не-

собственного интеграла обычно по определению: 




c

dxxf )( = )()((lim))((lim cFMFxF
M

M

c
M




, когда первообраз-

ная функции F(x) легко вычисляется. 
. 

Пример 3. Ряд 


2

ln

n n

n
 расходящийся по интегральному 

признаку. Действительно, an=f(n)= 0
ln


n

n
 при n>2 функция 

f(x)=
x

xln
-положительная, непрерывная и монотонно убываю-

∑
n= 1

∞

an
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щая при ),3[ x ,ибо 0
ln1

)
ln

()(
2

// 



x

x

x

x
xf ,т.к. 1ln x  

при 3x , 099,13ln   и интеграл 






 )
2

3ln

2

ln
(lim

2

ln
lim

ln 22

3

2

3

Mx
dx

x

x

M

M

M
, то есть расхо-

дится. Здесь   )(lnln
ln

xxddx
x

x
 

 

 Знакопеременные ряды. Признак Лейбница 
для знакочередующихся рядов 

Рассмотрим ряд, члены которого имеют разные знаки:  

+u+u+u=u 321

=n

n


1

                                          (29.4)   

Ряды с произвольным чередованием знаков всех членов 
называются знакопеременными рядами. Ряд вида 

  +bb+bb=b 31

=n

n

n

42

1

1
1 




,                            (29.5)  

где величины 10для  nbn , называется знакочередующимся. 

Это такой ряд, в котором два любых соседних члена имеют 
противоположные знаки. 

Признаки сходимости знакопеременных рядов. 

Если ряд 

 +u+u=u
=n

n 21

1




,                                     (29.6)   

составленный из модулей (абсолютных величин) членов ряда 
(29.4) сходится, то ряд (29.4) так же сходится и называется аб-

солютно сходящимся. Для исследования на абсолютную сходи-
мость ряда (29.4) можно исследовать для ряда (29.6) известные 

признаки сходимости для знакоположительных рядов. В част-
ности: 
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а) Ряд (29.4) сходится абсолютно, если абсолютные величины 
членов ряда (29.4) не превосходят членов сходящегося знакопо-

ложительного ряда: nn au  , где ряд ∑
n=1

∞

a
n сходящийся. 

б) Ряд (29.4) сходится абсолютно, если 1lim 1 


n

n

n u

u
  или 

1lim 


n
n

n
u . 

в) Если 1lim 1 


n

n

n u

u
 или 1lim 



n
n

n
u , то расходится не только 

ряд (29.6), составленный из модулей, но и исходный ряд  

(29.4). В общем случае из расходимости ряда из модулей 
(29.6) не следует расходимость ряда (29.4). Ряд (29.4) называет-

ся условно (не абсолютно) сходящимся, если он сходится, а со-
ответствующий ему ряд (29.6) из модулей расходится.  

 

Пример 4 . 

  













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





























5432

1

2/)1(

9

5

7

4

5

3

3

2
1

12n
1 ++=

n
n

=n

nn
. 

Решение. Составим ряд из абсолютных величин членов данно-

го ряда 

   +
n

+++++=
n

n

=n

n

nn








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
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
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
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3

3

2
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12n
1

432
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2/)1(

Так как 1
2

1

12
lim)

1-2n

n
(lim n 




 n

n
=q

n

n

n

, то исследуемый ряд 

сходится абсолютно. 
Признак Лейбница. Если для знакочередующегося ряда 

(29.5) выполнены два условия: 1) его члены убывают по абсо-

лютной величине  21 bb  и 2) его общий член стремится к 

нулю при n , то ряд (29.5) сходится ( по крайней мере, 
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условно).  Для остатка ряда Rn = S-Sn, в этом случае имеет место 

оценка 1+nn bR  , то есть остаток ряда Rn не превосходящей 

первого из отброшенных его членов.  
Пример 5.  Исследовать на сходимость ряд.   

 








1 15n

4
1

=n

n

n

π
tg

, 

            Решение.  1) Данный знакочередующийся ряд  





19

44

14

34

9

24

4

4

π
tg

+

π
tg

π
tg

+

π
tg

сходится по признаку 

Лейбница, так как выполнены два условия: монотонное убыва-

ние модулей членов ряда >

π
tg

>

π
tg

>

π
tg

14

34

9

24

4

4 ;  

2) 
15n

4
limlim
nn 

n

π
tg

=bn =. 0
15n4

lim
n


 n


 

Сходимость данного ряда условная, так как ряд из модулей его 

членов 





1 15n

n4

=n

π
tg

 расходится вместе с рядом ,
1/n54n1




=n

π
 

который получили при упрощении общего члена, воспользо-

вавшись тем, что 
n

π

n

π
tg

4
~

4
 при n . 

Ответ: Исследуемый ряд условно сходится. 

 
Отметим следующие свойства сходящихся 

 знакопеременных рядов 

Свойство 1. Если ряд (29.4) абсолютно сходится, то ряд,  
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полученный после любой перестановки бесконечного  
множества его членов, абсолютно сходится и имеет ту же сум-
му, что и  первоначальный ряд.  

Свойство 2. Если ряд (29.4) условно сходится, то от пе-
ремены мест его членов сумма ряда изменяется и больше того 

имеет  место теорема (Римана): Сумма ряда, сходящегося 
условно зависит от порядка, в котором расположены его члены. 
Изменяя этот порядок, можно заставить ряд иметь своей сум-

мой любое число или сделать его даже расходящимся. 
 

Приближенное вычисление суммы 

знакочередующегося ряда 

       Дан ряд   01 321

1

1
>bгде,b+bb=b nn

=n

+n




.      (29.7) 

Требуется с заданной точностью   вычислить его сумму 

( в случае сходимости ряда). Если выполнены два условия при-

знака Лейбница: 

1)  321 bbb  и 2) 0lim =bn
n 

, то для остатка Rn ря-

да (29.7) справедливо неравенство   1+nn bR  , где 1+nb  - первый 

из отброшенных членов ряда. Если ε<b +n 1 , то и подавно 

  ε<Rn . Поэтому, решая неравенство ε<b +n 1 при конкретных 

значениях n,  находим число n - количество членов ряда, кото-

рое необходимо взять для вычисления суммы S. Затем непо-
средственно вычисляем  n-ую частичную сумму Sn . Так как 

    ε<R=SS nn , то приближенно за сумму S ряда принимаем 

n-ую частичную суммы Sn: 

  n

+n

n b++bb+bb=SS
1

4321 1  . 

      Пример 6 .   Вычислить сумму ряда с точностью έ . 

 
 

0,001.10
1

1 3

1
23

==ε,
n+

n

=n

n 


   



 

 217 

      Решение. Данный ряд знакочередующийся и сходящийся 

абсолютно, так как 
  52

3

6

23

1

1
11 n

~

+
n

n

n
=

n+

n
=bn









  

и ряд Дирихле ∑
n= 1

∞ 1

n
5 сходится (p=5>1). 

Члены ряда монотонно убывают по абсолютной величине. 

     
>

+
>

+
>

+
>

232323 41

4

31

3

21

2

4

1
 

Следовательно, справедливо неравенство  

 
  23

1

11

1

+n+

+n
=bR +nn  . По условию  έ  =0.001.  

Если 001,01 nb , то и   0,0011 <bR +nn  . Поэтому, решая нера-

венство 
  

0,001
11

1
23

<
+n+

+n
, находим при 

 n=1: b1=2/81 0,0247>0,001  

;>===b=n 0.0010,0038...
784

3

28

3
:2

23  

  n=3: b3=4/652
0,00094<0,001. 

Итак, 3n . Получили, что четвертый член удовлетворя-

ет  заданной точности 310=ε . Значит, для вычисления суммы 
ряда с точностью 0.001 достаточно взять первые три члена ряда. 

Вычисляем частичную сумму 0,229
784

3

81

2

4

1
3  +=S . Та-

ким образом, сумма, вычисленная с заданной точностью, дан-

ного ряда 0,0010,2293  SS . 

Ответ: 0,0010,229S . 
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30. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 

 

 Основные теоретические сведения 
Ряд  

       





1

21 ......
n

nn xfxfxfxf ,         (30.1) 

члены которого – функции от х, называется функциональным. 
Множество значений аргумента х, при которых функции  

  ,...2,1, ixf i  определены и функциональный ряд (30.1) схо-

дится, называется областью сходимости этого ряда. При дей-

ствительном значении аргумента областью сходимости являет-
ся какой-либо промежуток оси ОХ. При конкретном значении 

0xx   ряд (30.1) становится числовым. Функция 

   xSxS n
n 

 lim , где        xfxfxfxS nn  ...21  - сумма 

первых n членов ряда (30.1), а х принадлежит области сходимо-
сти, называется суммой ряда. Разность между суммой S(x) схо-

дящегося ряда и его частичной суммой  xSn  называется остат-

ком ряда (30.1): 

            ......21   xfxfxfxSxSxR mnnnnn , 

причем в области сходимости ряда    0lim 


xRn
n

. 

Сходящийся функциональный ряд (30.1) называется равномер-
но сходящимся в некоторой области Х, если для любого сколь 

угодно малого числа ε >0 найдется такое целое число N >0, 
начиная с которого, т.е. при  nN, выполняется неравенство 

  xRn  одновременно сразу для всех х из области Х. Доста-

точным признаком равномерной сходимости  рядов является 

следующий признак Вейерштрасса. Ряд (30.1 равномерно схо-
дится в данной области Х, если существует такой сходящийся 
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числовой ряд 


1n

nC , что для всех значений х X  имеет место 

неравенство   nn Cxf  . При этом сходящийся числовой ряд 




1n

nC  0nC  называется мажорантой для ряда (30.1). 

Пример 1.   Ряды  






1 1

sin,cos
n n

nn nxanxa  являются равномерно 

сходящимися  в любой области, если ряд 


1n

na  абсолютно схо-

дится, т.к. nnnn anxaanxa  sin,cos , а ряд 


1n

na  сходится. 

 
Свойства равномерно сходящихся рядов: 

1. Если члены равномерно сходящегося ряда (30.1) непрерывны 

на некотором отрезке, то его сумма также непрерывна на этом 
отрезке. 

  2. Равномерно сходящийся ряд (30.1) можно почленно инте-
грировать в данной области Х, если его члены непрерывны в 
области Х, причем сумма интегралов от  членов ряда равна ин-

тегралу от суммы данного ряда: 

    












dxxSdxxf
n

n

1

, где   X,  

 3. Если ряд (30.1) сходится к сумме S(x) на отрезке Х, при-

чем его члены имеют непрерывные производные  xfn
  при 

х X  и ряд, составленный из производных  






1n

n xf , рав-

номерно сходящийся на том же отрезке, то    





1n

n xfxS , 

т.е. ряд (30.1) можно почленно дифференцировать.  



 

 220 

      
 
 

 Нахождение области сходимости  
функциональных рядов 

Для определения области сходимости функционального 
ряда (30.1) достаточно применить к этому ряду известные при-
знаки сходимости, считая аргумент х фиксированным. Напри-

мер, при использовании признаков Даламбера или Коши  по-
ступают так: 

1) Находят q(x) по одной из формул (если пределы  
существуют) 

 
 

 xf

xf
xq

n

n

n

1
lim




    или       n

n
n

xfxq


 lim        (30.2) 

2) Решают неравенство q(x)<1 (т.к. по признакам  

Даламбера и Коши ряд сходится при q<1 и расходится при q>1). 
В результате находим интервал сходимости. 

3) Исследуется поведение ряда в концевых точках 
интервала сходимости. 

Пример2.  Найти область сходимости ряда  


 1
21

1

n
nx

 

Решение. Рассмотрим три случая 

a) Если  1x  , то 02 nx  при n  и 

  1
1

1
limlim

2





 nn
n

n x
xf . Необходимый признак сходимости  

ряда не выполнен. Следовательно, ряд расходится при -1<x<1. 

b) Если 1x  , то также получаем расходящийся ряд  

...
2

1

2

1

2

1
  

c) Если 1x , то применим первый признак сравнения  
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   x
xx

xf nnnn 



22

1

1

1
, где сходящийся  

ряд   ...
1111

642
1

2
1








 xxxx
x

n
n

n

n  представляет  

собой сумму бесконечно убывающей геометрической 

прогрессии со знаменателем 1
1

2


x
,  т.е.  1x . Итак, исследуе-

мый ряд сходится при  1x ; его область сходимости  

    ,11,x  

 
Интервал и радиус сходимости степенного ряда 

Степенным рядом называется функциональный ряд вида  

,            (30.3) 

где коэффициенты - действительные числа. 

Основное свойство степенных рядов состоит в том, что  

если ряд (30.3) сходится при , то он сходится ( и притом 

абсолютно) при всяком значении х, удовлетворяющем неравен-

ству  (теорема Абеля). Следствием теоремы Абе-

ля является существование для  всякого степенного ряда (30.3) 

интервала сходимости  с центром в точке х=а, внутри 

которого ряд (30.3) сходится абсолютно  ; при  ряд 

(30.3) расходится. Радиус сходимости R (т.е. половина длины 

интервала сходимости) может быть в частных случаях равен 

также 0 и ∞. В конечных  точках  интервала сходимо-
сти возможна как сходимость, так и расходимость ряда (30.3). 

Интервал сходимости определяют обычно с помощью призна-
ков Даламбера или Коши, применяя их к ряду, составленному 
из абсолютных величин членов исходного ряда. Но если  

     n

n

n

n

n axCaxCaxCC  


1

10 ......

 ,...2,1,0iСi

0xx 

axax  0

Rax 

Rax 

Rax 
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 или   ,                                              (30.4) 

где  и  - коэффициенты соответственно n-го и (n+1)-го 

членов ряда (30.3), то радиус сходимости ряда (30.3)  определя-

ется по формуле . Однако пользоваться формулами (30.4) 

следует весьма осторожно. Если L=0, то R=∞ и ряд (30.3) схо-

дится при . Если L=∞, то R=0 и ряд (30.3) расхо-

дится при любом х, кроме х=0. 

Пример 3 .  Найти радиус и интервал сходимости  

степенного ряда  

Решение. Имеем коэффициенты ряда . 

Найдем число L  (см.формулы 30.4). 

. Следовательно, радиус сходи-

мости  R=5. Интервал сходимости ряда  с центром в 

точке  или  есть . Исследуем по-

ведение ряда в концевых точках интервала:  

 При х=8: - расходящийся гармонический ряд 

  При х=-2:  - условно сходящийся (по Лейбницу). 

Ответ: R=5; . 
 

 Нахождение суммы функционального ряда 

Рассмотрим некоторые приемы нахождения суммы  

n

n

n C

C
L 1lim 


 n

n
n

CL


 lim

nC 1nC

L
R

1


  ,x

 



 



1 5

3

n
n

n

n

x

  11
51

1
,

5

1








nnnn
n

C
n

C

  5

1

51

5
limlim

1

1 









 n

n

n
n

n

n n

n

C

C
L

53 x

30 x 535  x 82  x




1

1

n n

 







1

1

n

n

n

82  x
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функционального ряда и области его сходимости к этой сумме. 
 
Нахождение суммы ряда почленным интегрированием. 

I. Пусть дан ряд вида . По признаку Коши или 

признаку Даламбера область сходимости определяется  нера-

венством . Если , то ряд  - расходящийся. 

Если , то ряд  сходится условно  (по признаку 

Лейбница). Следовательно, область сходимости находится из 

неравенства . Затем делаем замену  в ис-

ходном ряде; получаем степенной ряд  с областью сходи-

мости . Используем формулу для вычисления суммы 
членов  бесконечно убывающей геометрической прогрессии со 

знаменателем  

    (30.5) 

и очевидное равенство 

                                                 (30.6) 

Учитывая, что степенной ряд можно почленно интегрировать 

по любому отрезку , целиком принадлежащему интервалу 

сходимости, и используя формулу (30.6), получаем 

Заметим, что так как ряд (30.5) сходится в граничной точке 
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 t=-1, то сумма ряда непрерывна в этой точке (справа) и 

. Далее вычисляем интеграл (с переменным 

верхним пределом), заменяем t на  и получаем ответ. 

II. Если дан ряд вида , то следует либо 

применить теорему о почленном интегрировании степенного 
ряда дважды, либо разложить дробь на элементарные 

и вычислить сумму каж-

дого ряда почленным интегрированием. 

Пример 4.  Найти сумму ряда  и указать область  

его сходимости к этой сумме. 

 Решение.  Данный ряд степенной. Находим его интервал схо-
димости. По признаку Коши имеем 

. Из неравенства находим 

. Исследуем поведение ряда в граничных точках. 

При - расходящийся гармонический  ряд. 

При  - условно сходящийся  ряд по 

признаку Лейбница. Следовательно, данный ряд сходится 

при . Для нахождения суммы ряда сделаем замену 

. Получим геометрический ряд , 
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сходящийся при . Используя равенство (30.6) и 

почленное интегрирование степенного ряда, получаем: 

 

Ответ:  для . 

Замечание. Степенной ряд (30.3) сходится абсолютно  и 
равномерно на всяком отрезке, лежащем внутри его интервала 

сходимости; ряд (30.3) можно почленно  интегрировать и диф-

ференцировать внутри его интервала сходимости , т.е. 

если  то для   имеем 

 и  

 

Нахождение суммы ряда почленным дифференцированием. 

I. Пусть дан ряд вида . 

Сначала определяем область сходимости ряда, например, 

по признаку Коши. Получаем неравенство . Если 

, то ряд расходится, т.к. не выполнено необходимое 

условие сходимости . Следовательно, область  

сходимости определяется неравенством . Затем 

делаем замену  и записываем ряд в виде суммы  двух 
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рядов . Для нахождения сумм этих рядов  ис-

пользуем формулу суммы членов бесконечно убывающей гео-
метрической прогрессии  и очевидное равенство 

. 

Учитывая, что степенной ряд можно почленно диффе-

ренцировать в любой точке интервала сходимости, и используя 
равенство  

, получаем 

 

Далее вычисляем производную, делаем замену  

 и записываем ответ.  

II. Если дан ряд вида , то вычис-

ляем  сумму трех рядов ,  и 

, при вычислении суммы ряда  применя-

ем теорему о почленном дифференцировании степенного ряда  
дважды. 

 
Пример 5.  Найти сумму ряда и указать область  

сходимости ряда к этой сумме.   

Решение.    а). Находим область сходимости данного ряда по 
признаку Даламбера 
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Отсюда . В граничных точках  ряд расходится, 
т.к. не выполнено необходимое условие сходимости. Итак, ряд 
сходится (и притом абсолютно) в интервале (-1;1).  

 б). Делаем в исходном ряде замену  и записываем в виде 

суммы двух рядов  

Для нахождения S(t) достаточно найти суммы рядов 

     и 

. 

Учитывая, что степенной ряд можно почленно  
дифференцировать в любой точке интервала сходимости,  

получаем 

. 

и  

в) Заменяя  на , получаем  

Разложение функций в степенной ряд Тейлора 
 Всякая функция f(x), бесконечно дифференцируемая в интер-

вале , может быть разложена в 

этом интервале в сходящийся к ней степенной ряд Тейлора 

, (30.7) 
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если в этом интервале выполняется условие: 

где остаточный член 

формулы Тейлора, записанный в форме Лагранжа, 

 где - положительное число меньше 1.  

При ряд Тейлора называют рядом Маклорена: 

. (30.8) 

      Если в некотором интервале, содержащем точку , все 

производные  ограничены некоторой константой, т.е. 

при любом n выполняется неравенство , где М – 

положительная постоянная, то  функция f(x) будет 

суммой ряда (30.7), причем только для тех значений х, при ко-

торых  при (необходимое и достаточное усло-

вие равенства (30.7)  в разложении f(x) в ряд Тейлора). 
Приведем основные разложения в ряд Маклорена: 
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6)  

7)  

8) Биномиальный ряд 

 

  Причем это последнее разложение при  является  
абсолютно сходящимся рядом в граничных точках интервала,  

т.е. при х=-1 и при х=1; при  ряд расходится при  

х=-1 и условно сходится при при х=1; при  ряд расхо-
дится на обеих границах интервала (-1;1). При разложении 

функции f(x) в ряд Тейлора по степеням х (когда ) преоб-

разуют, если возможно, функцию f(x) к виду, допускающему 
использование основных разложений , а также сложение (вычи-

тание) рядов,  умножение ряда на число. Затем определяют об-
ласть сходимости полученного ряда к функции f(x). 
 Замечание. Если требуется разложить функцию в ряд Тейлора  

по степеням , то сначала делают замену переменной  

, находят разложение по степеням t и затем возвраща-

ются к переменной х. 
 

 Пример 6. Разложить ln x в ряд по степеням (х-1). 

  Решение. Имеем , то 

(t=x-1), где  

область сходимости есть полуинтервал . 
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Приближенное вычисление определенных интегралов 
 Многие интегралы не могут быть выражены в конечном 

виде через элементарные функции. Одним из способов прибли-

женного вычисления таких интегралов является  разложение 
подынтегральной функции в степенной ряд и его почленное ин-

тегрирование. Известно, что функция, бесконечно дифференци-
руемая в интервале сходимости (-R,R), разлагается в этом ин-
тервале в сходящийся к ней степенной ряд Тейлора. 

, 

 если в этом интервале сходимости где-

 остаточный член формулы Тейлора, 

записанный в форме Лагранжа,  где - поло-

жительное число меньше 1.  Практически степенные ряды для 
многих функций можно найти формально, используя основные 

разложения функций или формулу для суммы членов геометри-

ческой прогрессии. Итак, чтобы вычислить интеграл  с 

точностью ε, где функция f(x) разложена в степенной ряд, име-
ющий радиус сходимости R>b, надо: 

1) Разложить функцию в степенной ряд по степеням х: 

и определить его интервал сходимости. Так как 

степенные ряды сходятся равномерно на любом отрезке, лежа-

щем внутри их интервала сходимости, то  на таком отрезке 
можно интегрировать почленно полученный ряд, используя 
формулу Ньютона-Лейбница: 
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2) Вычислить сумму полученного числового ряда с за-
данной точностью (оценивая остаток ряда). При интегрирова-
нии степенного ряда его интервал сходимости не изменяется. 

 

Пример 7. Вычислить интеграл с точностью  

 

Решение.   Разлагаем функцию  в ряд Тейлора по 

степеням х (  , = ).   

Получаем ряд:  

сходящийся также на всей числовой прямой. Интегрируем ряд 

 

Оценим остаток ряда.  Так как ряд знакочередующийся, 
члены которого убывают по абсолютной величине 

  при  

 и , то справедливо неравенство 
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 (остаток ряда  не превосходит  

первого из отброшенных членов). Если , то тем  более 

. Поэтому, оценив неравенство  , 

находим количество членов ряда, необходимых для вычисления 
суммы с заданной точностью ε. Практически прикидывают, 
сколько надо взять членов ряда для заданной точности. Здесь 

достаточно взять первые два члена ряда, т.к.  

и, следовательно,  . Вычисляем: 

 

 

 

31. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ ФУРЬЕ 

 

 Периодические функции 

    Функция f(x) называется периодической, если существует 
постоянное число Т>0, для которого   f(x+T)=f(x);  каково бы 

ни было х из области задания этой функции (подразумевается, 
что в область задания вместе с х входят х+Т и  х-Т ). Число Т с 
таким свойством называется периодом функции f(x). Наиболее 

известными периодическими функциями являются sin x, cos x, 
tg x … с периодическими функциями приходится иметь дело 

во многих приложениях математики к задачам физики и тех-
ники.  
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                                     Рис. 31.1. 
Сумма, разность произведение и частное функций пе-

риода Т, очевидно, всегда дают функции того же периода. 
Если мы построим график периодической функции у(х) 

для какого-нибудь отрезка [a,a+T] значений х, то полный гра-
фик этой функции  получим  периодическим повторением по-
строенного (рис. 31.1 ). 

Если Т есть период функции f(x), то числа 2Т, 3Т, 
4Т,…будут так же периодами, что сразу вытекает из рассмот-

рения графика периодической функции или из цепи равенств 
f(x)=f(x+T)=f(x+2T)=f(x+3T)=…                          (31.1) 

(Наряду с этим равенством справедливы и такие : 

f(x)=f(x-T)=f(x-2T)=f(x-3T)=….) являющиеся следствием мно-
гократного пользования условием (1.1). Таким образом, если Т-

период, то и всякое число вида  kT, где k-целое положительное 
число, есть также период, т. е. период, если он существует, 
всегда не единственен. Отметим следующее свойство любой 

функции f(x) периода Т. 

 
Рис. 31.2 

  Если функция f(x) интегрируема на некотором отрезке длины 

Т, то она интегрируема на всяком другом отрезке той же 
длины, и величина интеграла  при этом неизменна, т.е.  
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() ()

aT bT

a b

fxdx fxdx

 

                                                         (31.2) 

при любых а и b.   Это свойство легко вытекает из интерпрета-
ции интеграла как площади. Действительно, интеграл слагает-
ся из площадей, заключенных между кривой y= f(x), крайними 

ординатами и осью Ох, причем площади, лежащие над осью 
Ох, со знаком «+», а лежащие под осью Ох, со знаком «-». В 

нашем случае в силу периодичности f(x) эти площади оказы-
ваются одинаковыми для обоих интегралов (31.2) (рис.31.2).  
           В дальнейшем, когда мы будем говорить, что функция 

периода Т интегрируема, то будем под этим подразумевать ее 
интегрируемость на отрезке длины Т, а значит, и на любом от-

резке конечной длины, как это легко следует из только что 
установленного свойства. 

 

 Гармоники 
        Простейшей, и в то же время очень важной для приложе-

ний, является периодическая функция  xbxa  sincos  , где А, 
a,b, ,  - постоянные. Эту функцию называют гармоникой с 

амплитудой |А|, частотой   и начальной фазой  . Гармоника 

имеет период Т= /2  . Действительно, при любом х  
 

 
2

sin sin 2sinAx Ax Ax

 
   
 

. 

 

 
Рис. 31.3 

 
             Происхождение наименований «амплитуда», «частота», 

«начальная фаза» связано с задачей механики  о  гармониче-
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ских колебаниях. Пусть материальная точка М с массой m 
движется по прямой под действием силы F, пропорциональной 
расстоянию s точки М от фиксированной точки О  (рис. 31.3). 

Считая,  s>0 справа от О и s<0 слева от О,  находим F=-ks, где 

k-коэффициент пропорциональности, k>0.  Имеем    

2
2

2
0

s

t



 


, 

где положено 
2 k  /m, откуда /k m .  

           Решением полученного уравнения  будет функция 

   xAs sin , где А и  - постоянные, которые  вычисляются, 

зная положение и скорость точки М в начальный момент. Та-
ким образом, s есть периодическая функция времени t с перио-

дом Т= /2  . 
         Это означает, что  точка M будет совершать колебатель-

ное движение. Амплитуда |A| есть максимальное отклонение 

точки М от О. Величина  = /2 T - число колебаний за отре-

зок времени 2 .  

 
Рис. 31.4 

Отсюда наименование «частота». Величина  -

начальная фаза- характеризует положение точки М в началь-
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ный момент, так как при t=0 имеем: sin0 s . Возвратимся к 

гармонике    xAy sin . Как выглядит её график. Будем 

считать  >0, так как в противном случае знак минус мы могли 

бы вынести из-под знака sin. В наиболее простом случае- при 
А=1,  =1,  =0- мы получаем функцию y=sinx, т.е. обычную 

синусоиду (рис. 31.4,а). при А=1,  =1,  = 2/ мы получаем 

косинусоиду  y=cosx, график которой есть сдвинутый на 

2/ влево от графика синусоиды y=sinx.  
        Рассмотрим гармонику y=sin x и положим  x=z. Полу-

чим y=sinz. Мы пришли к обычной синусоиде. Но x=z/ . Сле-
довательно, график гармоники y=sin x можно получить из 

графика обычной синусоиды с помощью деформации послед-

него в направлении оси абсцисс. При   >1 деформация сво-

дится к равномерному сжатию в   раз, а при  <1 к растяже-

нию в 1/  раз. На рис.31.4,б изображена гармоника y=sin3x с 

периодом Т= /2 3. Рассмотрим теперь гармонику 

   xy sin  и положим zx   . График гармоники 

xy sin нам уже известен. Но x=z- / . Следовательно, гра-

фик гармоники    xy sin  получается из графика гармо-

ники xy sin сдвигом на - /  вдоль оси абсцисс. На рис. 

31.4,в изображена гармоника  3/3sin2  xy  с периодом 

Т=2 3/  и начальной фазой  = 3/ . Наконец, график гармо-

ники    xAy sin  получается из графика гармоники 

   xy sin  умножением всех ординат на число А. на 

рис.31.4,г  изображена гармоника  2sin3 /3y x  . 

Резюмируем сказанное: график всякой гармоники 
Asin( )y x    получается из графика обычной синусоиды 

равномерным сжатием (или растяжением) в направлении 
осей координат и сдвигом вдоль оси Ох.  
Пользуясь известной формулой тригонометрии, напишем: 
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  sin cossinsincosAx Ax x  . 

Положив 

    sina A  , cosb A                                             (31.3) 

убедимся, что всякую гармонику можно представить в виде  

                  cos sina xb x                                      (31.4) 

Обратно, всякая функция вида (31.4) есть гармоника. Чтобы 

убедится в этом, достаточно найти А и   из уравнений (31.3). 

При этом получим:  

2 2A a b  , 2 2
sin

a a

A a b



,   2 2
cos

b b

A a b



, 

откуда   легко находится. В дальнейшем для гармоник мы бу-

дем пользоваться записью виды (31.4). Эта запись для гармо-

ники   3/3sin2  xy , изображение на рис. 31.4,г, дает: 

2sin3 3cos3sin3
3

x x x
 
  
 

. Нам удобно будет также в 

(31.4) явно ввести период Т следующим образом: Положим 

Т=2l.  Тогда вследствие равенства Т=2  /  получим: 

2

T l

 
   и, следовательно, гармоника с периодом T=2l  мо-

жет быть записана так: 

      cos sin
x x

a b
l l

 
                                                   (31.5) 

 Тригонометрические многочлены и ряды 

     Зададимся числом T=2l  и рассмотрим гармонику 

 cos sink k

kx kx
a b

l l

 
               (k=1, 2, ….)                         (31.6) 

с частотами lkk /   и периодом klT kk /2/2   . По-

скольку kkTlT  2 , постольку число T=2l  является периодом 

для всех гармоник (31.6) сразу.  Всякая сумма вида 
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Sn(x)=
1

cos sin
n

k k

k

kx kx
A a b

l l

 


 
  
 
 , 

где A=const, будучи суммой функций периода 2l, есть функция 
того же периода (прибавление постоянной, очевидно не нару-
шает периодичности; к тому же постоянную можно рассматри-

вать как функцию, для которой любое число является перио-
дом ). Функцию Sn(x) будем называть тригонометрическим 

многочленом порядка n (периода 2l).  Тригонометрический 
многочлен хотя и слагается из нескольких гармоник, но пред-
ставляет собой вообще функцию значительно более сложной 

природы, нежели простая гармоника. Располагая значениями 
постоянных  A, a1, b1, a2, b2,…, an, bn, мы можем образовать 

функцию  y=sn(x) с графиками, совсем непохожими на плавный 
и симметричный график простой гармоники. На рис.31.5 изоб-
ражен график тригонометрического многочлена  

1 1
sin sin2 sin3

2 4
y x x x    

 

 
 

Рис. 31.5 
Сумма бесконечного тригонометрического ряда 

 



n

k

kk ktbktaA
1

sincos  

(если он сходится) представляет собой также функцию периода 

2l. Природа функций, являющихся суммами таких тригономет-
рических рядов, ещё более разнообразна. Поэтому естественен 
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вопрос:  нельзя ли всякую заданную функцию периода T=2l 
представить в виде суммы тригонометрического ряда? Мы 
увидим, что такое представление действительно возможно для 

весьма широкого класса функций. Пусть  f(x)  принадлежит 
этому классу. Это значит, что  f(x) может быть разложена в 

сумму гармоник, т.е. в сумму функций очень простой структу-
ры. График функции y=f(x) получается «наложением» графи-
ков гармоник. Если трактовать каждую гармонику как простое 

гармоническое колебание, а f(x) как характеристику сложного 
колебательного движения, то последнее оказывается разло-

женным на сумму отдельных гармонических колебаний. Не 
нужно, однако, думать, что тригонометрические ряды прило-
жимы лишь к колебательным явлениям. Понятие тригономет-

рического ряда оказывается очень полезным и при изучении 
многих явлений совсем иной природы. Если  

1

() cos sin
n

k k

k

kx kx
fxAa b

l l

 


 
  
 
 ,                                (31.7) 

то, положив
l

x
=t или x=

tl


, найдем ()

tl
t f



 
  
 

 

 
1

() cos sin
n

k k

k

t Aaktbkt


                                          (31.8) 

Гармоники этого ряда имеют общий период 2π. Таким 
образом, если для f(x) периода 2l имеет место разложение 

(31.7), то для функции ()
tl

t f


 
  
 

 периода 2π имеет место 

разложение (31.8). Справедливо, очевидно, и обратное заклю-
чение. Именно, если для функции φ(t) периода 2π имеет место 

разложение (31.8), то для функции ( )
x

f x
l



 

  
 

 периода 2l 

имеет место разложение (31.7).Таким образом, достаточно 
уметь решать задачу разложения в тригонометрический ряд 
для функций «стандартного» периода 2π. В этом случае к тому 
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же и ряд выглядит проще. Поэтому мы и будем строить теорию 
для рядов вида (31.8) и лишь окончательные результаты будем 
переводить на «язык» общих рядов (31.7). 

Уточнение терминологии.  Интегрируемость.  
Функциональные ряды 

 Уточним терминологию и напомним некоторые сведе-
ния из дифференциального и интегрального исчисления. Когда 
мы будем говорить, что f(x) интегрируема на отрезке [a,b], то 

будем иметь в виду существование интеграла  

                                ( )

b

a

f x dx                                      (31.9) 

  Таким образом, интегрируемая f(x) у нас всегда либо непре-

рывна, либо имеет на отрезке [a,b] конечное число точек раз-
рыва, вблизи которых функция может быть как ограниченной, 
так и неограниченной. В курсах интегрального исчисления  до-

казывается, что для функции с конечным числом разрывов из 

существования интеграла    ( )

b

a

f x dx
   

всегда следует суще-

ствование интеграла (31.9)  (обратное не всегда верно). При 

этом функцию f(x) называют абсолютно интегрируемой. Если 
f(x) абсолютно интегрируема, а φ(x)-ограниченная интегрируе-
мая функция, то произведение f(x)φ(x) абсолютно интегрируе-

мо. Имеет место также следующее правило интегрирования по 
частям: Пусть  f(x) и φ(x)-непрерывные на [a,b] функции, воз-

можно лишенные производных в конечном числе точек, причем 
предполагается, что )(xf   и )(x  абсолютно интегрируема. 

Тогда 

 ()() ()() ()()

b b
xb

xa

a a

fxxdxfxx fxxdx  


                         (31.10) 

Известно: если функции f1(x),f2(x),…,fn(x) интегрируемы на 
[a,b], то интегрируема и их сумма, причем  
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 










a

b

n

k

k

n

k

k dxxfxf
11

)()(                                                  (31.11) 

Рассмотрим теперь бесконечный функциональный ряд  

1 2

1

() ()... ()... ()k k

k

fxfx fx fx




                                (31.12) 

Он называется сходящимся для данного значения х, ес-

ли для его частных сумм  
1

( ) ( )
n

n k

k

s x f x


        (n=1, 2, … )  су-

ществует конечный предел )(lim)( xsxs n
n 

 . Величина s(x) 

называется тогда суммой ряда и, очевидно, представляет собой 

функцию от х. Если ряд сходится для всех х из отрезка [a,b], то 
его сумма s(x)  определена на  [a,b]. Распространяется ли фор-

мула (31.11) на случай сходящегося на отрезке [a,b] функцио-
нального ряда интегрируемых функций, т.е. справедлива ли 
формула 

1 1

() () ()

b b bn n

k k

k ka a a

fxdxsxdx fxdx
 

 
  

 
                                    (31.13) 

(речь идет, таким образом, о возможности почленного интегри-
рования ряда)? Оказывается, что не всегда, и хотя бы уже по-

тому, что ряд интегрируемых и даже просто непрерывных 
функций  может иметь неинтегрируемую сумму. Аналогичная 
проблема связана с возможностью почленного дифференциро-

вания рядов.  Мы выделим важный класс функциональных ря-
дов, к которым указанные операции приложимы. Говорят, что 

ряд (31.12) сходится равномерно на отрезке [a,b], если для вся-
кого положительного числа ε существует число N такое, что 
для всех n≥N и для всех х из отрезка [a,b] выполняется нера-

венство  

           () ()nsx s x                                      (31.14) 

Если мы рассмотрим графики функций y=s(x) (сумма ряда) и 

y=sn(x) (частная сумма), то свойство равномерной сходимости 
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означает, что для всех достаточно больших индексов n и для 
всех x графики суммы ряда и соответствующих его частных 
сумм отстоят друг от друга меньше чем на наперед заданную ε, 

т.е. эти графики равномерно (для всех х) близки (рис. 31.6)  

 
Рис. 31.6 

Не всякий сходящийся на некотором отрезке ряд схо-
дится равномерно. Имеется  признак равномерной сходимости 
функциональных рядов (признак Вейерштрасса): Если числовой 

ряд с положительными членами 1 2 ... ...ku u u    сходится и 

для всех k, начиная с некоторого, ( )k kf x u , каково бы ни бы-

ло х из отрезка [a,b], то ряд (31.11) сходится равномерно (и к 

тому же абсолютно) на [a,b]. Справедливы следующие важные 
теоремы:  Если члены ряда (31.12) непрерывны на отрезке [a,b] 
и ряд сходится равномерно на этом отрезке, то  

 а) сумма ряда есть функция непрерывная, 
 б) ряд можно интегрировать почленно, т.е. для не-

го справедлива формула (31.13) 
2.  Если  ряд (31.12) сходится, его члены дифференциру-

емы и ряд 1 2

1

() ()... ()... ()k k

k

fxfx fx fx




   
 
равномерно 

сходится на [a,b], т о
1 1

() () ()
n n

k k

k k

fx sx fxdx
 

 
   

 
 

  

т.е. ряд (31.12) 

можно дифференцировать почленно. 
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 Основная тригонометрическая система.  
Ортогональность синусов и косинусов 

       Основной тригонометрической системой будем называть 

систему функций     
 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x,…, cos nx, sin nx, … (31.15)  

 Все эти функции имеют общий период 2π (хотя  cos nx и 

sin nx имеют и меньший период 
2

n


 ). Установим несколь-

ко вспомогательных формул. При любом целом n≠0 

sin
cos 0,

cos
sin 0,

x

x

x

x

nx
nxdx

n

nx
nxdx

n

















 
   
  


  
   
  





                                    (31.16) 

2

2

1cos2
cos ,

2

1cos2
sin .

2

nx
nxdx dx

nx
nxdx dx

 

 

 

 





 

 


  




  



 

 

                               (31.17) 

В силу известных формул тригонометрии  

      coscos
2

1
coscos  

      coscos
2

1
sinsin  

для любых целых n и m, n≠m, 

   

   

1
coscos cos cos 0,

2

1
sinsin cos cos 0.

2

nxmxdx nmx nmxdx

nxmxdx nmx nmxdx

 

 
 

 

 

 


      



      


 

 
       (31.18) 

Наконец в силу формулы  
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   
1

sincos sin sin
2

     

для любых целых n и m  

  
 











dxxmnxmnmxdxnx )sin()sin(
2

1
cossin     (31.19) 

Равенства (31.16), (31.18), (31.19) показывают, что 
интеграл от произведения двух любых различных функций 

системы (31.15), взятый по отрезку [-π,π], равен 0. Усло-
вимся говорить, что две функции φ(x) и ψ(x) ортогональны 

на отрезке [a,b], если () () 0

b

a

x xdx  . Приняв это опреде-

ление, можем сказать, что функции системы (31.15) попар-
но ортогональны на отрезке [-π,π], или короче, система 
(31.15) ортогональна на [-π,π].Мы знаем, что для периоди-

ческой функции интеграл по любому отрезку длины, рав-
ной периоду, имеет неизменное значение. Поэтому форму-

лы (31.16)-(31.19) справедливы не только для отрезка [-π,π], 
но и для любого отрезка [a, a+2π]. Следовательно, система 
(31.15) ортогональна на всяком таком отрезке. 

 

 Ряд Фурье для функции периода 2π 

    Пусть для функции f(x) периода 2π имеет место разложение 

 
0

1

() cos sin
2

n

k k

k

a
fx akxbkx



 :                                (31.20) 

Постоянное слагаемое здесь обозначено через 0 / 2a  для сим-

метрии дальнейших формул. Поставим себе задачей  вычис-
лить коэффициенты a0 ,ak и bk, k=1,2,…, зная функцию f(x).  

Для этого сделаем такое д о п уще н и е : будем предпола-
гать, что ряд (31.20) и ряды, которые мы сейчас получим, 
можно интегрировать почленно, т. е. для этих рядов инт е-

грал от суммы равен сумме интегралов (тем самым пред-
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положена и интегрируемость функции f ( x ) ) .  Интегрируя 
равенство (31.20) в пределах от —π до π, получим: 

 

0

1

() cos sin
2

k k

k

a
fxdxdxakxdxbkxdx

   

   



   

 
  
 
    . 

 
В силу (31.16) все интегралы под знаком суммы равны 

нулю. Поэтому 

                         0.()f xdx a








                           (31.21) 

Умножим обе части равенства (31.20) на cos nx и резуль-
тат опять интегрируем в прежних пределах. Получим: 

0

1

()cos cos coscossincos
2

k k

k

a
fxnxdxnxdxakxnxdxbkxnxdx
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   
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 
  
 
     

В силу (31.16) первый интеграл справа равен нулю. Так 
как функции системы (31.15) попарно ортогональны, то 

все интегралы под знаком суммы, кроме одного, оказы -
ваются также равными нулю.  
       Останется лишь интеграл 

2cosnxdx









 

(см. (31.17)), являющийся коэффициент 

при ап . Таким образом,    

                  ()cos nfx nxdxa








                        (31.22) 

Аналогичным приемом найдем, что 

                             ()sin nfx nxdxb








                (31.23) 

Из (31.21)—(31.23) вытекает 
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1

()cos ,na fx nxdx




  

1
()sin ,nb fx nxdx




       (31.24) 

       (n=0, 1, 2, …)             (n=1, 2, ….) 
Итак, если f (х ) интегрируема и может быть разло-

жена в тригонометрический ряд, причем почленное инте-

грирование этого ряда и рядов, получающихся из него 
умножением на cos nx  и sin nx  ( n =  1, 2, ...), возможно, то 

коэффициенты ап  и bn вычисляются по формулам (31.24).  
Пусть теперь задана некоторая интегрируемая 

функция периода 2  , и мы хотим представить эту фун к-

цию в виде суммы тригонометрического ряда. Если такое 

представление вообще возможно (с выполнением требо-
вания почленной интегрируемости, упомянутого выше), 

то в силу изложенного коэффициенты ап  и bn необходимо 
получаются по формулам (31.24). Поэтому в поисках тр и-
гонометрического ряда, имеющего своей суммой зада н-

ную функцию f ( x ) ,  в первую очередь естественно обра-
тить внимание на тот ряд, коэффициенты которого в ы-

числяются по формулам (31.24), и посмотреть, не облада-
ет ли он нужным нам свойством. Мы увидим далее, что 
для обширного класса функций это так и будет. Коэффи-

циенты ап  и bn,  вычисленные по формулам (31.24), назы-
ваются коэффициентами Фурье для функции f ( x ) ,  а три-

гонометрический ряд с такими коэффициентами назыв а-
ется ее рядом Фурье. Заметим, кстати, что в формулах 
(31.24) интегрируются функции периода 2я. Поэтому от-

резок интегрирования [—π,π] может быть заменен любым 
другим отрезком длины 2π , и мы наряду с формулами 
(31.24) получаем: 

2
1

()cos ,

a

n

a

a fx nxdx







            (n=0, 1, 2, …),             
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2
1

()sin .

a

n

a

b fx nxdx







                 (n=1, 2, ….)              (31.25) 

Изложенное выше делает естественным особое 
внимание к рядам Фурье. Составив ряд Фурье для фун к-
ции f (x )и не предрешая вопроса о его сходимости к f (x ), 

мы пишем: 

 
0

1

() cos sin
2

n

k k

k

a
fx akxbkx



 : .  Такая запись озна-

чает лишь, что функции  f (x ) соответствует ряд Фурье, 

написанный справа. Знак «  ~  »  можно заменить знаком 
«  =  »   т олько тогда,    когда  нам  удастся  доказать  
сходимость ряда и равенство его суммы функции f (x ). Из 

предшествующих рассуждений легко вытекает следую-
щая, оказывающаяся часто полезной.  

 Т е о р е м а  1. Если для функции f(x ) периода 2я 
имеет место разложение в некоторый равномерно сх о-
дящийся на всей оси Ох  тригонометрический ряд, то 

этот ряд есть ряд Фурье для  f (x ).   
Рассмотрим равенство 

 
0

1

()coscos coscossincos
2

k k

k

a
fxnxnxakxnxbkxnx





     (31.26) 

и покажем, что ряд справа сходится равномерно.  

 Положим:  
0

1

() cos sin
2

m

m k k

k

a
sx akxbkx



  . 

Пусть ε — произвольное положительное число. Ес-
ли ряд (31.20) сходится равномерно, то существует число 

N такое, что для всех m≥N   () ()mf x s x   . Произведе-

ние  sin x  cos x ,  очевидно, является т-й частной суммой  
для ряда (31.26).  Поэтому из соотношения 

()cos()cos ()()cosm mfxnxsxnxfxsxnx  , 
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справедливого для всех m≥N ,  и вытекает равномерная 
сходимость ряда (31.26). В таком случае этот ряд можно 
почленно интегрировать, а интегрирование дает раве н-

ство (31.22). Аналогично доказывается равенство (31.23).        
Тем самым для коэффициентов аn  и bn  доказаны формулы  

(31.24). Это и означает, что ряд (31.20) есть ряд Фурье 
для f ( x ) .  Современная теория рядов Фурье позволяет 
доказать следующее более общее предложение, доказа-

тельство которого мы приводить не будем из-за его слож-
ности. 

     Те о р е м а  2. Если абсолютно интегрируемая функция 
f(x) периода 2π допускает разложение в некоторый триго-

нометрический ряд, сходящийся к ней всюду за исключ е-
нием, быть может, конечного числа значений (для одно-

го периода), то этот ряд есть ряд Фурье для f(x ). 
     Эта теорема подтверждает высказанное выше сообр а-
жение, что в поисках тригонометрического ряда, име ю-

щего своей суммой заданную функцию, в первую очередь 
следует обращаться к ряду Фурье.  

  
Ряд Фурье для функции, заданной  

на отрезке длины 2π 

     В приложениях очень часто возникает задача о разложе-
нии в тригонометрический ряд функции f(x),заданной лишь на 

отрезке   [—π,π]. Здесь, следовательно, о периодичности f(x) 
нет и речи. Это тем не менее нисколько не мешает нам напи-
сать для нее ряд Фурье, ибо в формулах (31.24) фигурирует 

лишь отрезок [—π,π]. Вместе с тем, если периодически про-
должить f(x) с отрезка [—π, π] на всю ось Ох, то получим пери-

одическую, совпадающую с  f(x) на [-π, π] функцию, для кото-
рой ряд Фурье будет тождественным с рядом Фурье для f(x). К 
тому же, если ряд Фурье для  f(x) оказывается сходящимся к 

ней, то его сумма, будучи периодической функцией, даст 
как раз упомянутое периодическое продолжение f(x) с от-
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резка [—π, π] на всю ось Ох .   Таким образом, говорить о 
ряде Фурье для f(x) заданной на [—π, π], —это все равно, 

что говорить о ряде Фурье для функции, получающейся 
из f( x )  периодическим продолжением ее на ось  Ох .  Отсю-

да вытекает, что признаки сходимости рядов Фурье д о-
статочно формулировать для периодических функций. В 

связи с упомянутым периодическим продолжением f(x) с 
отрезка [—π, π] на ось Ox  уместно сделать следующее 

замечание.  Если f(-π)= f(π), то периодическое продолже-
ние никаких затруднений не встречает (рис.31.7, а). 

 

 
Рис.31.7 

 

      При этом, если f(x ) была непрерывной на отрезке [ -
π,π] , то ее продолжение будет непрерывным на всей оси 
Ох.  Если же f(-π)≠f(π), то, не изменяя значений f(-π)и 

f(π)мы не сможем осуществить нужное продолжение, так 
как по смыслу периодичности f(-π)должно совпадать c 

f(π).  Обойти это затруднение мы можем двояким обра-
зом: во-первых, исключить вовсе из рассмотрения значе-
ния f(x) при x=-  π и  x =  π, сделав тем самым функцию не-

определенной для этих значений и, следовательно, сделав 

неопределенным периодическое продолжение f(x) для 
всех значений x вида (2k+1) π (k=0, ±1, ±2…); во-вторых,  
изменить выгодным нам образом значения функции f(x) 
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при x=- π и x= π ,сделав их равными. Важно отметить, что 
и в том и в другом случаях коэффициенты Фурье будут 
иметь те же значения, что и сначала. Действительно, из-

менение значений функции в конечном числе точек, или 
даже неопределенность ее в этих точках,— не может ока-

зать влияния на величину интеграла, в частности на ве-
личину интегралов (31.24), определяющих коэффициенты  
Фурье. Таким образом, независимо от того, осуществим 

мы указанную модификацию функции f(x) или нет, ряд 
Фурье для нее остается неизменным. Нужно отметить, 

что при f(-π)≠f(π) и при непрерывности f(x ) на отрезке [—
π, π] периодическое продолжение f(x) на всю ось Ох будет 

иметь разрывы во всех точках вида x=(2k+1) π  (k=0, ±1, 
…), как бы мы ни изменяли значения функции при x=- π  

и x= π . К каким значениям следует ожидать сходимости 
ряда Фурье в этих точках при f(-π)≠f(π), -  это вопрос осо-
бый, и мы решим его позднее. Пусть теперь f(x)задана на 

произвольном отрезке [а,а+2 π ] длины 2 π и ее требуется 
разложить в тригонометрический ряд. Коэффициенты 

Фурье вычисляем по формулам (31.25). Как и выше, при-
ходим к выводу, что говорить о ряде Фурье для f(x) или 
для функции, получающейся из нее периодическим про-

должением на всю ось Ох , - это одно и то же. При этом не-

прерывная на отрезке [а , а+2π] функция f(x) при 
f(a)≠f(a+2 π) дает продолжение, разрывное в точках вида 
x=a+2kπ (k=0, ±1,…). 

 
Правый и левый пределы функции в точке.  

Точки разрыва первого рода 
Введем обозначения:  
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Рис. 31.8 
(если эти пределы существуют и конечны). Первый из 

этих пределов называется пределом f ( x )  в точке х0  слева, 
второй — пределом f ( x )  в точке х 0  справа. В точках не-

прерывности, по самому определению понятия непрерыв-
ности, эти пределы существуют, причем 

f(x0  -  0) = f(x0) = f(x0  + 0).                          (31.27) 

        Если х 0  есть точка разрыва функции   f ( x ) ,   то   
пределы справа и слева (оба или один из  них)   могут  
существовать в одних случаях и не существовать в др у-

гих. Если оба предела существуют, то говорят, что точка 
х 0  есть точка разрыва первого рода для функции     f ( x ) .  

Если же хотя бы один предел не существует, то точка х 0  

называется точкой разрыва второго рода. Нас будут ин-
тересовать точки разрыва первого рода. Если х0  — такая 

точка, то  величина 
ð = f(x0  + 0) -  f(x0  -  0)                               (31.28) 

называется скачком функции f ( x )  в точке х 0 . 
     Для пояснения сказанного рассмотрим пример.  
     Пусть 
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На рис. 31.8  изображен график этой функции.  
Значение функции при х  = 1 изображено маленьким 
кружком. Для пределов слева и справа при x= 1 ,  очевид-

но, имеем: f(1 -  0) = -  1,  f(1 + 0) = 1. Следовательно, для 
скачка функции получаем: ð = f(1+0) -  f(1 -  0) = 2, что 

вполне согласуется с наглядным представлением о скачке   
Точки разрыва первого рода могут появиться, например, 
при периодическом продолжении непрерывной на отрезке 

[-π,π] функции f ( x )  с этого отрезка на всю ось Ох в слу-
чае, когда f(-π) ≠ f ( π) .  При этом все скачки оказываются 
равными числу  ð = f(-π) -  f(π). 

 

 Гладкие и кусочно-гладкие функции 

         Функцию f ( x )  называют гладкой на отрезке [а, b ] ,  
если она на этом отрезке обладает непрерывной произ-
водной. На геометрическом языке это означает, что при 

перемещении вдоль кривой у  =  f ( x )  направление каса-
тельной изменяется непрерывно, без скачков (рис. 9, а ) .  

Таким образом, график гладкой функции представляет 
собой плавную кривую, лишенную угловых точек. Фун к-
цию f ( x )  называют кусочно-гладкой на отрезке [а, b ] ,  

если она сама и ее производная либо непрерывны на этом 
отрезке, либо допускают на нем лишь разрывы первого 
рода, и притом в конечном числе. График кусочно-

гладкой функции представляет собой непрерывную или 
разрывную кривую, которая может иметь конечное число 

угловых точек (в них происходит скачок производной); с 
приближением к такому углу или к месту разрыва (с той 
или иной стороны) направление касательной стремится к 

определенному положению    На рис. 31.9,б и 31.9, в 
изображены графики непрерывной и разрывной кусочно-

гладких функций. Гладкие функции мы будем рассматри-
вать в дальнейшем как частный случай функций кусочно-
гладких. 
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Рис.31.9  

Непрерывная или разрывная функция f ( x ) ,  заданная на 
всей оси Ох, называется кусочно-гладкой, если она такова 

для каждого отрезка конечной длины. В частности, это 
относится к периодическим функциям. 

Всякая кусочно-гладкая функция f ( x )  (непрерывная 
или разрывная) ограничена и имеет ограниченную прои з-
водную всюду, за исключением угловых точек и точек 
разрыва (во всех этих точках f ' ( x )  не существует). 

Признак сходимости ряда Фурье  

Мы сформулируем наиболее употребительный признак 
сходимости ряда Фурье.  

 
Рис. 31.10 

Ряд Фурье кусочно-гладкой (непрерывной или раз-
рывной) функции f ( x )  периода 2π сходится для всех зна-
чений х, причем его сумма равна f ( x )  в каждой 

точке непрерывности и равна числу  
2

)0()0(  xfxf
 

(среднее арифметическое предельных значений справа и  
слева) в каждой точке разрыва (рис. 31.10). 
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Если f ( x )  всюду непрерывна, то ряд сходится абсо-
лютно и равномерно. 

Пусть функция f ( x )  задана лишь на [-π, π], является 
кусочно-гладкой на этом отрезке и непрерывна в его кон-

цах. Ряд Фурье для f ( x )  совпадает с рядом Фурье для 

функции, являющейся периодическим продолжением 
f ( x )  на всю Ох. Но такое периодическое продолжение в 

нашем случае, очевидно, приведет к функции f ( x ) ,  ку-

сочно-гладкой на всей оси Ох. Поэтому из сформулиро-
ванного нами признака вытекает, что ряд Фурье будет 

всюду сходящимся. В частности, это будет иметь место 

на интересующем нас отрезке  [-π, π], причем для -  π < х  < 
π ряд будет cходиться к f ( x )  в точках непрерывности и к 

значению в точках разрыва. Что же будет происходить в 

концах отрезка [-π, π]?  Возможны два случая: 
1 .  f ( -π) = f(π). Здесь периодическое продолжение 
приводит, очевидно, к функции, непрерывной в точках -π 
и π (и вообще во всех точках вида x = (2k+1)π  ( k  = 0, ±1, 
±2, ...)). В силу нашего признака и в концах отрезка ряд 
будет сходиться, следовательно, к f ( x ) .  

2 .  f ( -π) ≠ f(π) .  Здесь периодическое продолжение 
приводит к функции, разрывной в точках -π и π (а также 

во всех точках вида x  =  ( 2 k + l ) π ( k  =  0, ±1, ±2, ...)), 
причем для продолженной f ( x )  очевидно:f(-π -  0) = f(π),       
f (-π + 0) =f (-π), f(π + 0) = f(-π),      f(π -  0) = f(π) (рис. 

39.11). Поэтому при х  = -  π и х  = π ряд будет сходиться к 
значениям 
 
 
 
 

 
(31.30) 

Таким образом, для функции f ( x ) ,  заданной на отрезке [-
π, π] и непрерывной при х =-π и х = π, ряд Фурье ведет 
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себя в этих точках, как и в прочих точках непрерывности 
функции, если f ( -π) = f(π). Если же f ( -π) ≠ f(π)  то ряд 
заведомо не может сходиться к f(х) при х  =-π и х = π. 
Поэтому в последнем случае задачу о разложении f ( x )  в 
ряд Фурье имеет смысл ставить не для -  π ≤ х  ≤ π, а для -  
π < х  < π. Аналогичное замечание можно сделать 
относительно ряда Фурье для функции, заданной на 
отрезке вида [a , а  + 2π], где а — любое число. 

 

 
 

Рис. 31.11 

Впрочем, при решении каждой конкретной задачи, ко-
гда читатель построит график периодически продол -
женной функции (а это всегда рекомендуется!) и вспом-
нит сформулированный выше признак, то вопрос о по-
ведении ряда Фурье в концах отрезка сразу станет ясным. 

Четные и нечетные функции 

Пусть f(х) задана на всей оси Ох или же на некотором 
отрезке, симметричном относительно начала координат.  

 
Рис. 31.12.  
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Скажем, что f ( x )  есть четная функция, если для каждого  
х : f (-x) = f(x). Из этого определения вытекает, что график 
всякой четной функции у  = f ( х )  симметричен относи-
тельно оси Оу (рис. 31.12, а). При любом  l  (лишь бы f ( x )  
была определена и интегрируема на отрезке [ -  l, l]). 

Функцию f ( x )  назовем нечетной, если для  
каждого x: f(-x) = -f(x). Для  нечетной функции, в 
частности, f ( - 0 ) = - f (0) и, следовательно,  f(0) = 0. Гра-
фик всякой нечетной функции  у = f(х) симметричен от-
носительно точки О (см. рис.  31.12,б).   При любом l 
(лишь бы f ( x )  была определена и интегрируема на отрез-
ке 
 [- l,l]).  Из определения четных и нечетных функций лег-
ко вытекает: 

а) Произведение двух четных или двух нечетных 
функций есть функция четная. 

б) Произведение четной и нечетной функций есть 
функция нечетная.   

Ряды по косинусам и ряды по синусам 
      Пусть f ( x )  — четная функция, заданная на отрезке 

[-π, π] (или же четная периодическая функция).  
Так как cos(n х )  ( п  =  0, 1, 2, ...) есть функция, оче-

видно, четная, то по свойству а) будет четной и функция 
f ( x ) c o s ( n x ) .  Функция s i n ( n x )  ( п  =  1, 2, ...) нечетна. 
Поэтому по свойству б)  нечетна и функция f ( x )  sin(п х ) .  

Тогда в силу для коэффициентов Фурье четной фун к-
ции f ( x )  получаем: 

 
 
 

 
 
 
 
 

(31.31) 
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Следовательно, для четной функции ряд Фурье содер-
жит лишь косинусы, т. е.коэффициенты а п  вычисляются 
по формулам (31.31).  

Пусть теперь f ( x ) —нечетная функция, заданная на от-
резке [-π,π] (или же нечетная периодическая функция), 
cos(nх) (n = 0, 1, 2, ...) — четная функция. По свойству б) 
31.11 функция f ( x ) c o s ( nx )  нечетная. Функция sin(n х )  
( п = 1, 2, ...) нечетна. Поэтому по свойству а) 31.11 фун к-
ция f ( x )  sin(п х )  оказывается четной. Тогда коэффициен-
ты Фурье нечетной функции f ( x ) : 

 

 
                             (31.32) 
 

 

 

 
Таким образом, ряд Фурье нечетной функции содержит 

лишь синусы, т. е. 

 
 

 
где bп  вычисляются по формулам (31.32). Поскольку ряд 

Фурье для нечетной функции содержит лишь синусы, то, 
очевидно, он всегда сходится к нулевому значению при 
х = - π , х = 0  и х = π (и вообще при x  =  k π ) ,  каково бы ни 

было значение f ( x )  в этих точках. 
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Рис. 31.13  

Часто возникает задача о разложении в ряд п о  коси-
нусам или в ряд по синусам функции f ( x ) ,  заданной и 
абсолютно интегрируемой на отрезке [0,π].  

Для разложения f ( x )  в ряд по косинусам можно рас-
суждать следующим образом. Продолжим f ( x )  ч е т н ы м  
о б р а з о м  с отрезка [0, π] на отрезок [-π, 0]  

(рис. 31.13, а). Тогда для «продолженной» четной фун к-
ции   справедливы все предыдущие рассуждения, и  следо-
вательно, коэффициенты Фурье могут быть вычислены по 
формулам 

 
    (n = 0, 1, 2, ...),   (31.33)  
 

 

b n = 0        (n=1, 2, ...). 

В этих формулах фигурируют лишь заданные на [0, π] 
значения f ( x ) .  Следовательно, при практических вычис-
лениях фактически можно и не осуществлять указанное 
четное продолжение. Если мы хотим разложить f ( x )  в 
ряд по синусам, то продолжаем ее с  отрезка [0, π] на от-
резок [-π, 0] нечетным образом (см. рис. 31.13,б). При 
этом по смыслу нечетности должны принять f(0) = 0. К 
«продолженной» нечетной функции опять применимы со-
ображения, приведенные выше, и, следовательно, для ко-
эффициентов Фурье справедливы формулы: 

ап  =0    (n = 0, 1, 2, ...),  

    





0

)cos()(
2

dxnxxfan



 

 259 

(n=l, 2, ...).      (31.34) 

 

Поскольку здесь участвуют лишь значения f ( x )  на 
[0,π], постольку, как и в случае ряда по косинусам, фак-
тическое продолжение функции f ( x )  с отрезка [0, π] на 
отрезок [-π, 0] можно и не осуществлять.  

  П р и м е р 1 .  f ( x )  = x 2  для –π ≤ х ≤ π. Функция f ( x )  — 
четная. График f ( x )  вместе с ее периодическим продол-
жением изображен на рис.  31.14. Продолженная функция 
— непрерывная и кусочно-гладкая. Поэтому  ряд Фурье 
сходится к  f ( x )  = x 2  всюду на   [-π, π]   и  к  периодиче-
скому  продолжению  этой 

 
Рис. 31.14. 

функции вне [-π, π]. Сходимость — абсолютная и равно-

мерная. Подсчет дает: 
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b n  =  0 (п = 1, -2, ...) (так как f  ( х )  четна).   Поэтому для 

–π ≤ х ≤ π   и ...).
3

3cos

2

2cos
(cos4

3 22

2
2 

xx
xx


               

П р и м е р 2 . f(x) = x для -π < х < π. Функция f ( x )  
нечетна. График f ( x )  вместе с ее периодическим продол-
жением изображен на рис. 31.15. Продолженная функция 
является кусочно-гладкой и разрывной в точках вида х = 
(2k+1)π ( k  = 0, ±1, ±2, ...).  

 

 
Рис. 31.15 

 

В точках разрыва ряд Фурье сходится к нулю. В си-
лу нечетности f(х)    an=0 (n = 0, 1, 2, …), 
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П р и м е р 3 . Разложить в ряд Фурье функцию 
f ( x ) =  х2  для 0 < х < 2π. Задача напоминает пример 1, но 
график периодически продолженной функции сразу ука-
зывает на различие (рис. 31.16). В точках разрыва ряд 
сходится к среднему арифметическому предельных зна-
чений справа и слева, т. е. к значению 2π 2 . Функция об-
щего вида, то 
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Рис. 31.16 
 

 
 
 

 

 Интегрируя, по частям, имеем: 
 

 
 
 

                                 
Поэтому для  

 0<х<2π, 

 
































1 1
2

2

1
2

2

2

2
2

sin
4

cos
4

3

4sincos
4

3

4

...
sincos

...sincos4
3

4

n nn n

nx

n

nx

n

nx

n

nx

n

nx

n

nx
xxx









 

Комплексная форма ряда Фурье 
Пусть функция f ( x )  интегрируема на отрезке [-π, π]. 

Составим для нее ряд Фурье: 
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                            (31.39) 

Воспользуемся известным тождеством Эйлера, связы-
вающим тригонометрические функции с показательной: 

 
Из этого тождества легко вытекает, что  

,    . 

Поэтому можем написать: 

 

 

Подстановка в (31.38) дает: 

           (31.40) 

 

Если положить 

,  , …, ,  (n=1,2,…),   (31.41) 

то m-я частная сумма ряда (31.40), а значит, и ряда(31.38)    
может быть записана так: 

     (31.42) 

Поэтому естественна запись 

                                                       (31.43) 
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Это и есть комплексная форма ряда Фурье для f ( x ) .  
Сходимость ряда (31.43) нужно понимать как существ о-
вание предела при  симметричных  сумм (31.42). 

Коэффициенты cn , дающиеся формулами (31.43), 
называются комплексными коэффициентами Фурье 
функции f ( x ) .  Для них справедливы соотношения 

,           (n = 0, ±1, ±2,..).      (31.44) 

Действительно, в силу тождества Эйлера и формул                  

        Для положительных индексов и для отрицательных 

индексов. Полезно иметь в виду, что для действительной 

функции f (x ) коэффициенты cn  и с-n  являются взаимно со-
пряженными комплексными числами.  

 
32. ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ  

 

Интеграл Фурье как предельный случай ряда Фурье 
 Пусть f(x) —функция, заданная для всех действитель-

ных x и кусочно-гладкая (непрерывная или разрывная) на каж-
дом конечном отрезке [—l, l]. Тогда на каждом таком отрезке 
f(x) может быть разложена в ряд Фурье 

                  (32.1) 

(в точках разрыва вместо f(x) нужно писать ),  

причем 
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    (n=1,2, …) 

 Если в (32.1) подставить выражения для ап и bп, 
то получим: 

 

Предположим теперь абсолютную интегрируемость f(x) 

на  всей Ox, т. е. предположим существование интеграла 

                                                                (32.2) 

Тогда при (х — фиксировано) получим: 

                  (32.3) 

Попытаемся установить, во что перейдет в пределе сум-

ма  справа.  С этой целью положим: 

,   , …,   , …, 

 

Тогда интересующая нас сумма получит вид 

                                 (32.4) 

Это напоминает интегральную сумму для функции  

переменного  λ    

 

составленную 

для промежутка [0, +∞). Поэтому естественно  ожидать, что при 

(1.4) перейдёт в двойной несобственный  интеграл, и, 
следовательно, естественно ожидать формулы 
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                          (32.5) 

 Интеграл справа в (32.5) называется интегралом Фурье, а  
формула в целом — интегральной формулой Фурье. Если  вос-
пользоваться формулой для косинуса разности, то вместо (32.5) 

можем написать: 
 

                    (32.6) 

где 

    (32.7) 

Сходство с рядом Фурье состоит в следующем: знак суммы  за-
менился знаком интеграла, и вместо целочисленного параметра  

n фигурирует непрерывно изменяющийся параметр λ.  Коэффи-
циенты a(λ) и b(λ) весьма напоминают коэффициенты  Фурье. 

 
Доказательство интегральной формулы Фурье 

Предположим, что f(x) абсолютно интегрируема на всей 

Ох. По определению понятия несобственного интеграла 

   (32.8) 

Таким образом, существование интеграла слева эквива-

лентно существованию предела справа. Но интеграл 

   

равномерно сходится для −∞ < λ < ∞. так 

как  а  f(u) абсолютно интегрируема 

на всей оси. Поэтому 
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(мы сделали замену и— х = υ, а затем вместо υ опять стали пи-
сать и). Имеем: 

       

Если теперь в точке х функция f(x) имеет правую и ле-

вую  производные, то  предел в правой части существует и ра-

вен числу . Следовательно, существует инте-

грал слева и 

.              (32.9)   

 В точках непрерывности полусумма предельных значений сов-
падает с f{x). Таким образом: Если f(x) абсолютно интегриру-
ема на всей оси Ох, то интегральная формула Фурье имеет ме-

сто в каждой точке х, в которой f(x) имеет правую и левую 
производные. Отсюда:Если кусочно-гладкая на каждом конеч-

ном отрезке функция f(x) абсолютно интегрируема на всей оси 
Ох, то интегральная формула Фурье справедлива для всех х . 

 

 Различные виды интегральной формулы Фурье 
       Предполагая f(x) абсолютно интегрируемой на всей оси Ох, 

рассмотрим интеграл 

 

Этот интеграл равномерно сходится для −∞< λ < ∞, так как 
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Поэтому он представляет собой непрерывную и, очевид-
но, нечетную функцию от λ.  Но тогда 

 
С другой стороны, интеграл 

 

представляет собой четную функцию от λ . Поэтому  

  

                                          (32.10)

 

Мы получили комплексную форму интеграла Фурье. Пе-
репишем теперь формулу (32.10) в виде: 

 

   (32.11) 

В случае четной  f(u) 

 

 

и равенство (32.11) дает: 

                       (32.12) 

В случае нечетной f{u) аналогично получим: 

                       (32.13) 
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Если f{x) задана лишь для [0, ∞), то формула (32.12) четным 

образом распространяет f(x) на всю Ох, а формула (32.4) — не-
четным образом. Для положительных х, таким образом, прило-

жимы обе формулы, а для отрицательных— они дадут разные 
значения. Заметим, что при непрерывности f(x) для х = 0 фор-

мула (32.12) всегда справедлива в этой точке, а формула  (32.13) 
справедлива лишь тогда, когда f(0) = 0 (так  как при  нечетном 

продолжении функции всегда  , а это значе-

ние и принимает интеграл в (32.13) при x = 0).  

 

 Преобразование Фурье 
   Пусть  f{u)  задана. Функцию 

                                         (32.14) 

называют преобразованием Фурье функции f(u). Если для  f(x) 
справедлива интегральная формула Фурье, то в силу (32.10) 

                                       (32.15) 

Эта функция будет обратным преобразованием Фурье 

 функции F(λ). Функцию (32.14) можно рассматривать как  
решение интегрального уравнения (32.15): f(x) задана, F(λ) 

ищется. Отметим несколько свойств преобразований Фурье 

 

1.Если f(x) абсолютно интегрируема в промежутке(−∞.∞), то 
функция F(x) непрерывна для всех х и стремится к нулю при  

|x|→∞. Непрерывность следует из равномерной  сходимости ин-

теграла   (по х), поскольку     а инте-

грал  существует. 
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Далее, 

 

2.Если функция  (n-целое, положительное) абсолютно  

интегрируема в промежутке (-∞,∞), то для F(x) существует п 
производных, причем 

   (k=1,2,…,n)              (32.16) 

и все эти производные стремятся к нулю при |x|→∞. 
 Действительно, формулы (32.16) могут быть получены  

 дифференцированием под знаком интеграла, поскольку 
  каждый  раз мы получаем интегралы, равномерно 
  сходящиеся по х,  что вытекает из равенств 

   (k=1,2,…,n), где функции справа абсо-

лютно интегрируемы. 
3. Если f(x) непрерывна и стремится к нулю при |x|→∞,  f'(x)  

абсолютно интегрируема в промежутке (-∞,∞), то 

 

4. Если f(x) абсолютно интегрируема в промежутке  (-∞,∞), а 

 при |x|→∞, то . 

    Обе последние формулы доказываются интегрированием по 

частям. Эти формулы позволяют сделать следующий вывод: 
Дифференцированию исходной функции  f(x)  отвечает умно-

жение на x/i ее преобразованной функции (х) , а интегрирова-
нию — деление на ту же величину.    Идея такого рода сведения 
сложных операций математического анализа к простым алгеб-

раическим операциям с преобразованными функциями (с по-
следующим обратным преобразованием окончательного ре-
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зультата) лежит в основе операционного исчисления, весьма 
важного по своим приложениям раздела математики. Обратим-
ся теперь к преобразованиям несколько иного вида. 

Функцию 

                                       (32.17) 

условимся называть косинус- преобразованием Фурье для  

функции f(u). Если для f(x) справедлива интегральная формула  
Фурье, то  

                                     (32.18) 

т. е. f(x) в свою очередь является косинус- преобразованием для 

F(λ). Иными словами, функции f и F являются взаимными  
косинус- преобразованиями.  

Аналогично, функция 

                                        (32.19) 

называется синус- преобразованием Фурье для f(u).Можно по-
лучить: 

                                      (32.20) 

т.е., подобно случаю косинус- преобразований, f и Ф оказыва-
ются взаимными синус- преобразованиями. Функцию (32.17) 

можно рассматривать как решение  интегрального уравнения 
(32.18) (f(x) задана, F(λ) ищется), а функцию (32.19) —как ре-
шение интегрального уравнения (32.20).В качестве упражнения 

применим косинус- и синус- преобразования Фурье к вычисле-
нию некоторых интегралов. 

Пример 1. Пусть  (а > 0, x≥0). Эта функция  

интегрируема для 0 ≤ х<∞ и всюду обладает производной.  
С помощью интегрирования по частям найдем: 
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То   (x≥0),       (x>0). 

 Спектральная функция 
Формулу (32.10), как легко сообразить, можно перепи-

сать так: 

                                (32.21) 

 
 а интеграл, содержащий синус, равен 0 ). Теперь  положим: 

                                          (32.22) 

Эта функция (в общем случае —комплексная) играет 
важную роль в электротехнике и носит наименование  спек-
тральной функции для f(x). В силу (32.21) и (32.22) 

                                                      (32.23) 

            Формула (32.22) дает  значения комплексных коэффици-
ентов Фурье. 

Пример 2. Найти спектральную функцию для 

 

(см. рис. 32.1). 
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Рис. 32.1 

 
Рис. 32.2. 

Формула   (32.22)  дает: 

 

Таким образом, A (λ) оказалось здесь действительной функци-
ей; ее график (при а = 1) изображен на рис. 32.2. 

 

33. ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 

 

Рассмотрим на плоскости область Ф, ограниченную за-

мкнутой гладкой (или кусочно-гладкой) кривой  (рис. 33.1). В 

дальнейшем всякое ограниченное замкнутое множество будем 
называть компактным множеством (или компактом). Диамет-

ром компактной фигуры называется точная верхняя грань рас-
стояний между двумя любыми точками этой фигуры. Геомет-
рический диаметр компактной фигуры представляет собой 

наибольшую из ее хорд. 
Если диаметр компактной фигуры стремится к нулю, то 

фигура стягивается в точку. Для рассмотренного компакта Ф на 
плоскости можно указать пару многоугольников А  и В с пло-
щадями S(A) и S(B), из которых один содержится в Ф, а другой 
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содержит Ф, т.е. A  Ф  B. Таких пар многоугольников можно 
подобрать бесконечное множество. Обозначим 

S  = sup {S(A)} - точную верхнюю границу, а S  = inf 

{S(A)} – точную нижнюю грань этих множеств. 

Определение 1. Если S  = S  = S, то число S называется 

площадью фигуры Ф, а сама фигура Ф называется квадрируе-

мой. 
Определение 2. Разбиением {Фк} квадратируемой фигу-

ры Ф называется такая совокупность квадратируемых фигур Фк, 
объединение которых составляет фигуру Ф, причем никакие две 
различные фигуры Фк и Фl не имеют общих внутренних точек 

(т.е. Фк   Фl = 0, при к  l), {Фк} – сокращенная запись совокуп-
ности {Ф1, Ф2 …, Фn}. 

Определение 3. Наибольший из диаметров фигур, со-
ставляющих разбиение, называют диаметром разбиения {Фк} и 

обозначают его через d. 
Пусть на плоской компактной фигуре Ф задана функция 

f:Ф  R. Для определения двойного интеграла (по Риману) от 

функции f по фигуре Ф рассмотрим разбиение {Фк} области Ф 

(рис. 33.1). Это разбиение должно быть таким, чтобы все гео-

метрические фигуры Фк были квадрируемыми, т.е. имели бы 

площади, которые обозначим через Sк. 

В каждой геометрической фигуре Ф разбиения {Фк} вы-

берем произвольную точку) (
кк yx ,  )  Фк. 

Если диаметр d разбиения фигуры Ф стремится к нулю, 

то число n фигур неограниченно увеличивается, т.е. n  . Вы-

числим значения функции  f( кк yx , ) и составим сумму произве-

дений вида 

Jn = 


n

к

кк )y,xf(
1

Sк.                                                (33.1) 
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  Сумма вида (33.1) называется двумерной интегральной 

суммой Римана функции  f(x,y), соответствующей разбиению 

{Фк} с отмеченными точками (
кк yx , ), к = 1,2,…, n. 

Определение 4. Число J называется пределом последова-

тельности интегральных сумм (33.1) при d  0, если для любо-

го числа  > 0 существует такое число  > 0, что при d <   

независимо от выбора отмеченных точек (
кк yx , ) в частичных 

фигурах Фк  выполняется неравенство /Jn - J/ < . 

Определение 5. Предел последовательности двумерных ин-

тегральных сумм вида (33.1) при d  0 (если он существует) 

называется двойным интегралом (по Риману) от функции f(x, y) 

по области Ф и обозначается 
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кк )y,xf(
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 Sк.                                (33.2) 

В этом случае функция f(x, y) называется интегрируемой 

(по Риману) в области Ф. Переменные x и y являются перемен-
ными интегрирования; f(x,y) - подынтегральной функцией; f(x, 

 
Рис.33.1 
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y)dS  - подынтегральным выражением; dS - двумерным элемен-
том площади; Ф - областью интегрирования. 

Свойства двойного интеграла 

1. Двойной интеграл 
Ф

dsyxf ),(  по области Ф равен площади 

этой области.  

2. Свойство аддитивности  

    Если функция f интегрируема в области Ф, а область Ф раз-

бита на две связные и не имеющие общих внутренних точек об-

ласти Ф1 и Ф2, то f(x, y) интегрируема в каждой из областей Ф1 

и Ф2, причем 


Ф

dsyxf ),(  = 
1

),(
Ф

dsyxf  + 
2

),(
Ф

dsyxf . 

Эта теорема справедлива для любого числа слагаемых. 

3. Свойство линейности 

             Если функции  f1 и  f2  интегрируемы в области Ф, то 

функция c1f1 + c2f2, где c1 и c2 – любые вещественные числа, 

также интегрируема в области Ф, то  


Ф

[с1f2(x,y)+c2f2(x,y)]ds=c1 
Ф

f1(x,y)ds+c2 
Ф

f2(x,y)ds. 

4. Свойство монотонности 

         Если функции f1(x, y)  и f2(x, y)  интегрируемы в области 

Ф и всюду в этой области f1(x, y)   f2(x, y), то 


Ф

 f1(x, y) ds    
Ф

f2(x, y) ds. 

В частности, если f(x, y)  0, то 
Ф

 f(x, y) ds 0. 

5. Теорема об оценке абсолютной величины интеграла  

     Если функция  f(x, y)  интегрируема в области Ф, то и 

функция │f(x, y)│ тоже  интегрируема в этой области, причем 
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│ 
Ф

 f(x, y) ds│  ≤ 
Ф

│ f(x, y)│ ds 

т.е. абсолютная величина двойного интеграла не превосходит 

двойного интеграла от абсолютной величины подынтегральной 

функции. 

6. Теорема о среднем значении 

 Если функция f непрерывна в замкнутой ограниченной 

области Ф, то найдется такая точка (
кк yx , )  Ф, что 


Ф

f(x, y)ds = f(x, y) S, 

где S – площадь области. 

Свойство 6 имеет следующую геометрическую интерпретацию: 

объем V цилиндроида Т, ограниченного снизу связной компакт-
ной фигурой Ф, сбоку цилиндрической поверхностью, а сверху 
– непрерывной поверхностью z = f(x, y), равен объему прямого 

цилиндра с основанием Ф и высотой  f(
кк yx , ), равной значе-

нию функции f(x, y) в некоторой точке (
кк yx , )  Ф . Значение 

функции называется средним значением функции f(x, y) 
а) Двойной интеграл по прямоугольной области 

Если область D, на которую распространяется двойной 
интеграл      

                             
DD

dxdy)y,x(fds)y,x(f

 
Рис.33.2 
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прямоугольник со сторонами, параллельными координатным 

осям и определяемыми уравнениями х = а, х = b, (а  х  b),  у = 

с, у = d, (с  у  d), то двойной интеграл вычисляется по одной 
из формул:  

                                             (33.4) 

или 

                                             (33.5) 

Интегралы, стоящие в правых частях этих формул назы-
ваются повторными или двухкратными. 

В формуле (33.4)  называется внутренним и 

вычисляется в предположении, что переменная у сохраняет на 
отрезке [a, b] фиксированное постоянное значение. При этом 

подынтегральная функция f(х, у) является функцией только од-
ной переменной х. В результате вычисления этого интеграла 
получится функция переменной у. 

После того, как эта функция определена, надо выполнить 
внешнее интегрирование под переменной у. В результате этого 

вторичного интегрирования получится уже не функция, а число. 
Если же для вычисления двойного интеграла применяется 

формула (33.4), то порядок интегрирования меняется. Первое 

(внутреннее) интегрирование ведется по переменной у в пред-
положении, что переменная а на отрезке [c, d] сохраняет посто-

янное фиксированное значение, а повторное (внешнее) инте-
грирование по переменной х. В результате вычисления внут-

реннего интеграла  получится функция переменной 

х, а повторное интегрирование дает число. 
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Пример1. Вычислить двойной интеграл  

по области D, ограниченной: х = 0; х = 1; у = 2; у = 3. 
Решение. Область D представляет собой квадрат со сторонами, 
параллельными координатным осям (рис. 33.3). Произведем 

вычисление этого интеграла сначала по формуле 33.3. 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

Получим: 

 
 

. 

Изменим порядок интегрирования, т.е. и вычислим внут-
ренний интеграл по у, а внешний по х. 

Получим:  

 

.  

Поскольку подынтегральная функция непрерывна, то результа-

ты вычислений совпали, они не зависят от порядка интегриро-
вания. 
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б) Двойной интеграл по произвольной плоской фигуре 

Если область интегрирования D ограничена кривой, кото-

рую каждая прямая, параллельная оси ОУ, пересекает не более 
чем в двух точках (рис. 33.4), то двойной интеграл, распростра-

ненный на эту область, вычисляется по формуле: 

               (33.6) 

где функции 1(х) и 2(х) на отрезке [a, b] непрерывны, обозна-
чены и сохраняют аналитическое выражение. Интеграл в пра-

вой части этой формулы также называется повторным или 
двухкратным. Если область D ограничена кривой, которую лю-
бая прямая, параллельная оси ОХ, пересекает не более, чем в 

двух точках (рис. 33.4), то двойной интеграл, распространенный 
на эту область, может быть вычислен по формуле:  

.                                          (33.7) 

Причем предполагается, что функции 1(у) и 2(у) на от-
резке [c, d] однозначны и непрерывны . 
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Рис. 33.5 
Следует обратить внимание на то, что во внешнем интеграле в 
обоих случаях пределы интегрирования величины постоянные и 

в результате вычисления двойного интеграла получится посто-
янная величина. Если подынтегральная функция f(x, y) непре-

рывна в области D, то значение повторного интеграла, распро-
страненного на эту область, не зависит от порядка интегрирова-
ния по различным аргументам. 

Свойства определенных интегралов распространяются и 
на двойные интегралы. В формулах (33.6) и (33.7) для вычисле-

ния двойного интеграла предполагалось, кривая, ограничиваю-
щая область интегрирования D, пересекается всякой прямой, 
параллельной одной из координатных осей, не больше, чем в 

двух точках. Если это условие не выполнено, то область D сле-
дует разбить на части. 

 
 Вычисление двойного интеграла в полярных координатах 

В полярных координатах dS = rdrd, x = rcos,  y = rsin,  

где r – полярный радиус (0  r  +),    – полярный угол (0 

   2), а двойной интеграл: 

.           (33.8) 
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Рис. 33.6 

 
Область D должна быть отнесена к полярной системе 

координат (рис. 33.6). 

Если  она  ограничена  двумя лучами  с  уравнениями   

  =   и  = (  ) и линиями, определяемыми уравнениями 

r = u1() и               r = u2(), где функции u1() и u2() непрерыв-

на на отрезке [, ], однозначны и сохраняют аналитическое 

выражение, то двойной интеграл, распространенный на эту об-
ласть, вычисляется по формуле (33.8): 

.               (33.9) 

Интеграл, стоящий в правой части этой формулы – по-

вторный (иначе двукратный). Во внутреннем интеграле  сле-

дует рассматривать как величину постоянную. 
 

Пример 1. Вычислить , где область D 

ограничена линиями r = R и r = 2R sin. 
Решение. Область D ограничена окружностями радиуса 

R, одна из них с центром в начале координат (r = R), а другая с 
центром в точке с координатами    (O, R) на оси ОУ (рис. 33.7). 
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          Рис. 33.7 

 
Чтобы определить, как изменяется в области D полярный 

угол , проведем лучи из начала координат в точки А и В. Ре-

шая систему уравнений  , найдем значения угла , 

соответствующие лучам ОА и ОВ. 

Получим  2R sin = R;  sin = ,  ,  . 

Таким образом, пределы изменения полярного угла  в 

области D  от  до . 

Теперь найдем пределы изменения полярного радиуса в 

области D. Для этого под произвольным углу , взятым в про-

межутке ,  проведем из полюса О луч ОР. В точке С 

входа этого луча в область D  r = R, а в точке Р выхода из обла-

сти  r = 2R sin,  поэтому полярный радиус изменяется в обла-

сти D  R до 2R sin. 

Поэтому . 
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(Мы вынесли sin  за знак внутреннего интеграла, так как 

при вычислении внутреннего интеграла переменная  сохраня-

ет постоянное значение). 
 

Внутренний интеграл равен 

 

 
Внешний интеграл равен 

 

. 

Применение двойных интегралов для вычисления  
площадей и объемов 

а) Вычисление площадей плоских фигур 
Площадь плоской фигуры вычисляется по формуле: 

, 

где   дифференциал площади. 
Если фигура отнесена к прямоугольной системе коорди-

нат, то предыдущая формула примет вид: .                                              

Если фигура отнесена к полярной системе координат, то 

ее площадь вычисляется по формуле: .                                          

Пример 2 . Найти площадь фигуры, ограниченной линиями (х – 

а)2 + у2 = а2  и  х2 + (у – а)2 = а2.  
Решение.  

Линии, ограничивающие область, это окружности с цен-

трами в точках (а, 0) и (0, а) радиуса а. 
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Наличие в уравнении кривой выражения х2 + у2 указывает 
на целесообразность перехода к полярным координатам по 
формулам:         х2 + у2 = r2. 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

Если раскрыть скобки, то уравнения окружностей запи-
шутся в виде: 

х2 + у2 – 2ах = 0; 

х2 + у2 – 2ау = 0.                                (33.9) 
В полярных координатах они примут вид: 

r = 2 acos ,  r = 2 asin                                      
Луч ОА делит искомую площадь на две части D1 и D2 (рис. 

33.8). Решая совместно уравнения (33.9)  получим, что точка А 
лежит на биссектрисе первого координатного угла. Уравнение 

луча ОА:  . Искомая площадь области D = D1  D2 в силу 

свойства аддитивности двойного интеграла равна: 

. 

Вычислим отдельно внутренние интегралы: 
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Рис. 33.8 
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; 

. 

Поэтому искомая площадь равна: 

 

 

 кв. ед. 

 
б) Вычисление объемов тел 

Двойной интеграл    равен объему цилиндриче-

ского тела, ограниченного с боков цилиндрической поверхно-
стью, образующие которой параллельны оси OZ. Направляю-

щей служит контур z, ограничивающий область интегрирования 
D, лежащую в плоскости ХОУ и являющуюся нижним основа-
нием этого цилиндрического тела. Сверху тело ограничено по-

верхностью, определяемой уравнением  z = f(x, y) (рис. 33.9). 
Таким образом, объем такого цилиндрического тела равен 

 

     .                                 (33.10) 
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Если вычисления ведутся в полярных координатах, то 

предыдущая формула примет вид: 

.                    (33.11) 

Предполагается, что функция  z = f(x, y)  непрерывна и од-
нозначна в области D. 

Пример 3 .  Вычислить объем тела, ограниченного поверхно-
стями z = 4x2 + 2y2 + 1, x + y – 3 = 0,  x = 0,  y = 0, z = 0. 
Решение. Первая поверхность представляет собой эллиптиче-

ский параболоид с осью симметрии OZ. Он пересекает ось OZ в 
точке (0, 0, 1) (рис. 33.10). 

 

 
Рис. 33.10 
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Рис. 33.9 
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Поверхность x + y – 3 = 0 – это плоскость, параллельная 
оси OZ, а остальные поверхности – это координатные плоскости. 
На плоскость ХОУ поверхность проектируется в треугольник D, 

ограниченный координатными осями и прямой x + y – 3 = 0. 
Сверху тело ограничено поверхностью   z = 4x2 + 2y2 + 1.       

Объем тела вычисляется по формуле  

 

  куб. ед. 

в) Вычисление площади поверхности 
Если поверхность задана уравнением  z = f(x, y),  то плос-

кость той части поверхности, которая проектируется на плос-
кость  ХОУ  в область  DХОУ  вычисляется по формуле 

.              (33.12) 

Предполагается, что функция  z = f(x, y)  непрерывна и од-
нозначна в области  D  и имеет в этой области непрерывные 

частные производные    и  . Иногда выгодно проектиро-

вать поверхность, площадь которой вычисляется, не на плос-

кость  ХОУ,  а на плоскость  УOZ,  тогда уравнение поверхности 
следует решить относительно переменной  x = x(y, z). 

Получим формулу: 
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.              (33.13) 

Если поверхность, площадь которой вычисляется, проек-
тируется на плоскость XOZ, тогда уравнение поверхности сле-
дует решить относительно переменной  у = у(x, z). 

Получим формулу: 
 

.               (33.13) 

Пример 4.   Вычислить площадь той части поверхности 
у = x2 + z2, которая находится в первом октанте и огра-

ничена плоскостью  у = 2. 

Решение.  Поверхность, площадь которой требуется вычислить, 
часть параболоида вращения (ось вращения ОУ) находящаяся в 

первом октанте, и ограничена плоскостью у = 2, перпендику-
лярной к оси ОУ. Спроектируем вычисляемую поверхность на 
плоскость XOZ. Тогда получим четверть круга, ограниченного 

окружностью (рис. 33.11), уравнение которой получим, исклю-

чая у, из двух уравнений:   

 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
Рис. 33.11 
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Уравнение этой окружности: х2 + z2 = 2 ; у = 0. 
Так как мы проектировали поверхность на плоскость 

XOZ,то ее уравнение должно быть решено относительно пере-

менной у и следует воспользоваться формулой (33.13). 

Из условия задачи  у =  х2 + z2;  . 

Получим формулу: ,  где область ин-

тегрирования четверть круга радиуса . Наличие под корнем 
выражения  х2 + z2  указывает на то, что целесообразно ввести 

полярные координаты, учитывая, сто в этих координатах  х2 + z2 

= r2.  Полярный угол изменяется в пределах от 0 до , а  

полярный радиус от 0 до . Получим: 
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34. ТРОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 

       Определение тройного интеграла 

Определение тройного интеграла аналогично определе-

ниям определенного и двойного интегралов.  
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Пусть на пространственном компактом теле Т R3 задана 

функция  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

f: TR. Рассмотрим разбиение {Tк} тела Т с диаметрами  dk и 

объемами Vк (к = 1, …, n) (рис. 34.1).  Наибольший из диамет-

ров dk назовем диаметром произведенного   разбиения и обо-

значим через d. 

В каждом частичном теле  Tк выберем произвольную 

точку (
ккк zyx ,, ) и составим сумму 

Jn = 


n

к

f
1

ккк )z,y,x( Vк.                       (34.1) 

Суммы вида (34.1) называются трехмерными интеграла-

ми. Суммами Римана функции f(x, y, z), соответствующими раз-

биению {Tк} с отмеченными точками ( ккк zyx ,, ). 

Определение 1. Предел трехмерных интегральных сумм 

вида (34.1) при  d  0 (если он существует) называется трой-

ным интегралом (по Риману) от функции f(x, y, z) по области Т и 

обозначается 
T

dVzyxf ),,( . Таким образом  

 Рис. 34.1 
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 
T

dVzyxf ),,(  = 
0

lim
d



n

к

xf
1

ккк )z,y,( Vк.       (34.2) 

В этом случае функция f(x, y, z) называется интегрируе-

мой (по Риману) в области Т, переменные x, y, z - переменными 

интегрирования;  f(x, y, z) - подынтегральной функцией; dV = 

dxdydz - элементом объема в декартовых прямоугольных коор-

динатах, Т – областью интегрирования. 

 

Геометрический и физический смысл 

тройного интеграла 

Тройной интеграл по области Т от функции f(x, y, z)  1 

на Т равен объему этого тела. В декартовых прямоугольных ко-

ординатах получим 


T

dVzyxf ),,( = 
T

dxdydzzyxf ),,( .             (34.3) 

В этом состоит геометрический смысл тройного интеграла. До-
казательство этого утверждения непосредственно следует из 
определения тройного интеграла. 

Тройной интеграл по области Т от плотности (x, y, z) матери-
ального тела Т равен массе этого тела 

m = 
T

dxdydzzyxf ),,( .                                      (34.4) 

Эта формула выражает физический смысл тройного интеграла. 
Доказательство этого утверждения аналогично доказательству 

подобного утверждения в двумерном случае. 
 

Свойства тройных интегралов 

Можно доказать, что если подынтегральная функция не-
прерывна на компактном теле Т с кусочно-гладкой границей, то 

тройной интеграл (34.2) всегда существует. 
Свойства тройных интегралов аналогичны свойствам 

двойных интегралов. Ограничимся перечислением этих 
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свойств. Предполагаем непрерывность подынтегральных функ-
ций в рассматриваемых областях. 

 

1. Тройной интеграл  
T

dxdydzzyxf ),,(  по области Т 

равен объему этого тела. 
2. Свойство аддитивности 

Если пространственная область Т разбита на две непере-
секающиеся области T1 и T2, то 

 

 

    
T

dVzyxf ),,(  = 
1

),,(
T

dVzyxf + 
2

),,(
T

dVzyxf . 

 

3. Свойство линейности 

Если функции f1 и f2 интегрируемы в области Т, то и 

функция c1f1 + c2f2, где c1 и c2 – любые вещественные констан-
ты, также интегрируема в области Т, причем 

 

 
T

dVzyxfczyxfc )),,(),,(( 2211 =c1 
T

dVzyxf ),,( + 

+c2 
T

dVzyxf ),,( . 

4. Свойство монотонности 
Если всюду в области Т выполняется неравенство f1(x, y, 

z)  f2(x, y, z), то 

          
T

dVzyxf ),,(1     
T

dVzyxf ),,(2
 . 

 

5. Абсолютная величина тройного интеграла не превос-
ходит тройного интеграла от абсолютной величины подынте-

гральной функции, т.е. 
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              │ 
T

dVzyxf ),,( │     
T

dVzyxf ),,(  . 

           6. Теорема о среднем. Если функция f(x, y, z) непрерывна 

в замкнутой ограниченной области ТR3, то в этой области 

найдется точка (
ккк zyx ,, )T, что 

T

dVzyxf ),,( = 

=V f(
ккк zyx ,, ), где V – объем области Т. 

 
7. Если функция f(x, y, z) непрерывна в замкнутой огра-

ниченной области Т R3, то mV ≤ 
T

dVzyxf ),,(  MV, где m и 

M – наименьшее и наибольшее значение функции f(x, y, z) в об-

ласти V. 
Вычисление тройного интеграла в декартовых 

 прямоугольных координатах 
В прямоугольных координатах элемент объема dV вычис-

ляется по формуле:   dV = dxdydz. 

Тройной интеграл от функции f(x, y, z) трех независимых 
переменных, в области V (риc. 34.1) имеет вид: 

 

и вычисляется по формуле: 

.         (34.5) 
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               Рис. 34.2 

 

 
 

Рис. 1.10 
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Под областью V, на которую распространен тройной инте-
грал, понимается пространственная область, ограниченная сни-
зу и сверху поверхностями, определяемыми уравнениями  

z=1(x,y)  и  z=2(x,y)   (1(x,y)  2(x,y)), а с боков цилиндриче-
ской поверхностью с образующими, параллельными от OZ.   

Переменные, Х и У изменяются в плоской области Dхоу, 
которая является проекцией на плоскость ХОУ, пространствен-

ной области V. 
Область Dхоу ограниченна непрерывными кривыми, опре-

деляемыми уравнениями у=1(x) и у=2(x) и прямыми х = а и х 

=b  (а  b,  1(x)  2(x)) 

Таким образом, вычисление тройного интеграла сводится 
к трем последовательным интегралам по формуле (34.5). При, 

вычислении внутреннего интеграла  переменные 

Х и У следует рассматривать как постоянные. В результате по-

лучится функция двух независимых переменных Х и У. 
Таким образом, мы сведем вычисление тройного интегра-

ла к двойному интегралу, с вычислением которого мы уже зна-
комы. 

Отметим, что порядок интегрирования может быть изме-

нен, но при этом пределы интегрирования во внешнем интегра-
ле всегда величины постоянные. 

 Пример 1 .  Вычислить интеграл: , где V – тетра-

эдр, ограниченный координатными плоскостями и плоскостью 
2х + 2у + z – 6 = 0. 
Решение . Тетраэдр, ограниченный снизу плоскостью z = 0,  

сверху плоскостью  z = 6 – 2х  – 2у.  Поэтому в области инте-
грирования  V  переменная  z  изменяется от  z = 0, до   z = 6 – 

2х – 2у   (рис. 34.3). 
 
 

 
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Проекцией области V на плоскость ХОУ является тре-
угольник  ОАВ. 

Уравнение прямой АВ получим, решая совместно уравне-

ния плоскостей:  

Отсюда, уравнение прямой АВ имеет вид:  х + у – 3 = 0. 
В области  Dхоу  переменная  х  изменяется в пределах      0 

 х  3,  а переменная у изменяется 0  у  3 – х. 
Поэтому: 

. 

Вычислим внутренний интеграл в тройном интеграле  

. 

Следовательно: . 

Вычислим внутренний интеграл в двойном интеграле: 









0z

y2x26z


 y2x26

0

x3

0

3

0V

dzdyxdxxdxdydzI

y2x26
0

y2x26
zdz

y2x26

0








  
x3

0

3

0

dyy2x26xdxI

 
Рис. 34.3 
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. Получим  

. 

 
Тройной интеграл в цилиндрических и сферических  

координатах 

а) Цилиндрические координаты 
В цилиндрических координатах положение точки М в 

пространстве определяется следующим образов: 
Точка М проектируется на плоскость ХОУ и определяются 

полярные координаты  r  и    ее проекции.  

Третьей цилиндрической координатой является расстоя-
ние точки М от плоскости ХОУ, т.е. ее аппликата z (рис. 34.4). 

Область изменения цилиндрических координат определяется 
неравенствами: z > 0,   . 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
Рис. 34.4 

Формулы, обязывающие прямоугольные координаты и 
цилиндрические координаты точки имеют вид: 

x = r cos , y = r sin ,  z = z                              (34.6) 

        
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В цилиндрических координатах элемент объема: 

dV = r dz d dz                                            (34.7) 

Для того, чтобы тройной интеграл   

преобразовать к цилиндрическим координатам, надо х, у и z 
в подынтегральной функции заменить по формулам (34.6), а  
элемент объема dxdydz по формуле (34.7). После этого тройной 

интеграл вычислить тремя последовательными интегрировани-
ями. 

б) Сферические координаты 
В сферических координатах положение точки М в про-

странстве, определяется тремя числами , , , 

где  - расстояние точки М от начала координат 

  Точка  М  проектируется на плос-

кость ХОУ в точку М1. Угол , составленный ОМ1 и осью ОХ 
является второй сферической координатой точки М. Он отсчи-

тывается от оси ОХ против часовой стрелки может изменяться 

от 0 до 2 . 

Третьей сферической координатой является угол  между 

осью OZ и ОМ  (0    ). 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

Рис. 34.5 
Формулы, связывающие прямоугольные координаты точ-

ки и ее сферические координаты имеют вид: 

dxdydz)z,y,x(f
V


).0(zyx 222  
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                                    (34.8) 

В сферических координатах элемент объема: 

.                           (34.9) 

Для того, чтобы тройной интеграл преобразовать к сфери-
ческим координатам надо  x,  y  и  z  заменить в подынтеграль-

ной функции по формулам (34.8), а элемент объема dxdydz по 
формуле (34.9). После того вычислить его тремя последова-

тельными интегралами (порядок интегрирования безразличен). 
Заметим, что переход к сферическим координатам особенно 
удобен в том случае, когда областью интегрирования является 

шар (или часть шара) или подынтегральная функция содержит в 
себе выражение вида  x2 + y2 + z2,  так как в сферических коор-

динатах  x2 + y2 + z2 = 2. 
 

 Применение тройных интегралов в геометрии и механике 
 
а) Вычисление объема тела 

Объем тела, ограниченного областью V, в прямоугольных 
координатах вычисляется по формуле: 

.                                   (34.10) 

В цилиндрических координатах объем тела: 

.                                  (34.11) 

В сферических координатах объем тела: 

.                            (34.12) 

Пример 2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностя-

ми:  x2 + y2 + z2 – 2z = 0  и  x2 + y2 = 2 – z. 
Решение. Первая поверхность сфера. Преобразуем уравнение 

сферы к виду  x2 + y2 + (z – 1)2 = 1. Откуда видно, что центр 







cosz

sinsiny

cossinx







 dddsindV 2


V

dxdydzV


V

dzrdrdV 


V

2 dddsinV 
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сферы находится на оси OZ в точке (0, 0, 1), а ее радиус равен 1. 
Вторая поверхность – параболоид вращения (рис.  34.6). 

Найдем уравнение линии, по которой пересекаются эти 

поверхности. Этой линией является окружность. Определим, на 
какой высоте над плоскостью ХОУ расположена эта линия. 

 
 

Рис.  34.6 

Для этого из второго уравнения подставим значение 
x2 + y2 =2 – z  в первое уравнение, получим (2 – z)2 + z2 – 2z = 0 

или  z2 – 3z + 2 = 0. Решая его получим  z1 = 1,  z2 = 2.  Точка, в 
которой  z = 2 – это вершина параболоида, поэтому линия пере-
сечения поверхностей находится на высоте    z = 1 над плоско-

стью ХОУ. Уравнение этой линии получим, подставляя  z = 1 в 
уравнение любой из этих поверхностей. 

Оно имеет вид  . 

Это окружность, она проектируется на плоскость ХОУ в 
окружность  x2 + y2 = 1,  а все тело проектируется в круг DХОУ, 
ограниченный этой окружностью. 

По формуле (34.6) объем тела равен  . 




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Внутреннее интегрирование проведем по переменной 
z. Определим пределы изменения переменной в области ин-
тегрирования: из уравнения сферы получим на нижней по-

лусфере , а из уравнения параболоида  z 

= 2 – (x2 + y2).   Таким образом, в области интегрирования 

. 

Поскольку под знаком интеграла имеется выражение  x2 

+ y2, а область интегрирования круг, удобно перейти к поляр-
ным координатам, в которых  x2 + y2 = r2,  а элемент площади  

dxdy = rdrd. Так как в круге  DХОУ  , то 

 

 

. 

б) Вычисление массы тела 

Если дано некоторое тело с объемной плотностью   
(х , у, z), представляющий собой непрерывную функцию, 

то масса m этого тела, равна тройному интегралу от 

функции плотности   (х , у, z), распространенному на 

объем V, занимаемый этим телом: 

.                          (34.13) 

Пример 3 . Вычислить массу тела, ограниченного сферой  х2 + 
у2 + z2 = 4 и параболоидом х2 + у2 = 3z, если плотность в каж-

дой точке тела равна аппликате точки (т.е.  = z). 
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Решение. В этой задаче удобно перейти к цилиндрическим ко-
ординатам, так как в уравнении параболоида содержится сумма     
х2 + у2,  а в цилиндрических координатах   х2 + у2 = r2. 

Запишем уравнения поверхностей, ограничивающих тело, 
в цилиндрических координатах. 

Уравнение сферы примет вид:  r2 + z2 = 4;     r2 = 4 – z2. 
Уравнение параболоида:  r2 = 3z.Из этих уравнений следу-

ет, что на параболоиде: , а на сфере . 

Спроектируем это тело на плоскость ХОУ. Проекцией бу-

дет круг. Найдем радиус этого круга. Для этого определим, при 
каком значении  z  пересекаются поверхности, т.е. определим  z  

из системы: 

; 

Получим   z2 + 3z – 4 = 0;   z1 = 1;   z2 = – 4. 
Смыслу задачи удовлетворяет только  z = 1. 

Подставим это значение в любое из уравнений системы, 

получим  r2 = 3, . 

Итак, радиус круга, в который проектировалось тело  

равен ; переменные r,, z в теле изменяются в пределах: 

0  r  ,    0    2 ,     . 

Масса тела вычисляется по формуле (34.13), в которой 
элемент объема  . 

Таким образом,  

. 
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35. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 
Определение криволинейного интеграла первого рода 

            Рассмотрим задачу, которая естественным образом при-
водит к одному из обобщений понятия определенного интегра-

ла - криволинейному интегралу первого рода. Эта физическая 
задача о вычислении массы материальной кривой. 

Предположим, что на некоторой пространственной 

спрямляемой кривой АВ масса распределена непрерывно. Будем 
называть средней плотностью дуги этой материальной кривой 

отношение ее массы к длине участка, а плотностью материаль-
ной кривой в данной точке – предел средней плотности участка 
кривой, содержащего эту точку, при стягивании последнего к 

данной точке. Найдем массу материальной кривой АВ, если из-

вестна плотность кривой в каждой ее точке М, т.е.  = (М) – 

заданная непрерывная функция от М.  
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
Рассмотрим произвольное  разбиение  {Mк},  (к = 0, 1, 2, 

…, n) кривой АВ с помощью n – точек, на n дуг M0M1, M1M2 , …, 
Mn-1Mn  (рис. 35.1).  

         Наибольшую из длин дуг разбиения кривой АВ обозначим 

через d и назовем диаметром этого разбиения. При d  0 число 

 
              Рис. 35.1 
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дуг неограниченно  увеличивается. На каждой из дуг Mк-1Mк  

произвольно выберем точку 
кN (

кх , 
кy , 

кz ) и вычислим в ней 

плотность к = (
кN ) кривой. Если предположить, что плот-

ность во всех точках каждого   элементарного  участка    посто-

янна и равна ее значению в точке 
кN , то масса каждой  элемен-

тарной  дуги mк приближенно равна произведению (
кN )lк, 

где lк – длина Mк-1Mк дуги. Суммируя массы всех элементар-

ных дуг разбиения, получим приближенное значение массы 
кривой АВ 

m  



n

1к

mk = 


n

к 1

 (
кN )lк .                          (35.1) 

Т.к. функция (
кN ) непрерывна, то чем «меньше» раз-

биение кривой АВ, тем точнее равенство (35.1). 
          За массу кривой АВ принимают предел правой части этого 

равенства при стремлении диаметра разбиения d к нулю, т.е. 

m = 
0

lim
d



n

к 1

 (
кN )lк .                             (35.2) 

К вычислению пределов сумм указанного вида сводится 

большое количество математических и прикладных задач. По-
этому отвлечемся от конкретного содержания задачи и после-

довательно повторим все операции, выполненные при состав-
лении правой части равенства (35.2). 

Рассмотрим в трехмерном пространстве OXYZ некото-

рую гладкую кривую АВ, в каждой точке задана функция  
f(x, y, z). Рассмотрим произвольно разбиение {Mк} кривой АВ с 

помощью n точек и выберем в каждой элементарной дуге раз-

биения точку кN ( кх , кy , кz ). Определим значения функции f в 

отмеченных точках и составим сумму 




n

к

f
1

кх( , кy , кz ) lк                          (35.3) 
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Сумма вида (35.3) называется интегральной суммой пер-
вого рода для функции f(x, y, z), заданной на кривой АВ, соот-
ветствующей разбиению {Mк} с отмеченными точками  

кN (к = 0, 1, 2, …, n). Пусть разбиение кривой АВ становится  

все более мелким, так что d  0, а число элементарных дуг не-

ограниченно возрастает (n ). 

Определение. Если при d  0 (n ) интегральная 

сумма (35.3) имеет конечный предел J, не зависящий от способа 

разбиения кривой АВ на частичные дуги и выбора точек  
кN  в 

каждой из них, то этот предел называется криволинейным инте-
гралом первого рода (по длине дуги) от функции           f(M) = 

f(x, y, z) по кривой АВ и обозначается 
AB

f (x, y, z)dl. 

Таким образом: 


AB

f (x, y, z)dl =

)(
0

lim




n
d




n

к

f
1

кх( , 
кy , 

кz )lк .           (35.4) 

Кривая АВ называется кривой интегрирования, точка А – 
начальной, а  В – конечной точками интегрирования. 

Замечание 1. Если кривая АВ лежит в плоскости ХОY и 

функция f не зависит от z, то криволинейный интеграл первого 
рода имеет вид 

 

J = 
AB

f (x, y, z)dl. 

 
Замечание 2. Из определения криволинейного интеграла пер-

вого рода следует, что он зависит от направления кривой АВ. В 

самом деле, длина дуги lк  не зависит от того, какая из точек 

Mк-1 или Mк принята за начало, а какая за конец дуги. Поэтому 


AB

f (x, y, z)dl = 
BA

f (x, y, z)dl.                                   (35.5) 
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Теорема. Если функция f(x, y, z) непрерывна (или кусоч-
но-непрерывна и ограничена) вдоль кривой АВ, имеющей ко-

нечную длину, то криволинейный интеграл первого рода 
AB

f (x, 

y, z)dl существует. 

Свойства криволинейных интегралов 
первого рода 

      Перечислим основные свойства криволинейного интеграла 
первого рода, доказательство которых аналогично доказатель-
ству соответствующих свойств определенного интеграла: 

1. Аддитивность. Если дуга АВ составлена из двух дуг 
АС и СВ и для    f(x, y, z) существует криволинейный интеграл 

по дуге АВ, то для f(x, y, z) существуют криволинейные инте-
гралы по АС и СВ, причем 


AB

f (x, y, z)dl = 
AC

f (x, y, z)dl + 
CB

f (x, y, z)dl . 

2. Линейность. Если для функций   f1(x, y, z) и   f2(x, y, z) 
существуют криволинейные интегралы по дуге АВ, то для 

функции c1f1(x, y, z) + c2f2(x, y, z) также существует криволиней-
ный интеграл по дуге АВ, причем: 


AB

[ c1f1(x,y,z)+c2f2(x,y,z)]dl=c1 
AB

f (1 x,y,z)]dl+c2 
AB

f (2 x,y,z)]dl 

где c1 и c2 – вещественные числа. 

Частными случаями формулы  являются формулы 


AB

[ f1(x, y, z) + f2(x, y, z)]dl = 
AB

f (1 x, y, z)]dl + 
AB

f (2 x, y, z)]dl , 


AB

c f(x, y, z)dl = c 
AB

f (x, y, z)dl. 

3. Если в точках кривой АВ всюду выполняется неравен-

ство 

f1(x, y, z)  f2(x, y, z), то 


AB

f (1 x, y, z)]dl  
AB

f (2 x, y, z)]dl . 
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4. Оценка абсолютной величины интеграла. Если суще-
ствует криволинейный интеграл по дуге АВ от функции 
f(x,y, z), то существует и криволинейный интеграл по дуге АВ от 

функции f(x, y, z)  , причем 


AB

dlzyxf ),,(  
AB

dlzyxf ),,( . 

5. Теорема о среднем значении. Если функция f(x, y, z) 

непрерывна вдоль дуги АВ, то на этой дуге найдется такая точка 
Q, в которой 


AB

f (x, y, z)dl = f(Q)  , 

где  – длина дуги АВ. 
6. Если функция f(x, y, z) непрерывна на кривой АВ, 

имеющей длину , то 

         m    
AB

f (x, y, z)dl  M    

где m  и  M – наименьшие и наибольшие значения функции 

 f(x, y, z) на АВ. 
Замечание. В случае, когда кривая интегрирования  

Г – замкнутая кривая, т.е. когда точка В совпадает с точкой А, 

то интеграл по замкнутой кривой обозначают 
Г

f (x, y, z)dl. 

Для криволинейного интеграла первого рода по замкну-
тым кривым свойства остаются те же, что и по незамкнутым 

кривым. 
 

Криволинейный интеграл первого рода, его вычисление, 

физический смысл и механические приложения 
Пусть на плоскости  ХОУ  задана кривая  АВ,  в каждой 

точке которой определена непрерывная функция f(х, у) двух не-
зависимых переменных  х  и  у. 
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 Рассмотрим криволинейный интеграл I рода (по длине ду-

ги) от этой функции по кривой АВ. Он обозначается , 

кривая АВ называется кривой интегрирования, А – начальной, а 
В – конечной точками интегрирования.  Из определения криво-

линейного интеграла первого рода следует, что он не зависит от 
направления кривой АВ, т.е.: 

. 

Если АВ – пространственная кривая, то криволинейным 
интегралом первого рода, распространенным на эту кривую 
называется интеграл вида: 

, 

где функция f(х, у, z) – функция трех независимых переменных, 
которая определена и непрерывна в каждой точке кривой АВ. 

Масса m материальной кривой, имеющей плотность     (х, 
у, z) равна криволинейному интегралу первого рода от функции  

(х, у, z)  по пространственной кривой АВ, т.е.: 

.                            (35.6) 

В этом состоит физический (механический) смысл криво-

линейного интеграла первого рода. 
Если масса распределена непрерывно вдоль дуги плоской 

кривой  АВ с плотностью функции  = (х, у) в каждой точке 

кривой, то статические моменты Мх и Му дуги относительно ко-
ординатных осей ОХ и ОУ соответственно определяются по 

формулам: 

;       .           (35.7) 

Моменты инерции этой дуги относительно координатных 

осей ОХ и ОУ соответственно равны: 

;       .          (35.8). 

dl)y,x(f

 
ABAB

dl)y,x(fdl)y,x(f


AB

dl)z,y,x(f


AB

dl)z,y,x(m 


AB

х dl)y,x(уМ  
AB

у dl)y,x(xМ 


AB

2
х dl)y,x(уJ  

AB

2
у dl)y,x(xJ 
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Координаты центра тяжести дуги АВ вычисляются по 
формулам: 

;                           (35.9) 

.                          (35.10) 

Если кривая однородна, то плотность функции (х, у) = 

const, поэтому формулы (35.9) и (35.10) примут вид: 

           ,                         (35.11) 

где  - длина дуги АВ. 

Если плоская гладкая кривая  АВ  задана параметрически-

ми уравнениями вида  х = х(t);  у = у(t), причем, существуют 

непрерывные производные хt  и уt,  где параметр  t  применяет-

ся на дуги  АВ  в пределах    t   . 

Тогда  и криволинейный интеграл 

выражается через определенный по формуле: 

.        (35.12) 

Если кривая АВ задана уравнением у = у(х); где а  х  в, то 

.                  (35.13) 

Рассмотрим теперь случай пространственной гладкой кри-

вой  АВ. Пусть ее параметрические уравнения имеют вид: 

dl)у,х(
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х = х(t); у = у(t); z = z(t); причем существуют непрерывные про-

изводные хt,  уt  и  zt. Предположим, что параметр  t  изменяет-

ся в пределах   t   . 
Тогда справедлива формула: 

(35.14) 

Криволинейный интеграл от функции f(х, у) по дуге, 

заданной уравнением в полярных координатах r = r(),  где 

      , вычисляется с помощью формулы: 

.     (35.15) 

 

Пример 1. Вычислить , где АВ часть окружности  

 х2 + у2 = R2,  лежащая в  I  четверти. 
Решение. Выразим из уравнения окружности явно ординату  у  

через абсциссу  х, получим    (в первой четверти  у 

 0). Найдем    и подставим в выражения 

;   . 

По формуле  получим: 

. 

Определение криволинейного интеграла второго рода 
            Рассмотрим задачу, приводящую к понятию криволи-

нейного интеграла второго рода. Эта задача о вычислении рабо-
ты переменной силы при перемещении материальной точки 
вдоль некоторой кривой. 

 




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           Предположим, что при движении по кривой АВ матери-
альная точка М переходит из положения А в положение В. Во 

время движения на точку М действует сила F = F (x, y, z), за-

данная своими проекциями P, Q, R на координатные оси OX, OY 

и OZ, т.е. 
 

F  = P(x, y, z)i  + Q(x, y, z) j  + R(x, y, z)k .           (35.16) 

       Найдем работу Е силы  F  при данном перемещении точки. 

          Если бы перемещение точки М было прямолинейным, а 

действующая сила F  – постоянной (по величине и направле-
нию), то работа Е этой силы, по известной формуле из физике, 

была бы равна скалярному произведению вектора на вектор пе-

ремещения AB , т.е.  Е =( F , AB ). Однако особенность задачи 

состоит в том, что перемещение точки является криволиней-
ным, а действующая сила переменной . Разобьем кривую АВ на 

части (элементарных дуг) точками М0, М1, М2,…, Мn-1, Mn где M0 

совпадает с А, а Mn – с точкой В. Обозначим диаметр разбиения 

через d. На каждой дуге выберем производную точку 
кN (

кх , 

кy , 
кz ) и найдем в ней значение силы кF = (Pк, Qк, Rк), где  Pк 

= P (
кх , 

кy , 
кz ), Qк = Q(

кх , 
кy , 

кz ), Rк =  R(
кх , 

кy , 
кz ).   

Предположим, что сила сохраняется постоянной в точках дуги 

и под ее действие точка перемещается на каждом элементарном 
участке не по дуге, а по хорде, соединяющей точки Мк-1, Mк(к = 
1, 2, …, n). Используя формулу для вычисления скалярного 

произведения через проекции силы и векторы перемещения, 
получим приближенное значение работы на каждом элементар-

ном участке дуги 

Ек  P ( кх , кy , кz )xк + Q( кх , кy , кz )yк + R( кх , кy , 

кz )zк, 

xк =  xк - xк-1, yк = yк - yк-1, zк = zк - zк-1, а  xк , yк , zк, координа-

ты точки    Mк   
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 (к = 1, 2, …, n). 
         Суммируя полученные частичные работы, найдем при-

ближенно полную работу силы F  при перемещении точки М 

вдоль кривой АВ 

E  

)(
0

lim




n
d




n

к 1

[ P (
кх , 

кy , 
кz )xк + Q(

кх , 
кy , 

кz )yк + 

+ R(
кх ,

кy , 
кz )zк].                                                              (35.17) 

            За работу E силы F  при перемещении материальной 

точки вдоль кривой АВ примем предел суммы (35.17) при 
стремлении диаметра разбиения к нулю, т.е. 

E = 

)(
0

lim




n
d




n

1к

[ P (
кх , 

кy , 
кz )xк + Q(

кх , 
кy , 

кz )yк + 

 R(
кх , 

кy , 
кz )zк].           

        Перейдем к определению криволинейного интеграла вто-
рого рода. 
        Пусть в пространстве OXYZ задана непрерывная, гладкая 

кривая АВ и функция P(x, y, z) на этой кривой. С помощью то-
чек М0, М1, М2,…, Mn в направлении от А и В разобьем на n дуг 

производные длины. На каждой дуге М0, Мк-1, Mк выберем про-

изводную точку 
кN (

кх , 
кy , 

кz ) и найдем в ней значение функ-

ции P(
кх , 

кy , 
кz ) . Для каждой элементарной дуги вычислим 

произведение P(
кх , 

кy , 
кz )xк, где xк – проекция дуги Мк-1, 

Mк на ось ОХ, т.е. xк = xк - xк-1, где xк и xк-1 соответственно абс-

циссы конца и начала хорды Мк-1, Mк.  Просуммируя  получен-
ные произведения, получим 




n

к 1

[ P ( кх , кy , кz )xк.                                (35.18) 

          Суммы вида (35.18) называются интегральными суммами 

второго рода для функции P(x, y, z), соответствующими разбие-
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нию {Mк} кривой АВ (относительно координаты х) с отмечен-

ными точками 
кN (

кх , 
кy , 

кz ). 

Определение. Предел интегральных сумм вида (35.18) 

при d  0 (n ), если он существует и не зависит от способа 

разбиения кривой АВ на частные дуги и выбора точек 
кN , 

называется криволинейным интегралом второго рода по коор-
динате х и обозначается 


AB

P (x, y, z)dx , т.е. 


AB

P (x, y, z)dx = 

)(
0

lim




n
d




n

к 1

[ P (
кх , 

кy , 
кz )xк . (35.19) 

Аналогично определяются криволинейные интегралы по 

координатам y и z, их обозначают  


AB

Q (x, y, z)dy    и  
AB

R (x, y, z)dz , беря для функции  

Q(x, y, z) проекции yк на ось ОY, а для R(x, y, z) проекции zк на 

ось ОZ. 

Определение. Сумма трех интегралов       
AB

P (x, y, z)dx, 


AB

Q (x, y, z)dy, 
AB

R (x, y, z)dz называется общим криволинейным 

интегралом второго рода (по координатам) и обозначается 


AB

P (x, y, z)dx = 
AB

Q (x, y, z)dy  + 
AB

R (x, y, z)dz. (35.20) 

Если P, Q, R – проекции силы F  на координатной оси, то из 

формулы (35.17) следует, что общий криволинейный интеграл 

второго рода выражает работу этой силы на пути АВ, т.е. 

E = 
AB

P (x, y, z)dx + 
AB

Q (x, y, z)dy  + 
AB

R (x, y, z)dz        (35.21) 

В этом состоит физический смысл криволинейного инте-
грала второго рода. 



 

 313 

Замечание 1. Если кривая АВ лежит в плоскости ХОY и 
функции P(x,y) и Q(x,y) не зависят от z, то криволинейные инте-
гралы второго рода имеют вид 

 


AB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy.                    (35.22) 

Замечание 2. В отличие от криволинейного интеграла 

первого рода криволинейный  интеграл  второго рода меняет 
свое значение на противоположное  при  изменении направле-
ния   кривой АВ, т.е. 

 


AB

P (x, y, z)dx = - 
BA

P (x, y, z)dx  

В самом деле, если изменить направление обхода кри-

вой, то изменятся знаки проекций xк в сумме (35.18), значит и 
сама сумма, и ее предел. 

Замечание 3. Криволинейный интеграл второго рода об-
ладает всеми свойствами криволинейного интеграла первого 
рода, за исключением одного: он меняет знак на противопо-

ложный при изменении направления обхода кривой. 
Замечание 4. В случае, когда кривая АВ – замкнутая (т.е. 

точка В совпадает с точкой А) употребляется обозначение 


Г

P (M)dx +  Q(M)dy + R(M)dz. 

В случае, когда кривая АВ замкнутая, за положительное 
направление обхода принимается такое, при котором область, 

лежащая внутри этого контура остается слева по отношению к 
точке, совершающей обход. 

Теорема: Если функции P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) не-
прерывны, или имеют конечное число разрывов первого рода 
вдоль непрерывной кривой АВ, имеющей конечную длину, то 

криволинейные интегралы 
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
AB

P (x, y, z)dx,  
AB

Q (x, y, z)dy, 
AB

R (x, y, z)dz, а 

следовательно и криволинейный интеграл 


AB

P dx + Qdy + Rdz    существуют. 

Криволинейный интеграл второго рода и его вычисление 
 

Пусть во всех точках дуги  АВ  плоской кривой определе-
ны и непрерывны функции двух независимых переменных Р(х, 

у) и Q(x, y),  тогда можно рассмотреть криволинейные интегра-
лы по координатам: 

  и  . 

Сумму этих двух интегралов обозначают символами 

 

и называют общим криволинейным интегралом второго рода 
(по координатам  х  и  у). 

Если  АВ  непрерывная гладкая кривая в пространстве, а 
функция  Р(х, у, z),  Q(x, y, z)  и  R(x, y, z)  непрерывные функции 
трех независимых переменных, заданные по этой кривой, тогда 

сумма трех интегралов  ,   и 

 называется общим криволинейным интегралом 

второго рода (по координатам) и обозначается 

.        (35.23) 

Если  Р(х, у, z),  Q(x, y, z)  и  R(x, y, z) – проекции силы  

на координатные оси, то общий криволинейный интеграл вто-
рого рода (35.23) выражает работу этой силы при перемещении 

материальной точки  М  по кривой  АВ  из положения  А в по-
ложение В. 


AB

dx)y,x(P 
AB

dy)y,x(Q

dy)y,x(Qdx)y,x(P
AB




AB

dx)z,y,x(P 
AB

dy)z,y,x(Q


AB

dz)z,y,x(R

dz)z,y,x(Rdy)z,y,x(Qdx)z,y,x(P
AB



F
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В этом состоит физический смысл криволинейного инте-
грала второго рода. 

В отличие от криволинейного интеграла первого рода 

криволинейный интеграл второго рода меняет свой знак на про-
тивоположный при изменении направления обхода кривой АВ, 

то есть 

. 

Вычисление криволинейного интеграла второго рода сво-
дится к вычислению определенного интеграла. 

Если гладкая пространственная кривая АВ задание пара-
метрическими уравнениями  x = x(t),  y = y(t),  z = z(t)  причем 

изменению t от  до    соответствует движение точки по кривой 

от А к В (не обязательно, чтобы  было меньше ). 

Тогда 

 

 

                        (35.24) 

Если кривая АВ – расположена, например, в плоскости 

ХОУ, то формуле (35.24) примет вид: 

 

.                    (35.25) 

Если же плоская гладкая кривая задана уравнением   у 

= у(х ),  где  а   х  b,  у(х) – непрерывно дифференцируемая 

функция, то криволинейный интеграл второго рода вычисляется 
по формуле: 

 

 
BAAB

dx)z,y,x(Pdx)z,y,x(P

 dz)z,y,x(Rdy)z,y,x(Qdx)z,y,x(P
AB

 




))t(z),t(y),t(x(P  )t(y))t(z),t(y),t(x(Q)t(x

 .dt)t(z))t(z),t(y),t(x(R 

    




)t(x)t(y),t(xPdy)y,x(Qdx)y,x(P
AB

  dt)t(y)t(y),t(xQ 

   
b

aAB

)x(y,xPdy)y,x(Qdx)y,x(P
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                      (35.26) 

 

Пример 2. Вычислить , где АВ – первая чет-

верть окружности  х2 + у2 = R2,  пробегаемая против часовой 
стрелки. 

Решение. Из уравнения окружности выразим у через х. 

Получим  , так как в первой четверти у  0, 

то ;   . 

Учитывая, что интегрирование ведется против часовой 

стрелки х изменяется от R до 0. 
По формуле (35.26) получим: 
 

 

 

 

 Условия независимости криволинейного интеграла 

 от пути интегрирования 

Если функции Р(х,у) и Q(x,y) определены и непрерывны 

вместе со своими частными производными   и   в за-

мкнутой  ограниченной односвязью области  D,  то для того, 

чтобы в криволинейный интеграл 

 

   dx)x(y)x(y,xQ 

dyxydxx
AB

2
 

22 xRy 

22 xRy 
22 xR

xdx
dy




















   dx

xR

x
xRxdxxydyxdxx

22

0

R

222

AB

2

 R5R6R
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1
R
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3

R

R
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5
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R
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












 





 

y

P





x

Q





    
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dyy,xQdxy,xP
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не зависел от формы пути интегрирования, необходимо и до-
статочно, чтобы во всех точках этой области выполнялось 
условие 

 = .                               (35.27) 

Но условие (35.27) является необходимым и достаточным 
для того, чтобы выражение  Р(х,у)dx + Q(x,y)dy,  являлось полным 

дифференциалом некоторой функции. Поэтому можно утвер-
ждать, что для того, чтобы криволинейный интеграл не зависел от 
пути интегрирования  АВ,  а зависел только от его концов и доста-

точно, чтобы подынтегральное выражение  Рdx + Qdy,  было 
полным дифференциалом некоторой функции. 

Но, если выполняются условия (35.27) и выражение  Рdx + Qdy, 
является полным дифференциалом некоторой функции, то кри-

волинейный интеграл  (х,у)dx + Q(x,y)dy, взятый по любому 

замкнутому контуру L целиком лежащему в односвязной огра-

ниченной замкнутой области  D  равен 0. 
Если путь, по которому вычисляется криволинейный ин-

теграл, безразличен, то употребляется обозначение: 

                        (35.28) 

где (х0, у0) и (х1, у1) – координаты начала и конца пути интегри-
рования. 

 

Пример 3. Выяснить, будет ли криволинейный интеграл зави-

сеть от формы пути интегрирования: 

. 

Решение.  Здесь  Р(х, у) = 6ху + 4у2 + 5у, а функция Q(x,y) = 3x2 

+ 8xy + 5x. Интеграл не будет зависеть от пути интегрирования, 

если выполнено условия (35.27). 

y

P





x

Q






L

P

   
 

 

 
11

0,0

y,x

yx

dyy,xQdxy,xP

    
AB

22 dyx5xy8x3dxy5y4xy6I
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;                , 

Следовательно,  ,  и криволинейный интеграл за-

висит от формы пути интегрирования. 
Формула Грина. Вычисление площадей с помощью  

криволинейного интеграла второго ряда 

Криволинейный интеграл по простому замкнутому глад-
кому контуру L, ограничивающему односвязную область D мо-

жет быть преобразован в некоторый двойной интеграл по обла-
сти  D,  ограниченной этим контуром.  Это преобразование вы-
полняется по формуле Грина, которая имеет вид: 

.            (35.29) 

Предполагается, что функции  Р(х, у)  и  Q(x, y),  а также 

их частные производные    непрерывны в области D и 

на контуре L, который ее ограничивает, причем, контур L, про-

бегается в положительном направлении, т.е. так, что область D 
остается слева. Если формулу Грина прочесть справа налево, то 
можно сказать, что она сводит вычисление двойного интеграла 

по области D к вычислению криволинейного интеграла взятого 
по контуру L, ограничивающему эту область. 

Формула (35.29) справедлива не только для области D 
указанного вида, но и для более сложных областей, ограничен-
ных несколькими простыми гладкими контурами. В случае: 

, 

следует рассматривать как сумму интегралов по составляющим 
контурам, причем, интегрирование по этим контурам должно 

вестись в таком направлении, чтобы область D оставалась сле-
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ва. Многие криволинейные интегралы, взятые по замкнутому 
контуру, удобно вычислять, сводя их к двойному. 

 

Пример 4 . Вычислить, применяя формулу Грина, интеграл. 

, 

где L – окружность  х2 + у2 = а2,  пробегаемая в положительном 

направлении. 
Решение.  Здесь  Р(х, у) = - х2 у;     Q(х, у) = - х у2; 
 

;           .  

 
Подставляя эти значения в формулу (35.29), получим:  

 

, 

 
где D- круг, ограниченный окружностью х2+ у2 = а2. Вычисле-

ние полученного интеграла удобно провести в полярных коор-

динатах, при этом элемент площади  dxdy = rdrd, а  х2+ у2= r2. 

  
 Получим 

, 

. 
36. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 

Поверхностные интегралы первого рода 
Определение поверхностного интеграла 

 от скалярной функции. 
Пусть в точках кусочно-гладкой поверхности Σ с кусочно-

гладкой границей  C определена некоторая ограниченная функ-
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ция f(M). Разобьем поверхность Σ кусочно-гладкими кривыми 
на части Σ1, ..., Σn (рис. 36.1). Площадь каждой из них обозна-

чим s i (i=1,…,n). Пусть в каждой из этих площадей выбрана 

произвольная точка Mi . Составим  сумму      

     T=


n

i

)iМf
1

( s i.                                                                  (36.1) 

Величина Т  будет называться интегральной суммой отвечаю-

щей функции f(M) (при данном разбиении поверхности Σ и  вы-
боре точек M). Поверхность Σ может быть, в частности, замкну-

той. 
Определение. Если при стремлении наибольшего из диаметров 
частей Σk, поверхности Σ к нулю интегральные суммы Т стре-

мятся к некоторому конечному пределу, то этот предел называ-
ется поверхностным интегралом первого рода от функции f (M) 

по поверхности Σ и обозначается символом 


f(M) ds. 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
Рис.36.1 

 Точку M поверхности Σ можно задать декартовыми ко-

ординатами x, у, z  Поэтому функцию f (М), определенную на Σ, 
мы будем обозначать также f(x, у, z), а соответствующий по-

верхностный интеграл - 


f(x, у, z) ds. Приведем поверхност-
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ный интеграл к двойному интегралу. Рассмотрим сначала про-
стейший случай, когда поверхность задана уравнением в декар-
товых координатах. 

Пусть Σ - гладкая поверхность, заданная уравнением   
z = z(x, y), (x, y)є D , где D—замкнутая ограниченная область, a   

f(x, y, z)-некоторая ограниченная функция, определенная на по-
верхности Σ. Тогда справедливо равенство 




 f(x, y, z) ds = 


 f(x, y, z(x ,y))    2/2/1 yx zz   dxdy . (36.2) 

При этом поверхностный интеграл, стоящий слева, су-
ществует, если существует двойной интеграл, стоящий в правой 

части равенства. 
Доказательство. Разобьем поверхность Σ  кусочно - 

гладкими кривыми на п  частей Σi (i=1,…n). Проекции разбие-
ний Σi  на плоскость Х0У обозначим  Di (рис. 36.2). При этом 
диаметр каждого из элементов Di, будет не больше,  

 

чем диаметр соответствующего элемента  Σi, поверхности Σ. 

   Рассмотрим  сумму  T=


n

i

iii )zyxf
1

,,(  Δsi . 

 
              Рис. 36.2 
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  Площадь Δsi  элемента Σi  вычисляем по формуле Δsi = 


i

   2/2/1 yx zz    dxdy, 

где z= z(x, y), и по теореме о среднем для двойного интеграла от 

непрерывной функции   имеем 

        Δsi =    2**/2**/ ),(),(1 iiyiix yxzyxz   Si, 

где (хi*, уi
*)- некоторая точка, принадлежащая области Di, а S i-

площадь этой области. Интегральную сумму T можно записать 
так 

T= 


n

i 1

f( xi ,yi ,z(xi ,yi ))    2**/2**/ ),(),(1 iiyiix yxzyxz   Si      (36.3) 

Сравним ее с интегральной суммой  вида 

T*= 


n

i 1

 f(x i, yi, z(x i, yi))    2/2/ ),(),(1 iiyiix yxzyxz  Si .  (36.4)  
 

Выражение T* отвечает двойному интегралу, стоящему в 
равенстве (36.2) справа при  том  разбиении области D , которое 

соответствует данному разбиению поверхности Σ.  T ,  T* отли-
чаются друг от друга только тем, что в сумме (36.4) значения  
функции  f  и   под квадратным корнем   берутся в  точке (хi, уi) 

(произвольно выбираемой внутри элемента D i), а в (36.4) зна-
чения под квадратным корнем берутся в точке  

( xi
*, yi

*),   диктуемой нам теоремой  о  среднем. Эти суммы рав-
ны.   Предел интегральных сумм Т существует и  равен  инте-
гралу, стоящему в (36.2) справа. 

Следствие. Если поверхность Σ гладкая, а функция  f(x, у, z) не-

прерывна на ней, то интеграл 


f(x, у, z) ds   существует. 

Действительно, в этом случае в равенстве (36.2) справа стоит 

интеграл от непрерывной функции. Он существует, следова-
тельно, существует и стоящий слева поверхностный интеграл. 
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Замечание. Пусть поверхность Σ состоит из нескольких 
частей, каждая из которых может быть представлена уравнени-
ем вида x= x(y, z), y= y(z, х) или  z= z(x, y).  Для сведения по-

верхностного интеграла, взятого по такой поверхности к двой-
ному интегралу можно, воспользоваться тем, что поверхност-

ный интеграл по поверхности Σ равен сумме интегралов, взятых 
по составляющим эту поверхность частям.  Легко проверить, 
что эти формулы остаются в силе, когда поверхность не глад-

кая, а кусочно-гладкая. 
Пример 1 . Вычислить  поверхностный итеграл  

J = (x2+ y2)1.5ds,  – часть поверхности  z2= x2+ y2, 

заключенной между плоскостями z = 0, z = 1. 
Решение. Вычислим  

 , , ds = = 

= = . Тогда интеграл J можно 

преобразовать в двойной и вычислить с помощью полярной си-

стемы координат (x = r cos φ , y = r sin φ, 0≤ r ≤1, 0≤ φ≤ π/2) 

J = (x2 + y2)1.5 =4 =2π /5. 

где – D  проекция  поверхности  Σ  на  плоскость XOY   

(D: x2 + y2 ≤ 1). 
Применения поверхностных интегралов механике 
Поверхностные интегралы первого рода часто встречают-

ся в физических задачах. С такими интегралами приходится 
иметь дело при изучении распределения масс по поверхности, 

например при нахождении координат центра масс, моментов 
инерции  материальных поверхностей. 

Пусть по поверхности Σ (гладкой или кусочно-гладкой) 

распределена некоторая масса с поверхностной плотностью ρ(х, 





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у, z), представляющей собой непрерывную функцию на Σ. Та-
кую поверхность Σ будем кратко называть материальной по-
верхностью. Тогда имеют место следующие формулы: 

1) Масса μ материальной поверхности Σ равна     

μ=  ρ(х, у, z)ds. 

2) Координаты центра масс материальной поверхности 

определяются формулами   xc = (1/S)  xρ(х, у, z) ds , 

yc = (1/S)  yρ(x, y, z) ds , zc = (1/S) zρ(x, y, z) ds, 

 S = ρ(x, y,z)ds.                                (36.5) 

Для однородной поверхности  ρ= const . 

2) Моменты инерции поверхности Σ относительно осей  ко-

ординат равны 

3)  

Jz= (x2 + y2) ρ(x, y, z) ds,  Jy= (x2 + z2) ρ(x, y, z) ds, 

Jx= (z2 + y2) ρ(x, y, z) ds. 

Пример 2. Вычислить площадь поверхности (S) части паробо-

лоида  y=x2+z2 в первом октанте, ограниченной плоскостью y=2. 

Решение. Введем полярную систему координат x = r cos φ , 

z = r sin φ, 0≤ r ≤ , тогда  

























2
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S = dxdz = dxdz= 

 

 =– = (1+4r2)3/2 = . 

Поверхностные интегралы от векторных функций.      

Выше были рассмотрены поверхностные интегралы от 
скалярных функций. Это понятие можно перенести на вектор-

ные функции. Пусть (M) = P i + Q j + R k - некоторая вектор-

ная функция, заданная на поверхности Σ. Определим интеграл 
от этой функции по поверхности Σ, положив 

 (M) ds = i P(M) ds + j  Q(M) ds + k R(M) ds. 

 Существуют задачи,  в которых ориентация элемента ds играет 

существенную роль. К ним относится задача  о расчете количе-
ства жидкости, протекающей через поверхность за единицу 

времени, а также и ряд других. Эти задачи приводит  к другому 
понятию поверхностного интеграла, так называемому поверх-
ностному интегралу второго рода. 

 

 Поверхностные интегралы второго рода 

Для того чтобы определить поверхностный интеграл вто-
рого рода, нужно ввести  понятие стороны поверхности, анало-
гичное понятию ориентации кривой. 

Пусть Σ – гладкая поверхность. Возьмем на Σ  некоторую 
внутреннюю точку М0, проведем через нее нормаль к поверхно-

сти Σ и выберем на этой нормали одно из двух возможных 
направлений. Это можно сделать, зафиксировав определенный 

единичный вектор , нормальный к поверхности Σ в точке М0. 
Проведем теперь на поверхности Σ через точку М0 какой-либо 

замкнутый контур С, не имеющий общих точек с границей по-
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верхности, и будем двигать единичный вектор  из точки M0 

вдоль С так, чтобы этот вектор все время оставался нормаль-
ным к  Σ  и  чтобы  его  направление менялось при этом движе-

нии непрерывно. Поскольку вектор  все время остается нор-
мальным к Σ, то имеются две возможности:  при возвращении в 

точку M0   вектор    возвращается в первоначальное положе-

ние; в результате обхода по контуру С  вектор  меняет свое 
направление на противоположное.   

Гладкая поверхность Σ называется двусторонней, если  

обход по любому замкнутому контуру, лежащему на поверхно-
сти Σ и не имеющему общих точек с ее границей, не меняет 
направления нормали к поверхности. Если же на поверхности 

существует замкнутый контур, по которому направление нор-
мали меняется на противоположное (при  движении ее по кон-

туру), то поверхность называется односторонней. Если поверх-
ность Σ двусторонняя, то в каждой ее точке М можно выбрать 

единичный вектор нормали (М) так, чтобы вектор (М) зави-

сел от точки М непрерывно ( (М) будет называться «непре-
рывным  полем нормалей» на поверхности  Σ).  На односторон-

ней поверхности нельзя построить ни одного непрерывного по-
ля нормалей. Выбор на  поверхности Σ определенного непре-

рывного поля нормалей будет называться выбором стороны 
этой поверхности. 

Замечания: 

1. Двустороннюю поверхность называют ориентируемой, 
а выбор определенной ее стороны – ориентацией поверхности. 

Односторонние поверхности называют не ориентируемыми. 
2. Пусть Σ – ориентированная поверхность, ограниченная 

одним или несколькими контурами. Определим ориентацию 

каждого контура L, входящего в состав границы поверхности Σ, 
(согласованную с ориентацией поверхности Σ) по следующему 

правилу. Направление обхода контура L считается положитель-
ным (согласованным с ориентацией Σ), если наблюдатель, рас-

n

n

n

n

n n

n
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положен на поверхности так, что направление вектора нормали 
совпадает с направлением от ног к голове, обходит контур L, 
оставляя поверхность Σ все время слева от себя. Противопо-

ложное направление считается отрицательным. 
 3. Правило согласования ориентации поверхности Σ  и 

ограничивающего ее контура L можно сформулировать таким 

образом: пусть  - единичный вектор нормали к поверхности Σ  

в некоторой точке  М, принадлежащей L, и пусть  - вектор, 

нормальный к L и к  и направленный в ту сторону, с которой 
расположена поверхность Σ. Тогда положительное направление 

обхода контура L указывается вектором [ , ]   

 
 Рис. 36.3                                     Рис. 36.4 

 
Применение  поверхностного интеграла второго рода 
Пусть пространство заполнено движущейся жидкостью, 

скорость которой в точке (х, у, z)  задается вектором  (х, у, z) c 
компонентами Р = Р(х, у, z),Q = Q(x, у, z), R = R(x, у, z).  

 Вычислим количество жидкости  П, протекающей за 

единицу времени через некоторую  ориентированную                                                                                                                                                                                                                                            
поверхность Σ. 

Рассмотрим бесконечно малый элемент dσ поверхности 

Σ. Количество жидкости, протекающее через dσ за единицу 

n



n

 n

V
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времени, равно  dП  = Vn, где Vn – проекция скорости  на 

направление нормали  к  dσ. Записав dП как скалярное произ-
ведение вектора V на единичный вектор нормали п к  элементу 

dσ, имеем   dП =[Р cos ( , х)+ Q cos ( , у) + R cos ( , z)] dσ. 

 

 
Рис. 36.5 

Чтобы получить количество жидкости, протекающее через 
всю поверхность Σ, нужно просуммировать предыдущее выра-

жение по всем элементам dσ, т. е. взять интеграл 

П = [Pcos( , x) + Qcos( ,y) + Rcos( , z)] dσ.     (36.6) 

Перейдем теперь к общему определению. Пусть Σ – глад-
кая двусторонняя поверхность. Фиксируем какую-либо опреде-

ленную сторону поверхности   (поле  нормалей  (М))  и  рас-

смотрим  векторную  функцию  =(Р, Q, R), заданную на Σ. 

Обозначим  Аn  проекцию вектора      на направление нормали 
к Σ в данной точке 

Аn = P cos ( , х) + Q cos (  , y)+ R cos ( , z), 

где cos( , x), cos( , у) и  cos( , z) – косинусы углов между 
направлением нормали к поверхности и направлениями коор-
динатных осей, т. е. координаты единичного вектора нормали n. 

Интеграл 

V

n

n n n




n n n

n
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 [P cos( , x) + Q cos( , y)+ R cos( , z)] dσ           (36.7) 

называется поверхностным интегралом второго рода от вектор 

– функции  =(P, Q, R) по поверхности Σ (по выбранной сто-

роне поверхности Σ) и будем обозначать   

 P dydz + Q dzdx + R dxdy. 

При переходе к другой стороне поверхности координаты еди-
ничного вектора нормали, следовательно и сам интеграл, меня-
ют свой знак на противоположный. Для односторонней поверх-

ности понятие поверхностного интеграла второго рода не вво-
дится. В соответствии с этим поверхностный интеграл второго 

рода от векторной функции  = (Р, Q, R)  записывают в виде 

( , )= ( , )dσ.                         (36.8) 

Наряду с интегралами вида (4.5) в некоторых задачах при-
ходится рассматривать интегралы вида 

    [ , ]dσ  .                                    (36.9) 

Значение такого интеграла представляет собой уже не скаляр, а 
вектор. Его вычисление сводится к покомпонентному интегри-

рованию вектора [ , ]. Так как здесь подынтегральное выра-

жение зависит  от нормали  к поверхности Σ, то интеграл 
(36.9) будет поверхностным интегралом второго рода (но толь-
ко «векторный», в отличие от «скалярного» интеграла). 

 

Сведение поверхностного интеграла второго 
рода к двойному интегралу 

Из определения поверхностного интеграла второго рода 
вытекает следующий результат Пусть гладкая (или кусочно-
гладкая) поверхность Σ задана уравнением z = z(x, у) (причем 
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берется верхняя сторона этой поверхности) и R (х, у, z) – неко-
торая ограниченная функция на поверхности Σ . Тогда    

 R (х, у, z) dxdy = R (х, у, z (х, у)) dxdy,          (36.10) 

где D – проекция поверхности Σ на плоскость Х0У; входящий в 
это равенство поверхностный интеграл существует, если суще-

ствует стоящий справа двойной интеграл. Таким образом, для 

того, чтобы поверхностный интеграл R(x,у,z) dσ, взятый по 

верхней стороне  поверхности Σ (ее уравнение z = z(x, y)) преоб-
разовать в двойной, следует в подынтегральную функцию вме-

сто  z подставить функцию z(x, у), а интегрирование по поверх-
ности Σ  заменить интегрированием по ее проекции D на плос-

кость Х0У. Если же интеграл берется по нижней стороне по-
верхности Σ, то  

 

R(x, у, z) dxdy = -  R(x, у, z(x, y))dxdy. 

Так же получены формулы:   

P(x, у, z) dydz = ±  Р(х(у,z), у, z) dydz ; 

 

 Q(x, y, z) dzdx =±    Q(x, y(z, x), z) dzdx, 

где в первом случае под поверхностью Σ понимается поверх-
ность, заданная уравнением  х = х(у, z), а во втором – поверх-
ность, заданная уравнением  у = у (z, х). 

Знак плюс берется в том случае, когда нормаль к поверх-
ности образует с осью х (соответственно с осью у) острый угол, 

а знак минус, когда этот угол тупой. D1 и D2 – проекции по-
верхности Σ на плоскости У0Z  и  Z0Х соответственно. Фор-
мулой типа (36.10) можно воспользоваться для сведения по-

верхностного интеграла к двойному интегралу и в том слу-
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чае, когда ориентированная поверхность Σ состоит из не-
скольких кусков, каждый из которых определяется уравнени-
ем вида  z = z (х, у). В этом случае рассматриваемый интеграл 

следует представить как сумму интегралов, отвечающих этим 
кускам, и затем к каждому из этих слагаемых применить фор-

мулу (36.10). 
 

Пример 3 . Вычислить  поверхностный интеграл 

J = (x2 + y2)3dxdy , где  Σ – верхняя часть круга x2 + y2 = 1. 

Решение. Поверхность, по которой берется интеграл совпадает 
со своей проекцией на плоскость   XOY  D (D: x2 + y2≤ 1) и имеет 

c  ней положительную ориентацию. Применяя полярную систе-
му координат ( x = r cos φ , y = r sin φ, 0≤ r ≤1, 0≤ φ≤ 2π ),  име-

ем    J = (x2 + y2)3dxdy = =π/4. 

Формула Остроградского 

Запишем формулу, связывающую тройной интеграл по 
пространственной области с поверхностным интегралом, взя-

тым по внешней стороне поверхности, ограничивающей эту об-
ласть. Эта формула называется формулой Остроградского. 

Пусть, наконец, V – некоторая простая область с поверх-

ностью Σ и пусть функции  Р, Q, R вместе со своими производ-
ными непрерывны в этой области всюду, включая ее границу, 

тогда можно записать равенство 

((∂P/∂x) + (∂Q/∂y) + (∂R/∂z)) dxdydz =  P dydz +Qdzdx+ 

+ R dxdy =  [P cos( , x + Q cos( , y + R cos( , z)]dσ.                     

(36.11) 

Замечание. При выводе формулы Остроградского мы счи-
тали, что функции Р, Q, R и их частные производные непрерыв-
ны (а следовательно, и ограничены) в замкнутой простой обла-





D





2

0

d 
1

0

7drr


V







n n n



 

 332 

сти. Можно доказать справедливость формулы Остроградского 
при следующих более общих условиях: 

1. V – ограниченная область, граница которой состоит из 

конечного числа кусочно-гладких поверхностей. 
2. Функции Р (х, y, z), Q (х, у, z) и R (х, у, z) непрерывны, а 

следовательно, и ограничены в замкнутой области V. 
3. Производные  ∂P/∂x, ∂Q/∂y, ∂R/∂z  существуют и непре-

рывны внутри области V (без границы) и интеграл  

 [(∂P/∂x) + (∂Q/∂y) + (∂R/∂z)] dxdydz существует. 

Пример  4.  Вычислить интеграл J = x3 dydz + 

+ y3 dzdx + z3 dxdy,  взятый по сфере      х2 + у2 +z2 = a2. 
Решение. Воспользовавшись формулой Остроградского имеем 

J=3  (x2 + y2 + z2) dxdydz = 3  dφ    dθ r4 sinθ dr = 

= 0,8π a5,    где  r, φ , θ – сферические координаты. 

Формула Стокса 
Выведем формулу Стокса, которая связывает поверхност-

ные и  криволинейные  интегралы. Формула Стокса обобщает 

формулу Грина и переходит в нее, если поверхность сводится к 
плоской области  X0Y.  

 
Рис. 36.6 
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          Пусть дана гладкая ориентированная поверхность Σ, 
ограниченная ориентированным контуром Λ, (ориентации Σ и Λ 
согласованы), и пусть в некоторой трехмерной области, содер-

жащей внутри себя поверхность Σ, определена векторная функ-
ция (P, Q, R), такая, что  Р, Q и R непрерывны в этой области 

вместе со своими частными производными первого порядка.  
Формула Стокса имеет вид:  

P dx + Q dy + R dz =  [ cos( , z) + 

+  cos( , x) + cos( , y)] dσ = 

= dxdy+ dydz+ dzdx.  (36.12) 

Если поверхность Σ сводится к плоской области, лежащей 
в плоскости Х0У, то интегралы по dzdx и dydz обращаются в 

нуль и формула Стокса переходит в формулу Грина. 
Замечание. Формула Стокса остается в силе  в  случае, 

когда граница контура Λ (поверхности Σ) состоит из нескольких 
отдельных контуров.   Интеграл по контуру Λ понимаем  как 
сумму интегралов, взятых по этим контурам, причем ориента-

ция каждого из этих контуров  должна быть согласована с вы-
бором стороны поверхности  Σ.   

Определение. Трехмерная область V называется  одно-
связной, если на любой замкнутый контур, лежащий в V, можно 
натянуть поверхность, также целиком лежащую в V (т.е. если 

внутри V  найдется поверхность, имеющая этот контур своей 
границей). 

Если функции Р (х, у, z), Q(x, у, z), R(x, у, z) непрерывны, 
вместе со своими частными производными первого порядка в 
некоторой замкнутой ограниченной поверхностно односвязной 

области V, то можно доказать следующие  свойства: 
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1. Интеграл Р dх + Q dy +R dz, взятый по любому за-

мкнутому контуру, лежащему внутри V, равен нулю.  

2.  Р dx + Q dy + R dz  не  зависит  от  выбора  пути,  

соединяющего  точки  А  и  В. 
3. P dx+ Q dy+ R dz – полный дифференциал некоторой 

однозначной функции, определенной в V. 
4. Выполняются равенства   

(∂Q/∂x) = (∂Р/∂y),     (∂R/∂у) = (∂Q/∂z), 
 (∂P/∂z) = (∂R/∂x).                          (36.13) 

Рассмотрим некоторый замкнутый контур Λ, лежащий в V, 

так как область V по условию односвязна, то на Λ можно натя-
нуть поверхность Σ, целиком лежащую внутри V. Применив к 

криволинейному интегралу, взятому по Λ, формулу Стокса по-
лучаем равенство 

P dx + Q dy + R dz = 0. 

Если выражение Р dx + Q dy + R dz представляет собой 

полный дифференциал некоторой функции U (x, у, z), то можно 
написать выражение этой функции  

U(x, у, z)=  ∫ P dx + Q dy + R dz,           (36.14) 

где интеграл взят по произвольному пути M ΄M  ( M ΄(x΄, y΄, x΄), 
M(х, у, z)), целиком лежащему в области V.  

Если функции Р, Q и R удовлетворяют условиям  (36.13), 
но область, в которой они определены, не односвязна, то свой-

ства интеграла  P dx + Q dy + R dz  аналогичны свойствам 

криволинейного интеграла Р dx+ Q dy в  плоской много-

связной области.  
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В частности, равенство (36.14) при выполнении (36.13) и в 
случае многосвязной области представляет собой функцию, 
полный дифференциал которой равен Р dx + Q dy + R dz, но в 

многосвязной области эта функция многозначна. 
 

37. ТЕОРИЯ ПОЛЯ 

        Понятие поля лежит в основе многих представлений со-
временной физики. Изложим элементы того математического 

аппарата, которым приходится пользоваться при изучении фи-
зических полей. В физических задачах чаще всего встречаются 

величины двух типов: скаляры и векторы. В соответствии с 
этим мы будем рассматривать два типа полей – скалярные и 
векторные. 

 
Скалярные поля 

Пусть Ω - некоторая область в пространстве. В этой обла-
сти задано скалярное поле, если каждой точке М этой области 
поставлено в соответствие некоторое число U (М). 

Примерами скалярных полей  служат: поле температур 
внутри некоторого нагретого тела (в каждой точке М этого тела 

задана соответствующая температура U (М)); поле освещенно-
сти, создаваемое каким-либо источником света; поле плотности 
массы и т.д. 

Пусть U(М) – некоторое скалярное поле, то, введя в обла-
сти, где задано поле, декартовы  координаты, можно предста-

вить это поле в виде непрерывной функции U(x, у, z).   
Для получения  наглядной  картины удобно пользоваться  

называемыми поверхностями уровня. Поверхностью уровня 

скалярного поля  U (M)  называется геометрическое место то-
чек, в которых поле  имеет вид  U(x, у, z) = С.  Этот способ 

изображения поля  также удобен тогда, когда поле, задано не в 
пространственной, а в плоской  области. Такое поле описывает-
ся функцией двух переменных U(x, у).  Кривые  вида  
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U(x, у) = С  определяют  линию уровня плоского скалярного 
поля  U (М).  
        Частные случаи: Плоскопараллельное поле. Если скаляр-

ное поле U (М) в декартовой системе координат можно опи-
сать функцией, зависящей от двух координат (U(x, у)), то поле 

называется плоскопараллельным (двумерным). Поле U (M) 
называется плоскопараллельным,  если в  пространстве суще-
ствует направление, при сдвигах вдоль которого поле U (M) 

переходит само в себя. Поверхности уровня такого поля – это 
семейство (U(x, y) = C) цилиндрических поверхностей. 

Осесимметрическое поле. Если для поля U (M) можно по-
добрать такую цилиндрическую систему координат, в которой 
оно изображается функцией, зависящей только от переменных r 

= (х2+ у2)1/2 и  z  (но не от угла  φ), то это поле называется осе-
симметрическим. Поверхности уровня такого поля представля-

ют собой поверхности вращения.   

        Сферическое поле.  Если  значения U (М) зависят лишь от 

расстояния точки  М от некоторой фиксированной точки М0,то 
такое поле называется сферическим. Поверхности уровня сфе-

ричеcкого поля будут являе тся семейством концентрических 
сфер . 
Пример  1.  Найти область определения функции 

z =1 /(x2 + y2)  и  определить линии уровня скалярного поля  z. 

Решение.  Поле z  определено во всем пространстве за исклю-

чением точек, для которых   x2+y2=0, т.е. x = 0, y = 0. 

Линии уровня определяются  уравнением   1/(x2+y2) = C, 
C (x2 + y2) = 1 – уравнения семейства окружностей.  

 
Производная по направлению 
Пусть U (М) – скалярное поле. Рассмотрим две близкие 

точки М М*, причем направление отрезка ММ* совпадает с 

направлением фиксированного единичного вектора  .  Если 
при этом отношение  (U(M*) – U(M))/h (где h – длина отрезка   


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ММ*) стремится к некоторому пределу, то этот предел называ-
ется производной скалярного поля  U (М)  в точке  М по 

направлению  и обозначается ∂U(M)/∂λ .  Эта производная  
характеризует скорость изменения величины U(M) в направле-

нии . Для  ее вычисления выберем некоторую систему коор-
динат и представим U(М) в виде U(x, у, z). 

Пусть направление  образует с осями координат углы 
α,β,γ.   Тогда  ММ* = h (icos α+ jcos β + kcosγ)  и  U (М*)= U (х+ 

hcosa, y+hcosβ, z+hcosγ), а производная ∂U/∂λ- совпадает с про-
изводной по h от сложной функции U(M*) при h = 0. Диффе-
ренцируя, получаем 

∂U(М)/∂ =(∂U(М*)/∂ )│h=0=(∂U/∂x)cosα + (∂U/∂y)cosβ 

+(∂U/∂z)cosγ = (grad U, ). где =(cosα, cosβ, cosγ)/∂z,  вектор 
gradU=(∂U/∂x, ∂U/∂y, ∂U/∂z)   называется градиентом скалярно-

го поля   U.  Из того, что  (∂U/∂ )=│grad U│ cosφ (где  φ – угол 

между  grad U  и единичным вектором ), можно заключить: в 
каждой точке, где значение  grad U  не равно 0  существует 

единственное направление, по которому ∂U/∂  имеет 
наибольшее значение, т.е. единственное направление наибыст-
рейшего возрастания функции U. Это направление совпадает с 
направлением вектора grad U.  

Назовем линией градиента  скалярного поля U всякую 
кривую, касательная к которой в каждой ее точке направлена по 

grad U в этой же точке. Линии градиента поля – это  те линии, 
вдоль которых поле U меняется быстрее всего.  В каждой точке 
линия градиента ортогональна той поверхности уровня, на ко-

торой эта точка лежит. 
 

 Векторные поля 
Пусть в  некоторой области Ω определено векторное поле, 

тогда каждой точке М этой области будет поставлен в соответ-

ствие определенный вектор (М). 
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Если  (М) – некоторое векторное поле в пространстве, 
то, взяв в этом пространстве какую-либо декартову систему ко-

ординат, мы можем представить (М) как совокупность трех 

скалярных функций – компонент этого вектора. Эти компонен-
ты мы будем обозначать Р(х, у, z), Q(x, у, z) и  R(x, у, z).   Далее 
мы будем рассматривать векторные поля, компоненты которых 

непрерывны и имеют непрерывные частные производные пер-
вого порядка. 

Пусть в области Ω задано векторное поле  (M). Кривая L 
лежащая в Ω, называется векторной линией, если в каждой точ-

ке этой кривой направление касательной к ней совпадает с 

направлением вектора  в этой же точке.  

Рассмотрим снова некоторое скалярное поле U(М). По-
строив в каждой точке М вектор grad U, мы получим векторное 

поле – поле градиента скалярной величины U. Введем следую-

щее:  Векторное поле  (М) называется потенциальным, если 

его можно представить как градиент некоторого скалярного по-

ля U (М):  = grad U. Само скалярное поле U называется при 

этом потенциалом   векторного поля  . 

Если векторное поле  имеет потенциал, то этот потен-

циал определяется полем   однозначно, с точностью до про-

извольного постоянного слагаемого. Векторные линии потен-

циального поля    представляют собой, линиями градиента 

его потенциала U, т. е. линии наибыстрейшего изменения этого 
потенциала. Условия, при которых данное векторное поле А по-

тенциально:  
∂P/∂y = ∂Q/∂x,   ∂Q/∂z = ∂R/∂y,   ∂P/∂z = ∂R/∂x,     (37.1) 

но P dx + Q dy + R dz = dU, то P = ∂U/∂x, Q = ∂U/∂y, R = 
∂U/∂z (эти формулы можно легко получить из свойств, полу-
ченных при выводе формулы Стокса). 

Для того, чтобы векторное поле = (Р, Q, R), имеющее 

непрерывные и непрерывно дифференцируемые компоненты, 
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было потенциальным, необходимо и достаточно, чтобы выпол-
нялись равенства (37.1). 

Если   - потенциальное векторное поле, то нахождение 

его потенциала сводится к нахождению функции по ее полному 

дифференциалу. 
Пример 2 .  Найти векторные линии в векторном поле 

=4z j + 8yk. 

Решение.  Так как  ,  то имеем   

,  ,  dx = 0. Интегрируя систему, получим 

X = h (h=const), 2y2 = z2 + c – семейство гипербол, лежащих 

в плоскостях параллельных  плоскости YOZ. 
 
Поток векторного поля. Дивергенция 

Количество жидкости, протекающей за единицу времени 
через данную (ориентированную) поверхность Σ,  равно инте-

гралу   Аn  dσ, где An – нормальная составляющая вектора 

скорости   = ( Р, Q, R). Величина  П называется потоком 

жидкости через поверхность Σ. Пусть   произвольное вектор-

ное поле и Σ ориентированная поверхность.  Поток: 

П = Аn dσ                                  (37.2) 

мы назовем потоком векторного поля  через поверхность.  

Пусть   - некоторое векторное поле. Поставим в соот-

ветствие каждой пространственной области Ω, ограниченной 

гладкой или кусочно-гладкой поверхностью Σ, величину 

   (1/V(Ω)) An  dσ                            (37.3) 

и назовем ее потоком вектора А через внешнюю сторону по-
верхности Σ. Мы получим аддитивную функцию области Ф(Ω). 

A

A

)z,y,x(R

dz

)z,y,x(Q

dy

)z,y,x(P

dx


y8

dz

z4

dy

0

dx


y8

dz

z4

dy





A

A




A

A

M
lim







 

 340 

Производная функции Ф (Ω) по объему, т.е. предел (37.3) назы-

вается дивергенцией векторного поля   и обозначается  div .  

Если   = (P, Q, R) – векторное поле, определенное в области 

Ω и такое, что функции Р, Q, R непрерывны в Ω вместе со всеми 

своими первыми производными, то  div  существует во всех 

точках этой области (в любой декартовой системе координат)  и 
выражается формулой 

div   = ∂P/∂x + ∂Q/∂y + ∂R/∂z.               (37.4) 
  Пользуясь этим понятием, формула Остроградского будет: 

 Аn dσ  =  div  dv,                          (37.5) 

т.е. поток вектора    через внешнюю сторону замкнутой по-

верхности  Σ  равен интегралу от дивергенции поля , взятому 

по области, ограниченной поверхностью  Σ. 
 

Соленоидальное поле 
Векторное поле, дивергенция которого тождественно рав-

на нулю, называется соленоидальным  или трубчатым.  Для со-
леноидальных полей выполнен закон сохранения интенсивно-

сти векторной трубки. Пусть  соленоидальное поле. Рассмот-

рим некоторую векторную   трубку (поверхность, состоящая из 

векторных линий)  и возьмем ее отрезок, заключенный между 
двумя ее сечениями Σ1 и Σ2 (рис. 37.1).  

 

 
 

 
 
 

 
 

Рис. 37.1 
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Эти сечения вместе с боковой поверхностью Σ трубки об-
разуют замкнутую поверхность Σ3. Так как поле соленоидально,  

т.е.  div  ≡ 0, в силу формулы Остроградского 

 

An dσ= An dσ+ An dσ+ An dσ = 0 ,       (37.6) 

причем в каждом из слагаемых имеется в виду внешняя сторона 
поверхности. Интеграл по поверхности  Σ3 равен нулю, так как 

по определению векторной трубки на поверхности Σ3 направле-

ние векторного поля  перпендикулярно направлению норма-

ли к этой поверхности.  На  Σ3    величина      An ≡ 0 .  Если  теперь 
на сечении Σ1 направление нормали изменим на противополож-

ное, то равенство  (37.6) можно записать в виде: 

 An dσ =  An dσ ,                          (37.7) 

т.е. поток вектора  через любое сечение векторной трубки 
имеет одно и то же значение. 

 
Уравнение неразрывности 
Выведем уравнение движения жидкости, так называемого 

уравнения неразрывности.  

Пусть  - поле скоростей движущейся жидкости. Мы бу-

дем предполагать, что в рассматриваемой области жидкость не 
исчезает и не возникает. Мы будем предполагать эту жидкость 

сжимаемой, т.е. считать плотность  ρ  некоторой функцией ко-
ординат  х,  у,  z  и времени  t. 

Тогда  ∂ρ/∂t = - div(ρ ) – уравнение, связывающее между 
собой скорость и плотность движущейся жидкости при отсут-

ствии источников и стоков. Оно называется уравнением нераз-

рывности. Если ввести вектор J = ρ   плотность потока жид-

кости, то уравнение неразрывности будет 

∂ρ/∂t + divJ = 0.                                   (37.8) 
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Формула Остроградского на плоскости 

Рассмотрим плоское векторное поле  , т.е. поле, компо-

ненты которого в некоторой декартовой системе координат 
имеют вид 

Р = Р(х, у),  Q = Q(x, у),  R = 0 .                   (37.9) 

Дивергенция такого поля равна  ∂P/∂x + ∂Q/∂y. Пусть Ω - 
цилиндр единичной высоты, с основанием G, лежащим в плос-

кости Х0У, и боковой поверхностью Σ (рис. 37.2). 

 

 

 

 

 

 

 

Запишем для области Ω формулу Остроградского, предва-

рительно заметив, что тройной интеграл от div   численно ра-

вен двойному интегралу от этого выражения по плоской обла-
сти G, поток вектора (37.2) через поверхность Σ  равен криво-

линейному интегралу    

 П = [P cos( , x)+Q cos( , y)] dl= 

=  [∂P/∂x + ∂Q/∂y] dxdy        (37.10) 

где  - нормаль к контуру  L, а поток через верхнее и нижнее 
основания цилиндра  Ω  равен нулю (последнее вытекает из то-
го, что вектор (37.10) перпендикулярен оси  z). Отбросим теперь 

окончательно третью координату  z, будем рассматривать 
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(37.10) как векторное поле, заданное в плоскости  ХОУ.  Назо-
вем криволинейный интеграл 

 [P cos( , x) + Q cos( , y)] dl                 (37.11) 

потоком этого векторного поля через контур L. Формула 

(37.10), так называемая формула  Остроградского для плоско-
сти, означает, что двойной интеграл от дивергенции плоского 

поля  по некоторой области G равен потоку вектора  через 
границу этой области. Формула (37.10) – просто эквивалент 

формулы  Грина. Таким образом, как формула Стокса, так и 
формула Остроградского в плоском случае превращаются в 

формулу Грина. 
  
Циркуляция векторного поля 

Пусть   = (Р, Q, R) – некоторое векторное поле и L – 

гладкая или кусочно-гладкая кривая. Криволинейный интеграл 

Ц = P dx + Q dy + R dz =  Aτ dl, 

 где Aτ – тангенциальная составляющая поля А на контуре L, 
которую назовем циркуляцией векторного поля А вдоль кривой 

L. Если  =(Р, Q, R)  – силовое поле, то его циркуляция вдоль 

кривой L представляет  работу этого силового поля вдоль пути 
L.  Для полей иной природы циркуляция имеет другой физиче-
ский символ. 

 

Пример 3.  Найти циркуляцию векторного поля 

= xi – zj + yk   L пересечение поверхности  у2 = 4 – x – 
z  с координатными плоскостями  (рис. 37.3). 
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Рис. 37.3 

 

Решение.  Циркуляция  вдоль кривой  L  вычисляется по фор-
муле 

Ц= = + + = 32/3, 

 

где 

= - xdx= -x2/2 = -8. Так как L1= : z = 0, 

dz = 0, y2=4 – x, x є [0,4],    = xdx; 
 

= - (y2+4)dy = y3/3+4y = 32/3. 

Так как  L2= : x = 0, 
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dx = 0,  z = 4 – y2, dz =- 2ydy, yє [0,2],  = -zdy+ ydz; 

= xdx=x2/2 = 8. Так как   L3 = : y = 0, 

 dy = 0,  z+ x = 4, xє [0,4],  =xdx. 
 

Ротор векторного поля 

Если L - замкнутый контур, то формула имеет тот же вид 

P dx + Q dy + R dz =  [(∂Q/∂x - ∂P/∂y) dxdy + (∂R/∂y - 

- ∂Q/∂z) dydz+ (∂P/∂z - ∂R/∂x)] dzdx,                 (37.12) 

где  поверхностный интеграл взят по некоторой поверхности Σ, 
натянутой на контур L. Правая часть равенства (37.12) пред-

ставляет собой поток через поверхность Σ   вектора. Назовем 

этот вектор ротором (или вихрем) векторного поля  и обозна-

чим rot  . Таким образом, 

rot  = (∂R/∂y - ∂Q/∂z) i + (∂P/∂z - ∂R/∂x) j + (∂Q/∂x - ∂P/∂y) k. 

Пользуясь понятием ротора, можно записать формулу 

Стокса в следующем компактном виде 

Aτ dl = (rot )n dσ.                        (37.13) 

Циркуляция векторного поля    вдоль некоторого за-
мкнутого контура L равна потоку ротора этого векторного поля 

через поверхность, натянутую на этот контур. 
В определении ротора участвует не только само векторное 

поле , но и некоторая определенная система координат (x, у, 

z). Однако на самом деле вектор rot  не зависит от выбора ко-

ординатной системы. 
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Циркуляция вектора  вдоль контура не зависит от вы-
бора координатной системы. 

Направление нормали   выбрано произвольно, поэтому 

проекция вектора rot  на любое направление, а следовательно 

и сам вектор rot , не зависят от выбора системы координат. 

Ротор векторного поля  = (Р, Q, R) удобно записывать в 

виде символического определителя,  

где i, j, k – единичные век-
торы, направленные по 
осям координат, а под 

умножением символа ∂/∂x,∂ 
/∂y, ∂/∂z на некоторую 

функцию понимается вы-
полнение соответствующей операции дифференцирования 
(например,  (∂/∂x)R  означает  ∂R/∂x). 

Действительно, разложив определитель по элементам пер-

вой строки, получим, что  det = rot . 

 Мы назвали потенциальным векторное поле, представи-

мое в виде градиента некоторого скалярного поля, и показали, 

что векторное поле  = (Р, Q, R) потенциально в том  и только  

том  случае, если  его  компоненты  удовлетворяют условиям  
∂P/∂y = ∂Q/∂x, ∂Q/∂z = ∂R/∂y, ∂R/∂x = ∂P/∂z, но эти три условия 

означают не что иное, как равенство нулю всех трех компонент 

ротора поля . 

Таким образом, для того чтобы векторное поле  было 

потенциальным, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 

условие rot   ≡ 0. 

Вычисление показывает, что для любого векторного поля  

 div(rot ) ≡ 0, т.е. векторное поле, представимое в виде ро-
тора какого-либо другого векторного поля, соленоидально. 

Всякому полю , удовлетворяющему условию div =0 можно 
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подобрать поле  так, что  = rot . Векторное поле   
определяется не однозначно, а с точностью до произвольного 

слагаемого  grad U. 

Если  = rot , то поле  называется вектор – потенци-

алом поля .  Можно доказать, что всякое векторное поле  

представимо в виде  =  + ,  где  потенциально, а  
соленоидально. 

 

38. ОПЕРАТОР ГАМИЛЬТОНА 
 

    Выше  было введено понятие градиента скалярного поля. Пе-
реход от скалярного поля  U  к  grad U можно рассматривать 

как некоторую операцию, которую обозначают  символом V 
(читается «набла») и называют оператором «набла» или опера-
тором Гамильтона. Таким образом, по определению V =grad U. 

Оператор V удобно трактовать как символический вектор 
с компонентами: V = i∂ /∂x + j∂ /∂y + k∂ /∂z. Применение его к 
скалярной функции – как умножение скаляра на этот вектор. С 

помощью вектора V удобно записывать  и  остальные  операции  
векторного  анализа, а  именно,  если  

  = (Р, Q, R), то div  = ∂P/∂x + ∂Q/∂y+∂R/∂z = (V, ), т.е. 

дивергенция векторного поля   есть скалярное произведение 

символического вектора  V  и вектора  . Аналогично rot   = 

(∂R/∂y - ∂Q/∂z)i + (∂P/∂z - ∂R/∂x)j + (∂Q/∂x -∂P/∂y)k = [V, ], 

т.е. ротор векторного поля   есть векторное произведение 

вектора V на вектор . 
 

Действия с вектором V 
Необходимость введения символического вектора V со-

стоит в том, что с его помощью удобно получать и записывать 
различные формулы векторного анализа. 

 Рассмотрим два равенства:  rot grad U = 0     и  
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 div rot  = 0. Переписав их с помощью вектора V, получим  

[V, VU] = 0  и  (V, V, ) = 0. 

        Аналогия между символическим вектором V и «настоящи-

ми» векторами не полная. Формулы, содержащие символиче-
ский вектор V, аналогичны обычным формулам векторной ал-
гебры в том случае, если они не содержат произведений пере-

менных величин (скалярных или векторных), до тех пор, пока 
нам не приходится применять входящие в V операции диффе-

ренцирования к произведению переменных величин. Если же 
некоторое выражение содержит произведение двух или более  
переменных сомножителей, применяя к этому выражению век-

тор V, нельзя использовать обычные правила векторной алгеб-

ры.  Пусть  U = U(x, у, z)  – скалярное поле и  = (x, у, z) – 

векторное поле. Вычислим div (U ), т.е. (V, U ). 

Применение вектора  V  сводится к применению входящих 
в него операций дифференцирования.  

Дадим  сводку формул, связывающих операции взятия 
градиента, ротора и дивергенции с основными операциями век-
торной алгебры: 

1. div(U ) = ( , grad U)+ U div ; 

2. grad (UW) = W grad U + U grad W; 

3. rot (U ) = U rot  + [grad U, ]; 

4. div[ , ] = ( , rot ) — ( , rot ); 

         5. rot[ , ] = ( , V) -( , V) +  div -  div  ; 

6. grad ( , ) = ( , V)  + ( , V) + [ , rot ] +                

+ [ , rot ].      

Дифференциальные операции второго порядка 
Рассмотрим  так называемые операции второго порядка, 

т.е. всевозможные  комбинации трех указанных выше основных 
операций. Комбинируя  символы grad, rot, div попарно, мы мо-

жем составить из них девять пар.  
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Все имеющиеся здесь возможности изображаются следу-
ющей таблицей. 

 

Скалярное поле  
U Векторное поле  

grad div Rot 

 grad div   

  div rot ≡ 0 

rot grad U ≡ 0  rot rot  

 
В таблице пустые клетки, отвечающие не имеющим смыс-

ла сочетаниям основных операций.   
Выражение div grad U называется оператором Лапласа  и 

обозначается ∆U. Воспользовавшись известными выражениями 

градиента и дивергенции, получаем    
∆U = div(gradU) = ∂2U/∂x2 + ∂2U/∂y2 + ∂2U/∂z2. 

Дивергенция и градиент не зависят от выбора координат-
ной системы, а ∆U зависит от самого поля U. Оператор Лапласа 
∆ естественно рассматривать как скалярный квадрат вектора V, 

т.е. ∆ = (V, V) = (∂2/∂x2) + (∂2/∂y2) + (∂2/∂z2), и  (V,V)U = ∂2U/∂x2 
+ ∂2U∂y2 + ∂2U/∂z2 = ∆U. 

Оператор ∆ применять не к скалярной величине, а к век-

тору. Если   = Axi + Ayj + Azk, то под  ∆   понимается вектор  

∆Axi + ∆Ayj + ∆Azk. Это выражение  зависит только от самого 

вектора , но не от выбора системы координат. Рассмотрим 

теперь операции второго порядка для векторного поля. Приме-
нительно к векторному полю имеют смысл три операции второ-

го порядка: grad div , rot rot , div rot .  С выражением ви-

да div rot  мы уже встречались ранее при нахождении усло-

вий соленоидальности поля и выяснили, что всегда  div rot  = 

0. Выражения  grad div   и  rot rot  не обязаны обращаться в 

A

A

A

A

A A

A

A A A

A

A

A A
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нуль. Они часто встречаются в различных вопросах механики и 

электродинамики. Рассмотрим  выражение rot rot , которое в 

символической форме записывается так:  [V, [V, ]].  

Воспользовавшись формулой для двойного векторного 

произведения, получим, что [V, [V, ]]  = V(V, ) - (V, V) ,  

т.е. rot rot  =  grad div  - ∆ .  

 

39. ФУНКЦИЯ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

 

Комплексная плоскость. 
Понятие области на комплексной плоскости. 

Понятие предела последовательности комплексных чисел 

Ранее мы определили комплексную плоскость как плос-

кость XOY, которая служит для изображения комплексных чи-
сел. Расширенной комплексной плоскостью называется плос-
кость XOY, дополненная идеальной (воображаемой) точкой 

z=∞, называемой бесконечно удаленной точкой. Чтобы лучше 
понять роль этой точки, построим в пространстве OXYZсферу с 

центром в точке М(0;0;1/2) радиуса R=1/2 (рис.39.1). 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

             

Рис.39.1. 
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Любую точку z = x+iy соединим прямой с точкой N на 
сфере. Точка Р пересечения этой прямой со сферой называется 
стереографической проекцией точки z на сферу. 

Если | z | →∞, то точка Р приближается к точке N. По-
этому естественно считать точку N стереографической проек-

цией бесконечно удаленной точки. Роль точки z= ∞ подобна 
роли точки N на сфере. 

Окрестностью точки z0 называется совокупность внут-

ренних точек любого круга с центром в точке z0 радиуса ρ. то 
есть совокупность точек z, удовлетворяющих неравенству |z-

z0|<ρ. 
Окрестностью бесконечно удаленной точки называется 

совокупность точек, лежащих вне любого круга с центром в 

начале координат, то есть множество, точек, удовлетворяющих 
неравенству |z|> R. 

Пусть Е - множество точек комплексной плоскости. Точка 
z называется внутренней точкой множества Е, если существует 
окрестность этой точки, принадлежащая множеству Е. Точка z 

называется граничной точкой множества Е, если любая окрест-
ность этой точки содержит точки, принадлежащие множеству 

Е, и точки, не принадлежащие этому множеству. Множество Г 
всех граничных точек множества Е называется границей мно-
жества Е. 

Множество Е называется открытым множеством, если оно 
состоит из одних внутренних точек. Множество Е называется 

связным, если любые две точки этого множества можно соеди-
нить непрерывной кривой, состоящей из точек множества Е. 
Всякое открытое связное множество D на комплексной плоско-

сти называется областью. Область D называется односвязной, 
если любую замкнутую кривую в этой области можно непре-

рывно стянуть в точку, не пересекая границу области. В про-
тивном случае область D называется многосвязной. 

На рис. 39.2 изображены односвязная область D и много-

связная область Ω. 
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Множество, состоящее из точек области D и ее границы Г, 

называется замкнутой областью и обозначается  ̅.Обход гра-
ницы Г области D считается положительным, если при дви-

жении в этом направлении точки области D остаются слева. 

 
 

Рис.39.2. 
 
На рис.39.2 положительное направление обхода границы 

Г отмечено стрелками. 
Рассмотрим  последовательность комплексныхчисел 

z1, z2,…,zn,…. 

Число z0 называется пределом последовательности {zn}, 
если для любой окрестности точки z0 существует число N такое, 

что все числа zn при п >N принадлежат этой окрестности. В 
этом случае пишут 

   
 → 

       

Это определение справедливо и тогда, когда z0=∞ - беско-

нечно удаленная точка. 
Последовательность {zn} называется сходящейся, если 

предел z0 этой последовательности - конечное число. 
Пусть zn = xn+iyn,z0 = x0+iy0. Легко доказать, что если по-

следовательность {zn} имеет конечный предел z0,то последова-

тельности {хп} и {уn} имеют конечные пределы x0и у0, и наобо-
рот, если существуют конечные пределы 

    →           →        то      →               
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 Комплексные функции 

 Комплексные функции действительного переменного 

Если каждому значению действительной переменной t по 
некоторому закону ставится в соответствие вполне опреде-

ленное значение комплексной переменнойz= x+iy,то говорят, 
что задана комплексная функция z(t). Ясно, что действительная 
и мнимая части переменной z также являются функциями от t: 

х= x(t), у = у(t), то есть z(t) = x(t) + iy(t). Задание комплексной 
функции z{t) равносильно заданию двух действительных функ-

ций х(t) и y(t). 
Пусть задана функция z(t). Тогда каждому значению пе-

ременной t на комплексной плоскости соответствует точка z. 

При изменении t точка z опишет на комплексной плоскости не-
которую кривую (L) (рис. 39.3). Уравнение z=z(t) называется 

комплексно параметрическим уравнением этой кривой. Пара-
метрическим уравнением кривой (L) служит система уравнений 

x = х(t), 

y=y(t). 

 
 

Рис. 39.3                                               Рис. 39.4   
Пример1.: Составить комплексно параметрическое урав-

нение окружности с центром в точке z0 = x0+iy0 радиуса R. 

Окружность является геометрическим местом точек, для 
которых | z-z0 | = R (рис. 39.4). Таким свойством обладают толь-

ко числа, для которых z-z0 = Reit. Следовательно, уравнение 
z=z0 + Reit 
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является комплексно параметрическим уравнением окружно-
сти. 

Для комплексных функций действительной переменной 

естественным образом определяются понятия предела, непре-
рывности, производной и другие. 

Например, если z(t) = x(t)+iy(t), то 

  ( )     
  → 

  ( )

  
    

  → 

  ( )

  
     

  → 

  ( )

  
   ( )     ( )  

∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

  ∫  ( )  
 

 

  

Комплексные функции комплексного переменного 

Аналогично определяется понятие комплексной функции 
комплексного переменного. Если каждому значению ком-

плексного переменного z = x+iy по некоторому закону ставится 
в соответствие вполне определенное значение комплексного 
переменного w = u+iv, то говорят, что задана комплексная 

функция комплексного переменного и пишут w = f(z). Дейст-
вительная и мнимая части функции f(z) очевидно, являются 

функциями от      z = х + iy, то есть от двух действительных пе-
ременных х и у:   и = и(х,у), v =v(x,y), так что 

f(z) = fix,у) + i v(x,y). 

Таким образом, задание комплексной функции f(z) от 
комплексной переменной z равносильно заданию двух действи-

тельных функций и(х,у) и v(x,y) от двух действительных пере-
менных хиу. Примерами функций от комплексной переменной 

являются степенные функции z, z2, z3, ..., многочлены Pn(z) = с0 
+ c1z+ ...+cnzn, дробно-рациональные функции 

 ( )  
   

     
        

   
     

        

   

Например, для функции f(z) = z3 имеем 
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z3 = (x+iy)3 = х3 - Зху2 + i(3x2y -у3), 
то есть 

Ref(z) = f(x,у) = х3 - Зху2, Imf(z) = v(x,y) =3x2y -у3. 

Каждой действительной функции f(x) действительного пе-
ременного х ставится в соответствие некоторая кривая на плос-

кости XOY - график этой функции. Такое наглядное представ-
ление функций от комплексного переменного невозможно. 
Вместо этого используется понятие отображения. Для этого 

рассмотрим две плоскости комплексной переменной: плоскость 
XOY и плоскость UOV (рис. 39.5). 

 
Рис. 39.5 

Функция f(z) каждой точке z на плоскости XOY из обла-

сти определения этой функции ставит в соответствие точку w 
на плоскости UOV. Точка w называется образом точки г, а точ-
ка х - прообразом точки w. Если прообразы z образуют некото-

рую линию на плоскости XOY, то образы этих точек образуют 
некоторую линию на плоскости UOV, если точки z заполняют 

область D на плоскости XOY, то их образы образуют некото-
рую область Ω на плоскости UOV, при этом граничные точки 
области D переходят в граничные точки области Ω. Говорят, 

что функцияf(z) осуществляет отображение области D на об-
ласть Ω. 

Пример 2. Рассмотрим функцию w=l/z. Если z=reiφ, тоw= 
(1/r)е'-iφ. Это означает, что точка w = 1/z лежит на том же луче, 
выходящем из точки z= 0, что и точка z, на расстоянии 1/r от 

начала координат (рис. 39.6).  
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Рис. 39.6 

Если | z | = 1, то |w| = 1, то есть единичная окружность на 
плоскости XOY переходит в единичную окружность на плоско-
сти UOV. Круг |z|<l отображается во внешность круга |w|>l, 

точка z=0 отображается в точку w=∞, и наоборот, точка z=∞ 
переходит в точку w=0. 

Понятия предела, непрерывности, производной для функ-
ций комплексного переменного определяются точно так же, как 
и для функций действительного переменного. Например, число 

w0 называется пределом функции f(z) при z→z0, если для лю-
бого ε>0, как бы мало оно ни было, существует число δ = δ(s) 

такое, что неравенство |f(z)-w0 | <ε выполняется для всех z, удо-
влетворяющих неравенству |z–z0|<δ, кроме, быть может, точки 
z0. В этом случае пишут     →  

 ( )      

Если z=x+iy, f(z)= f(x,y)+iv(x,y),z0 = x0+iy0, w0=u0+iv0, то-

справедливо утверждение:     →  
 ( )    тогда и только то-

гда,когда     →    →  
 (   )     и     →    →  

 (   )      
Отметим здесь одно важное обстоятельство. Для функций 

действительного переменного f(x) справедлива теорема: 
    →  

 ( )     тогда и только тогда, когда оба односторон-

нихпредела     →     ( ) и     →     ( ) существуют и рав-

ны между собой. Для функций комплексного переменного со-
ответствующая теорема формулируется следующим образом. 
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Предел функции f(z) при z→z0 существует тогда и только 
тогда, когда существуют пределы этой функции, если z→z0по 
любой кривой L, проходящей через точку z0,и если все эти пре-

делы равны между собой. Это означает, что существование 
предела накладывает на функции комплексного переменного 

более жесткие ограничения, чем на функции действительного 
переменного. 

Далее, функцияf(z) называется непрерывной в точке z0 ес-

ли эта функция определена в точке z0 и если 
   
 →  

 ( )   (  )  

Справедлива следующая теорема: функция 

f(z)=u(x,y)+iv(x,y) непрерывна в точке z0 = х0+iy0 тогда и только 
тогда, когда функции u(x,у) и v(x,y) непрерывны в точке 

  (     )  Однако как мы увидим в дальнейшем, дифферен-
цируемость функций  (   ) и  (   ) не достаточна для диффе-

ренцируемости функции  ( ). Здесь мы рассмотрели понятие 

однозначной функции комплексного переменного. В теории 
функций комплексного переменного рассматриваются также 

многозначные функции, когда каждому значению комплексно-
го переменного zставится в соответствие не одно, а несколько и 

даже бесконечно много значений функции  ( ).Например, 

функция √   каждому    ставит в соответствие   различных 

значений переменной  , функция Argz при     принимает 

бесконечно много значений. 
 

 Элементарные функции комплексного переменного 

Значения показательной функции комплексного переменного 

вычисляются по формуле   По-

казательная функция  обладает следующими  свойствами: 

где  и  - любые комплексные числа; 

т.е. является периодической функци-

iyxz  ).sin(cos yiyee xz 
ze

,2121 zzzz
eee 



1z 2z

,,1,0,2  kee zkiz  ze
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ей с основным периодом . Тригонометрические функции 
sinz и cosz выражаются через  показательную: 

 

Функции и - периодические с  

Действительным  периодом  и имеют только дей-
ствительные нули  и соот-

ветственно. 
Функции tgz и ctgz определяются равенствами 

 

Для тригонометрических функций комплексного переменного  

остаются в силе все известные формулы тригонометрии. 
Гиперболические функции shz, chz, thz, cthz определяются  

равенствами 

 

Имеют место тождества shz=-isiniz, chz=cosiz. 

 Логарифмическая функция Lnz, где , определяется как 
функция, обратная показательной, причем 

 

Значение функции, которое получается при k=0, называется  
главным значением и обозначается  

логарифмическая функция обладает следующими свойствами: 

 

 

Функции Arcsinz, Arccosz, Arctgz, Arcctgz определяются  

как обратные к функциям sinz, cosz, tgz, ctgz соответственно.  
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Так, если , то ω называется арккосинусом чис-

ла z и обозначается ω=Arccosz. Все эти функции являются  
многозначными и выражаются через логарифмическую: 

 

 

Значения, соответствующие главному значению логарифма, 

обозначаются теми же символами со строчной буквы (arcsinz, 
arccosz, arctgz, arcctgz); они называются главными значениями. 

Общая степенная функция , где α—любое  
комплексное числе, определяется соотношением 

Эта функция многозначная; значение 

называется главным значением. Общая показательная 

функция ,  определяется равенством . 

Главное значение этой функции . 
 Пример 3.   Представить в алгебраической форме:  

 

Решение: Функция Arctg является многозначной и в общем ви-

де определяется следующим образом: 

Arctg z= -  

Подставим вместо z значение : 
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Логарифмическая функция Ln(z), где z 0, определяется 
как функция, обратная показательной, причем: 

 ,  

Подставим это выражение в полученное выше: 

-  
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Ответ:  

 

 

Кривые на комплексной плоскости 
     Уравнение вида z=z(t)= х(t)+iy(t) определяет на ком-

плексной плоскости кривую, параметрические уравнения кото-

рой имеют вид  Исключением параметра t из 

этих уравнений получаем уравнение кривой в виде F (x,у)=0. 

Пример 4 . Вычертить область, заданную неравенствами: 

   

 
Рис. 39.7 

 
Пример 4 .   Определить вид кривой: 

 

Решение:  Уравнение вида  опре-

деляет на  комплексной плоскости кривую, параметрические 

уравнения  которой имеют вид   В нашем 
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Выразим параметр  через  и : 

 

 

Получим уравнение кривой в виде  

. 

 

40. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 

КОМПЛЕКСНОГО  ПЕРЕМЕННОГО, 

УСЛОВИЯ КОШИ — РИМАНА 

 
Пусть функция  определена в некоторой  

области  G комплексного переменного z. Пусть точки z и z+Δz 
принадлежат области G. Введем обозначения 

 

Функция , называется дифференцируемой о  точке 

, если отношение     имеет конечный предел при 

. Этот предел называется производной функции   

 и обозначается   , . 

Пусть , тогда в 

каждой точке дифференцируемости функции f(z) выполняются 
соотношения 

                           (40.1) 

называемые условиями Коши — Римана.  Обратно, если в неко-

торой точке (x, у) выполняются условия Коши — Римана и, 
кроме того, функции и = и(х, у) и υ = υ (х, у) дифференцируемы 

как функции двух действительных переменных, то функция 
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 является дифференцируемой в точке z=x+iy как 

функция комплексного переменного z. Функция назы-

вается аналитической в данной точке z, если она дифференци-
руема как в самой точке z, так и в некоторой ее окрестности. 

Функция  называется аналитической в области G, ес-

ли она аналитична в каждой точке .Производная анали-

тической функции вычисляется по формулам 

 

Пользуясь условиями Коши—Римана, можно восстановить 

аналитическую функцию  , если известна ее  

действительная часть  или мнимая часть   

и, кроме того, задано значение  функции в некоторой 

точке . Пусть, например,  Определить 

аналитическую функцию f(z). В силу условий (40.2) имеем 

                                     (40.3) 

                                   (40.4) 

Интегрируя уравнение (40.4) по переменной x, находим мни-
мую часть 

                                                                      (40.5) 

Слагаемое С(у) представляет собой постоянную (относительно 

х) интегрирования. Дифференцируя (40.5) по у и сопоставляя 
результат c (40.3), получаем , откуда С (у)С. Таким об-

разом, имеем  с учетом 

формулы (1) -  Учтем дополнительное  

условие f(0) =1, откуда С=0; итак,  
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Пример 1. Проверить, что u является действительной частью 
аналитической функции. Восстановить аналитическую в 
окрестности точки z0 функцию f(x) по известной действитель-

ной части u (x,y) и значению f (z0):u = -2xy-2y, f (0) = i 
Решение: Зная действительную часть аналитической функции,  

можно узнать производную аналитической функции по 

следующей формуле: f / (z) = . Найдём производную 

аналитической функции: f / (z) = f / (x + iy) = -2y + 2ix + 2i = 2 (ix 
– y) + 2i = 2i (x + iy) + 2i= 2iz + 2i. Т.к. производная существует, 

то u является действительной частью аналитической функции. 
Зная производную аналитической функции f (z), можно найти 

производную с точностью до константы: f (z) =  

iz 2 + 2iz +C. Определим константу С: f(0) = i02 + 2i. 0 + C = i => C 
= i. Итак, аналитическая функция f (z) выглядит следующим об-
разом:  f (z) = iz2 +2iz +i 

 

41. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ  

КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

 

 Пусть однозначная функция определена и не-

прерывна в области G, а Г — кусочно-гладкая кривая, лежащая 
в G;  

-действительные функции переменных х и у. Вычисление  инте-
грала от функции комплексного переменного  z сво-

дится к вычислению криволинейных интегралов по координа-

там:    Если кривая Г задана 

параметрическими уравнениями x=x(t), y= y(t), а начальная и 

конечная точки дуги соответствуют значениям t = α и t=β, то 
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Если — аналитическая функция в односвязной обла-

сти G, то интеграл не зависит от пути интегрирования (зависит 

только от начальной и конечной точек). В этом случае для вы-
числения интеграла применяется формула  

Ньютона — Лейбница 

  

где Ф (z) —какая-либо первообразная 

для функции f(z), т. е, в области G,  если функция 

является аналитической в области G, ограниченной 

кусочно-гладким замкнутым контуром Г, и на самом контуре, 

то   (Теорема Коши) и для любой внутренней точки 

  (интегральная формула Коши) 

Пример 1 .   Вычислить интеграл от функции комплексного пе-

ременного по данной кривой: ;  ABC – ломаная: 

 

Решение: Покажем кривую, по которой должно проходить 
интегрирование:  

 
 
 

Рис. 41.1 
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для 
этого перейдем от функции f(z) к функции 

 где  

 

 
    

 
(      )                  

  (
    

 
(      )                ) 

 
Проверим, выполняются ли  условия Коши – Римана: 

 

Условия Коши – Римана выполняются, следовательно,  
функция является аналитической. Тогда результат от пути инте-

грирования не зависит: = 

 

 

42. РЯД ЛОРАНА 

 

Функция , однозначная н аналитическая в коль-

це  разлагается в этом кольце в ряд Лорана 

   (42.1) 

коэффициенты находятся по формулам 
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                      (42.2) 

Здесь Г—произвольная окружность с центром в точке , ле-

жащая внутри заданного кольца. Разложение в ряд Лорана 

единственно. В формуле (42.1) ряды  

называются соответственно гласной частью ряда Лорана и  
правильной частью ряда Лорана. На практике для нахождения 

коэффициентов , если это  возможно, используют готовые 

разложения элементарных функций в ряд Тейлора. Для примера 

разложим в ряд Лорана с центром в точке  функцию 

Функция  аналитична в кольце 0 < | z | < ∞, 

следовательно, разложима в нем в ряд Лорана. Воспользуемся 

разложением показательной функции в ряд Тейлора в окрестно-

сти точки   и положим  то-

гда   

 

В силу единственности ряда Лорана полученное разло-
жение функции f(z) по степеням z является рядом Лорана для 

функции в кольце 0 < | z | < ∞. 

Пример 1 .   Найти все Лорановские разложения данной функ-

ции по степеням z.  

Решение:  
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Представим один из множителей, как сумму двух про-
стых слагаемых: 

.Отсюда f(z) примет  

вид: f(z)= .  Особые точки: z = 0; z = -6; z = 12 

 
Рис. 42.1 
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Изолированные особые точки однозначной 

аналитической функции 

Точка называется изолированной особой точкой 

функции , если f (z)- однозначная и аналитическая 

функция в круговом кольце кроме самой точки  

. Функцию в окрестности точки можно разложить в 

ряд Лорана(6), сходящийся в кольце .  

При этом возможны три различных случая, когда ряд Лорана: 

1) не содержит членов с отрицательными степенями 

разности  В этом случае  

называется устранимой особой точкой функции ;   

2) содержит конечное число членов с отрицательными степе-
нями разности  

.  

В этом случае  называется полюсом порядка n функ-

ции ; 

 3) содержит бесконечное число членов с отрицательными сте-

пенями разности  

.  
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В этом случае  называется существенно особой точкой 

функции . При определении характера изолированной 

особой точки используются следующие утверждения. 

1. Для того чтобы точка  являлась устранимой особой  

точкой аналитической функции , необходимо и 

достаточно существование предела  

 

Для того чтобы точка  являлась полюсом аналитической  

функции , необходимо и достаточно существование  

предела  

2. Для того чтобы точка   являлась полюсом порядка п  

аналитической функции f(z), необходимо и достаточно, чтобы 

функцию f(z) можно было представить в виде 

—функция аналитическая в 

точке , причем . .Пусть —изолированная особая 

точка функции  —функции 

аналитические в точке . Если числитель  и все производ-

ные до к—1 порядка включительно в точке  равны нулю, 

 знаменатель   и все производные до l-1 по-

рядка включительно также равны нулю в точке ,  

то при l>k точка  является полюсом порядка n=l—k аналити-

ческой функции f(z). (Если  то точка  является устра-

нимой особой точкой аналитической функции f(z).) В частном 
случае, при k=0, l = 1 имеем: если 

— полюс первого по-

рядка функции f(z). 

3. Пусть при  аналитическая функция  не 

имеет пределов ни конечного, ни бесконечного. Это условие 
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является необходимым и достаточным для того, чтобы точка  

была существенно особой точкой функции . 

Пример 2 .   Для данной функции найти изолированные особые 

точки и определить их тип. 

f (z) = . 

Решение:  Изолированными особыми точками являются z = i,  
z  = -i, z = ½,  z = - ½. Запишем данную функцию в виде отно-

шения  g (z)  и h (z):  f (z) = ;g (z) = cos πz; 

h (z) = (4z 2 -1)(z 2 + 1). Для каждой из функций найдём порядок 

производной, не обращающейся в ноль при z = i, z  = -i,  z = ½,  

z = - ½: g (1/2) = 0,  g (-1/2) = 0,  g (i) ≠ 0,  g (-i) ≠ 0; 

g׳(z) = - π sin πz,  g 0 ≠ (1/2) ׳,  g 0 ≠ (1/2-) ׳; h (1/2) = 0,   

h (-1/2) = 0, h (i) = 0, h (-i) = 0; h ׳ (z) = 16z 3 + 6z; 

h 0 ≠ (1/2) ׳, h 0 ≠ (1/2-) ׳, h ׳ (i) ≠ 0, h ׳ (-i) ≠ 0. 
При z = ½  и  z = - ½ порядок ненулевой производной для функ-

ции, стоящей в знаменателе, равен порядку ненулевой  
производной для функции, стоящей в числителе. Таким обра-
зом, можно сделать вывод, что z = ½  и  z = - ½  являются  

устранимыми особыми точками. Так как порядок производной, 
не обращающейся в ноль при z = i и  z  = -i выше для функции, 

находящейся в знаменателе, то точки z = i и z  = -i являются по-
люсами функции. Порядок этих полюсов находится, как разни-
ца между порядками производных, не обращающихся в ноль. В 

данном случае, это 1 – 0 = 1.  Точки z = ½  и  z = - ½  являются 
устранимыми особыми точками. Точки z = i и z  = -i являются 

полюсами 1-го порядка. 
Вычеты 

Пусть  — изолированная особая точка функции 

. Вычетом функции f (z) в точке  называется число, 

обозначаемое символом  и определяемое равенством 
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                                     (42.3) 

(другие обозначения: ). Замкнутый контур 

интегрирования γ лежит в области аналитичности функции f (z)  
и не содержит внутри других особых точек функции f (z), кроме 

.  Сопоставление формул (42.1) и (42.3) показывает, что вы-

чет функции равен коэффициенту при минус первой степени в 

лорановском разложении f (z) в окрестности точки : 

                     .                                   (42.4) 

Вычет в устранимой особой точке равен нулю. Вычет 
функции f (z) в полюсе n-гo порядка вычисляется по формуле 

 

при n=1 

 

Если функция  в окрестности точки  пред-

ставляется как частное двух аналитических функций, 

 причем  (в этом 

случае — полюс первого порядка функции f (z)), то 

 

 Если точка  есть существенно особая точка функции  

, то вычет вычисляется по формуле (42.4). 

      Основная теорема Коши о вычетах.  
Если функция является аналитической на гра-

нице Г области G и  всюду внутри области, за исключением ко-

нечного числа особых точек , то 

                         (42.5) 
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Пример 3.   Вычислить интеграл: 

 

Решение:  Найдем особые точки функции f(z): 

 

В рассматриваемую область попадают точки 

 Точка является простым нулем.  

 
Найдем вычет в этой точке: 

 

 

Точка  является простым полюсом. Найдем вычет в этой 

точке: 

 

Точка  является простым полюсом. Найдем  

вычет в этой точке: 
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Отсюда следующий результат:  

 

Вычисление несобственных  интегралов от 
рациональных функций 

Пусть R (x) — рациональная функция, 

где и -  многочлены степеней  

k и l соответственно. Если R (х) непрерывна на всей действи-

тельной оси и , т.е. степень знаменателя, по крайней 
мере, на две единицы больше степени числителя, то 

здесь сумма вычетов функции 

берется по всем полюсам , расположен-

ным в верхней полуплоскости Im z>0. 
 

Вычисление несобственных интегралов специального ви-
да 

  Пусть R (x) — рациональная функция,  

где и -  многочлены степеней 

k и l соответственно. Если R (х) непрерывна на всей действи-
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тельной оси и  (т. е. R(x) – правильная рациональная 
дробь), то 

 

 

где сумма вычетов функции  берется по всем полюсам 

, расположенным в верхней полуплоскости Im z>0. 

 

Пример 4 .   Вычислить интеграл:  

Решение: Известно, что если функция рациональная, а ее чис-

литель и знаменатель представляют собой многочлены, причем 
степень знаменателя, по крайней мере, на две единицы больше 

степени числителя, то можно применить следующую формулу: 

. Сумма вычетов берется по 

всем полюсам  полуплоскости   
Преобразуем исходный материал: 

 

Особые точки: 

                    

                        

Точки  и  являются простыми полюсами и 

вычеты в них вычисляются следующим образом: 
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и 

используем приведенную в начале задачи формулу: 

. 

Пример  5.   Вычислить интеграл: 

 

Решение: Для вычисления интегралов такого вида применяется 

специальная формула: 

 

Исходная функция полностью удовлетворяет условиям  

применения данной формулы. Найдем :  

Сумма вычетов берется по верхней полуплоскости 

. Из этого следует:  

Эта особая точка является полюсом второго порядка. 
Найдем в ней вычет для каждой из функций: 

 

 

Используем записанную ранее формулу и найдем интеграл: 
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Вычисление определенных интегралов  

специального вида 

       Пусть R —рациональная функция cos t и sin t, непрерывная 

внутри промежутка интегрирования. Полагаем , тогда 

 

имеем 

                                     (42.6) 

где путь интегрирования—окружность единичного радиуса с  
центром в начале координат. Контурный интеграл в правой 
части равенства (42.6) вычисляется по формуле (42.5), где сум-

ма вычетов функции F(z) берется по всем особым точкам, ле-
жащим в области | z|< 1.    

Пример 6 .   Вычислить интеграл:  

 

Решение: Интеграл такого вида может быть преобразован в 
контурный, используя следующие выражения: 

 

 

Воспользуемся этими данными и получим: 
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=  

 
Подынтегральная функция имеет две особые точки: 

Точка  не попадает в область,  

ограниченную контуром интегрирования. Точка  
является простыми полюсом. Вычислим в этой точке вычет: 

. По основной теореме Коши о вычетах: 

 

         

         
43. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 

 

 Преобразование Лапласа и его свойства  
        Функцией-оригиналом называется функция f(t) действи-

тельного аргумента t, удовлетворяющая условиям: 1) f(t)  инте-
грируема на любом конечном интервале оси t; 2) для всех отри-

цательных t  f(t)=0; 3) f(t) возрастает не быстрое показательной 

функции, т. е. существуют такие постоянные М и ,что для 

всех t  Изображением функции f(t) по Лапласу 

называется функция F(p) комплексного переменного 
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, определяемая равенством обо-

значение: f(t) F(p). Для любой функции-оригинала f(t) изоб-

ражение F(p)  определено в полуплоскости  

и является в этой полуплоскости аналитической функцией вы-
полняются свойства: 

 Линейность: для любых комплексных постоянных  

 

 Формула подобия: для любого постоянного ω>0 

 

 Дифференцирование оригинала: если функции  

являются функциями-оригиналами, 

то 

 

Величина  

  понимается как  

 Дифференцирование изображения:  

 Интегрирование оригинала:  

 Интегрирование изображения: если  является функци-

ей-оригиналом, то 
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 Формула смещения: для любого комплексного λ 

 

 Формула запаздывания:  

 Формула умножения изображений: 

                

Интеграл  называется сверткой функций  и 

обозначается символом . 

Отыскание оригинала по изображению. 
      Для нахождения оригинала f(t) по известному изоб-

ражению F(p) наиболее широко применяются следующие прие-

мы: 
1) если F(p) есть правильная рациональная дробь, то ее 

разлагают на сумму простых дробей и находят оригиналы для 

каждой простой дроби, используя свойства  преобразо-
вания Лапласа; используют формулу разложения, согласно ко-
торой при некоторых достаточно общих условиях оригиналом 

2) для F(p) служит функция  где 

сумма вычетов берется по особым точкам  функции  F(p). 

 
Формулы соответствия 

Широко применяются следующие табличные  соотношения: 
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Левые части операционных соотношений предполагаются по-

множенными на функцию  которая для сокра-

щения записи, как правило, опускается. 
 

 Изображение кусочно-линейной функции 
 Примерный вид графика кусочно-линейной (полиго-

нальной) функции представлен на рис.1. Введём следующие 

обозначения: точки разрыва функций f(t) или 

; скачки функций в узлах «стыка»; 

скачки производной  в узлах «стыка». 

Изображение полигональной функции имеет вид 

 
Пример 1 . Найти изображение  функции , заданной 

графически (рис. 43.1). 
Решение:  Найдем аналитическое выражение для : 

 или . 

Для всех  получим 

 

Пользуясь свойством линейности  и теоремой запаздывания, 
 находим искомое изображение: 
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Рис. 43.1                                                  Рис. 43.2 

 

 Пример 2 .  Найти изображение  функции , заданной 

графически (рис. 43.2). 
Решение: Найдем аналитическое выражение для 

 

Для всех  получим  
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Пользуясь свойством линейности  и теоремой запазды-
вания , находим искомое изображение: 

 

 

Пример 3. Найти изображение  периодической функции 

, заданной графически (рис. 43.3). 

 
                   Рис. 43.3 

Решение: Из рисунка видно, что период функции . 
Найдем аналитическое выражение для  на отрезке : 

 

Для нахождения изображения периодической функции 
воспользуемся формулой 

 

Для данной функции получим 
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Третий интеграл равен нулю, а первые два интегрируем 
по частям и получаем 

 

  

 

44. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ЛИНЕЙНЫХ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  

УРАВНЕНИЙ 

      Решение линейных  дифференциальных уравнений опера-
ционным методом предполагает три этапа: 1) переход от исход-

ных функций к их изображениям по Лапласу, при этом диффе-
ренциальное уравнение преобразуется в алгебраическое отно-

сительно изображения искомой функции; 2) решение получен-
ного алгебраического уравнения; 3) получение искомого реше-
ния по его изображению. 

 

 
Рис. 44.1 
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Решим Задачу Коши для дифференциального уравнения 

  при начальном условии x(0)=1. Операционный метод 
решения такой задачи состоит в том, что искомую функцию и 

правую часть дифференциального уравнения считаем оригина-
лами и переходим от уравнения, связывающего оригиналы, к 

уравнению, связывающему их изображения. Воспользуемся 
формулой дифференцирования оригинала     
Применяя свойство линейности, перейдём в уравнении 

 от оригинала к изображениям:    
Решим полученное уже не дифференциальное, а алгебраическое 
уравнение относительно неизвестного изображения X(p): 

 Осталось по неизвестному изображению 

X(p) найти соответствующий ему оригинал x(t). Используя 

свойство линейности преобразования Лапласа и табличные 

операционные соотношения, получаем Это и есть 

искомое решение задачи Коши. Аналогично решаются системы 

линейных дифференциальных уравнений. 
Формула Дюамеля 

        Рассмотрим линейное дифференциальное  уравнение n-го 

порядка с постоянными коэффициентами:  

 

при нулевых начальных условиях 

 
(Заменой искомой функции задачу с ненулевыми начальными 
условиями можно свести к задаче с нулевыми условиями.). До-

пустим, что известно решение уравнения (с той же 

левой частью и правой частью, равной единице) при нулевых 

условиях. Обозначим его  Тогда решение x(t) задачи   Ко-

ши можно выразить через  с помощью одной из 

формул: 
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Каждое из этих выражений называют формулой (или ин-
тегралом) Дюамеля. Метод решения дифференциальных урав-
нений, основанный на формуле Дюамеля, применяют, как пра-

вило, в тех случаях, когда возникают трудности при нахожде-
нии изображения F(p) правой части f(t) , а также при необходи-

мости многократного решения задачи  для различных функций 
f(t) 
Пример 1 . На материальную точку массы m действует сила 

сопротивления R = kv, пропорциональная скорости. Какое рас-
стояние пройдёт точка за неограниченное время, если ей сооб-

щена начальная скорость v0 ? k = m,  v0 = 7 м/с. 
Решение:  Исходя из второго закона Ньютона: am= - 

kv, . Начальные условия: , x (0) = 0. 

Подставим значения k: . Сократим все выражения 

на m: . Перейдём к изображениям функций: 
p 2 X (p) – px (0) – x (0) –pX(p) – x (0) = 0, 

p (p+1)X (p) – 7 = 0, p (p+1)X (p) = 7 

X (p) =  

По такому изображению легко найти оригинал: 

x (t)=7 – 7 e -t  . 
Пример 2 . Найти решение задачи Коши  

 

Решение: Вначале решим вспомогательную задачу 
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Если  соответствует изображение  то перехо-

дят от оригиналов функций  к их изображениям, получим  

 

Разложим дробь на простые дроби, получим 

 

По таблице оригиналов .  

Найдем  

Используя формулу Дюамеля, получим искомое решение 

 

 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В настоящем пособии рассмотрены лекции по разделам 
«Математика».  Издание рекомендуется вместе со стандартны-

ми задачами по высшей математике для работы на практиче-
ских занятиях, а также при выполнении типовых расчетов и при 
составлении комплексных заданий, аттестационных контроль-

ных работ по указанным темам. 
Авторы считают, что пособие поможет более глубокому и 

полному усвоению студентами материала по данным в пособии 
разделам и будет соответствовать эффективной организации 
учебного процесса по курсу «Математика» для студентов инже-

нерно-технических специальностей. 
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