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ВВЕДЕНИЕ 

 

Сложный характер теоретических и практических задач 

современной рыночной экономики требует использования ма-

тематических методов в производственно-экономической дея-

тельности для обоснования управленческих решений, при-

званных обеспечить экономическую безопасность предпри-

ятий и организаций, создать условия для их нормального 

функционирования и развития. Проблемы, с которыми стал-

киваются специалисты в различных областях экономики, за-

висят от множества различных, противоречивых факторов, 

меняющихся со временем и влияющих на другие проблемы и 

процессы. 

В последнее время математическое моделирование явля-

ется одним из важнейших методов изучения и анализа эконо-

мических объектов и процессов и прогнозирования их разви-

тия. Важность использования математических методов в ана-

лизе экономических проблем подчеркивается тем, что Нобе-

левские премии в области экономики получают в основном за 

успехи в экономико-математическом моделировании. 

Экономико-математическое моделирование – это один из 

эффективных методов описания сложных социально-

экономических систем и процессов в целях выработки опти-

мальных решений. 

Математические модели отображают экономические про-

блемы в абстрактной форме и позволяют учесть большое чис-

ло различных характеристик исследуемых проблем. 

Экономико-математическое моделирование призвано по-

мочь руководителям различного ранга в выработке, обоснова-

нии и принятии эффективных, качественных, оптимальных 

решений в области экономики, организации производства и 

управления, в инвестиционном проектировании и в финансо-

вой сфере. Это должно повысить надежность функционирова-

ния производственно-экономических систем. 
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Квалифицированные специалисты в различных областях 

экономической деятельности должны обладать обширными 

познаниями в сфере экономико-математического моделирова-

ния для решения задач оптимального распределения ограни-

ченных ресурсов; выработки эффективных решений в услови-

ях неопределенности, противоречивости ограничений; анали-

за производственно-экономической информации и прогнози-

рования развития исследуемых процессов на основе совре-

менных компьютерных технологий. 

Из всего многообразия оптимизационных экономико-

математических методов и моделей наибольшее распростра-

нение получили межотраслевые балансы, сетевые методы 

планирования и управления, теория массового обслуживания, 

модели управления запасами, теорию игр и статистических 

решений, математическое программирование. В данном посо-

бии рассмотрим способы построения моделей и их примене-

ние для решения экономических задач.  

Целью дисциплины "Математические методы и модели 

в экономике" является подготовка студентов к использованию 

современной теории и практики экономико-математического 

моделирования при разработке, принятии и реализации опти-

мальных управленческих решений в процессе управления 

предприятием. 

Задачи дисциплины:  

- изучение теоретических основ и развитие практиче-

ских навыков применения методов принятии оптимальных 

решений в реальных  условиях  многокритериальности и не-

полноты информации рыночной экономики, с использовани-

ем современных методов экономико-математического моде-

лирования и информационных технологий; 

- освоение будущим экономистом комплекса методов 

поиска и обоснованного выбора наилучших (оптимальных) 

решений, формирование у него потребности в их повседнев-

ном использовании, раскрытие особенности экономико-

математических методов и моделей при обосновании реше-
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ний, принимаемых руководителем производственного коллек-

тива и возможности технических средств в реализации основ-

ных технологических этапов их получения; 

- развитие у студентов навыков творческого подхода к 

выбору методов моделирования при анализе производствен-

ных ситуаций и выработке своевременных обоснованных оп-

тимальных управленческих решений на современных маши-

ностроительных предприятиях. 

Пакет программ прикладного математического моделиро-

вания ППП PRIMA в среде Excel для персональных компью-

теров разработан Амелиным С.В., д.э.н., профессором кафед-

ры экономики и управления на предприятии машиностроения 

Воронежского государственного технического университета. 
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Тема 1. СЕТЕВЫЕ МОДЕЛИ И МЕТОДЫ 

ПЛАНИРОВАНИЯ И УПРАВЛЕНИЯ 

 

В результате изучения данной темы студенты должны: 

знать: 

- область применения моделей сетевого планирования и 

управления в экономике; 

- основные понятия сетевого планирования и управления; 

- методы расчёта параметров моделей сетевого планиро-

вания и управления; 

уметь: 

- формулировать постановку различных задач линейного 

программирования; 

- находить решение задач линейного программирования с 

помощью графического и симплексного методов; 

- давать экономическую интерпретацию полученных ре-

зультатов решения задач линейного программирования; 

- применять методы сетевого планирования и управления 

для решения практических задач; 

владеть: 

- математическим аппаратом линейного программирова-

ния; 

- практическими навыками формулирования и решения 

задач сетевого планирования и управления, в том числе, с ис-

пользованием ЭВМ. 

Успешное управление фирмой предполагает, что ее руко-

водители и специалисты должны иметь представление о мето-

дах календарного планирования выполнения комплекса работ, 

контроля за ходом и сроками их выполнения и регулирования 

возникающих отклонений путем перераспределения ресурсов. 

Для этого следует подробно описать последовательность 

взаимосвязанных работ, выполнение которых необходимо для 

достижения поставленной цели. 

Объектом управления в системе сетевого планирования и 

управления (СПУ) является коллектив исполнителей, распо-
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лагающий определенными материальными и денежными ре-

сурсами и выполняющий комплекс работ, направленный на 

достижение конечного результата в установленные сроки. 

Система СПУ позволяет: 

1. Составлять календарный план реализации комплекса 

работ; 

2. Выявлять и мобилизовать резервы времени, трудовые, 

материальные и денежные ресурсы; 

3. Повышать эффективность управления, прогнозируя и 

предупреждая возможные срывы в ходе выполнения работ; 

Система СПУ включает следующие основные этапы: 

1. Выявление работ, которые необходимо провести, со-

ставление их подробного перечня и установление их последо-

вательности и связи между ними; 

2. Построение сетевого графика на основе выявленной 

очередности выполнения работ; 

3. Учет имеющихся ресурсов, установление количествен-

ных оценок по каждой работе (например, время выполнения, 

количество исполнителей); 

4. Расчет параметров сетевого графика; 

5. Анализ и оптимизация сетевого графика (для ускорения 

выполнения работ производится необходимое перераспреде-

ление ресурсов); 

6. Использование сетевого графика как основного инст-

румента управления ходом работ. 

 

Сетевая модель и ее основные элементы 
 

Сетевая модель – это математическое описание кален-

дарного плана выполнения комплекса взаимосвязанных работ. 

Графическое изображение сетевой модели имеет форму сети и 

называется сетевым графиком. 

Допустим, перед фирмой стоит задача реконструкции по-

мещения. Перечень работ представлен в табл. 1. Сетевой гра-

фик представлен на рис. 1. 
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Таблица 1 

Данные для планирования работ по реконструкции 
 

Работа 

Продолжи-

тельность  

(ч.) 

Непосред-

ственно 

предшест-

вующие 

работы 

Код  

рабо-

ты 

А. Разработка проекта 

реконструкции офиса 
5 - 1-2 

Б. Перевод персонала 

во временное поме-

щение 

3 А 2-5 

В. Демонтаж обору-

дования и отправка во 

временное помещение 

8 А 2-3 

Г. Покупка и доставка 

материалов для ре-

монта 

4 А 2-4 

Д. Покупка и доставка 

нового оборудования 
7 Б, В 5-7 

Е. Ремонт внутренних 

помещений 
12 В, Г 6-7 

Ж. Высыхание краски 10 Е 7-8 

З. Ремонт здания с 

внешней стороны 
10 Г 4-9 

И. Реализация старого 

оборудования и мон-

таж нового 

13 Д, Ж 8-9 

К. Перевоз персонала 

в помещение офиса 
2 З, И 9-10 

 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Рис. 1. Сетевой график 
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Основными элементами сетевой модели являются собы-

тие и работа. Работа – это любое действие (процесс или 

связь), приводящее к определенному результату – событию. 

С позиций теории графов сетевая модель представляет 

собой связный ориентированный граф с вершинами – собы-

тиями и направленными дугами (рёбрами) – работами. 

Различают следующие виды работ: 

1. Действительная работа, т.е. протяженный во времени 

активный процесс, требующий затрат ресурсов. 

2. Ожидание, т.е. протяженный во времени пассивный 

процесс, не требующий затрат трудовых ресурсов (твердение 

бетона, остывание металла, высыхание краски). 

3. Фиктивная работа (зависимость) – это логическая связь 

между событиями, не требующая затрат труда, материальных 

ресурсов и времени. 

Эта работа указывает, что возможность выполнения од-

ной работы непосредственно зависит от результатов другой и 

продолжительность ее равна нулю (рис. 2). 

Действительная работа и ожидание изображаются на се-

тевом графике сплошной стрелкой, а фиктивная – штриховой. 

Количественные временные оценки ставят над стрелкой, а ко-

личество исполнителей – под стрелкой. 

 

В условиях определённости время выполнения работ де-

терминированное и определяется на основе нормативов. 

 

 

 

 

 
 

 

Рис. 2. Фиктивная (логическая) работа (5-7) 

 

4 5 8 

6 7 9 
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Событие – это момент завершения одной или нескольких 

работ и может быть моментом начала одной или нескольких 

следующих работ. Событие обозначается кружком, внутри 

которого ставится номер события (рис. 3). 

 

 

 
 

 

Рис. 3. Обозначение событий 

 

Событие i, с которого начинается работа, называется 

предшествующим данной работе. Событие j, которое является 

результатом производственной работы, называется последую-

щим. Первоначальное событие, отражающее начало выполнения ком-

плекса работ, называется исходным. Событие, отражающее конечную 

цель комплекса работ и не имеющее выходящих из него работ, называ-

ется завершающим. В сетевом графике обычно только одно начальное 

событие и одно конечное (завершающее). В упорядоченном сетевом 

графике нумерация событий соответствует порядку очередности их 

свершения. 

 

Правила построения сетевых графиков 
 

При создании сложного объекта сетевой график строят по 

частям, а затем их объединяют (сшивают). Построение и объ-

единение осуществляется по следующим правилам: 

1. Сеть строится от исходного события к завершающему, 

направление стрелок – слева направо. 

2. Длина и наклон стрелок (в немасштабном графике) зна-

чения не имеют, но все они должны быть однонаправлены – 

от предшествующего события (с меньшим номером) к после-

дующему событию (с большим номером). 

3. В сети не должно быть замкнутых контуров, т.е. цепо-

чек работ, возвращающихся к одному из предшествующих 

событий или соединяющих событие само с собой (рис. 4). 

i j 
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Рис. 4. Замкнутый контур 
 

4. По возможности не следует допускать пересечения 

стрелок. Иногда, для того чтобы избежать этого, некоторые 

события и работы смещаются вверх или вниз (рис. 5). 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 5. Вариант “разворачивания” графика 

 
 

5. Два события могут быть соединены только одной 
работой. Для изображения параллельных работ вводится 
промежуточное событие и дополнительная фиктивная работа 
(рис. 6). 

 
 

 

Рис. 6. Введение в график фиктивной работы 
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7 8 

1 2 

3 

1 

2 

3 

4 

5 

6 1 

2 

3 

5

4 

4

5 

6 



 13 

6. В сети не должно быть, кроме одного исходного, вися-

чих - хвостовых событий, т.е. событий, в которые не входит 

ни одна работа (рис. 7). 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 7. Хвостовое событие 
 

7. В сети не должно быть, кроме одного завершающего, 

висячих - тупиковых - событий, т.е. событий, из которых не 

выходит ни одна работа (рис. 8). 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 8. Тупиковое событие 

 

Понятие пути 
 

Путь – это любая непрерывная последовательность (цепь) 

работ, приводящая от одного события к другому, в которой 

последующее событие каждой работы является 

предшествующим для следующей за ней работы и в которой 

каждая работа встречается только один раз. 

1 4 

3 

2 

1 4 

3 

2 
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Полный путь – это любой путь сети, начало которого 

совпадает с исходным событием, а конец – с завершающим. 

Самый продолжительный из полных путей называется 

критическим. Длительность критического пути определяет 

время, за которое можно выполнить комплекс работ. 

Найдем критический путь для представленной выше сети. 

Запишем все полные пути и определим их 

продолжительность. 

 

1) (1)
5

(2)
3

(5)
7

(8)
13

(9)
2

(10)                  30 ч 

2)  (1)
5

 (2)
8

(3)
0

(5)
7

(8)
13

(9)
2

(10)                  35 ч 

3)  (1)
5

 (2)
8

(3)
0

(6)
12

(7)
10

(8)
13

(9)
2

   (10)              max 50 ч 

4)  (1)
5

     (2)
4

(4)
0

(6)
12

(7)
10

(8)
13

(9)
2

(10)                   46 ч 

5)  (1)
5

 (2)
4

(4)
10

(9)
2

(10)                                                             21 ч 

 

Критический путь пройдет через события 1, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 10.  

 

Критический путь выделяется на графике утолщенными 

стрелками. Для сокращения продолжительности всего 

комплекса работ в первую очередь стараются уменьшить 

время выполнения тех работ, которые лежат на критическом 

пути. 

 

Построение графика Ганта 
 

 Сетевой график дает чёткое представление о порядке 

следования работ, а для того, чтобы определить, какие работы 

должны выполняться в каждый конкретный момент времени, 

строят масштабный сетевой график (линейную диаграмму). 

 График Ганта (масштабный календарный план-график) 

строится в прямоугольной системе координат. Каждая работа 

изображается параллельными оси времени отрезками, 

равными продолжительности работы. Номера 

предшествующего и последующего событий для каждой 
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работы проставляются на концах отрезка. Отрезки 

располагаются один под другим, сверху вниз, сначала по 

возрастанию i, а при одинаковых i - по возрастанию j (рис. 9). 

Определим резервы времени работ. Например, работа 4 

– 9 заканчивается на 19-м часу, а работа 9 – 10 может начаться 

только на 48-м часу, следовательно, у работы 4 – 9 есть резерв 

в 29 ч. 

Критический путь находим справа налево. Для этого 

рассмотрим работы (отрезки), конечные события которых 

совпадают с завершающим событием сети (событием 10). Ес-

ли даже таких работ несколько, выбираем из них отрезок, 

правый конец которого лежит правее всех, и этот отрезок вы-

деляем (9-10). Затем находим ту работу, которая заканчивает-

ся событием (9). Это событие должно находиться на одной 

вертикали с левым концом выделенного отрезка. Это работа 

(8 - 9) и т.д. до работы (1 -2). 

Критическим временем будет абсцисса самого правого 

конца всех отрезков (работ) диаграммы (tкр = 50 ч.). 

Работы, расположенные на критическом пути 

(критические работы), не имеют резерва времени и являются 

самыми напряженными их всего комплекса работ. 

График загрузки исполнителей или потребности в иных 

ресурсах (рис. 10) отражает суммарное количество ресурса в 

расчёте на каждый день выполнения работ. 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 9. График Ганта
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Рис. 10. График загрузки исполнителей (потребности в ресурсах) 
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Расчет временных параметров событий 

 Введем обозначения (рис. 11): 

i, j – номер события; I - исходное событие; J - завер-

шающее событие; 

tPi, tPj - ранний срок свершения события; 

tПi, tПj - поздний срок свершения события; 

Rj , Rj - резерв времени события; 

t(LI, j) - продолжительность пути от события I до собы-

тия j; 

tКР- продолжительность критического пути; 

tij - продолжительность работы. 

 

 

 

 

 
Рис. 11. Временные параметры событий 

 

Расчет ранних сроков свершения событий начинается с 

первого события к последнему (слева направо). Максимальная 

продолжительность среди путей, ведущих от исходного собы-

тия  до j-го: 

tPj = 
L

max t(LIj).      (1.1) 

Максимальное время завершения всех k работ, входящих 

в j-е событие: 

tPj = 
k

max  (
kPit + jik

t ).   (1.2) 

Для исходного события ранний срок свершения события 

tPI = 0, для завершающего события tPJ = tКР.  

Расчет поздних сроков свершения событий начинается с 

последнего события до начального (справа налево). Разность 

между длительностью критического пути и максимальным из 

путей, ведущих от i-го события  до завершающего: 

tПi = tКР – 
L

max t(LiJ).      (1.3) 

          Ri 

  tPi      tПi 

       i 

          Rj 

  tPj      tПj 

       j 

tij 
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Минимальная разница между поздними сроками сверше-

ния последующих событий для всех k работ, выходящих из i-

го события и длительностью этих работ: 

tПi = 
k

min  (
kj

t – 
kijt ).     (1.4) 

Поздний срок свершения завершающего события  

tПJ = tPJ = tКР.                                  (1.5) 

Резерв времени события показывает, на какой допусти-

мый период времени можно задержать наступление данного 

события, не увеличивая при этом срок выполнения всего ком-

плекса работ: 

Ri = tПi – tРi.     (1.6) 

События критического пути имеют нулевой резерв време-

ни. 

Определим временные параметры событий непосредст-

венно на сетевом графике (рис. 12). 

Расчет ранних сроков свершения событий начинается 

слева направо, от первого события до десятого. К раннему 

сроку свершения предшествующего события (левый сектор) 

прибавляется продолжительность последующей работы, 

получаем ранний срок свершения последующего события. 

Если в событие входят несколько работ, то ранний срок его 

свершения определяется по максимуму, то есть событие не 

произойдет, пока не завершатся все эти работы. 

Расчет поздних сроков свершения событий начинается 

справа налево, от десятого события к первому. Из позднего 

срока свершения последующего события (правый сектор) 

вычитается продолжительность предшествующей работы, 

получаем поздний срок свершения предшествующего 

события. Если из предшествующего события входят 

несколько работ, то поздний срок его свершения определяется 

по минимуму, то есть из всех возможных значений позднего 

срока свершения выбирается минимальное. 

Результаты расчета представлены в табл._2.



 

 
 

Рис. 12. Расчет временных параметров событий 
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Таблица 2 

Временные параметры событий 
 

№ события 
Сроки свершения события Резерв 

события (Ri) tpi tni 

1 0 0 0 

2 5 5 0 

3 13 13 0 

4 9 13 4 

5 13 28 15 

6 13 13 0 

7 25 25 0 

8 35 35 0 

9 48 48 0 

10 50 50 0 
 

Расчет временных параметров работ 

 Для иллюстрации расчетов рассмотрим следующее 

графическое построение (рис. 13). 

Ранний срок начала работы tPНij совпадает с ранним 

сроком свершения предшествующего работе события tPi: 

tPНij = tPi.                                       (1.7) 

Поздний срок окрнчания работы tПОij совпадает с 

поздним сроком свершения последующего за работой события 

tПj: 

tПОij = tПj.                                        (1.8) 

Ранний срок окончания работы tРОij: 

tРОij = tРi + tij                                      (1.9) 

Поздний срок начала работы tПНij: 

tПНij = tПj  – tij .                               (1.10) 
 

Полный резерв времени работы RПij показывает, на-

сколько можно увеличить время выполнения данной работы 

или насколько можно передвинуть на более поздний срок на-

чало работы, не изменяя окончательного срока выполнения 

комплекса работ: 

RПij = tПj  – tРi – tij.   (1.11) 
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Рис. 13. Временные параметры работ и событий 

 

Частный резерв времени работы (RЧij) – это часть полно-

го резерва, на которую можно увеличить время завершения 

работы, уложившись в допустимо поздний срок ее окончания: 

 

RЧij = tnj  – tni – tij , RЧij = RПij  – Ri .          (1.12) 

 

Свободный резерв времени работы RСij – это часть полно-

го резерва, на которую можно увеличить время завершения 

работы, уложившись в ранний срок свершения ее последую-

щего события: 
 

RСij = tРj  – tРi – tij , RСij = RПij  – Rj .       (1.13) 
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Независимый резерв времени работы RНij – это часть пол-

ного резерва,  которая используется на увеличение продолжи-

тельности только данной работы, при этом все предшествую-

щие работы могут заканчиваться в свои поздние сроки, а все 

последующие – в ранние: 
 

RНij = tРj  – tПi – tij , RНij = RПij – Ri – Rj .  (1.14) 
 

Использование независимого резерва не влияет на вели-

чину резерва времени других работ. 

Частные случаи при расчете резервов: 

1. Если на критическом  пути лежит событие i, то из вы-

ражения (1.12) следует 

Ri = 0; RПij = RЧij . 

2. Если на критическом  пути лежит событие j, то из вы-

ражения (1.13) следует 

Rj = 0; RПij = RСij . 

3. Если на критическом  пути лежат и событие i и событие 

j, но сама работа не принадлежит критическому пути, то для 

этой работы все резервы равны  
 

Ri = 0; Rj = 0; RПij = RЧij = RСij = RНij. 
 

Коэффициент загруженности работы КЗ. 
 

КЗ = 
Пijij

ij

Rt

t
.      (1.15) 

 

Результаты расчета временных параметров работ пред-

ставлены в табл. 3. 
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Таблица 3 

Временные параметры работ 
 

Код 

работы 

i - j 

Длитель

ность 

работы, 

tij 

Сроки работы Резервы времени Коэф. 

 загру-

женно-

сти,  

КЗ 

tрн tро tпн tпo RП RЧ RС RН 

1 – 2 5 0 5 0 5 0 0 0 0 1 

2 – 3 8 5 13 15 13 0 0 0 0 1 

2 – 4 4 5 9 9 13 4 4 0 0 0,5 

2 – 5 3 5 8 25 28 20 20 5 5 0,13 

3 – 5 0 13 13 18 18 15 15 0 0 0 

3 – 6 0 13 13 13 13 0 0 0 0 0 

4 – 6 0 9 9 13 13 4 0 4 0 0 

4 – 9 10 9 19 38 48 29 25 29 25 0,26 

5 – 8 7 13 20 18 25 15 0 15 0 0,32 

6 – 7 12 13 25 13 25 0 0 0 0 1 

7 – 8 10 25 35 25 35 0 0 0 0 1 

8 – 9 13 35 48 35 48 0 0 0 0 1 

9– 10 2 48 50 48 50 0 0 0 0 1 
 

Для автоматизации расчёта параметров сетевой модели 

возможно использование программы «Расчёт и оптимизация 

сетевого графика» из ППП PRIMA. Для этого необходимо 

ввести коды работ в два смежных столбца Excel, ввести также 

длительности выполнения работ и количество необходимого 

ежедневно ресурса, например, трудового – требуемое количе-

ство исполнителей (рис. 14). 

Результаты расчёта выводятся в табличной форме. Таблица 

временных параметров работ (рис._15) содержит информацию о 

кодах и продолжительности работ, а также расчётные значения 

полного и свободного резервов работ и коэффициента загрузки 

работ. Для работ критического пути коэффициент загрузки равен 

единице. Таблица временных параметров событий (рис. 16) 

включает расчётные значения ранних и поздних сроков сверше-

ния событий, а также резерва времени событий. 
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Рис. 14. Ввод исходных данных в диалоговую форму 

 

 
 

Рис. 15. Расчёт временных параметров работ 
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Рис. 16. Расчёт временных параметров событий 

 

После таблиц выводится длительность критического пути 

и перечень событий, составляющих критический путь. 

Оптимизация сетевого графика заключается в перерас-

пределении исполнителей с менее загруженных работ на ра-

боты критического пути (если это возможно). Результатом оп-

тимизации становится сокращение длительности критическо-

го пути (рис. 17). 

При оптимизации сетевого графика используется сле-

дующая система уравнений 

yt
xW

T

yRt
xW

T

k

k

k

пp

p

p

, 

где Тр – трудоёмкость работы, имеющей резерв времени; Тк – 

трудоёмкость работы критического пути; Wр – количество ис-

полнителей работы, имеющей резерв; Wк – количество испол-

нителей работы критического пути; х – количество исполни-

телей, переводимых с работы, имеющей резерв на критиче-
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ский путь; tр – длительность работы, имеющей резерв време-

ни; tк – длительность работы критического пути; у – время со-

кращения длительности критического пути и резерва времени 

работы; Rп – полный резерв времени работы. 
 

 
 

Рис. 17. Оптимизация сетевого графика и данные для 

диаграммы использования ресурсов 
 

Для построения календарного плана-графика выполнения 

работ – графика Ганта используется таблица временных пара-

метров работ (рис. 18 - 24). 

С помощью Мастера диаграмм на шаге 1 необходимо 

выбрать Линейчатую диаграмму с накоплением, которая по-

зволяет строить горизонтальные отрезки. На шаге 2 указыва-

ется, что исходные данные содержатся в столбцах, после чего 

нужно переключиться на закладку Ряд. Далее следует Доба-

вить Ряд 1, содержащий данные о ранних сроках начала ра-

бот, а в качестве Имени ввести слово: Обозначения. Ряд 2 со-

держит данные о продолжительности работ, а Ряд 3 – о пол-

ных резервах работ. На шаге 3 необходимо установить гори-
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зонтальные линии сетки, ввести название диаграммы – график 

Ганта и наименование осей – время и коды работ. 

 

 
 

 
 

Рис. 18. Построение графика Ганта шаг 1 и шаг 2 
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Рис. 19. Построение графика Ганта Ряд 1 и Ряд 2 
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Рис. 20. Построение графика Ганта Ряд 3 

 

 
 

 

Рис. 21. Построение графика Ганта шаг 3 - Линии сетки 
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Рис. 22. Построение графика Ганта шаг 3 - Заголовки 
 

После нажатия кнопки Готово получаем заготовку графика, ко-

торую ещё необходимо отформатировать. Далее, с помощью кон-

текстного меню, вызываемого правой кнопкой мыши следует уда-

лить серый фон диаграммы, установить требуемый размер шрифта 

надписей и цифр на шкалах, для вывода всех кодов работ установить 

Число категорий между подписями делений равным единице. Также 

следует установить Обратный порядок категорий для отображения 

графика Ганта ступенями сверху вниз. 
 

 
 

Рис. 23. Форматирование оси с кодами работ 
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Рис. 24. Построение графика Ганта – удаление лишних 

линий 
 

Для того чтобы сделать невидимыми синие горизонталь-

ные полосы, соответствующие времени раннего начала работ, 

следует щелкнуть по любой из них правой кнопкой мыши и 

вызвать меню Формат рядов данных, в котором выбрать за-

кладку Вид. Установить Границу – невидимую, а Заливку – 

прозрачную. 

Для отображения фиктивных работ с нулевой длительно-

стью можно искусственно установить для них после расчёта 

при построении диаграммы минимальную длительность, на-

пример, равную 0,3. Легенда диаграммы и подписи осей легко 

передвигаются с помощью мыши. 

Диаграммы потребности в ресурсах (исполнителях) стро-

ятся на основе расчётных Данных для эпюры использования 

ресурсов. Если передвинуть время выполнения работ вправо 

за счёт имеющихся резервов, то можно сгладить пики потреб-

ности в ресурсах. Так, на первом графике (рис. 25), соответст-

вующем ранним срокам начала работ, максимальное требуе-

мое число исполнителей – 15, а если работы начинаются в 



 33 

возможно поздние сроки (just in time – JIT) – 10 человек (рис. 

26). 
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Рис. 25. График Ганта и диаграмма потребности в  

ресурсах 
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График Ганта JIT
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Рис. 26. График Ганта и диаграмма потребности в 

ресурсах JIT 

 

Сетевое планирование в условиях неопределённости 
 

В случаях, когда время выполнения работ точно не из-

вестно, то есть продолжительность работы является случай-

ной (стохастической) величиной, характеризующейся законом 

β-распределения с числовыми характеристиками – средним 



 35 

значением, или математическим ожиданием продолжительно-

сти работы tож ij  и дисперсией продолжительности работы σ
2

ij. 

Для определения средней (ожидаемой) длительности ра-

бот на основе экспертного опроса даются три временные ха-

рактеристики (оценки времени выполнения работ): 

1. Оптимистическая (минимальная) оценка toij ; 

2. Пессимистическая (максимальная) оценка tnij ; 

3. Наиболее вероятная оценка tн.вij. 

Тогда среднее (ожидаемое) время выполнения работы оп-

ределяется выражением 

toжij = 
6

4
(max).(min) nijвijнoij ttt

, 

или, если известны только крайние оценки: 

toжij = 
5

23
(max)(min) nijoij tt

. 

Определение степени неопределённости выполнения ра-

бот, лежащих на критическом пути для первого подхода 

2

2

minmax2

6

)( ijij

ij

tt
, 

для второго подхода 

2

2

minmax2

5

)( ijij

ij

tt
. 

Определение вероятности завершения комплекса работ в 

заданный директивный срок. Для этого необходимо найти ар-

гумент функции нормального распределения Z по формуле 

2

крij

крдир LT
z  

где Tдир – директивный срок завершения работ; Lкр – длитель-

ность критического пути; σ
2
ij кр – суммарная дисперсия ра-

бот, лежащих на критическом пути. 

Максимальный срок выполнения всего комплекса работ Т 

при заданном уровне вероятности р 
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2

KPijKP zLT . 

Допустим, получены следующие оценки длительности 

работ (рис. 27), на основании которых рассчитано среднее 

(ожидаемые) время выполнения работ 

tож 1-2 = (4 + 4  5 + 7) / 6 = 5,167. 

 

 
 

Рис. 27. Расчёт ожидаемой продолжительности работ 
 

Длительность критического пути равна 51,3 дня. Для ра-

бот критического пути рассчитаем дисперсии 

σ
2

1-2= (7 – 4)
2
 / 6

2
 = 0,25; 

 

σ
2

2-3= 1;   σ
2
6-7= 0,69;   σ

2
7-8= 0,25;   σ

2
8-9= 1;   σ

2
9-10= 0,25. 

 

При расчёте с помощью программы «Расчёт и оптимиза-

ция сетевого графика» из ППП PRIMA, оценки времени вы-

полнения работ tmin и tmax  следует располагать в двух смеж-

ных столбцах, а для трёх оценок - значения  tmin , tнв и tmax  

располагаются в трёх смежных столбцах, адреса которых вво-

дятся в программу в окне Время выполнения работ. 
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Рис. 28. Ввод директивного срока выполнения работ  

 

Допустим, директивный срок выполнения работ установ-

лен в пределах 55 дней (рис. 28), тогда аргумент функции 

нормального распределения равен 

Z = (55–51,3) / (0,25+1+0,69+0,25+1+0,25)
1/2

 = 1,976. 

Для определения вероятности  завершения комплекса ра-

бот в заданный директивный срок используют значения функ-

ции нормального распределения Р(z): 

z P(z) z P(z) z P(z) z P(z) 

0,0 0,50000 1,6 0,94520 -3,0 0,00135 -1,4 0,08076 

0,2 0,57926 1,8 0,96407 -2,8 0,00256 -1,2 0,11507 

0,4 0,65542 2,0 0,97725 -2,6 0,00466 -1,0 0,15866 

0,6 0,72575 2,2 0,98610 -2,4 0,00820 -0,8 0,21186 

0,8 0,78814 2,4 0,99180 -2,2 0,01390 -0,6 0,27425 

1,0 0,84134 2,6 0,99534 -2,0 0,02275 -0,4 0,34458 

1,2 0,88493 2,8 0,99744 -1,8 0,03593 -0,2 0,42074 

1,4 0,91924 3,0 0,99865 -1,6 0,05480 0,0 0,50000 

 

Используя таблицу значений функции нормального рас-

пределения и метод интерполяции, определяют вероятность 

выполнения комплекса работ в заданный директивный срок. 

Р(z) = 0,964+(1,976–1,8) (0,977–0,964)/(2,0–1,8) = 0,976. 

Для расчёта вероятности можно использовать функцию 

НОРМСТРАСП из категории Статистические Excel (рис. 

29).  
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Рис. 29. Расчёт вероятности выполнения 

всех работ в срок 
 

Максимальный срок выполнения всего комплекса работ Т 

при заданном уровне вероятности р = 0,95. Для получения ве-

личины Z можно использовать функцию НОРМСТОБР из ка-

тегории Статистические Excel (рис. 30). 
 

 
 

Рис. 30. Расчёт вероятного времени выполнения всех  

работ 
 

Т = 51,3+1,645  (0,25+1+0,69+0,25+1+0,25)
1/2

 ≈ 54,35 дня  

Таким образом, с вероятностью 0,95 комплекс работ будет 

завершен за 54,35 дня. 
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Сформулируем сетевую модель как оптимизационную за-

дачу линейного программирования. Поздний срок свершения 

завершающего события сетевого графика соответствует дли-

тельности самого продолжительного из полных путей - кри-

тического. Однако целью сетевого планирования является 

окончание комплекса работ в возможно короткие сроки. От-

сюда целевая функция задачи линейного программирования 

заключается в нахождении минимального значения позднего 

срока завершающего события. В качестве ограничений задачи 

линейного программирования используем выражение для оп-

ределения частного резерва времени работ. Тогда разность 

между поздними сроками свершения последующего события  

Tj и предшествующего события Ti, минус частный резерв вре-

мени работы Rчij будет равна продолжительности выполнения 

работы tij. Поздний срок свершения исходного события (как и 

его ранний срок свершения) равен нулю. Тогда математиче-

ская модель оптимизационной задачи сетевого планирования 

и управления будет иметь вид: 

).10...1j;9...1i(0T

tR)TT(

minTF

1

ijijчij

10

 

Введём исходные данные для расчёта в электронную таб-

лицу Excel (рис. 31). Строку с адресами A2 : W2 используем 

как область изменяемых ячеек для размещения искомых пе-

ременных (поздних сроков свершения событий и частных ре-

зервов времени работ). В соответствующие ячейки поля с ад-

реса А4 по W16 вводим коэффициенты при переменных зада-

чи с соответствующими знаками. Ячейка Х2 содержит целе-

вую функцию ( =J2), соответствующую позднему сроку свер-

шения завершающего события. В ячейки Х4 : Х16 введены 

выражения для левых частей ограничений. Так, ячейка Х4 со-

держит функцию (=СУММПРОИЗВ($A$2:$W$2; A4:W4), ко-

торая скопирована в ячейки Х5 : Х16. 



 

 
 

Рис. 31. Решение оптимизационной задачи сетевого планирования 

4
0
 



 41 

Тема 2. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ  МАССОВОГО 

ОБСЛУЖИВАНИЯ 
 

В результате изучения данной темы студенты должны: 

знать: 

- область применения моделей теории массового обслу-

живания в экономике; 

- основные понятия теории массового обслуживания; 

- методы решения задач теории массового обслуживания; 

уметь: 

- формулировать постановку различных задач теории мас-

сового обслуживания; 

- находить решение задач теории массового обслужива-

ния; 

- давать экономическую интерпретацию полученных ре-

зультатов решения задач теории массового обслуживания; 

- применять методы теории массового обслуживания для 

решения практических задач; 

владеть: 

- математическим аппаратом теории массового обслужи-

вания; 

- практическими навыками формулирования и решения 

задач теории массового обслуживания, в том числе с помо-

щью ЭВМ. 

 

Основные понятия теории массового обслуживания. 

Предметом изучения теории массового обслуживания (ТМО) 

являются процессы, в которых, с одной стороны, возникают 

запросы на выполнение каких-либо работ или услуг,  а с дру-

гой стороны – производится удовлетворение этих запросов. 

Такие процессы реализуются в системах массового обслужи-

вания (СМО). 

Та часть СМО, в которой возникают запросы, называется 

обслуживаемой подсистемой, а та часть СМО, которая при-

нимает запросы и удовлетворяет их, называется обслуживаю-

щей подсистемой. 
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Каждый отдельный запрос на выполнение какой-либо ра-

боты называется заявкой, или требованием. Часть обслужи-

ваемой подсистемы, которая в любой момент времени может 

послать только одно требование, называется источником 

требования, или объектом обслуживания. Обслуживанием 

называется  удовлетворение поступившего в обслуживающую 

подсистему требования. Часть обслуживающей подсистемы, 

которая способна в любой заданный момент времени удовле-

творять только одно требование, называется обслуживающим 

аппаратом. Обслуживающая подсистема – это совокупность 

однородных обслуживающих аппаратов (контролеров, налад-

чиков, рабочих, оборудования). 

Прикладные задачи ТМО сводятся к тому, чтобы устано-

вить оптимальное соотношение между числом поступающих 

на обслуживание требований и числом обслуживающих уст-

ройств, при котором суммарные расходы на обслуживание и 

убытки от простоя были бы минимальными. 

Поток требований – это последовательность возникаю-

щих во времени требований. Различают входящий и выходя-

щий потоки и требований. По характеру потоки требований 

могут быть регулярными и стохастическими (вероятностны-

ми). В большинстве случаев входящий поток неуправляем и 

зависит от случайных факторов, т.е. и число требований, по-

ступающих в систему в единицу времени, и интервал между 

требованиями – случайные величины. 

Среднее число требований, поступающих в систему об-

служивания в единицу времени, называется интенсивностью 

поступлений ( ) и определяется по формуле 

 = 
T

1
,    (2.1) 

где T  - среднее значение интервала между поступлениями 

очередных требований. 

СМО с простейшими потоками требований  обладают 

следующими свойствами: стационарностью, ординарностью и 

отсутствием последействия. 
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Стационарным называется поток, характер которого с те-

чением времени  не меняется. При этом вероятность наступ-

ления того или иного числа событий за какой-либо промежу-

ток времени зависит только от длины этого промежутка и не 

зависит от момента его начала. 

Ординарным называется такой поток, в котором в любой 

момент времени может поступить не более одного требования. 

Потоком без последействия называется поток, в котором ве-

роятность поступления определенного числа требований после 

какого-то произвольного времени t не зависит от числа требова-

ний, поступивших в систему до этого момента времени. 

Если поток требований простейший, то его можно опи-

сать количественно с помощью функции Пуассона: 

Рк(t) = t
k

e
k

t

!

)(
,       (2.2) 

где Рk(t) – вероятность того, что в течение времени t в систему по-

ступит точно k требований на обслуживание (k = 0,1,2 …). 

Математически наличие простейшего потока требований 

можно определить с помощью статистической обработки дан-

ных. Одним из признаков закона распределения Пуассона яв-

ляется равенство математического ожидания случайной вели-

чины и ее дисперсии 

t = 
2
,    (2.3) 

где t – среднее число требований, поступивших на обслужи-

вание за время t. 

Время обслуживания – это период, в течение которого 

удовлетворяется требование на обслуживание. Время нахож-

дения требования в системе состоит из времени обслуживания 

и времени ожидания обслуживания. Время обслуживания од-

ного требования – это случайная величина, характеризующая-

ся законом распределения, который определяется на основе 

статистических испытаний. На практике чаще всего исходят 

из гипотезы о показательном законе распределения времени 

обслуживания, в котором плотность распределения убывает с 

возрастанием времени. 
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При показательном законе распределения времени обслу-

живания функция распределения F(t)обсл, представляющая собой 

вероятность того, что время обслуживания будет меньше задан-

ной величины  t, описывается следующим образом: 

F(t)обсл = 1 – е
- t

,   (2.4) 

где  - параметр системы обслуживания, величина, обратная 

среднему времени обслуживания, представляет собой интен-

сивность обслуживания одного требования одним аппаратом: 

 = 
обслT

1
,    (2.5) 

где обслT - среднее время обслуживания одного требования од-

ним аппаратом. 

Параметр системы массового обслуживания  

  = , или        =   обслТ . (2.6) 

Параметр  показывает количество требований, посту-

пающих в систему за среднее время обслуживания одного 

требования одним аппаратом. Поэтому количество обслужи-

вающих аппаратов n не должно быть меньше : 

n  .    (2.7) 

Если это требование не выполняется, то очередь будет 

расти и заявки не будут полностью выполнены. 
 

Классификация систем массового обслуживания 
 

Первым признаком, позволяющим классифицировать сис-

темы массового обслуживания, является поведение требова-

ний, поступивших  в обслуживающую систему в тот момент, 

когда все обслуживающие аппараты заняты. Выделяются сле-

дующие типы систем: 

а) системы с потерями или отказами (если нет свободного 

аппарата, заявка покидает систему не обслуженной); 

б) системы с ожиданием или без потерь (заявки дожида-

ются обслуживания в очереди); 
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в) смешанные системы (заявки присоединяются к очере-

ди, если она не больше определенной длины, или покидают 

очередь не обслуженными, если закончилось допустимое вре-

мя ожидания). 

Второй признак – все системы массового обслуживания 

могут быть подразделены в зависимости от количества обслу-

живающих аппаратов на системы с ограниченным (конечным) 

и с неограниченным числом обслуживающих аппаратов. 

Третий признак – СМО подразделяются по числу требова-

ний, которые одновременно могут находиться в обслуживаю-

щей системе, на системы с ограниченным и неограниченным 

потоком требований. В замкнутых системах источники требо-

ваний находятся внутри системы, а в разомкнутых – вне её. 

Четвертый признак – СМО могут подразделяться в зави-

симости от дисциплины обслуживания на системы с упорядо-

ченной очередью, с неупорядоченным (случайным) выбором 

из очереди и с приоритетом обслуживания. 
 

Расчёт показателей качества функционирования 

систем массового обслуживания 
 

Чтобы улучшить работу СМО путем изменения ее органи-

зации, необходимо рассчитать показатели качества её функ-

ционирования при существующем варианте организации и 

при других возможных вариантах и на основе этих расчетов 

принять решение. 
 

А. Система обслуживания с потерями (отказами) 

Вероятность того, что в обслуживающей системе нахо-

дится точно k требований, т.е. занято k обслуживающих аппа-

ратов: 

Рk = 
!k

k

 Р0 ,       (2.8) 

где k – число требований в системе (k = 1, 2, 3, …, n); n – чис-

ло обслуживающих аппаратов; Р0 – вероятность того, что в 

системе нет ни одного требования. 
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Вероятность того, что все обслуживающие аппараты сво-

бодны (простаивают): 

Р0 = (
n

k

k

k0 !
)
-1 .

       (2.9) 

Вероятность отказа в обслуживании. Отказ происходит в 

случае, когда все обслуживающие аппараты заняты. Тогда ве-

роятность отказа равна вероятности того, что все аппараты 

заняты, или вероятности того, что в системе находится ровно 

n требований: 

Ротказа = Pn = 
!n

n

(
n

k

k

k0 !
)
-1 

. (2.10) 

Относительная пропускная способность и вероятность то-

го, что пришедшая заявка будет обслужена 

Q = Pобс = 1 – Pотк = 1 – Pn .   (2.11) 
 

Абсолютная пропускная способность и интенсивность 

выходящего потока обслуженных заявок 

A =  Q =  (1 – Pn).   (2.12) 
 

Степень загрузки системы характеризуется средним чис-

лом занятых обслуживающих аппаратов 

М = 
n

0k
kPk

 
=  (1 – Pn).  (2.13) 

Коэффициент загрузки обслуживающего аппарата 

Кзаг = М / n 
 
.   (2.14) 

Пример. В механическом цехе на одном участке работают 3 

контролёра. Если деталь поступает в ОТК, когда контролёры за-

няты, она уходит на склад готовой продукции, не ожидая контро-

ля. Известно, что среднее число деталей, поступающих в ОТК в 

течение 1 ч. равно 24, а среднее время обслуживания равно 5 мин. 

Какова вероятность того, что деталь не будет проконтролирована 

и насколько будут загружены контролёры работой 

Решение. n = 3,  = 24, обслТ  = 5 мин = 
12

1
ч.,  
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 = 
обслТ

1
= 12,     = = 

12

24
= 2,      n  . 

Ротказа = 1
3

0

3

)
!

2
(

!2

2

k

k

k
= 

!1

2

!0

2
(

6

8 10

!2

22

+ 
!3

23

)
-1

 =  

= 
3

4
 (1+ 2 + 2 + 

3

4
)
-1 

=  
3

4
 (

3

19
)
-1 

= 
19

4
 = 0,21. 

Вероятность отказа 0,21 означает, что из 100 деталей в 

среднем ОТК пройдет 79 деталей и не пройдет 21 деталь. 

Определим степень загрузки контролёров 

М = 
3

0k

kPk = 0  Р0 + 1  Р1 + 2  Р2 + 3  Р3 . 

Расчеты представлены в следующей табл. 4. 

Таблица 4 

Число заня-

тых контро-

леров 

Рk/Ро=
!k

k

 Рk = 
!k

k

 Р0 k  Рk 

0 1 0,16 0 

1 2 0,32 0,32 

2 2 0,32 0,64 

3 4/3 0,21 0,63 

 19/3  1 1,59 
 

Р0 = (
3

19
)
-1

 = 0,16; 

М = 1,59  означает, что полностью занято более полутора 

контролёров. 

Коэффициент загрузки одного контролёра 

Кзаг = 
3

59,1

n

M
= 0,53, 

т.е. каждый контролёр в среднем занят более половины дня. 
 

Для автоматизации расчёта характеристик системы мас-

сового обслуживания возможно использование программы 

«Теория массового обслуживания» из ППП PRIMA (рис. 32). 
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Рис. 32. Ввод исходных данных СМО в диалоговую форму  
 

Выбор модели СМО осуществляется с помощью закладки 

Параметры. Для этого необходимо выделить требуемый вид 

модели и нажать кнопку Выбор (рис. 33). Исходными данны-

ми для многоканальной системы массового обслуживания с 

отказами являются: интенсивность входного потока , интен-

сивность обслуживания  и число каналов обслуживания n 

(рис. 32). Результаты расчётов характеристик СМО с отказами 

в ППП PRIMA представлены на рис. 34. 
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Рис. 33. Выбор модели СМО 
 

 

 
 

Рис. 34. Результаты расчётов характеристик СМО  

с отказами 
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Б. Система обслуживания с ожиданием или без потерь 

(замкнутая система массового обслуживания) 

Вероятность того, что в системе занято k обслуживающих 

аппаратов при условии, что число требований, находящихся в 

системе, не превосходит числа обслуживающих аппаратов, 

т.е. когда очереди нет: 

Рk = 
)!(!

!

kmk

m
 

k
  Р0,       (0  k  n), (2.15) 

где k– число требований; n – число обслуживающих аппара-

тов; m – наибольшее возможное число требований, находя-

щихся в обслуживаемой системе одновременно. 

Вероятность того, что в системе находится k требований 

для случая, когда их число больше числа обслуживающих ап-

паратов, т.е. когда есть очередь:  

Рk = 
!)!(

!

nkmn

m
nk

k
  Р0,   (n < k  m). (2.16) 

Вероятность того, что все обслуживающие аппараты сво-

бодны: 

Р0 = (
n

k kmk

m

0 )!(!

! k
 + 

m

nk
nk nkmn

m

1 !)!(

!
 

k
)
-1

. (2.17) 

 

Введем обозначения для краткой записи (
1k ) и (

2k ), тогда 

Р0 = (
n

k

k

0
1

+ 
m

nk

k

1
2

)
-1

.     (2.18) 

Среднее число требований, ожидающих начала обслужи-

вания, т.е. средняя длина очереди 

М1 = 
m

nk

nk
1

)(  Рk.    (2.19) 

Коэффициент простоя обслуживаемого требования в 

ожидании обслуживания 

К1 = 
m

M1 .     (2.20) 
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Среднее число требований, находящихся в обслуживаю-

щей системе, т.е. в очереди и в обслуживании 

М2 = 
m

k

k
1

 Рk.    (2.21) 

Коэффициент простоя обслуживаемого требования в об-

служивающей системе 

К2 = 
m

M 2 .    (2.22) 

Среднее число свободных обслуживающих аппаратов 

М3 = 
1

0

)(
n

k

kn  Рk.   (2.23) 

Коэффициент простоя обслуживающего аппарата 

К3 = 
n

M3 .    (2.24) 

Пример. Два рабочих обслуживают группу из 9 станков. В 

среднем каждый станок останавливается один раз в час. Об-

служивание одного станка занимает у рабочего в среднем 6 

мин. Определить основные характеристики эффективности 

функционирования системы массового обслуживания. 

Решение. n = 2, m = 9,  = 1, обслТ  = 6 мин = 0,1 ч.,  

 = 
обслТ

1
= 10,      = = 0,1. 

В любой момент времени система находится в одном из 

своих возможных состояний: 
k = 0 – все станки работают, очереди нет; 
k = 1 – один станок обслуживается, очереди нет; 
k = 2 – два станка обслуживаются, очереди нет; 
k = 3 – два станка обслуживаются, один в очереди, остальные 
работают; 

…………………………..……………………………… 
k = 9 – два станка обслуживаются, семь в очереди на обслу-
живание, т.е. ни один станок не работает. 

Этим состояниям системы соответствуют вероятности: 

Р0, Р1, Р2, Р3, …, Р9. 
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Определим значения 
1k для случая, когда очереди нет  

(0  k  2): 

0 = 
!9!0

!9
 0,1  = 1; 1 = 

!8!1

!9
 0,1

1
 = 0,9; 2 = 

!7!2

!9
 0,1

2
 = 0,36. 

Определим значения 
2k для случая, когда очередь есть  

(3  k  9): 

3 = 
!2!62

!9
1

 0,1
3
 = 0,126; … 9=

!2!02

!9
7

 0,1
9
 = 0,0000014175.  

Вероятность того, что в системе не будет ни одного тре-

бования:  

Р0 = (2,43545)
-1

 = 0,4106. 

Среднее число станков, стоящих в очереди: 

М1 = 
9

3

)2(
k

k  Рk = 0,098. 

Это означает, что в среднем из 9 станков 0,098 простаи-

вают в очереди на обслуживание. 

Коэффициент простоя станка в очереди 

К1 = 
9

098,0
= 0,011. 

Это означает, что в среднем каждый станок 1,1 % времени 

простаивает в очереди. 

Среднее число простаивающих станков (в очереди и об-

служивании) 

М2 = 
9

1k

k  Рk = 0,907. 

Это означает, что в среднем 95 % рабочего времени 1 ста-

нок из 9 не будет работать. 

Коэффициент простоя станка в системе обслуживания 

К2 = 
9

907,0
= 0,1008. 

Это означает, что 10,08 % времени в среднем будет про-

стаивает каждый станок из 9. 
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Среднее число свободных обслуживающих аппаратов (ра-

бочих) 

М3 = 
1

0

)2(
k

k  Рk = 1,1907. 

Это означает, что из двух человек в среднем один всегда 

свободен, а другой свободен в течение 18,6 % времени. 

Коэффициент простоя рабочего 

К3 = 
2

1907,1
= 0,595. 

Это означает, что в среднем каждый рабочий 59,5 % рабо-

чего времени простаивает без работы. 

Результаты расчетов представлены в таблице 5. 
 

Для автоматизации расчёта характеристик многоканальной 

замкнутой системы массового обслуживания возможно исполь-

зование программы «Теория массового обслуживания» из ППП 

PRIMA. Выбор вида модели осуществляется в закладке Пара-

метры и завершается нажатием кнопки Выбор (рис. 35). 
 

 
 

Рис. 35. Выбор модели СМО 



 

Таблица 5 

Число тре-

бований,  

k 

Число требо-

ваний, ожи-

дающих об-

служивания,  

k - n 

Число 

свободных 

рабочих,  

n - k 

1k и 
2k  Рk= k Р0 (k-n) Рk k Рk (n-k) Рk 

0 - 2 1 0,4106 - - 0,8212 

1 - 1 0,9 0,3695 - 0,3695 0,3695 

2 - - 0,36 0,1478 - 0,2956 - 

3 1 - 0,126 0,0517 0,0517 0,1551 - 

4 2 - 0,0378 0,0155 0,031 0,062 - 

5 3 - 0,00945 0,00388 0,01164 0,0194 - 

6 4 - 0,00189 0,000776 0,003104 0,004656 - 

7 5 - 0,0002835 0,0001164 0,000582 0,0008148 - 

8 6 - 0,0002835 0,0000116 0,0000696 0,0000928 - 

9 7 - 0,0000014175 0,0000005 0,0000035 0,0000045 - 

 - - 2,43545 - 0,098 0,907 1,1907 

5
4
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В качестве исходных данных многоканальной замкнутой 

модели СМО следует ввести интенсивность входного потока 

требований и интенсивность обслуживания, число каналов 

обслуживания и число источников требований (максимально 

возможное число заявок в системе (рис. 36). 

 

 
 

Рис. 36. Ввод исходных данных СМО в диалоговую форму 

 

Результаты расчёта характеристик замкнутой многока-

нальной системы массового обслуживания представлены на 

рис. 37. 
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Рис. 37. Расчёт характеристик замкнутой СМО 
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Принятие решения о выборе оптимальной системы массо-

вого обслуживания требует многократного расчёта парамет-

ров системы массового обслуживания при изменении значе-

ний исходных данных. Выбор оптимального (рационального) 

варианта осуществляется согласно принятому критерию эф-

фективности. Так, величина затрат, связанных с пребыванием 

в очереди одного требования (заявки) имеет вид 

minочоч tC
n

СС об , 

где С - величина затрат, связанных с пребыванием в очереди 

одного требования, ден.ед./час; n – число каналов обслужива-

ния;  - интенсивность входного потока, заявок/час; Соч –

издержки, связанные с пребыванием в очереди одного требо-

вания, ден.ед./час; tоч – среднее время ожидания в очереди, 

час; Соб – затраты на содержание обслуживающего устройства 

(канала). 

 

 

Тема 3. МОДЕЛЬ МЕЖОТРАСЛЕВОГО БАЛАНСА 

 

В результате изучения данной темы студенты должны: 

знать: 

- область применения моделей межотраслевого баланса в 

экономике; 

- основные понятия моделирования межотраслевого ба-

ланса; 

- методы решения задач межотраслевого баланса; 

уметь: 

- формулировать постановку различных задач межотрас-

левого баланса; 

- находить решение задач межотраслевого баланса; 

- давать экономическую интерпретацию полученных ре-

зультатов решения задач межотраслевого баланса; 

- применять методы межотраслевого баланса для решения 

практических задач; 
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владеть: 

- математическим аппаратом межотраслевого баланса; 

- практическими навыками формулирования и решения 

задач межотраслевого баланса, в том числе с помощью ЭВМ. 

 

Важнейшим условием нормального развития нацио-

нального хозяйства является сбалансированность обществен-

ного производства на всех уровнях. Эффективным аппаратом 

для определения сбалансированных пропорций развития яв-

ляются балансовые модели производства и распределения 

продукции. Использование балансовых моделей помогает ор-

ганам государственного управления экономикой способство-

вать предупреждению возникновения диспропорций в разви-

тии отраслей национальной экономики. 

Балансовые модели составляются для экономических 

систем разных уровней. Например, на уровне национального 

хозяйства используется модель межотраслевого баланса про-

изводства и распределения продукции, а на уровне предпри-

ятия – модель межпродуктового баланса. 

Суть балансовой модели состоит в том, что затраты 

должны компенсироваться доходами. Данный метод позволя-

ет для каждой отрасли определить количество продукции, ко-

торое она должна выпустить, чтобы удовлетворить потреб-

ность всех других отраслей, включая непроизводственную 

сферу и потребности внешней торговли. Рассмотрим балансо-

вую модель в стоимостном выражении. 

 
Характеристика основных разделов и схема 

межотраслевого баланса 

 

При составлении межотраслевого баланса (МОБ) за-

полняется специальная таблица, которая имеет четыре раздела 

и отражает движение продукта из одной отрасли в другую в 

процессе его производства и распределения. Табл. 6 МОБ 

имеет следующий вид. 



Таблица 6 

Межотраслевой баланс 
 

Отрасли-
производители 

Отрасли-потребители 
Общий производ-
ственный выпуск 

Конечный 
продукт 

Валовой  
выпуск 

1, 2 … j … n 
Промежуточный продукт 

1 2 3 4 5 

1 
x11   x12 … x1j … x1n 

 

n

1j j1X  y1 x1 

2 
x21   x22 … x2j … x2n 

 

n

1j j2X  y2 x2 

… ……………………..    
i xi1   xi2 …   xij … xin 

 

n

1j ijX  yi xi 

… ……………………    

n xn1   xn2 …   xnj … xnn 
n

1j njX  yn xn 

Общее производст-
венное потребле-

ние 

n

1i

n

1i

ii 21
XX …

n

1i
ijX …

n

1i

inX  

n

1j

n

1i

ijX = 

n

1i

n

1j
ijX  

__ 

Добавленная  
стоимость 

Z1   Z2 … Zj … Zn 

 
__ 

n

1j

jZ = 

n

1i

iY  
__ 

Валовый  
выпуск 

X1   X2 … Xj … Xn 

 
__ 

n

1j

jX = 

n

1i

iX  

5
9
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При составлении межотраслевого баланса предполага-

ется, что все национальное хозяйство разбито на «чистые» от-

расли, т.е. отрасли, выпускающие один продукт. Каждая от-

расль является и производящей и потребляющей. 

Для формализованной записи балансовых соотноше-

ний введем следующие обозначения: 

i - порядковый номер отрасли, производящей продук-

цию, i = n,1 ;  j - порядковый номер отрасли, потребляющей 

продукцию, j = n,1 ;  n - количество «чистых» отраслей, вхо-

дящих в балансовую модель; Xi - объем валового выпуска i–й 

отрасли; yi - объем конечного продукта i–й отрасли; Zj - вели-

чина добавленной стоимости для j–й отрасли;  Xij - объем 

межотраслевой поставки из i–й отрасли в j–ю, т.е. объем про-

дукции i–й отрасли, используемый при производстве продук-

ции j-й отрасли. 

Первый раздел межотраслевого баланса содержит па-

раметры, характеризующие движение межотраслевых потоков 

из i-й отрасли в j-ю (Xij). Каждая строка первого раздела ба-

ланса характеризует процесс распределения продукции, а ка-

ждый столбец – структуру материальных затрат. Таким обра-

зом, в первом разделе межотраслевого баланса отражается та 

часть совокупного общественного продукта, которая функ-

ционирует в сфере материального производства. Поэтому этот 

раздел называют «промежуточный продукт». 

Сумма показателей по i–й строке отражает общий объ-

ем продукции i–й отрасли, которая отправляется во все ос-

тальные отрасли. Сумма показателей j–го столбца – это общий 

объем продукции из всех отраслей, которая поступает в j–ю 

отрасль. Эта величина – материальные затраты j–й отрасли. В 

модели выполняется следующее соотношение:  
n

i

n

j

ijX
1 1

= 
n

j

n

i

ijX
1 1

,   (3.1) 
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т.е. общий производственный выпуск всех отраслей соответст-

вует общему производственному потреблению всех отраслей. 

Второй раздел межотраслевого баланса содержит величины 

конечного продукта отраслей. Конечный продукт – это часть со-

вокупного общественного продукта, которая производится в сфе-

ре материального производства, а используется в следующих на-

правлениях: непроизводственная сфера потребления (личного и 

общественного); накопление основного капитала и изменение за-

пасов материальных оборотных средств; сальдо экспорта-

импорта. Второй раздел баланса характеризует отраслевую мате-

риальную структуру национального дохода. 

Третий раздел межотраслевого баланса содержит пара-

метры, характеризующие добавленную стоимость: сумму оп-

латы труда и чистого дохода отраслей, а также амортизации 

основных фондов, т.е. характеризует стоимостной состав на-

ционального дохода.  

Четвертый раздел используется для проверки правиль-

ности расчета баланса: 
n

i

iX
1

= 
n

j

j
X

1

,       (3.2) 

т.е. валовой выпуск отраслей в стоимостном выражении равен 

общим расходам этих отраслей, соответственно должны быть 

равны суммарный валовой выпуск и суммарные расходы. 
 

Основные балансовые соотношения 

 Первое балансовое соотношение выражает связь между 

первым и вторым разделами балансовой модели 
n

ij

j
X

1

+ yi = Xi, i = n,1 ,    (3.3) 

т.е. валовой выпуск отрасли равен сумме промежуточного и 

конечного продукта. 

Второе балансовое соотношение выражает связь между 

первым и третьим разделами балансовой модели 
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n

ij

i
X

1

+ Zj = Xj, j = n,1 ,    (3.4) 

т.е. общие расходы отрасли равны сумме материальных затрат 

и добавленной стоимости. 

Третье балансовое соотношение выражает связь между 

вторым и третьим разделами балансовой модели 
n

i

i
y

1

 = 
n

j

j
Z

1

,    (3.5) 

т.е. сумма конечной продукции отраслей равна сумме добав-

ленной стоимости этих отраслей. 
 

Экономико-математическая модель межотраслевого 

 баланса. Модель Леонтьева 

Запишем первую систему балансовых соотношений, 

характеризующих распределение продукции отраслей матери-

ального производства: 

 
n

ij

j
X

1

+ yi = Xi,  i = n,1  .           

Предположим, что межотраслевой поток продукции, 

идущей из i–й отрасли в j–ю, прямо пропорционален валовому 

выпуску той отрасли, куда они направляются, т.е. 
 

Xij = аij  Xj.        (3.6) 
 

 Коэффициенты пропорциональности аij называются 

коэффициентами прямых материальных затрат и характери-

зуют количество продукции i–й отрасли, необходимой для 

выпуска единицы продукции j–й отрасли. Будем полагать, что 

коэффициенты аij постоянны в некотором промежутке време-

ни, охватывающем как отчетный, так и предстоящий (плани-

руемый) период. 

Подставим выражение (3.6) в первое балансовое соот-

ношение 
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n

j

jij Xа
1

+ yi = Xi, i = n,1  .     (3.7) 

 Выражение (3.7) называется системой уравнений меж-

отраслевого баланса или экономико-математической моделью 

межотраслевого баланса, или моделью Леонтьева. Модель Ле-

онтьева в матричном виде 

АХ + Y = Х,      (3.8) 

где 

А = 

nnnn

n

n

ааа

ааа

ааа

...

.....................

...

...

21

22221

11211

, Х = 

nX

X

X

...

2

1

, Y = 

nY

Y

Y

...

2

1

. 

 Можно сформулировать три типа задач межотраслево-

го баланса: 

1. Известны коэффициенты прямых материальных затрат 

(аij; i,j = n,1 ) и объёмы конечного продукта всех отраслей уi. 

Найти объёмы валового выпуска каждой отрасли Xi. 

2. Известны объемы валового выпуска всех отраслей Xi и 

коэффициенты прямых материальных затрат аij. Найти объе-

мы конечной продукции каждой отрасли yi. 

3. Известны коэффициенты прямых материальных затрат 

аij. Заданы объемы валового выпуска для части отраслей и 

объемы конечной продукции для всех остальных отраслей. 

Найти объемы конечной продукции для первых отраслей и 

объемы валового выпуска для вторых. 
 

Методы отыскания вектора валовых выпусков 

Для решения первой задачи существует два метода: точ-

ный и приближенный. 

а) Точный метод отыскания вектора валовых выпусков Х. 

Запишем модель Леонтьева в матричном виде 
 

АХ + Y = Х, откуда: Х – АХ =Y или (Е – А)  Х = Y,   (3.9) 
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где Е – единичная матрица той же размеренности, что и мат-

рица А;     (Е – А) – матрица Леонтьева. 

 Отсюда решение задачи находится из следующего вы-

ражения: 

Х = (Е – А)
-1

  Y = В   Y,     (3.10) 

 

где В = (Е – А)
-1

 – обратная к матрице Леонтьева матрица. 

 Неотрицательное решение задачи существует, если   

0  аij < 1: 
n

i

ijа
1

< 1,    j = n,1 . 

б) Приближенный метод отыскания вектора валовых выпусков. 

Разложим матрицу (Е – А)
-1

 в ряд Тейлора, получим 

(Е – А)
-1

 = Е + А + А
2
 + … + А

k
 + … 

 Подставим найденное выражение в зависимость (3.10). 

 

Пример. Три отрасли выпускают продукцию, причем 

нормы затрат ресурсов заданы матрицей А, вектор конечной 

продукции – Y: 

А = 

015,02,0

25,0035,0

4,03,00

, Y = 

10

30

20

 

Определить вектор валовых выпусков и величины межотрас-

левых поставок. 

Решение найдём с помощью функций Excel из категории 

Математические. Так, обратную матрицу В = (Е – А)
-1

 най-

дём с помощью функции =МОБР, вектор Х=В*Y – с помощью 

функции =МУМНОЖ. Транспонировать вектор Х поможет 

функция =ТРАНСП (рис. 38). Названные функции вводятся в 

виде формул массива. Например, для нахождения обратной 

матрицы следует выделить область B13:D15, ввести функцию 

=МОБР(B9:D11), нажать клавишу F2 и завершить расчёт на-

жатием комбинации клавишей Ctrl+Shift+Enter. 
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Рис. 38. Расчёт вектора валового выпуска 

 

Величины межотраслевых поставок определяются из вы-

ражения 

Xij = aij · Xj , 

где Xj  - элементы транспонированного вектора валового вы-

пуска. 
 

Решение задачи поиска вектора валового выпуска в мо-

дели межотраслевого баланса возможно с помощью симплекс-

метода. 

Представим модель межотраслевого баланса в виде за-

дачи линейного программирования.  
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Функция цели – максимальный объём валового выпуска 
n

j

jxxf
1

max)(  

система ограничений 
n

j

iijij nixyxa
1

),1(  

условие неотрицательности получаемого решения 

xj  0 ),1( ni . 

 

Система уравнений межотраслевого баланса имеет вид 

....

..................................................

;...

;...

2211

222222121

111212111

nnnnnnn

nn

nn

xyxaxaxa

xyxaxaxa

xyxaxaxa

 

Преобразуем систему уравнений к следующему виду, ос-

тавив значения конечного продукта в правой части ограниче-

ний, а искомые значения валового выпуска – в левой части 

.)1(...

..................................................

;...)1(

;...)1(

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

yxaxaxa

yxaxaxa

yxaxaxa

 

При решении задачи с помощью надстройки Поиск реше-

ния введём исходные данные и математические выражения 

так, как это показано на рис. 39. 

Для получения решения задачи необходимо вызвать в ме-

ню Сервис надстройку Поиск решения и заполнить её так, как 

это показано на рис. 40. 
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Рис. 39. Ввод исходных данных в модель оптимизации 
 

 
 

Рис. 40. Заполнение диалогового окна Поиска решения 
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На рис. 41 показаны результаты решения задачи межот-

раслевого баланса. Вектор валового выпуска Х= (46,93 53,27 

27,38). В целевой ячейке величина суммы валовых выпусков 

отраслей -  127,579 ден.ед. 
 

 
     

Рис. 41. Результата решения задачи межотраслевого баланса 
 

Отыскание вектора конечной продукции 

Для решения второй задачи межотраслевого баланса за-

пишем модель Леонтьева в матричном виде 

АХ + Y = Х, 

откуда получим выражение (3.9) 

Y = (Е – А)  Х. 
 

Пример. Три отрасли выпускают продукцию, причем 

нормы затрат ресурсов заданы матрицей А, вектор валовой 

продукции – Х: 

А = 

015,02,0

25,0035,0

4,03,00

, Х = 

35

50

45

 

Определить вектор конечной продукции Y (рис. 42). 

При определении венктора Y используется функция Excel 

=МУМНОЖ из категории Математические, позволяющая по-

лучить результат перемножения матрицы Е-А и вектора Х.  
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Рис. 42. Расчёт вектора конечной продукции 
 

Пример оптимизационной модели отыскания вектора ко-

нечной продукции (рис. 43 – 45). 

Систему уравнений межотраслевого баланса можно пред-

ставить в виде Х = В Y или 

....

............................................

;...

;...

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

xybybyb

xybybyb

xybybyb

 

тогда, в качестве целевой функции задачи оптимизации мож-

но выбрать максимизацию объёма конечной продукции 
n

j

jyyf
1

max)(  

при ограничениях 
n

j

ijij nixyb
1

),1(  

и условии неотрицательности получаемого решения 

yj  0 ),1( nj .



 

 

 
 

Рис. 43. Ввод исходных данных в модель оптимизации 

 

7
0
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Выделим ячейки B17:D17 для размещения искомых 

переменных y1, y2 и y3. Математические выражения левых 

частей ограничений введём в ячейки Е13:Е15 с помощью 

функции =СУММПРОИЗВ из категории Математические. 

Целевую функцию, как сумму искомых переменных введём в 

ячейку Е17. Заполним диалоговое окно программы Поиск ре-

шения из меню Сервис (рис. 44). 
 

 
 

Рис. 44. Заполнение диалогового окна Поиска решения 
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Нажав на кнопку Параметры в диалоговом окне надстройки 

Поиск решения, укажем с помощью “галочек”: Линейная модель и 

Неотрицательные значения. Результаты отыскания вектора ко-

нечной продукции Y представлены на рис. 45. 
 

 
    

   Рис. 45. Результата решения задачи межотраслевого баланса 

 

Смешанная задача межотраслевого баланса 

Для решения третьей задачи баланса все отрасли разделим на 

две группы. К первой группе отнесем отрасли, для которых задан 

конечный продукт. Множество номеров этих отраслей обозначим 

индексами i, j = m,1 . Ко второй группе отнесем отрасли, для ко-

торых задан валовой выпуск. Множество номеров этих отраслей 

обозначим индексами i, j = n,1m . Тогда вектор валовых выпус-

ков можно разделить на два подвектора 

Х = 
2

1

X

X
 ,    (3.11) 
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где Х1 – искомый подвектор с элементами Хi(i = m,1 ); 

   
2X


- заданный подвектор с элементами Хi(i = nm ,1 ). 

Аналогично вектор конечного продукта можно разде-

лить на два подвектора 

Y = 
2

1

Y

Y


,    (3.12) 

где 
1Y


 – подвектор с известными значениями Yi(i = m,1 ); 

        Y2 - подвектор с неизвестными значениями  

Yi(i = nm ,1 ). 

Матрица А разбивается на четыре подматрицы 

А = 
2221

1211

AA

AA
,       (3.13) 

где А11 – подматрица с элементами аij (i, j = m,1 ); 

А12 – подматрица с элементами аij (i = m,1 ; j = nm ,1 ); 

А21 – подматрица с элементами аij (i = nm ,1 ; j = m,1 ); 

А22 – подматрица с элементами аij (i, j = nm ,1 ). 

Для нахождения неизвестных подвекторов Х1 и Y2, 

зная А, 
2X


, 

1Y


, представим модель Леонтьева в следующем 

виде: 

2221

1211

AA

AA
 

2

1

X

X
 + 

2

1

Y

Y


= 
2

1

X

X
 .  (3.14) 

Раскроем это выражение 

А11Х1+А12 2X


+
1Y


= Х1                       (3.15) 

А21Х1+А22 2X


+Y2= 
2X


.  

 

Из первого уравнения этой системы найдем 

Х1 = (Е – А11)
-1

  (А12 2X


+
1Y


).    (3.16) 

Из второго уравнения найдем 
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Y2 = (Е – А22) 2X


 - А21 Х1 .       (3.17) 

Найдя из выражения (3.16) Х1 и подставив в выражение 

(3.17), получим Y2. 

Пример. Три отрасли выпускают продукцию, причем 

нормы затрат ресурсов заданы матрицей А: 

А = 

04,01,0

3,002,0

2,01,00

. 

 Конечный продукт первой отрасли равен 8 ед., объем 

производства второй отрасли равен 10 ед., а третьей – 15 ед. 

Определить объем производства первой отрасли и конечный 

продукт второй и третьей. 

 Решение. Согласно изложенному ранее первая отрасль 

входит в первую группу, а вторая и третья – во вторую груп-

пу, тогда 

Х = 

15

10

1X

, 

15

10

)(

2

11

X

xX

 , Y = 

3

2

8

y

y ,    

3

2

2

1 )8(

y

y
Y

Y


 

А11 = (0)  А12 = (0,1   0,2) 

А21 = 
1,0

2,0
  А22 = 

04,0

3,00
. 

Из формулы (3.16) найдем 

Х1 = (1 - 0)
-1

  [(0,1    0,2)  
15

10
 + 8] = 12 

 

Из формулы (3.17) найдем 

Y2 = 
04,0

3,00

10

01
 

15

10
 - 

1,0

2,0
 12 = 

8,9

1,3
. 

Таким образом, валовой выпуск первой отрасли равен 

12 ед., конечный продукт второй и третьей равен 3,1 ед. и 9,8 

ед. соответственно. 
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Коэффициенты полных материальных затрат 

 

Запишем модель в матричной форме 

          АХ + Y = Х . 

Отсюда вектор валовых выпусков  

             Х = (Е – А)
-1

  Y. 

 Обозначим матрицу (Е – А)
-1

 через В, а ее элементы 

через bij (i,j = n,1 ). Тогда 

Х = В  Y .          (3.18) 

 Коэффициенты полных материальных затрат bij пока-

зывают общую потребность в продукции i–й отрасли, которая 

обеспечивает выпуск единицы конечной продукции j–й отрас-

ли. 

 Для определения матрицы коэффициентов полных ма-

териальных затрат существуют две формулы: точная и при-

ближенная. 

 Формула для точного расчета 
 

В = (Е – А)
-1

 .   (3.19) 
 

 Формула для приближенного расчета получается при 

разложении матрицы (Е – А)
-1

 в ряд Тейлора 
 

В = Е + А + А
2
 + … + А

k
 + … (3.20) 

 

 

Коэффициенты косвенных затрат 
 

 Косвенные затраты относятся к предшествующим ста-

диям производства и входят в продукт не непосредственно, а 

через затраты сопряженных отраслей (рис. 46). 

Коэффициенты косвенных затрат характеризуют количе-

ство продукции i–й отрасли, которая направляется в j–ю от-

расль для производства единицы ее продукции, проходя k 

промежуточных стадий. 
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Рис. 46. Пример формирования косвенных затрат 
 

Коэффициенты косвенных затрат обозначаются )(k

ija , где k 

– порядок косвенных затрат. 

Для определения косвенных затрат первого порядка в 

матричной форме используют следующую формулу: 
 

          А
(1)

 = А  А = А
2
. 

 

Матрица коэффициентов косвенных затрат второго по-

рядка 

        А
(2)

 = А
3
. 

 

Матрица коэффициентов косвенных затрат k-го порядка 
 

А
(k)

 = А
k+1

.         (3.21) 
 

Определим общие (суммарные) косвенные затраты 
 

А
(k)

 = А
2
 + А

3 
+… + А

k
 + … (3.22) 

 

Для получения точной расчетной формулы для суммар-

ных косвенных затрат воспользуемся формулой (3.20): 
 

В = Е + А + А
2
 + … + А

k
 + … = Е + А + А

(k)
. 

 

Отсюда получим      А
(k)

 = В – Е – А. 

 

Для автоматизации расчёта задачи межпродуктового ба-

ланса возможно использование программы «Межотраслевая 

балансовая модель В.Леонтьева» из ППП PRIMA. 

Руда Чугун Сталь Прокат 

Электроэнергия Электроэнергия Электроэнергия 

……………

….. 

……………

….. 
……………

….. 
Косвенные  

затраты  

2-го порядка 

Косвенные  

затраты  

1-го порядка 

Прямые  

затраты 
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Исходными данными для расчётов является матрица коэффи-

циентов прямых затрат, вектор известных значений конечного про-

дукта и вектор известных значений валового выпуска (рис. 47). 
 

 
 

Рис. 47. Ввод исходных данных в диалоговую форму 

 

Результаты расчёта параметров модели межпродуктового 

баланса представлены на рис. 48. 
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Рис. 48. Результаты расчёта параметров балансовой модели 

 

Тема 4. МОДЕЛИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

 

В результате изучения данной темы студенты должны: 

знать: 

- область применения моделей оптимального планирова-

ния и управления в экономике; 

- основные понятия линейного программирования; 

- методы решения задач линейного программирования; 

уметь: 

- формулировать постановку различных задач линейного 

программирования; 

- находить решение задач линейного программирования с 

помощью графического и симплексного методов; 
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- давать экономическую интерпретацию полученных ре-

зультатов решения задач линейного программирования; 

- применять методы линейного программирования для 

решения практических задач; 

владеть: 

- математическим аппаратом линейного программирова-

ния; 

- практическими навыками формулирования и решения 

задач линейного программирования, в том числе с помощью 

ЭВМ. 

 

Раздел математических методов, в котором рассматрива-

ются способы решения задач на нахождение экстремума 

функции цели при ограничении области допустимых значений 

в форме уравнений или неравенств, называется математиче-

ским программированием. Другими словами, математическое 

(оптимальное) программирование рассматривает задачи пла-

нирования, распределения ограниченных ресурсов наилучшим 

образом, для достижения поставленных целей. 

 Общая задача математического программирования 

имеет вид: 

 определить экстремум функции 

    f(x)  extremum (max, min), 

при выполнении условий 

gi(x) = ( , )bi, (i = m,1 ), 

x = (x1, x2,… xj …xn), xj  0, (j = n,1 ), 

где f(x) – целевая функция; 

gi(x) - функция ограничения; 

     bi - действительное число, константа ограничения. 

 Если функции f(x) и gi(x) представлены в виде линей-

ных функций, то оптимизационная задача называется задачей 

линейного программирования. 

 Таким образом, линейное программирование – это об-

ласть математического программирования, посвященная  тео-
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рии и  методам решения  задач нахождения условного экстре-

мума и характеризующаяся линейной зависимостью между 

переменными. 
 

Примеры задач линейного программирования 

1. Задача планирования производства 
 

Фирма выпускает четыре вида персональных компьюте-

ров (табл. 7). 

Таблица 7 

Цех 

Затраты времени на единицу 

продукции, ч 

Общий 

фонд 

времени, 

ч/мес 
    

Узловой сборки 15 12 4,8 3 480 

Сборочный 8,4 4,8 1,8 1,2 252 

Испытательный 2,4 1,2 0,12 0,06 90 

Доход, ден.ед. 6,5 6 1,5 0,75 
__ 

  

Определить, сколько изделий и какого вида следует изго-

товить фирме, чтобы доход за месяц был бы максимальным. 

Построить экономико-математическую модель задачи. 

Решение. Обозначим через  х1 – количество изделий 

вида , которое  должна выпустить фирма; х2 – количество 

изделий вида ; х3 – количество изделий вида ;  х4 – количе-

ство изделий вида . 

Найдем затраты времени на производственный процесс в 

цехах (они не должны превышать располагаемый фонд времени) 

15x1 + 12x2 +4,8x3 + 3x4  480,   

8,4x1+4,8x2+1,8x3 + 1,2x4  252,                                    (4.1) 

2,4x1 + 1,2x2 + 0,12x3 + 0,06x4  90. 

 Доход за месяц должен быть максимизирован: 

f(x) = 6,5x1 + 6x2 + 1,5x3 + 0,75x4  max.          (4.2) 
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 Выпускается только выгодная продукция (в этом слу-

чае хi > 0), а невыгодная не производится (тогда хi = 0). Отсю-

да условие неотрицательности переменных 

x1  0, x2  0, x3  0, x4  0.   (4.3) 

Выражения (1.1), (1.2) и (1.3) составляют экономико-

математическую модель задачи линейного программирования. 

 Для представления задачи в символьном виде введем 

обозначения: 

Хj – количество выпускаемых изделий j-го типа, j = n,1 ; 

n – количество типов изделий; 

аij – затраты времени на единицу j-го типа изделия в i-м цехе,  

i = m,1 ; 

m – количество производственных подразделений (цехов); 

bi –  ресурс рабочего времени для i–го цеха; 

Сj – доход от реализации единицы j–го типа изделия. 

Тогда модель можно записать в следующем виде: 
а11   X1 + а12   X2 + а13   X3 + а14  X4  b1, 
а21   X1 + а 22   X2 + а23   X3 + а24  X4  b2, 
а31   X1 + а 32   X2 + а33   X3 + а34  X4  b3, 
f(x) = C1   X1 + C2   X2 + C3   X3 + C4  X4   max,  

X1, X2, X3, X4  0. 
 

 

 

 

2. Задача оптимального использования ресурсов 

 Предприятие выпускает n различных видов изделий. 

Для их производства требуется m различных видов ресурсов. 

Ресурсы ограничены bi единицами (i = m,1 ). Известны техно-

логические коэффициенты аij, которые указывают, сколько 

единиц i–го ресурса требуется для производства единицы из-

делия j–го вида (i = m,1 ; j = n,1 ). Прибыль от реализации еди-

ницы изделия j–го вида равна Сj. 

 Составить программу выпуска (план) продукции, при 

реализации которой прибыль была бы максимальной. 
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Таблица 8 

Виды ресурсов Виды изделий Запасы ресурсов 

1  …   j … n 

1 

… 

i 

… 

m 

а11 … а 1j … а1n 

…………………….. 

аi1  … аij    … а in 

…………………… 

аm1… аmj … аmn 

b1 

… 

bi 

… 

bm 

Прибыль С1  …   Сj … Сn 
__ 

 

 Обозначим через Хj – объем выпуска изделий j–го ви-

да. Найдем расход ресурсов i–го типа на все виды изделий 

 а11   Х1 +  … + а1j   Хj +…+ а1n   Хn  b1, 

…………………………………… 

  аi1   Х1 + …+ аij   Хj + … + аin   Хn  bi, 

…………………………………… 

  аm1   Х1 + … + аmj   Хj + … + аmn   Хn  bm. 
 

Прибыль от реализации 

f(x) = C1   X1 + …+ Cj   Xj + …+ Cn   Xn  max. 

Условия неотрицательности получаемого решения 

Xj  0, (j = n,1 ). 
 

 

 

3. Задача оптимального распределения заданий  

по участкам   производства 

 Необходимо спланировать программу выпуска одно-

родной продукции в n производственных подразделениях, ко-

торые различаются по мощности и по технологическому про-

цессу. Для изготовления этой продукции требуется m видов 

ресурсов, запасы которых ограничены. 
 Обозначим через аij коэффициенты расхода i–го вида 

ресурса (i = m,1 ) в j–м подразделении в единицу времени, че-
рез bi – запасы i–го ресурса, а Cj – показатели производитель-

ности j–го подразделения (j = n,1 ). Оптимальный план должен 
обеспечить максимальный объем выпуска продукции. 
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Таблица 9 
Виды ресурсов Подразделения 

производства 
Запасы  

ресурсов 
1  …   j … n 

1 
… 
i 

… 
m 

а11 … а1j … а1n 

…………………….. 
аi1 … аij … аin 

…………………… 
аm1 … аmj … аmn 

b1 
… 
bi 
… 
bm 

Производительность С1  …   Сj … Сn 
__ 

 

 Пусть Хj – время работы j–го подразделения при вы-

полнении производственного задания. 

Суммарный расход ресурсов 

а11   X1 +  … + а1j   Xj +…+ а1n   Xn  b1, 
……………………………………………… 

аi1   X1 + …+ аij   Xj + … + аin   Xn  bi, 

……………………………………………… 

аm1   X1 + … + аmj   Xj + … + аmn   Xn  bm. 
 

Максимальный выпуск продукции 

f(x) = C1   X1 + …+ Cj   Xj + …+ Cn   Xn  max. 

Условие неотрицательности решения 

Xj  0, (j = n,1 ). 
 

4. Задача составления оптимальной смеси (задача диеты) 

 Для производства продукции используется n различ-

ных материалов, включающих в себя ряд различных компо-

нентов (ингредиентов, элементов). Качество продукции опре-

деляется содержанием в ней различных компонентов в опре-

деленном количестве (никак не меньшем).  Известны коэффи-

циенты аij – удельный вес i–го компонента в единице j–го ис-

ходного материала; bi- необходимое содержание i–го элемента 

в смеси; Cj - цена единицы j–го материала. 
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Таблица 10 
Компоненты, 
входящие в 
состав мате-

риалов 

Виды 
материалов 

Необходимое количе-
ство компонентов в 
смеси (продукции) 1  …   j … n 

1 
… 
i 

… 
m 

а11 … а1j … а1n 

………………… 
аi1 … аij … аin 

………………… 
аm1 … аmj … аmn 

b1 
… 
bi 
… 
bm 

Цена единицы  
материала 

С1  …   Сj … Сn 
__ 

  

Обозначим через Хj количество j–го материала, входя-

щего в смесь (в готовый продукт). Тогда 

а11   X1 +  … + а1j   Xj +…+ а1n   Xn  b1, 

…………………………………………… 

аi1   X1 + …+ аij   Xj + … + аin   Xn  bi, 

…………………………………………… 

аm1   X1 + … + аmj   Xj + … + аmn   Xn  bm. 

 

Функция цели – минимальные затраты на материалы 

f(x) = C1   X1 + …+ Cj   Xj + …+ Cn   Xn  min. 

 Условие неотрицательности решения 

Xj  0, (j = n,1 ). 

 
 

 5. Распределительная задача: о размещении парка 

оборудования по участкам производства 

 Имеется n типов оборудования, которое должно быть 

использовано на m участках. Известно: число единиц обору-

дования каждого j–го типа (dj); производительность оборудо-

вания j–го типа на i–м участке (аij); затраты на эксплуатацию 

единицы оборудования j–го типа на i–м участке (Cij). Задан 

объем работы, который необходимо выполнить на каждом 

участке (bi). Требуется так распределить парк оборудования, 

чтобы расходы на эксплуатацию были бы минимальными. 
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 Пусть Хij – число единиц оборудования j–го типа, ко-

торое направляется на i–й участок. 

Таблица 11 

Участки производства Виды оборудования Объем  

работы 1  …   j … n 

1 

… 

i 

… 

m 

аij \ Сij 

 

b1 

… 

bi 

… 

bm 

Наличие оборудования d1  …   dj … dn 
__ 

  

Все оборудование должно быть распределено по участкам 
Х11  +  … + Хi1  +…+ Xm1 = d1,_ 

 ……………………………. 
Х1j  +  … + Хij  +…+ Xmj = dj,  

  …………………………….. 
Х1n  +  … + Хin  +…+ Xmn = dn. 
 

Работа должна быть выполнена (и, если возможно, пере-

выполнена) 
а11   X11 +  … + а1j   X1j +…+ а1n   X1n  b1, 
…………………………………………… 
аi1   Xi1 + …+ аij   Xij + … + аin   Xin  bi, 
…………………………………………… 
аm1   Xm1 + … + аmj   Xmj + … + аmn   Xmn  bm. 
 

Расходы на эксплуатацию оборудования должны быть 

минимальными 

f(x) = C11   X11 + …+ Cij   Xij + …+ Cmn   Xmn  min. 

 Условие неотрицательности решения 

Xij  0, (i = m,1 ; j = n,1 ). 

 
Общая задача линейного программирования 

 

Общей задачей линейного программирования называ-

ется задача, которая состоит в определении таких значений 

неизвестных переменных X1, X2, …, Xn, для которых функция 

цели 
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f(x) = C1   X1 + C2   X2 + …+ Cn   Xn  extremum 

принимает экстремальное значение и которые удовлетворяют 

ограничениям 
      а11   X1 + а12   X2 +…+ а1n   Xn  b1, 
      а21   X1 + а22   X2 + … + а2n   Xn  b2, 
      ……………………………………. 
       аk1   X1 + аk2   X2 + … + аkn   Xn  bk, 
       аk+1,1   X1 + аk+1,2   X2 + … + аk+1,n   Xn = bk+1, 
        …………………………………….. 
        аm1   X1 + аm2   X2 + … + аmn   Xmn = bm, 
 

или в более компактном виде 

f(x) = 
n

j

jj XC
1

  extremum,           (4.4) 

n

j

jij Xа
1

  bi; (i = k,1 ),            (4.5) 

    
n

j

jij Xа
1

 = bi; (i = mk ,1 ),                  (4.6) 

Хj  0; (j = S,1 ; S   n),            (4.7) 

где аij, bi, c j - заданные постоянные величины. 

 Функция (4.4) называется  целевой функцией задачи 

(4.4) – (4.7), а условия   (4.5) – (4.7) – ограничениями данной 

задачи. 

Совокупность значений переменных Х1, Х2, …, Хn, удов-

летворяющих условиям задачи (4.5) – (4.7), называется допус-

тимым решением, или планом. План X* = ( *

1Х , *

2Х , … *

nХ ), 

при котором целевая функция задачи принимает экстремаль-

ное значение, называется оптимальным. 

 

Стандартная (симметричная) задача 

линейного программирования 
 

Стандартной задачей линейного программирования назы-

вают задачу, в которой требуется найти такие значения Х1, Х2, 
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…, Хn, при которых функция цели принимает максимальное 

значение 

f(x) = 
n

j

jj XC
1

  max         (4.8) 

и которые удовлетворяют ограничениям 
n

j

jij Xа
1

  bi; (i = m,1 ),          (4.9) 

Хj  0; (j = n,1 ).           (4.10) 

 

Каноническая (основная) задача  

линейного программирования 

Канонической задачей называется задача, в которой тре-

буется найти такой набор переменных Х1, Х2, …, Хn, который 

позволяет максимизировать функцию цели 

f(x) = 
n

j

jj XC
1

  max        (4.11) 

и удовлетворяет системе ограничений 
n

j

jij Xа
1

 = bi; (i = m,1 ),          (4.12) 

Хj  0; (j = n,1 ).              (4.13) 

 

Представление задачи линейного программирования в     

канонической форме 

Пусть требуется найти неотрицательные значения пере-

менных Х1, Х2, …, Хn, для которых функция цели принимает 

максимальное значение 

f(x) = C1 Х1 + C2Х2 + …+ CnХn  max         

при ограничениях 

   а11Х1  + а12Х2   + …+ а1nХn   b1,     

   а21Х1  + а22Х2   + …+ а2nХn   b2, 
    ……………………………….. 

    аm1Х1  + аm2Х2   + …+ аmnХn   bm, 
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Хj  0, (j = n,1 ). 
 

Поскольку в ограничениях левая часть меньше, чем пра-

вая (или равна ей), чтобы перейти к строгому равенству, необ-

ходимо к левой части каждого неравенства добавить соответ-

ствующую переменную. 

 Найти максимум функции цели 

f(x) = C1 Х1 + C2Х2 + …+ CnХn + …+ 0 Хn+1 + …+ 0 Хn+m  max 

при ограничениях 
 

     а11Х1  + а12Х2   + …+ а1nХn  + Хn+1                      = b1,      

     а21Х1  + а22Х2   + …+ а2nХn             + Хn+2           = b2, 
       ………………………………………………. 

     аm1Х1  + аm2Х2   + …+ аmnХn                 + Хn+m  = bm, 

Хj  0, (j = mn,1 ). 

Пример. Записать следующую задачу в канонической 

форме: 

      f(x) = –X1 + 2X2 – X3 + X4  min, 

       3X1 – X2 + 2X3 + 2X4  10, 

       X1 + 2X2 + X3 – X4  8, 

      2X1 – X2 – X3 + X4  6, 

       –X1 + 3X2 + 5X3 – 3X4 = 15, 

               Xj  0, (j = 1  4).  

Для записи задачи в канонической форме поменяем знаки 

у всех коэффициентов функции цели на противоположные. 

Тогда задача будет заключаться в нахождении максимума це-

левой функции. Для  приведения ограничений – неравенств к 

системе уравнений необходимо приравнять левые и правые 

части ограничений путем введения дополнительных перемен-

ных. Если левая часть ограничения меньше, чем правая, необ-

ходимо добавить дополнительную переменную, если же левая 

часть ограничения больше, из нее следует вычесть некоторое, 

пока неизвестное, значение. 
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f(x) = Х1 – 2Х2 + Х3 – Х4 + 0 Х5 + 0 Х6 + 0 Х7  max, 

     3X1 – X2 + 2X3 + 2X4 + X5                    = 10, 

      X1 + 2X2 + X3 – X4             – X6            = 8, 

    2X1 – X2 – X3 + X4                       + X7     = 6, 

     –X1 + 3X2 + 5X3 – 3X4                             = 15, 

                    Xj  0. 
 

 Свойства задачи линейного программирования: 

1. Множество планов задачи линейного программирова-

ния, если оно не пусто, образует выпуклый многогранник. 

Любая точка внутри области, ограниченной этим многогран-

ником, является допустимым решением задачи. 

2. В одной из вершин многогранника решений целевая 

функция принимает максимальное значение (при условии, что 

функция ограничена сверху на множестве планов). 

3. Если максимальное значение функция принимает бо-

лее, чем в одной вершине, то это же значение она принимает в 

любой точке, являющейся выпуклой линейной комбинацией 

данных вершин. 
 

Геометрическая интерпретация задачи линейного       

 программирования 

Рассмотрим следующую задачу: найти такие значения пе-

ременных Х1 и Х2, которые максимизируют функцию цели 

f(x) = C1  Х1 + C2  Х2  max     (4.14) 

при выполнении ограничений 

аi1  Х1 + аi2  Х2  bi; (i = m,1 );     (4.15) 

условие неотрицательности Х1  0, Х2  0.                         (4.16) 

Каждое неравенство (4.15) и (4.16) системы ограничений 

геометрически представляет собой полуплоскость с гранич-

ными прямыми: 

     аi1  Х1 + аi2  Х2 = bi (i = m,1 ),  

   

 - оси координат (решение  

получаем в 1 квадранте). 
 

0X

0X

2

1
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В том случае, если система неравенств (4.15) и (4.16) со-

вместна, то область ее решений есть множество точек, принад-

лежащих всем указанным полуплоскостям. А так как множест-

во точек пересечения данных полуплоскостей – выпуклое, то 

область допустимых решений задачи (4.14) – (4.16) есть выпук-

лое множество, которое называется многоугольником решений. 

Стороны этого многоугольника лежат на прямых, уравнения 

которых получают из исходной системы ограничений заменой 

знаков неравенств на знаки точных равенств. Таким образом, 

исходная задача линейного программирования состоит в нахо-

ждении такой точки многоугольника решений, в которой 

функция цели f(x) принимает максимальное значение. Эта точ-

ка существует тогда, когда многоугольник  решений  не пуст и 

функция цели ограничена сверху. 

При указанных условиях в одной из вершин многоугольника 

функция цели принимает максимальное значение. Для определе-

ния данной вершины строится вектор-нормаль с координатами – 

коэффициентами функции цели )C,C(C 21 . Перпендикулярно 

вектору-нормали построим линию уровня     C1  Х1 + C2  Х2 = h 

(где h – некоторое число, которое подбирается таким, чтобы эта 

линия уровня проходила через многоугольник решений). Будем 

передвигать линию уровня в направлении вектора–нормали до 

тех пор, пока она не дойдет до последней общей точки с много-

угольником решений. Координаты этой точки и определяют оп-

тимальный план – решение задачи. 

Координаты этой точки А ),( *

2

*

1 XX находятся следующим 

образом: решается система уравнений, которые соответствуют 
линиям-ограничениям, на пересечении которых эта точка нахо-
дится. Подставляя значения координат этой точки в функцию 
цели, получаем максимальное значение целевой функции. Для 
нахождения минимума функции цели линия уровня передвига-
ется  не в направлении вектора-нормали, а в противоположном 
направлении. 
 При нахождении решения задачи (4.14) – (4.16) воз-

можны следующие случаи: 
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1. Единственное оптимальное решение – в точке А функ-

ция цели принимает максимальное значение 

                    Х2 

 

                    
*
2X               А 

                                  - линия уровня  

                   

                      С2                                                                     (f(х)  max) 

      f(х) = 0 -                                       область 

вектор-                                               допустимых  значений 

 нормаль            0      С1       
*
1X     Х1   

 

 

 

 

2. Множество точек на отрезке DВ – оптимальное реше-

ние  

         Х2     линия уровня (f(х)  min) 

 

          

     A               

         

                 D 

 

                        В 

           0      Х1 

 

 

 

 

 

 

 

 

в любой точке этого отрезка 

функция цели принимает ми-

нимальное значение. В этом 

случае функция цели пропор-

циональна одному из ограни-

чений. 
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3. Функция цели не ограничена сверху на множестве до-

пустимых решений 

 

           Х2 

 

 

- линия уровня (f(х)max = + ) 

 

 

  

 

              0     Х1 

 

 

4. Система ограничений задачи несовместна. Условия 

противоречивы. Многоугольник решений пуст. Решения нет. 

      Х2      

 

          

                            

             

    

                              

         0     

                                          Х1 

 

Пример. Найти решение задачи графическим и анали-

тическим методами: 
 

f(x) = 2X1 + X2  max, 

–2X1 + X2  2, 

X1 + X2  4, 

X1 – X2  1, 

X1  0, X2  0. 
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Решение. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Построим прямые, уравнения которых получаем в резуль-

тате замены в системе ограничений знаков неравенств на зна-

ки точных равенств. Получаем уравнения прямых линий на 

плоскости. Для того, чтобы провести прямую линию, доста-

точно знать координаты двух точек. Проведем линию (1), со-

ответствующую первому ограничению. Для этого присвоим 

переменной  Х2  некоторое значение, например ноль,  и  опре-

делим  значение переменной Х1,  найдем координаты  первой  

точки  (-1; 0).  Приравняв нулю переменную Х1,  найдем зна-

чение переменной Х2 – координаты второй точки (0; 2). Для 

того, чтобы определить, с какой стороны от проведенной ли-

нии находится область допустимых значений, необходимо 

подставить в неравенство координаты какой-нибудь точки 

пространства, например начала координат (Х1 = 0, Х2 = 0). 

Полученное значение – ноль, меньше чем два (правая часть 

ограничения), а значит, точка начала координат принадлежит 

искомой полуплоскости. Повторим построения для всех ос-

тальных ограничений задачи и получим многоугольник реше-

ний ОDАВЕ. Построим вектор-нормаль, выходящий из начала 

координат в направлении точки с координатами – коэффици-

         f(x)=0     f(x)=2           f(x)=max 

 

0 

2 

4 

(2) 

A 

B 

(1) 

(3) E 

D 

3 

1 

-1 -1 
1 2 3 4 

X2 

X1 

0,5 
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ентами функции цели (Х1 = 2, Х2 = 1) или пропорциональны-

ми этим координатам (Х1 = 1, Х2 = 0,5). Линия уровня (соот-

ветствующая функции цели) строится перпендикулярно век-

тору-нормали или же функция цели приравнивается какому-

либо числу, например f(x) = 2X1 + X2 = 2 и проводится соот-

ветствующая линия. Передвинем линию уровня в направле-

нии, указанном вектором. В результате находим точку А, в 

которой целевая функция принимает максимальное значение. 

Находим координаты этой точки. Для этого решим систему 

уравнений, которые соответствуют прямым, на  пересечении 

которых находится точка А: 

            X1 + X2 = 4, 

             X1 -  X2 = 1. 

Проведем сложение двух уравнений, получим 

2X1 = 5, откуда X1 = 2,5. 

Вычтем из первого уравнения второе, получим 

2X2 = 3, откуда X2 = 1,5. 

Вычислим значение функции цели в точке А(2,5; 1,5) 

f(x)max = 2  2,5 + 1,5 = 6,5. 

 

Двойственность в задачах линейного  

программирования. Прямая и двойственная задачи 

 Для каждой задачи линейного программирования мож-

но составить двойственную задачу линейного программиро-

вания. 

 Допустим, прямая задача состоит в нахождении мак-

симального значения функции:  

f(x) = 
n

j

jj XC
1

  max,       (4.17) 

n

j

jij Xа
1

  bi; (i = k,1 ),       (4.18) 

n

j

jij Xа
1

 = bi; (i = mk ,1 ),                  (4.19) 
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Хj  0; (j = S,1 ; S   n).          (4.20) 
 

 Тогда двойственная задача по отношению к задаче 

(4.17) – (4.20) состоит в нахождении минимального значения 

функции: 

F(Y) = 
m

i

ii yb
1

  min,       (4.21) 

m

i

iij yа
1

  Cj; (j = S,1 ),       (4.22) 

    
m

i

iij yа
1

 = Cj; (j = nS ,1 ),                      (4.23) 

yi  0; (i = k,1 ; k  m).           (4.24) 
 

 Правила составления двойственной задачи: 

1. Если функция исходной задачи 4.17 – 4.20 задается на 

максимум, то целевая функция двойственной к ней задачи 

(4.21) – (4.24) задается на минимум. 

2. Матрица 

А = 

mnmm

n

n

ааа

ааа

ааа

...

.....................

...

...

21

22221

11211

, 

составленная из коэффициентов при неизвестных в системе 

ограничений (4.18) и (4.19), и матрица, составленная из коэф-

фициентов при неизвестных в системе ограничений (4.22) и 

(4.23), являются транспонированными по отношению друг к 

другу (то есть столбцы в этих матрицах меняются местами со 

строками): 

А = 

mnnn

m

m

ааа

ааа

ааа

...

.....................

...

...

21

22212

12111

. 
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3. Число переменных в двойственной задаче равно числу 

ограничений в исходной, и наоборот, число ограничений 

двойственной задачи равно числу переменных исходной. 

4. Коэффициенты при переменных в целевой функции 

прямой задачи становятся свободными членами (правыми 

частями) системы ограничений двойственной задачи. А пра-

вые части в соотношениях системы ограничений прямой зада-

чи становятся коэффициентами при переменных в целевой 

функции двойственной задачи. 
 

Связь между решениями прямой и  

двойственной задачи 

 Лемма 1. Если Х – некоторый план исходной задачи 

(1.17) – (1.20), а Y – произвольный план двойственной задачи 

(1.21) – (1.24), то значение целевой функции исходной задачи 

при плане Х всегда не превосходит значения целевой функции 

двойственной задачи при плане Y, т. е. 

f(x)  F(Y). 

Лемма 2. Если f(x*) = F(Y*) для некоторых планов Х* 

и Y* задач (1.17) – (1.20) и (1.21) – (1.24), то Х* - оптималь-

ный план исходной задачи, Y* - оптимальный план  двойст-

венной задачи.  

Теорема двойственности. Если одна из пары двойствен-

ных задач имеет оптимальный план, то и другая имеет опти-

мальный план, и значения целевых функций задач при их оп-

тимальных планах равны между собой,  т.е. 

max f(x) = min F(Y). 

Если целевая функция одной из пары двойственной задач 

не ограничена (для f(x) – сверху, для  F(Y) – снизу), то другая 

задача вообще плана не имеет. 

Экономическая интерпретация двойственных задач 

 Пример. Для производства трех видов изделий А, В и С 

используются три различных вида сырья, запасы  которого 

составляют соответственно 180, 210 и 244 кг. Нормы затрат 

сырья на единицу продукции и доход от реализации единицы 

продукции приведены в табл. 4.6. 
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Таблица 12 
Вид сырья Нормы затрат сырья, кг, на ед. 

продукции 

Запасы 

сырья, кг 

A B C 

I 4 2 1 180 

II 3 1 3 210 

III 1 2 5 244 

Доход 

ден.ед. 

10 14 12 - 

 

 Определить план выпуска продукции, при котором 

обеспечивается максимальный доход, и дать оценку каждому 

из видов сырья, используемых для производства продукции. 

 Решение. Предположим, что Хj – количество продук-

ции j–го вида, т.е. производится Х1 изделий типа А,  

Х2 – типа В и Х3 – типа С. 

 Для определения оптимального плана производства, 

необходимо решить следующую задачу: определить макси-

мум целевой функции 

f(x) = 10X1 + 14X2 + 12X3  max     (4.25) 

при следующих условиях 

Х1, Х2, Х3  0.          (4.27) 
 

 Припишем единице каждого из видов сырья, исполь-

зуемого для производства продукции, двойственную оценку, 

соответственно равные y1, y2 и y3 (другие названия: объектив-

но обусловленные оценки, теневые цены и т.п.). Тогда общая 

оценка сырья, используемого на производство всей продук-

ции, должна быть минимальной: 

F(Y) = 180y1 + 210y2 + 244y3  min,    (4.28) 

4X1 + 2X2 + X3  180,     

3X1 + X2 + 3X3  210,                                      (4.26) 

X1 + 2X2 + 5X3  244,       
 



 98 

а суммарные оценки сырья, используемого на производство 

единицы продукции каждого вида, должны компенсироваться 

доходом от реализации единицы продукции данного вида: 

 

 

  

 

                         

y1, y2, y3  0.            (4.30)  
 

Задачи (4.25) – (4.27) и (4.28) – (4.30) образуют симмет-

ричную пару двойственных задач. Решение прямой задачи да-

ет оптимальный план производства изделий А, В и С, а реше-

ние двойственной – оптимальную систему оценок сырья, ис-

пользуемого для производства этих изделий. 

Двойственные оценки можно интерпретировать как внут-

реннюю ценность, важность ресурсов. Тогда функцию цели 

двойственной задачи можно интерпретировать таким образом, 

что внутренняя ценность используемых ресурсов состоит в 

обеспечении оптимальной прибыли, но при этом затраты ре-

сурсов должны быть минимальными. Систему ограничений 

двойственной задачи можно интерпретировать как то, что 

суммарная внутренняя ценность ресурсов, идущих на единицу 

продукции, определяется получением ожидаемого дохода. Ес-

ли же затраты на ресурсы больше ожидаемого дохода, то  

данный вид продукции  нерентабелен и выпускаться не будет: 
m

i

iij yа
1

 = Cj   если Хj > 0; 

m

i

iij yа
1

 > Cj  если Хj = 0. 

 

 
 
 
 
 

   4y1 + 3y2 + y3  10,    

2y1 + y2 + 2y3  14,                       (4.29) 

     y1 + 3y2 + 5y3  12, 



 99 

Решение задач линейного программирования  
симплекс-методом 

Если условия задачи линейного программирования не противо-
речивы, то область ее допустимых решений образует выпуклый 
многогранник в n-мерном пространстве (многоугольник для двух 
переменных). При этом оптимальное решение, если оно существует, 
обязательно достигается в некоторой вершине многогранника (воз-
можно, и более чем в одной). 

Таким образом, чтобы найти решение задачи линейного про-
граммирования, достаточно перебрать лишь планы, соответствую-
щие вершинам многогранника допустимых решений. Такие планы 
называют опорными. Однако в сложных задачах и число вершин 
может оказаться чрезмерно большим, вследствие чего нахождение 
всех опорных планов потребует огромного объема вычислений. 

Симплекс-метод позволяет осуществить упорядоченный, на-
правленный перебор вершин многогранника. После определения 
одной из вершин этот метод помогает установить, является ли най-
денный план оптимальным, то есть, достигнут ли в этой вершине 
максимум целевой функции. Если план не оптимален, то произво-
дится переход к такой соседней вершине многогранника, которая 
обеспечивает большее (или, в крайнем случае, равное предыдуще-
му) значение целевой функции. Симплекс-метод называют еще ме-
тодом последовательного улучшения плана. Повторное применение 
указанной процедуры приводит за конечное число шагов к вершине, 
соответствующей оптимальному плану. 

Симплекс-метод применяется к задаче, записанной в канониче-
ской форме (используем одну из двойственных задач линейного 
программирования): 

f(x) = 10Х1 + 14Х2 + 12Х3 + 0 Х4 + 0 Х5 + 0 Х6  max, 
4X1 + 2X2 + X3 + X4                  = 180, 
3X1 + X2 + 3X3          + X5         = 210, 
X1 + 2X2 + 5X3                  + X6 = 244. 

 

Для решения задачи линейного программирования соста-
вим симплексную таблицу (рис. 49). 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 49. Симплексная таблица 

 

 

Базис Б Коэффи-

циенты 

функции 

цели Сi 

План 

Хi 

Коэффициенты функции цели Сj 

 = (Хi / ik
а )min 10 14 12 0 0 0 

Х1 Х2 Х3 Х4 Х5 Х6 

Х2 Х4 0 180 4 2 1 1 0 0 180 / 2 = 90 min 

Х5 0 210 3 1 3 0 1 0    210 / 1 =210 

Х6 0 244 1 2 5 0 0 1    244 / 2 =122 

F(x) = 
i

ii XC = 0 -10 -14 -12 0 0 0  
ключевая строка 

Значение целевой функции 

при данном опорном плане 

             min         Ключевой элемент   

Оценки переменных j = 
i

ijiаC – Cj 

 Ключевой столбец 

1
0

0
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В первом столбце вписаны базисные неизвестные, второй 

содержит коэффициенты при базисных неизвестных в целевой 

функции, в третьем – правые части уравнений системы огра-

ничений. Далее записана матрица из коэффициентов левой 

части системы ограничений aij, изменяющаяся в процессе пе-

ресчета. В верхней строке над неизвестными записаны соот-

ветствующие им коэффициенты в целевой функции. В по-

следней строке записывается значение целевой функции при 

данном опорном плане, которое вычисляется по формуле   f(x) 

= 
i

ii XC , и далее – оценки неизвестных, найденные по фор-

муле j = 
i

ijiаC – Cj. 

Если среди оценок j есть отрицательные, то опорный 

план не является оптимальным и значение целевой функции 

можно улучшить. Для этого нужно пересчитать  симплексную 

таблицу, выбрав соответствующим образом ключевой эле-

мент, стоящий на пересечении ключевой s-ой строки и ключе-

вого k-го столбца, причем берется столбец с наибольшей по 

абсолютной величине отрицательной оценкой. 

Для определения ключевой строки находим отношения 

правых частей уравнений к положительным элементам ключе-

вого столбца аik. Полученные значения  записываются в по-

следний столбец симплексной таблицы. Из них выбирается 

наименьшая величина, которая указывает на ключевую строку. 

Пересчет таблицы производится по следующему правилу:  

1) Элементы ключевой строки делятся на ключевой эле-

мент 

njaaa sksjsj ,1,/'
. 

Далее, с помощью метода Жордана - Гаусса проводят пе-

ресчет таблицы таким образом, чтобы элементы ключевого 

столбца имели единицу на месте ключевого элемента и нули 

на месте всех остальных элементов. 
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2) Остальные элементы матрицы, включая и свободные 

члены системы уравнений (правые части ограничений - bi) 

преобразуются согласно выражению: 

.;,1;,1; sinjmi
a

aaaa
a

a

a
aa

sk

iksjskij

ik

sk

sj

ij

'

ij  

Это правило пересчёта можно изобразить в виде «схемы 

прямоугольника»: 

       
или 

      
Так, для столбца «План Xi» получим:  

180/2 = 90;   210 – (180/2) 1 = 120;   244 – (180/2) 2 = 64. 

Для столбца Х3 получим: 

1 / 2 = ½;     3 – (1/2)  1 = 5/2 ;           5 – (1/2)  2 = 4. 

Таким образом, в данной задаче для получения следую-

щей симплексной таблицы вычтем из элементов третьей стро-

ки соответствующие элементы первой строки, а из элементов 

второй строки – элементы первой строки, поделенные на два 

(на ключевой элемент). 

Переменная, соответствующая ключевой строке, выво-

дится из базиса, а переменная, соответствующая ключевому 

столбцу, вводится вместо неё в  базис (Х2 вместо Х4). 

Для каждого шага итерации строится своя симплексная 

таблица (рис. 50). 



Б Сi Х 
10 14 12 0 0 0 

  
Х1 Х2 Х3 Х4 Х5 Х6 

Х2 14 
90 

2 1 1/2 1/2 0 0 90 : 1/2 = 180  

Х5 0 120 1 0 5/2 -1/2 1 0 120 : 5/2 = 48 

Х3 Х6 0 
64 -3 0 4 -1 0 1 

 64 : 4 = 16 min 

f(x) = 1260 18 0 -5 7 0 0   

               Отрицательная оценка j  

 

 

Рис. 50. Вторая и третья симплексные таблицы 

Б Сi Х 
10 14 12 0 0 0 

 
Х1 Х2 Х3 Х4 Х5 Х6 

Х2 14 82 19/8 1 0 5/8 0 -1/8  

Х5 0 80 23/8 0 0 1/8 1 -5/8  

Х3 12 
16 -3/4 0 1 -1/4 0 1/4 

 

f(x) = 1340 57/4 0 0 23/4 0 5/4  

                           Двойственные оценки сырья 

1
0

3
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Поскольку среди оценок неизвестных есть отрицательная, 
необходимо продолжить расчеты и составить новую таблицу. 
Для этого элементы третьей (ключевой) строки разделим на 
ключевой элемент. Умножив новые элементы третьей строки 
на 1/2, вычтем их из соответствующих элементов первой 
строки предыдущей таблицы. Затем, умножив новые элемен-
ты третьей строки на 5/2, вычтем их из соответствующих эле-
ментов второй строки предыдущей таблицы. 

Поскольку среди оценок нет отрицательных, то это зна-
чит, что найдено оптимальное решение. Из таблицы видно, 
что при оптимальном плане следует выпускать изделий вида 
В в количестве 82 штук, изделий С – 16 штук. При этом оста-
ются неиспользованными 80 кг сырья второго вида, а общий 
доход от продажи изделий составит 1340 ден.ед. Из таблицы 
также видно, что оптимальным решением двойственной зада-
чи является Y* = (23/4, 0, 5/4), поскольку решение двойствен-
ной задачи находится в столбцах, соответствующих дополни-
тельным переменным исходной задачи (Х4, Х5, Х6). 

Переменные *

1y и *

3y  обозначают условные двойственные 

оценки единицы сырья первого и третьего вида. Они отличны 

от нуля, и сырье этих видов полностью использовано при оп-

тимальном плане производства. Переменная *

2y = 0, и, значит,  

второй вид сырья имеется в избытке. 
Таким образом, положительную двойственную оценку 

имеют те виды сырья, которые используются полностью, а зна-
чит, они характеризуют дефицитность сырья: чем больше 
двойственные оценки, тем дефицитнее сырье. Более того, двой-
ственные оценки показывают, насколько возрастет оптималь-
ное (максимальное) значение функции цели прямой задачи при 
увеличении количества сырья соответствующего вида на 1 кг. 

Выпускать продукцию типа А невыгодно, а принудитель-
ный выпуск единицы данной продукции уменьшит доход на 
57/4 = 14,25 ден.ед. 

Так, увеличение количества сырья первого вида на 1 кг 

приведет к новому оптимальному плану производства изделий, 
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при котором доход возрастет на 23/4 = 5,75 и станет равным 

1345,75 ден.ед. При этом числа, стоящие в столбце Х4 послед-

ней симплексной таблицы, покажут, что это может быть дос-

тигнуто за счет увеличения выпуска изделий В на 5/8 единиц и 

сокращения выпуска изделий С на 1/4 единицы. Использование 

сырья второго вида уменьшится при этом на 1/8 кг.  

Также увеличение на 1 кг сырья третьего вида дает новый 

оптимальный план, при котором доход возрастет на 5/4 = 1,25 

ден.ед. и составит 1341,25 ден.ед. Это будет достигнуто за 

счет увеличения выпуска изделия С на 1/4  единицы и умень-

шения выпуска изделия В на 1/8 единицы, причем объем ис-

пользуемого сырья второго вида возрастет на 5/8 кг. 

Вычислим минимальное значение целевой функции двой-

ственной задачи: 

F(y) = 180  23/4 + 210  0 + 244  5/4 = 1340, 

оно совпадает с максимальным значением целевой функции 

исходной задачи. 

Если подставить двойственные оценки оптимального плана 

в систему ограничений двойственной задачи, то получим 

23 + 5/4 > 10, 

23/2 + 5/2  = 14, 

23/4 + 25/4 = 12. 

 

Когда ограничение выполнено как строгое неравенство, 

то двойственная оценка сырья на производство одного изде-

лия А выше дохода от реализации одного изделия, значит, 

данный вид изделий выпускать невыгодно. Если как равенст-

во, то выпускать такие изделия экономически целесообразно. 
 

Для расчёта оптимизационных задач линейного програм-

мирования в среде Excel (рис. 51) необходимо ввести в табли-

цу коэффициенты левой части ограничений (например, в 

ячейки B3 : D5) и коэффициенты функции цели (например, в 

ячейки B6 : D6). Для размещения искомых значений перемен-
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ных необходимо зарезервировать свободные ячейки (напри-

мер, ячейки B8 : D8). Математические выражения для систе-

мы ограничений и целевой функции вводятся (например, в 

ячейки Е3 : Е5 и Е6 соответственно) с помощью функции 

СУММПРОИЗВ из категории Математические (рис. 52). Для 

этого необходимо выбрать в меню Вставка строку Функция….  
 

 
 

Рис. 51. Ввод исходной информации оптимизационной задачи 

 

 
 

Рис. 52. Выбор функции СУММПРОИЗВ 
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При заполнении диалоговой формы функции СУММПРО-

ИЗВ одним из массивов являются адреса ячеек коэффициентов 

левой части каждого из ограничений в отдельности (для первого 

ограничения D3:D3) и коэффициентов целевой функции (B6:D6), 

выделяемых с помощью мышки. Другим массивом являются ад-

реса ячеек, предназначенных для размещения искомых перемен-

ных (B8:D8). Для копирования функции с помощью протягивания 

за маркер заполнения, необходимо установить абсолютную адре-

сацию для ячеек, предназначенных для размещения переменных 

путём нажатия служебной клавиши F4 на клавиатуре. Адреса яче-

ек примут вид $B$3:$D$3  (рис. 53). 
 

 
 

Рис. 53. Заполнение диалоговой формы 

функции СУММПРОИЗВ 
 

Маркер заполнения находится в нижнем правом углу вы-

деленной ячейки. Для копирования формулы необходимо 

подвести курсор мышки к маркеру заполнения до появления 

чёрного крестика (рис. 54) и при нажатой левой кнопке мыш-

ки протянуть её через ячейки, в которые должны быть поме-

щены копии формулы. При этом, адреса ячеек, имеющие аб-

солютную адресацию (например, B3:D3) будут изменяться, а 

ячейки, имеющие абсолютную адресацию (например, 
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$B$8:D$8) не изменят её (рис. 51). Для просмотра формул в 

меню Сервис выбрать строку Параметры установить флажок 

Отображать формулы.  
 

 
 

Рис. 54. Копирование функции протягиванием за маркер  

заполнения 
 

Вызов программы Поиск решения осуществляется из ме-

ню Сервис. При первом использовании программы необходи-

мо установить переде названием флажок, выбрав в меню Сер-

вис строку Надстройки (рис. 55).  
 

 
 

Рис. 55. Установка программы Поиск решения 
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В MS Office 2007 и 2010 для загрузки надстройки Поиск ре-

шения следует щёлкнуть значок – кнопку MS Office, выбрать Па-

раметры Excel, команду Надстройки, в окне Управление – Над-

стройки Excel, нажать кнопку Перейти, в окне Доступные над-

стройки установить флажок Поиск решения. 

При заполнении диалоговой формы Поиск решения (рис. 

56) необходимо установить адрес целевой ячейки. Для этого 

следует выделить мышкой окно Установить целевую ячейку 

(или нажать на кнопку в правой части окна) и щёлкнуть мыш-

кой по ячейке Е6, содержащей математическое выражение 

(формулу) целевой функции. 
 

 
 

Рис. 56. Диалоговая форма Поиск Решения 

 

Затем нужно выбрать направление поиска экстремума це-

левой функции (max или min), поставив точку у максимально-

го или минимального значения. 

Изменяя значения ячеек, в которых располагаются иско-

мые переменные Поиск решения ищет оптимальное решение. 

Указать это можно щёлкнув левой кнопкой мышки в окне Из-

меняя ячейки и выделив мышкой  адреса B8:D8.  
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Добавить к задаче ограничения следует нажав кнопку До-

бавить, заполнить соответствующую форму (рис. 57). 
 

 
 

Рис. 57. Диалоговая форма Добавить ограничения 

 

В левое окно формы Добавить ограничения нужно ввести 

адреса ячеек, содержащих математические выражения (фор-

мулы) левых частей ограничений (E3:E5), затем нужно вы-

брать знак ограничения (< = , = или > =) и в правое окно фор-

мы ввести адреса ячеек (F3:F5), содержащих числовые значе-

ния правой части ограничений (менее предпочтительно вве-

дение в окно конкретных чисел). 

Добавить новое ограничение, изменить или удалить его 

можно с помощью соответствующих кнопок. Кроме того, не-

обходимо установить Параметры поиска решения (рис. 58), 

нажав одноимённую кнопку. 
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Рис. 58. Заполнение диалоговой формы Параметры 

 

Среди множества параметров следует (поставив галочки) 

выбрать модель линейного программирования (Линейная мо-

дель), Неотрицательные значения переменных и Автомати-

ческое масштабирование (если в задаче имеются данные, зна-

чения которых  различаются на несколько порядков, напри-

мер, 0,0001 и 1000000).  

Решение задачи получим, нажав кнопки ОК и Выполнить. 

В диалоговом окне Результаты поиска решения (рис. 59) для 

вывода необходимых отчётов следует выделить их последова-

тельно щёлкнув левой кнопкой мышки. 
 

 
 

Рис. 59. Диалоговое окно Результаты поиска решения 
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Результаты решения появятся в таблице в ячейках, отве-

дённых под значения переменных, и содержащих математиче-

ские выражения для целевой функции и левых частей ограни-

чений (рис. 60). 
 

 
 

Рис. 60. Результаты решения задачи 

 

Отчёт по результатам, который выводится на отдельный 

лист (рис. 61), помогает проанализировать решение. Так, для 

получения дохода, равного 1340 ден.ед. (ячейка Е6), необхо-

димо выпускать продукцию вида В в количестве 82 штук 

(ячейка С8) и продукцию вида С – в количестве 16 штук 

(ячейка D8). Продукцию вида А выпускать нерентабельно 

(ячейка В8). Из 210 единиц сырья II вида используется только 

130 (ячейка Е4). Другие два вида сырья используются полно-

стью. Второе ограничение задачи не связанное, т.е. оно не 

равно правой части, а отличается, в данном случае остаются 

неизрасходованными запасы сырья II вида в количестве 80 

единиц (210 – 130 = 80). 
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Рис. 61. Отчёт по результатам 

 

Отчёт по устойчивости (рис. 62) позволяет вывести ре-

зультирующие значения для переменных и выражений левой 

части ограничений. Нормированная стоимость показывает, 

насколько изменится целевая функция при принудительном 

включении единицы этой продукции в окончательное реше-

ние. Теневая цена содержит двойственные оценки, которые 

показывают, как изменится целевая функция при увеличении 

ресурса на единицу. Допустимое изменение коэффициентов 

целевой функции показывает предельные изменения коэффи-

циентов функции цели, при которых сохраняется набор пере-

менных, входящих в оптимальное решение. Для ограничений 

правой части также выводятся возможные изменения ресур-

сов, при которых сохраняется оптимальный набор перемен-

ных, входящих в оптимальное решение. 
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Рис. 62. Отчёт по устойчивости 

 

Отчёт по пределам (рис. 63) показывает, в каких границах 

может изменяться выпуск продукции, вошедший в оптималь-

ное решение, при сохранении структуры оптимального реше-

ния. Также показаны значения целевой функции при выпуске 

данного вида продукции на нижнем пределе. Так, если не вы-

пускать продукцию вида В, то доход составит 192 ден.ед., ес-

ли же не выпускать продукцию вида С, то доход будет равен 

1148 ден.ед. 

 

 
Рис. 63. Отчёт по пределам 
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Тема 5. ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА 
 

В результате изучения данной темы студенты должны:  

знать: 

- область применения транспортных задач в экономике; 

- математическую постановку транспортной задачи; 

- методы решения транспортных задач; 

уметь: 

- решать открытые и закрытые транспортные задачи;  

- применять транспортные модели при решении прак-

тических задач; 

владеть: 

- математическим аппаратом решения транспортных 

задач; 

- практическими навыками построения и решения 

транспортных задач, в том числе, с использованием ЭВМ.  

 

Математическая постановка задачи состоит в опреде-

лении оптимального плана перевозок некоторого груза из 

m пунктов отправления A1, A2, …, Am в n пунктов назна-

чения B1, B2, …, Bn. При этом в качестве критерия опти-

мальности обычно выбирается либо минимальная стои-

мость перевозок всего груза, либо минимальное время его 

доставки. 

Обозначим через Cij стоимость перевозки единицы 

груза из i–го пункта отправления в j–й пункт назначения; аi 

- запасы груза в i–м пункте отправления (величина пред-

ложения); bj - потребности в этом грузе в j–м пункте на-

значения (величина спроса); Xij - объем перевозок (количе-

ство перемещаемых единиц груза) из i–го пункта отправ-

ления в j–й пункт назначения.  Тогда математическая 

модель транспортной задачи имеет следующий вид: опре-

делить минимум целевой функции 
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f(x) = 
m

i

n

j

ijij XC
1 1

 min    (5.1) 

при выполнении следующих ограничений: 
n

j

ijX
1

= аi; i = m,1 ,                     (5.2) 

m

i

ijX
1

= bj; j = n,1 ,          (5.3) 

Хij  0; i = m,1 ; j = n,1 .            (5.4) 

 

Обычно исходные данные транспортной задачи пред-

ставляются в виде таблицы. Внутренняя часть этой таблицы 

является объединением двух матриц: матрицы перевозок        

Х = { Xij } и матрицы стоимостей С = { Сij }: 

 

Пункты 
отправления 

Пункты назначения Запасы (пред-
ложение) В1 В2 … Вj … Вn 

А1 
С11 

Х11 

С12 

Х12 

… C1j 

 Х1j 

… C1n 

Х1n а1 

А2 
С21 

Х21 

С22 

Х22 

… C2j  

Х2j 

… C2n 

Х2n        
а2 

… … … … … … … … 

Аi 

   

Сi1 

Хi1 

   Сi2 

Хi2 

…      

Сij   

Хij 

… Сin 

Хin аi 

… … … … … … … … 

Аm 
Сm1 

Хm1 

Сm2 

Хm2 

… Сmj 

Хmj  

… Сmn 

Хmn 
аm 

Потреб-

ности 

(спрос) 
b1 b2 … bj … bm bj = аi 
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Если общий запас груза у поставщиков равен потреб-

ности в грузе у потребителей, т.е. если выполняется условие 
m

i

iа
1

= 
n

j

jb
1

,                              (5.5) 

то модель такой транспортной задачи называется закрытой, а 

если условие не выполняется, то задача называется открытой. 

Определение 1. Всякое неотрицательное решение сис-

тем линейных уравнений (5.2) и (5.3), определяемое матрицей 

Х = { Xij }; i = m,1 ; j = n,1 , называется планом транспортной 

задачи. 

Определение 2. План Х* = {Xij*}, при котором функция 

цели 1 принимает минимальное значение, называется опти-

мальным планом транспортной задачи. 

Ограничения (5.2) и (5.3) транспортной задачи пред-

ставляют собой две группы уравнений. Первая из них, т.е. 

система уравнений (5.2), означает то, что сумма перевозок по 

каждой строке таблицы должна быть равна соответствующему 

запасу аi. Каждое уравнение второй системы (5.3) означает то, 

что сумма перевозок  по каждому столбцу таблицы должна 

быть равна соответствующей потребности bj. Транспортная 

задача представляет собой задачу линейного программирова-

ния, записанную в каноническом виде. Следовательно, ее 

можно решать симплексным методом. Однако для решения 

транспортных задач существуют специальные методы. 

Особенности транспортной задачи: 

1. Закрытая транспортная задача всегда совместна, об-

ладает планом, т.е. имеет решение. 

2. Если значения и аi-е и bj-е – целые и неотрицатель-

ные, то транспортная задача имеет целочисленное решение. 

3. Клетки таблицы транспортной задачи с координата-

ми, в которых проставлены значения перевозок, называются 

базисными и соответствуют базисным переменным, а осталь-

ные клетки остаются свободными. Для невырожденного 
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опорного плана в таблице транспортной задачи будет запол-

нена положительными числами m + n – 1 клетка. Если же 

опорный план задачи вырожден, то часть базисных клеток бу-

дет заполнена нулями. 

 
 

Нахождение первоначального опорного плана 

 Для определения первоначального опорного плана су-

ществуют несколько различных методов. Это – метод северо-

западного угла, метод минимального элемента, или мини-

мальной стоимости, и другие. 

Метод северо-западного угла. Пусть условие транс-

портной задачи задано в следующей таблице. 

Таблица 13 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения  Предложе-

ние В1 В2 В3 В4 

А1 
5 4 2 5 

30 

А2 
6 1 1 3 

70 

А3 
2 3 1 8 

50 

А4 
6 3 2 1 

100 

Спрос 20 90 70 70 250 

 
Поскольку сумма запасов (предложения) равна сумме по-

требностей (спроса) – имеем задачу закрытого типа. 
Матрицу перевозок начинаем заполнять с левого верхнего 

(северо-западного) угла, с клетки (1,1). Для этого сравниваем два 
значения а1 = 30 и  b1= 20, т.е. попытаемся удовлетворить потреб-
ность первого пункта назначения за счет запасов первого пункта от-
правления. Запасы пункта А1 больше потребности пункта В1, следо-
вательно, в качестве значения Х11 выбираем меньшее число – b1 и 
запишем это число в соответствующей клетке таблицы. Таким обра-
зом, потребность пункта В1 в грузе удовлетворена, и поэтому все 
остальные числа этого столбца (Х21, Х31, Х41) считаем равными ну-
лю, а соответствующие им клетки оставляем свободными. 
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Получаем новую матрицу из трех столбцов (В2, В3, В4) и че-
тырех строк (А1, А2, А3, А4) и новое значение запаса у первого пункта 

отправления ( 1a = 30 – 20 = 10). Далее сравниваем значения 1a = 10 и 

b2 = 90 и повторяем алгоритм. Меньшее из этих значений, равное 10, 
выбираем в качестве Х12 и записываем в клетку (1,2) таблицы. Тогда 
запас пункта А1 будет полностью исчерпан, следовательно, остальные 
значения перевозок из первой строки (Х13, Х14) принимаем равными 
нулю, а соответствующие клетки остаются свободными. Продолжая 
заполнять таблицу, таким образом дойдем до клетки (4,4). Построен-
ный план является опорным. В рассматриваемой задаче число пунк-
тов отправления  m = 4 и число пунктов назначения n = 4, следова-
тельно, невырожденный план задачи определяется числами, стоящи-
ми в m+n–1 = 4+4–1 = 7 заполненных клетках. 

Таблица 14 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения  Предложе-

ние В1 В2 В3 В4 

А1 
      

5 

20
 

    
4 

 10
 

2 5 

30 

А2 
6 1 

70     
 

1 3 

70 

А3 
2 

      
3 

10   
 

      
1 

40  
 

8 

50 

А4 
6 3 

      
2 

30  
 

      
1 

70   
 100 

Спрос 20 90 70 70 - 

Запишем первоначальный опорный план в виде матри-

цы Х: 

Х = 

703000

040100

00700

001020

. 
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Согласно данному плану перевозок функция цели – 

общая стоимость перевозок всего груза - составляет 

f(х) = 5  20 + 4  10 + 1  70 +  3  10 + 1  40 +  

          + 2  30 + 1  70  = 410. 

Вырожденный план. При построении опорного плана нужно 

следить, чтобы сумма перевозок по каждой строке была равна соот-

ветствующим запасам, а сумма перевозок по каждому столбцу – по-

требности. Количество заполненных клеток равно m + n – 1. Если 

план вырожденный, т.е. если на очередном шаге запас аi равен по-

требности bj, в этом случае необходимо считать одну из клеток (либо 

справа, либо под последней заполненной клеткой) базисной со зна-

чением, равным нулю. Этот нуль вписывают, и соответствующая 

клетка считается занятой. 

Пусть условия задачи заданы следующей таблицей. 
 

Таблица 15 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения  Предложе-

ние В1 В2 В3 В4 

А1 
5 

20     
 

      
4 

10
 

2 5 

30 

А2 
6 1 

 70     
 

1 3 

70 

А3 
2 

        
3 

0   
 

      
1 

30   
 

8 

20     
 50 

А4 
6 3 

          
2 

    
1 

100  
 100 

Спрос 20 80 30 120 250 
 

На первом шаге заполняем северо-западный угол, полагая 

Х11 = 20, клетки (2,1), (3,1) и (4,1) остаются свободными. На втором 

шаге полагаем Х12 = 10. Этим мы используем полностью запас пунк-

та А1. Остальные клетки первой строки (1,3) и (1,4) остаются сво-

бодными. На третьем шаге рассматриваем перевозку Х22. Поскольку 

в этом случае запас пункта А2, равный 70, совпадает с оставшейся 

неудовлетворенной потребностью пункта В2,  равной 70, то выбира-
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ем Х22 = 70. Этим самым заполняется одновременно и вся вторая 

строка и весь второй столбец. В этом случае нужно считать одну из 

переменный Х23 или Х32 базисной со значением, равным нулю. 

Пусть Х32 = 0. Проставив в соответствующей клетке базисный нуль, 

мы получаем при продолжении процесса заполнения таблицы m + n 

– 1 заполненную клетку. Если не проставить нулевую базисную пе-

ременную, окажется, что число занятых положительными перевоз-

ками клеток меньше, чем m + n – 1. 

Метод минимального элемента. Выбор пунктов  отправле-

ния и назначения можно производить иначе, ориентируясь на стои-

мость перевозок, т.е. на каждом шаге следует выбирать какую-

нибудь клетку, отвечающую минимальной стоимости перевозки. 

Если таких клеток несколько, то можно выбрать любую.  

Этот метод позволяет найти первоначальный опорный план 

с меньшей стоимостью перевозок, чем план, полученный методом 

северо-западного угла. 

Таблица 16 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения  Предложе-

ние В1 В2 В3 В4 

А1 
      

5 

10   
 

4 
      

2 

20   
 

5 

30 

А2 
6 

      
1 

70  
 

1 3 

70 

А3 
2 

          
3
 

      
1 

50  
 

          
8 50 

А4 

         
6 

10   
 

          
3 

20  
 

          
2 

        
1 

70   
 

100 

Спрос 20 90 70 70 - 

 
Порядок заполнения таблицы транспортной задачи: на-

ходим клетки с наименьшим значением стоимости перевозки 

и рассмотрим величину потребности и запаса для соответст-
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вующих пунктов. Заполним клетки (2,2), (3,3), (4,4) и подсчи-

таем остатки неизрасходованных запасов и величины неудов-

летворенной потребности. Так, запасы пункта А2 полностью 

расходуются на удовлетворение потребности пункта В2, по-

этому при нахождении первоначального опорного плана клет-

ки второй строки, кроме (2,2), должны остаться свободными. 

Потребности пункта В2 остаются неудовлетворенными на 20 

единиц груза, поэтому клетки второго столбца, кроме (2,2), 

могут быть заполнены перевозками. Аналогично рассматрива-

ем заполнение клеток (3,3) и (4,4). Найдем свободные клетки с 

наименьшими стоимостями перевозок, которые могут быть 

заполнены, это, например, клетка (1,3) или (4,3). Заполним 

клетку (1,3) и подсчитаем остаток. Затем заполним клетку 

(4,2), на следующем шаге клетку (1,1) и, наконец, (4,1). 

Значение функции цели для первоначального опорного 

плана 

f(х) = 10  5 + 20  2 + 70  1 +  50  1 + 10  6 + 

+ 20  3 + 70  1  = 400. 

 

 

Циклы пересчёта 

Переход от одного опорного плана к другому в транс-

портной задаче сводится к тому, что, как и в симплекс-методе, 

надо ввести в базис новый вектор вместо выведенного базис-

ного вектора. Это способствует тому, что одну из свободных 

клеток мы сделаем занятой, т.е. базисной, а одну из базисных 

– свободной. 

Пусть первоначальный опорный план задан в табл. 17. 
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Таблица 17 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения  Предложе-

ние В1 В2 В3 В4 

А1 
         

5 

20   
 

          
4 

10  
 

          
2 5 

30 

А2 
6 

         
1 

70   
 

1 3 

70 

А3 
2 

         
3 

10   
 

         
1 

40   
 

          
8 

50 

А4 
          

6 
          

3 
         

2 

30   
 

          
1 

70  
 100 

Спрос 20 90 70 70  

 

Выберем одну из свободных клеток, например (4,1), и помес-

тим в нее некоторую положительную величину перевозки . 

Поскольку число занятых клеток должно быть равно m + n - 1, 

то какую-то из занятых клеток необходимо освободить. Чтобы 

получить новый опорный план, необходимо пересчитать зна-

чения базисных переменных.  

Для того, чтобы сумма перевозок в первом столбце не 

изменилась, нужно перевозку Х11 = 20 уменьшить на величину 

. Для того, чтобы при этом не изменилась сумма перевозок в пер-

вой строке, надо перевозку Х12 = 10 увеличить на  и т.д.  

Пересчет продолжается, пока мы не вернемся к тому значе-

нию , с которого начали, т.е. не замкнем цикл пересчета (таблица 

2.6). 

Данная операция называется сдвигом по циклу пере-

счета на величину . Значение  выбирается равным наи-

меньшему из тех перевозок, из которых  вычитается. В на-

шем примере выбирается  = 10; если взять  > 10, то перевоз-

ка Х32 станет меньше нуля, а если взять  < 10, то получим 

больше, чем  m+n-1 отличную от нуля перевозку, т.е. новый 

план тогда не будет опорным. 
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Таблица 18 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения  Предложе-

ние В1 В2 В3 В4 

А1 

5
 

20 -    
 

4 

10 +   
 

          
2 

5 

30 

А2 
6 1 

 70     
 

1 3 

70 

А3 

2 3 

10 -    
 

1 

  40 + 

   
 

           
8 

50 

А4 

      
6 

 

          
3 

2 

   30 - 

   
 

1 

  70
 

100 

Спрос 20 90 70 70 - 

  
 Переход от одного опорного плана  к другому связан с 

некоторым обходом по замкнутой ломаной линии, начало ко-

торой находится в свободной клетке, а все остальные верши-

ны в некоторых базисных (занятых) клетках. Если ломаная 

линия, образующая цикл, пересекается сама с собой, то точки 

пересечения не являются вершинами. Циклы могут быть раз-

личной  формы (рис. 64). 

Вершин в цикле всегда четное число. Цикл, одна из 

вершин которого лежит в свободной клетке, а все остальные – 

в базисных, называется циклом пересчета данной свободной 

клетки. 

 Каждый опорный план обладает следующими свойст-

вами: 

 1) не существует циклов, все вершины которых лежат в 

базисных клетках; 

 2) для каждой свободной клетки существует единст-

венный цикл пересчета. 



 

 

125 

 

 
 

   

 

Рис. 64. Возможные формы циклов пересчёта 

 

 В общем случае, для того чтобы определить , припи-

шем каждой вершине цикла определенный знак таким обра-

зом, чтобы две соседние вершины имели противоположные 

знаки, а вершина, лежащая в свободной клетке, была всегда 

положительна, т.е. приписываем ей знак (+). Поскольку число 

вершин в цикле четное, то число положительных вершин бу-

дет равно числу отрицательных. При сдвиге по циклу пере-

счета на величину  перевозки в положительных вершинах 

цикла увеличиваются на величину , а в отрицательных – 

уменьшаются на . Следовательно, величину  надо выбирать 

равной наименьшей из перевозок в отрицательных вершинах: 
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Вершины 
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Таблица 19 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения  Предложе-

ние В1 В2 В3 В4 

А1 
    

5 

20  - 

    
4 

10    + 

          
2 5 

30 

А2 
6 1 

70     
 

1 3 
70 

А3 
2 

     
3 

10    - 

1 

+     40     
 
         

8 

50 

А4 
    

6 

     + 

          
3 

    
2 

-      30
 

          
1 

          
70

 100 

Спрос 20 90 70 70 - 

 Определим, как изменится функция цели (стоимость 

перевозок) при переходе к новому опорному плану: 

 

+   6 -   5 +   4 -    3 +   1 -   2 =  

=  (6 – 5 + 4 – 3 + 1 - 2)  = +   1. 

  

Следовательно, функция цели увеличится на величину , а 

значит, клетка (4,1) для новой перевозки выбрана неудачно: 
f(x) = 410 +  = 410 + 10 = 420 ден.ед. 

Для того чтобы перейти к лучшему опорному плану, с 

меньшей функцией цели, можно воспользоваться распредели-

тельным методом решения транспортных задач. 

 

Открытая транспортная задача 

 Если не соблюдается баланс предложения и спроса, то 

есть 
m

1i

iа
n

1j

jb , 

то такая задача называется открытой. Для решения такой задачи, 

если общее предложение превышает общий спрос, то есть 
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m

i

iа
1

>
n

j

jb
1

, 

необходимо ввести в модель фиктивный пункт потребления 

(Вn+1) в n + 1-м столбце матрицы транспортной задачи. При 

этом стоимости перевозки для фиктивного пункта потребле-

ния равны нулю: 

Ci,n+1 = 0;  i = m,1 . 

Потребность в грузе фиктивного пункта назначения 

равна разности предложения и спроса. 

Таблица 20 

Пункты  

отправления 
Пункты назначения Запасы (пред-

ложение) В1 … Вj … Вn (Вn+1) 

А1 С11  C1j  C1n 0 а1 

…  …  …    

Аi Сi1  Сij  Сin 0 аi 

…  …  …    

Аm Сm1  Сmj  Сmn 0 аm 
Потребности 

(спрос) 
b1 … bj … bn (bn+1 = аi - bj)  

 
 Если величина суммарного спроса превышает суммар-

ное предложение, то есть 
m

1i

iа <
n

1j

jb , 

необходимо ввести в модель фиктивный пункт отправления 

грузов (Аm+1) в m + 1-ю строку матрицы транспортной задачи. 

При этом стоимости перевозки от фиктивного пункта отправ-

ления равны нулю: 

Cm+1,j = 0;  j = n,1 . 

 

Предложение фиктивного пункта отправления равно 

разности суммы потребностей и запасов грузов. 
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Таблица 21 

Пункты  

отправления 
Пункты назначения Запасы  

(предложение) В1 … Вj … Вn 

А1 С11  C1j  C1n а1 

…  …  …   

Аi Сi1  Сij  Сin аi 

…  …  …   

Аm Сm1  Сmj  Сmn аm 

(Аm+1) 
0  0  0 (am+1 = bj - 

аi) 
Потребности 

(спрос) 
b1 … bj … bn 

__ 

 

 

Определение оптимального плана  транспортных 

задач, имеющих дополнительные условия 

 

 1. Если по каким-либо причинам перевозки грузов из 

некоторого пункта отправления Аi в некоторый пункт назна-

чения Вj не могут быть осуществлены, тогда для определения 

оптимального плана полагают, что стоимость этой перевозки 

является сколь угодно большой величиной, например, равной 

миллиарду денежных единиц. Для краткости эту величину 

обозначим буквой М. Такой прием, называемый блокировани-

ем, дает возможность исключить эту перевозку из плана как 

невыгодную. 

 2. Если из пункта отправления Аi в пункт назначения Вj 

требуется перевезти определенное количество грузов  dij, то-

гда в соответствующей клетке устанавливается блокировка М 

как стоимость перевозки, для исключения дальнейших пере-

возок по данному маршруту. Соответствующий запас коррек-

тируется на величину фиксированной перевозки аi - dij, анало-

гично и соответствующая потребность корректируется на ту 
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же величину bj - dij. После решения скорректированной задачи 

в оставшуюся свободной клетку i, j проставляется значение 

обязательной перевозки dij, а стоимость перевозки единицы 

этого груза берется из исходных данных равной Cij. 

 3. Если необходимо решить транспортную задачу на 

максимум функции цели, тогда поступают следующим обра-

зом: 

исходная матрица стоимости перевозок C = 

531

240

732

; 

максимальное значение стоимости перевозки С13 = 7; 

вычтем из максимальной стоимости все элементы матрицы  

перевозок C  = 

573717

274707

773727

= 

246

537

045

; 

задачу решают на минимум, используя матрицу С , а при на-

хождении функции цели в последней итерации используют 

матрицу С. 

4. Если задача открытая и из пункта Аi весь груз дол-

жен быть выведен, то вместо нулевой стоимости перевозки из 

пункта Аi фиктивному потребителю используют блокировку 

(М). Тогда груз будет перевозиться только реальным потреби-

телям. 

Если же потребности пункта Вj надо полностью удовлетво-

рить, тогда вместо нулевой стоимости перевозки от фиктивно-

го поставщика к пункту Вj используют блокировку (М). Этим 

исключают из плана фиктивные перевозки к пункту Вj. 
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Распределительный метод решения  

транспортной задачи 
 

Пусть дан некоторый опорный план. Для каждой сво-

бодной клетки таблицы перевозок вычислим алгебраические 

суммы стоимостей в вершинах цикла ij. Так, для клетки (4,1) 

получим 

41 = 6 – 5 + 4 – 3 + 1 – 2 = 1. 

Если все ij неотрицательны ( ij  0), то задача решена, 

т.е. найден оптимальный план перевозок. 

Допустим, есть хотя бы одно отрицательное значение 

ij, тогда среди отрицательных ij выбираем наименьшее и для 

этой клетки i0, j0 делаем сдвиг по циклу пересчета на величину 

0, равную наименьшей из перевозок, стоящих в отрицатель-

ных вершинах цикла. Полученный новый опорный  план бу-

дет лучше предыдущего, при этом целевая функция умень-

шится на величину        0  
00 ji . 

Замечания: 

1. Каждая сумма ij начинается с положительного чис-

ла и кончается отрицательным. Количество всех слагаемых 

четное. 

2. Если опорный план вырожденный, то возможен 

сдвиг по циклу пересчета на величину  = 0. При этом значе-

ние целевой функции не изменится, а изменятся базисные 

клетки. 

Найдем решение задачи, первоначальный опорный 

план которой получен методом северо-западного угла, и вве-

дем дополнительное условие: груз из пункта А2 в пункт В3 не 

может быть доставлен: 
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 В1 В2 В3 В4     Для всех свободных 

клеток вычислим ij: 

13 = 2 – 1 + 3 – 4 = 0, 

14 = 5 – 1 + 2 – 1 + 3 – 4 = 

= 4, 

21 = 6 – 5 + 4 – 1 = 4, 

23 = М – 1 + 3 – 1 =  

= М + 1, 

24 = 3 – 1 + 2 – 1 + 3 – 1 = 

= 5, 

А1 -     
5 

20   
 

+  
4 

10    
 

     
2 5 

30 

А2 
6 

   
1 

 70    
 

М 3 
70 

А3 
+    

2 

 
 

-       
3 

10 

1 

40
 

   
8 

50 

А4 
6 

        
3 2 

30  
 

   
1 

70
 

100 

 20 90 70 70  

31 = 2 – 3 + 4 – 5 = -2,   34 = 8 – 1 + 2 – 1 = 8, 

41 = 6 – 5 + 4 – 3 + 1 – 2 = 1,   42 = 3 – 3 + 1 – 2 = -1. 

 Поскольку не все ij  0, план перевозок не оптимален. Сре-

ди ij < 0 выбираем наименьшее. Это 31 = -2. Делаем сдвиг по циклу 

пересчета для свободной клетки (3,1) на величину 0. Этот цикл про-

ходит через базисные клетки (1,1), (1,2) и (3,2). В этом цикле две от-

рицательные клетки (1,1) и (3,2). Им соответствуют перевозки 20 и 

10. В качестве 0  выбираем меньшее из этих чисел, т.е. 0 = 10. После 

сдвига по циклу пересчета  на величину 0 переходим к следующему 

опорному плану: 

 

 В1 В2 В3 В4    Делаем второй шаг рас-

пределительного метода. 

Находим значения ij для 

всех свободных клеток 

13 = 2 – 5 + 2 – 1 = -2, 

14 = 5 – 1 + 2 – 1 + 2 – 5 =  

= 2, 

21 = 6 – 5 + 4 – 1 = 4, 

23 = М – 1 + 4 – 5 + 2 - 1 =  

М – 1  0, 

А1 -   
5 

10   
 

 
4 

20  
 

+  
2
 

     
 

5 
30 

А2 
6 1 

70    
 

М 3 
70 

А3 
+     

2 

10
 

        
3 

  

-  
1 

40
 

   
8 

50 

А4 
6 

        
3 2 

30
 

1
 

70  
 
100 

 20 90 70  70  
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24 = 3 – 1 + 4 – 5 + 2 – 1 + 2 – 1 = 3,  

32 = 3 – 4 + 5 – 2 = 2,  

34 = 8 – 1 + 2 – 1 = 8,    

41 = 6 – 2 + 1 – 2 = 3,    

42 = 3 – 4 + 5 – 2 + 1 – 2 = 1. 

 

f(х) = 10  5 + 20  4 + 70  1 + 10  2 + 40  1 + 30  2 + 70  1  = 

390. 

Делаем сдвиг по циклу пересчета для свободной клетки 

(1,3) на величину 0  = 10. Переходим к новому опорному пла-

ну: 

 
 В1 В2 В3 В4      Найдем ij для этой 

таблицы 

11 = 5 – 2 + 1 – 2 = 2, 

14 = 5 – 2 + 2 – 1 = 4, 

21 = 6 – 1 + 4 – 2 + 1 – 2 

= 6, 

23 = М – 2 + 4 – 1 = 

= М + 1, 

24 = 3 – 1 + 4 – 2 + 2 – 1 

= 5, 

32 = 3 – 4 + 2 – 1 = 0, 

34 = 8 – 1 + 2 – 1 = 8, 

А1       
5 

 
 

-      
4 

20      
 

+   
2 

10   
 

5 
30 

А2 
6 

       
1 

70  
 

М 3 
70 

А3 
2
    

20   
 

        
3
      

1 

30   
 

   
8 

50 

А4 
6 

+   
    3 

   
 

-   
2 

30
 

   
1 

70
 

100 

 20 90 70 70 
 

      

41 = 6 – 2 + 1 – 2 = 3,  42 = 3 – 4 + 2 – 2 = -1. 
 

f(х) = 20  4 + 10  2 + 70  1 + 20  2 + 30  1 + 30  2 + 70  1  = 370. 
 

Делаем сдвиг по циклу пересчета для свободной клетки 

(4,2) на величину 0  = 20.  
 

Переходим к новому опорному плану: 
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 В1 В2 В3 В4       Определим значения ij   

11 = 5 – 2 + 1 – 2 = 2, 

12 = 4 – 2 + 2 – 3 = 1, 

14 = 5 – 1 + 2 – 2 = 4, 

21 = 6 – 1 + 3 – 2 + 1 – 2 = 

= 5, 

23 = М – 1 + 3 – 2 =  

= М  0, 

24 = 3 – 1 + 3 – 1 = 4, 

32 = 3 – 3 + 2 – 1 = 1, 

А1 
    

5           4
     

 
  

2 

30     
 

5 
30 

А2 
6 

      
1 

70  
 

М 3 
70 

А3 
     

2 

20  
 

      
3
      

1 

30    
 

   
8 

50 

А4 
6 

    
    3 

20
  
    

 
   

2 

10  
 

  
1 

70   
 

100 

 20 90 70   70  

 

 34 = 8 – 1 + 2 – 1 = 8,  41 = 6 – 2 + 1 – 2 = 3. 
 

f(х) = 30  2 + 70  1 + 20  2 + 30  1 + 20  3 + 10  2 + 70  1  = 350. 

Для этого плана все ij > 0. Следовательно, этот опор-

ный план оптимальный. 
 

Для расчёта задач транспортного типа в среде Excel (рис. 

65) необходимо ввести в таблицу тарифы на перевозку едини-

цы груза по различным маршрутам (например, в ячейки 

B3:Е6), величину предложения поставщиков (например, в 

ячейки F3:F6) и величину спроса потребителей (например, в 

ячейки B7:Е7). Для размещения искомых значений перемен-

ных необходимо зарезервировать свободные ячейки (напри-

мер, ячейки B9:Е12). Математические выражения для системы 

ограничений по спросу и предложению вводятся (например, в 

ячейки F9:F12 и B13:E13 соответственно) с помощью функ-

ции СУММ (рис. 66). Целевая функция вводятся (например, в 

ячейку F13) с помощью функции СУММПРОИЗВ из катего-

рии Математические (рис. 67). Для этого необходимо вы-

брать в меню Вставка строку Функция….  
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Рис. 65. Ввод исходных данных транспортной задачи в Excel 

 

 
         Рис. 66. Табличное представление транспортной задачи в Excel 

 

Аргументами функции СУММПРОИЗВ являются: Мас-

сив1 -  адреса матрицы тарифов перевозок, Массив2 – адреса 
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пустых ячеек, зарезервированных под размещение искомых 

переменных задачи (плана перевозок). 
 

 
 

Рис. 67. Ввод целевой функции транспортной задачи 

 

Условия транспортной задачи вводятся в диалоговую 

форму надстройки Поиск решения, вызываемой из меню Сер-

вис (рис. 68). В окно Установить целевую ячейку вводится ад-

рес функции цели щелчком левой кнопки мышки по ячейке, 

содержащей математическое выражение для подсчёта общих 

затрат на перевозки. Направление поиска экстремума целевой 

функции устанавливается соответствующим минимальному 

значению. В окно Изменяя ячейки вводятся адреса искомых 

значений переменных (B9:Е12). 
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Рис. 68. Заполнение диалоговой формы Поиск решения 

 

Ограничения задачи добавляются, изменяются и удаляют-

ся после нажатия соответствующей кнопки. В двух последних 

случаях предварительно необходимо выделить требуемую 

строку в окне Ограничения.  
 

 
Рис. 69. Заполнение диалоговой формы Добавление ограничения 

 

В левом окне формы Добавление ограничения (рис. 69) 

вводятся адреса левой части ограничений – суммы объёмов 

перевозок от поставщиков и суммы объёмов перевозок к по-

требителям. Знак ограничения устанавливается в виде знака 

равенства  “ = “. В правом окне формы Добавление ограниче-

ния вводятся адреса правой части ограничений – числовые 

значения предложения и спроса. 
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Нажав кнопку Параметры, следует поставить «галки», 

выделив пункты: Линейная модель, Неотрицательные значе-

ния и Автоматическое масштабирование (рис. 70). 
 

 
Рис. 70. Заполнение диалоговой формы Параметры 

 

Оптимальный план перевозок представлен на рис. 71. Так, 

от первого поставщика третьему потребителю перевозится 30 

единиц груза, от второго поставщика второму потребителю – 

70 единиц груза. Третий поставщик обеспечивает поставки 

первому потребителю в объёме 20 единиц груза и третьему 

потребителю – 30 единиц груза. Поставки из четвёртого пунк-

та отправления осуществляются по трём маршрутам: второму 

потребителю – 20 единиц груза, третьему потребителю – 10 

единиц груза, третьему – 70 единиц груза. Общие затраты на 

перевозки составят 350 ден.ед.  
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Рис. 71. Результаты решения транспортной задачи 

 

Метод потенциалов 
 

 Для решения транспортной задачи можно использовать 

метод потенциалов. Пусть задан опорный план задачи, тогда 

каждому пункту отправления Аi приписывается некоторое 

число Ui, а каждому пункту назначения Вj – число Vj. Эти 

числа называют потенциалами, они подбираются так, чтобы 

для каждой базисной клетки (i, j) выполнялось равенство 
 

 Ui + Vj = Cij. 
  

Таким образом, получаем  m + n – 1 простых уравнений 

с  m + n  неизвестными Ui  и Vj. В таком случае, когда система 

состоит из числа уравнений, меньшего, чем число неизвест-

ных, появляется свободная неизвестная величина, которой мы 

можем придать любое значение. Все остальные неизвестные 

можно найти из системы уравнений. 
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После того, как будут найдены все потенциалы Ui и Vj, 
для каждой свободной клетки (i, j) определяют числа ij = Cij– 
– (Ui + Vj). Далее поступаем так же, как и в распределитель-
ном методе: находим наибольшее по модулю отрицательное 

число 
00 ji (т.е. самое малое из отрицательных) и делаем 

сдвиг по соответствующему циклу пересчета. Таким образом, 
в методе потенциалов для нахождения чисел ij не нужно ис-
кать циклы пересчета для всех свободных клеток. Надо найти 
только один цикл пересчета, соответствующий наименьшему 

отрицательному 
00 ji . 

 

 Пример решения задачи методом потенциалов: 

 

 V1 = 5 V2 = 4 V3 = 2 V4 = 1  Для занятых 

клеток  

U1 + V1 = 5, 

U1 + V2 = 4, 

U2 + V2 = 1, 

U3 + V2 = 3, 

U3 + V3 = 1, 

U4 + V3 = 2, 

U4 + V4 = 1. 

U1 = 0   20   
5
 
 

  10   
4
 
 

         
2
   

 5 

30 

U2 = -3 

6 
  70   

1 

 

1 3 

70 

U3 = -1 
         

2
  

 

  10   
3
 
 

   40  
1
 

 
 

         
8 

50 

U4 = 0 6 
        

  3 
   30  

2 

 

   70  
1
  

 

100 

 20 90 70    70  

 
Положим U1 = 0, тогда учитывая занятые клетки 

V1 = 5, V2 = 4, U2 = –3, U3 = –1, V3 = 2, U4 = 0, V4 = 1. 
Подсчитаем ij для свободных клеток: 

13 = 2 – (0 + 2) = 0,  14 = 5 – (0 + 1) = 4,  

21 = 6 – (–3 + 5) = 4,  23 = 1 – (–3 + 2) = 2,  

24 = 3 – (–3 + 1) = 5,  

31 = 2 – (–1 + 5) = –2,    34 = 8 – (–1 + 1) = 8,  

41 = 6 – (0 + 5) = 1,      42 = 3 – (0 + 4) = –1. 
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 Поскольку среди значений ij есть отрицательные, то 
план перевозок не оптимален и необходимо, сделав сдвиг по 
циклу пересчета для клетки (3,1), перейти к новому плану. 
 

 V1 = 5 V2 = 4 V3 = 4 V4 = 3  Для занятых 

клеток  

U1 + V1 = 5, 

U1 + V2 = 4, 

U2 + V2 = 1, 

U3 + V1 = 2, 

U3 + V3 = 1, 

U4 + V3 = 2, 

U4 + V4 = 1. 

U1 = 0   10   
5
 
 

  20   
4
 
 

       
2    

   
 5 

30 

U2 = -3 
6 

  70   
1 1 3 

70 

U3 = -3 10     
2 

         
3
 
 

   40  
1
 
 

         
8 

50 

U4 = -2 6 
        

  3 
   30  

2 
   70  

1
  

 
100 

 20 90 70    70  

 

Положим U1 = 0, тогда 
V1 = 5, V2 = 4, U2 = –3, U3 = –3, V3 = 4, U4 = –2, V4 = 3. 

Подсчитаем ij для свободных клеток: 

13 = 2 – (0 + 4) = –2,  14 = 5 – (0 + 3) = 2,  

21 = 6 – (– 3 + 5) = 4,   23 = 1 – (–3 + 4) = 0,  

24 = 3 – (–3 + 3) = 3,  

32 = 3 – (–3 + 4) = 2,    34 = 8 – (–3 + 3) = 8,  

41 = 6 – (–2 + 5) = 3,      42 = 3 – (–2 + 4) = 1. 
Поскольку среди значений ij есть отрицательное, то план 

перевозок не оптимален и необходимо, сделав сдвиг по циклу 
пересчета для клетки (1,3), перейти к новому плану. 

 

 V1 = 3 V2 = 4 V3 = 2 V4 = 1  Для занятых 

клеток  

U1 + V2 = 4, 

U1 + V3 = 2, 

U2 + V2 = 1, 

U3 + V1 = 2, 

U3 + V3 = 1, 

U4 + V3 = 2, 

U4 + V4 = 1. 

U1 = 0          
5
 
 

  20   
4
 
 

  10   
2    

   
 5 

30 

U2 = -3 
6 

  70   
1 1 3 

70 

U3 = -1 20     
2 

         
3
 
 

   30  
1
 
 

         
8 

50 

U4 = 0 6 
      

 3    30  
2 

   70  
1
  

 
100 

 20 90 70    70  
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Положим U1 = 0, тогда учитывая занятые клетки 

V2 = 4, V3 = 2, U2 = –3, U3 = –1, V1 = 3, U4 = 0, V4 = 1. 

Подсчитаем ij для свободных клеток: 

11 = 5 – (0 + 3) = 2,  14 = 5 – (0 + 1) = 4,  

21 = 6 – (– 3 + 3) = 6,   23 = 1 – (–3 + 2) = 2,  

24 = 3 – (–3 + 1) = 5,  

32 = 3 – (–1 + 4) = 0,    34 = 8 – (–1 + 1) = 8,  

41 = 6 – (0 + 3) = 3,      42 = 3 – (0 + 4) = –1. 

Поскольку среди значений ij есть отрицательное, то план 

перевозок не оптимален и необходимо, сделав сдвиг по циклу 

пересчета для клетки (4,2), перейти к новому плану. 

 V1 = 3 V2 = 4 V3 = 2 V4 = 1  Для занятых 

клеток  

U1 + V3 = 2, 

U2 + V2 = 1, 

U3 + V1 = 2, 

U3 + V3 = 1, 

U4 + V2 = 2, 

U4 + V3 = 2, 

U4 + V4 = 1. 

U1 = 0          
5
 
 

         
4
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2    

   
 5 

30 

U2 = -3 
6 

  70   
1 1 3 

70 

U3 = -1 20     
2 
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   30  
1
 
 

         
8 

50 

U4 = 0 6 
   20  

 3 
   10  

2 
   70  

1
  

 
100 

 20 90 70    70  

 

Положим U1 = 0, тогда учитывая занятые клетки 

V3 = 2, U3 = –1, U4 = 0, V1 = 3, V2 = 4, U2 = –3, V4 = 1. 

Подсчитаем ij для свободных клеток: 

11 = 5 – (0 + 3) = 2,  12 = 4 – (0 + 4) = 0,  

14 = 5 – (0 + 1) = 4,  

21 = 6 – (– 3 + 3) = 6,   23 = 1 – (–3 + 2) = 2,  

24 = 3 – (–3 + 1) = 5,  

32 = 3 – (–1 + 4) = 0,    34 = 8 – (–1 + 1) = 8,  

41 = 6 – (0 + 3) = 3. 

Поскольку среди значений ij нет отрицательных, то най-

ден оптимальный план перевозок.  

f(х) = 30  2 + 70  1 + 20  2 + 30  1 + 20  3 + 10  2 + 70  1  = 350. 
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Решение транспортной задачи методом потенциалов, реа-

лизованным в ППП PRIMA показано на рис. 72 и 73.   

 

 
 

Рис. 72. Заполнение диалоговой формы Транспортная задача 
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Рис. 73. Решение транспортной задачи в ППП PRIMA (начало) 
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Рис. 73. Решение транспортной задачи в ППП PRIMA  

(продолжение) 

 

Этапы метода потенциалов: 

1. Найти первоначальный опорный план. Число заполнен-

ных клеток равно m + n – 1. 

2. Найти потенциалы Ui и Vj. Составить для базисных кле-

ток m + n – 1 уравнений с m + n неизвестными. 
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3. Для каждой свободной клетки найти значения ij = Cij –

– (Ui + Vj). Если среди значений ij нет отрицательных, то по-

лученный план транспортной задачи оптимальный. Если же 

такие имеются, то перейти к новому опорному плану.  

4. Среди отрицательных ij выбрать наибольшее по моду-

лю отрицательное число ij. Построить для этой свободной 

клетки цикл пересчета и произвести сдвиг по циклу пересчета. 

5. Полученный опорный план проверить на оптимальность. 

Если он не оптимален, то перейти к п. 2. 

 

Тема 6. МОДЕЛИ УПРАВЛЕНИЯ ЗАПАСАМИ 
 

В результате изучения данной темы студенты должны: 

знать: 

- область применения моделей управления запасами в 

экономике; 

- основные понятия теории управления запасами; 

- методы решения задач управления запасами; 

уметь: 

- формулировать постановку различных задач управления 

запасами; 

- находить решение задач управления запасами; 

- давать экономическую интерпретацию полученных ре-

зультатов решения задач управления запасами; 

- применять модели управления запасами для решения 

практических задач; 

владеть: 

- математическим аппаратом теории управления запасами; 

- практическими навыками формулирования и решения 

задач управления запасами, в том числе с помощью ЭВМ. 

 

Любые промышленные предприятия для успешного функ-

ционирования и выполнения установленных заданий в срок 

должны иметь запасы различных видов сырья, материалов, 
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топлива. Величина этих запасов в процессе производства не 

остается неизменной, а колеблется между максимальным и 

минимальным уровнем. 
Необходимость поставок сырья и производственного обо-

рудования, удовлетворения запросов потребителей и создания 
разумного резерва запасных частей ставит задачи, которые 
можно различать по характеру спроса. Спрос может быть: де-
терминированным (т.е. предсказуемым с определенной точно-
стью); случайным, но статистически устойчивым; случайным, 
но статистически неустойчивым (сезонные колебания); неиз-
вестным. 

Экономическая функция, оптимум которой отыскивается 
для случайного спроса, часто определяется как математиче-
ское ожидание общих затрат. 

Объём производственных запасов различных ресурсов за-

висит от действия многих факторов, воздействие которых 

имеет противоположную направленность. Одни факторы спо-

собствуют увеличению запасов, другие - напротив, их сокра-

щению. Поэтому величина запасов может оказывать значи-

тельное влияние на технико-экономические показатели дея-

тельности предприятия. Так, увеличение запасов сокращает 

транспортные затраты по поставке данного вида ресурса, но 

увеличивает затраты по его хранению, требует больших 

складских помещений, повышает потребность предприятия в 

оборотных средствах. Но, с другой стороны, увеличение запа-

сов способствует более ритмичной работе предприятия, сни-

жает вероятность срыва выполнения производственного зада-

ния из-за сбоев в функционировании материально-

технической базы. Поэтому в каждой ситуации определяется 

оптимальная величина производственного запаса какого-либо 

ресурса, достижение которого обеспечивает наилучшие тех-

нико-экономические показатели деятельности предприятия.  
В задачах управления запасами рассматривают следую-

щие факторы: 
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1) спрос на определенную продукцию, который либо яв-
ляется случайной во времени величиной, либо известен и оп-
ределен; 

2) наличие запаса этой продукции для удовлетворения 
спроса, его пополнение и восстановление; пополнение может 
быть нерегулярным, периодическим или осуществляться через 
некоторые интервалы времени; 

3) затраты на ассигнования, страхование, хранение, а также 
убытки из-за неудовлетворенного спроса образуют экономическую 
функцию, которую нужно оптимизировать; 

4) ограничения, определяемые факторами, связанными с 
задачей запасов. 

Основные понятия теории управления запасами включают. 

Издержки выполнения заказа (организационные издержи) 

- накладные расходы, связанные с оформлением заказа и дос-

тавкой. В промышленном производстве такими издержками 

являются затраты на переналадку оборудования и подготови-

тельные операции. 

Издержки хранения - расходы, связанные с физическим 

содержанием товаров на складе, плюс возможные проценты 

на капитал, вложенный в запасы. Они могут возникать из-за 

амортизации в процессе хранения (изделия могут портиться, 

устаревать, их количество может уменьшаться и т.д.). Обычно 

они выражены в абсолютных единицах или, в процентах от 

закупочной цены и связаны с определенным промежутком 

времени. 

Упущенная прибыль (издержки дефицита) - издержки, свя-

занные с неудовлетворенным спросом, возникающим из-за 

невозможности поставок вследствие отсутствия продукта на 

складе. Это может быть денежный штраф или ущерб, не ося-

заемый непосредственно (например, ухудшение бизнеса в бу-

дущем и потеря потребителей). 

Совокупные издержки за период представляют собой сум-

му издержек заказа, издержек хранения и упущенной прибы-

ли. Иногда к ним прибавляются издержки на закупку товара. 
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Срок выполнения заказа - время с момента заказа до мо-

мента его выполнения. 

Точка восстановления (точка заказа) - уровень запаса, при 

котором делается новый заказ. 

Количество товара, поставляемое на склад, называют раз-

мером партии. 

Предположим, что интервал времени от заключения дого-

вора на пополнение до получения продукции равен нулю. В 

этом случае различают два основных метода простого уравне-

ния запасами. Первый называется периодическим методом. 

Обозначим через Т период времени, в конце которого систе-

матически производится пополнение запасов до максимально 

возможного уровня Vmax. Тогда кривая изменения запаса име-

ет вид 

 
Этот метод имеет недостаток, связанный с риском исчер-

пания запасов, что может повлечь за собой дорогостоящее 

управление, но его преимуществом является автоматизм. 

Другой метод можно назвать релаксационным. Здесь коли-

чество вновь поступающей продукции постоянно, и равно раз-

ности между максимальным Vmax и минимальным Vmin уровня-

ми запаса, но интервалы времени Т1,Т2,Т3,…,Тn не равны друг 

другу. В этом случае кривая изменения запаса имеет вид 
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В этой модели нет риска исчерпания запасов, управле-

ние более дешевое, но ее труднее автоматизировать. 

Допустим, что задержка в пополнении (интервал вре-

мени между заключением договора и получением продукции) 

не зависит от объема получаемой продукции, т.е. постоянна и 

равна . Метод управления запасами, при котором пополнение 

заказывается, когда запас достигает некоторой критической 

величины или уровня пополнения, называют «системой двух 

складов», или «S-s методом». Кривая изменения запаса для 

такого случая имеет вид 

 
К затратам, связанным с организацией заказа и его реали-

зацией, относятся расходы, производимые в связи с пополне-

нием запасов начиная с поиска поставщика и оформления за-

каза и кончая оплатой всех услуг по доставке продукции на 

склад (расходы по размещению заказов, заключению догово-

ров, расходы на связь, расходы по разъездам агентов снабже-

ния, транспортные расходы, оплата стоимости погрузочно-
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разгрузочных операций и т.д.). Считается, что часть расходов, 

связанная с организацией заказов, зависит не от  размера зака-

за, а от их количества за год. 

Расходы по хранению запасов – сложный показатель, так 

как хранение запасов вызывает не только затраты, связанные с 

физическим присутствием продукции на складе, но и затраты 

вследствие вложения средств в запасы (организация хранения, 

устаревание, порча и др.). 

Потери из-за дефицита имеют место в том случае, когда 

снабженческо-сбытовая организация несет материальную от-

ветственность за то, что не может удовлетворить потреби-

тельский спрос из-за отсутствия запасов. 

Модель 1. Допустим, фирма должна поставлять своим 

клиентам S изделий равномерно в течение интервала времени 

Т. Следовательно, спрос детерминированный. Нехватка това-

ров не допускается, т.е. штраф при неудовлетворительном 

спросе бесконечно велик: СН  . Переменные затраты скла-

дываются из следующих элементов: СХ – стоимость хранения 

одного изделия в единицу времени; С3 – затраты, связанные с 

организацией заказа (стоимость заказа). 

Необходимо решить, как часто нужно организовывать за-

каз партий на склад фирмы и каким должен быть размер каж-

дой партии. 
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Если V – размер партии заказа, t3 - интервал времени меж-

ду заказами партий, а S – полный спрос за время Т, то 
V

S
– 

число партий за время Т и         

t3 = 
V/S

T
 = 

S

VT
.              (6.1) 

Если интервал t3 начинается, когда на складе имеется V 

изделий и заканчивается при отсутствии изделий, то V/2 – 

средний запас в течение t3, а затраты на хранение в интервале 

t3 составят V/2  CX  t3. 

Полная стоимость QП создания запасов за время Т равна 

сумме стоимости хранения и стоимости заказа, умноженных 

на общее число партий за это время: 

QП = ( XC
V

2
t3 + С3) 

V

S
,   (6.2) 

подставляя выражение для tZ, получая: 

QП = ( XC
V

2 S

VT
 + СZ) 

V

S
 = 

2

TVCX  + 
V

SC3 . (6.3) 

С увеличение размера партий первое слагаемое этого вы-

ражения вырастает, а второе убывает. Суммируя эти зависи-

мости, можно определить оптимальный размер партии заказа 

(рис. 74). 

 
Рис. 74. Определение оптимального размера партии заказа 
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Решение задачи управления запасами состоит в определении 

такого оптимального размера партии заказа V0, при котором сум-

марная стоимость была бы наименьшей, т.е. нахождении экстре-

мума функции общих ожидаемых расходов QП. 

Продифференцируем последнее выражение по V, полу-

чим 

dV

dQП = 
2

TCX
 –  

2

3

V

SC
.                (6.4) 

Если вторая производная положительна, то в точке пере-

гиба функция имеет минимум, получим 

2

2

dV

Qd П = 2 3V

SCX
> 0, следовательно, при V =V0 имеем 

минимум функции.  

Поскольку в точке экстремума первая производная долж-

на быть равна нулю, то из условия 
dV

dQП = 0 найдем 

V0 = 
XTC

SC32 .   (6.5) 

Подставим это выражение в (6.1), получим оптимальное 

время между заказами 

t30 = 
S

TV0 = 
S

T

XTC

SC32 =
XSC

TC32 .             (6.6) 

Точка восстановления запаса (точка заказа) 

T

S
VТЗ ,                                  (6.7) 

где τ – время выполнения заказа. 

Оптимальное число заказов (партий поставок) за период Т 

N = S / V                                  (6.8) 

Подставим выражение (6.5) в (6.3), получим оптимальную 

(минимальную) величину затрат 



 

 

153 

Q0 =
2

TVC 0X +
0

3

V

SC
=

2

TCX

XTC

SC32 +

XTC

SC

SC

3

3

2

= 32 CSTCX . (6.9) 

Пример. Фирма должна поставлять своим заказчикам 

58000 единиц продукции в год. Поскольку получаемая про-

дукция используется непосредственно на сборочной линии и 

заказчики не имеют для нее специальных складов, фирма-

поставщик должна ежедневно отгружать дневную норму. В 

случае нарушения поставок фирма-поставщик рискует поте-

рять заказ, поэтому нехватка продукции недопустима и штраф 

за это можно считать бесконечно большим. Хранение едини-

цы продукции в месяц стоит 3 ден.ед. Стоимость заказа одной 

партии продукции составляет 420 ден.ед. 

Требуется определить оптимальный размер партии заказа 

V0, оптимальный период времени между заказами t30 и вычис-

лить минимум общих ожидаемых годовых затрат Q0. 

В данном случае Т = 12 месяцев, S = 58000 единиц, CX = 3 

ден.ед./мес,   C3 = 420 ден.ед./партия. Время поставки заказа τ = 

3 дн. (0,1 мес.). Подставим эти значения в выражения (6.5) - 

(6.9): 

V0 = 
312

42058000
2 = 1163 ед., 

t30 = 
358000

42012
2 = 0,24 месяца ≈ 1 нед., 

Vтз = 58000  0,1 / 12 ≈ 483 ед.,  N = 58000 / 1163 ≈ 50, 
 

Q0 = 420312580002 = 41880 ден.ед./год. 
 

Модель 2. Допустим, что превышение спроса над запаса-

ми допускается, т.е. штраф за нехватку продукции конечный. 

Z0 – оптимальный уровень запасов к началу некоторого ин-

тервала времени. 
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Кривая изменения запасов будет иметь вид 

 
В этом случае интервал времени t3 может состоять из tX 

– времени, когда запас есть, и tH – времени отсутствия запа-

сов. На складе фирмы–поставщика до получения следующей 

партии пополнения запасов tX = 3t
V

Z
, tH = 3t

V

ZV
, где Z – 

уровень запаса к началу периода. 

 Средний запас в течение tX равен 
2

Z
, затраты на хране-

ние за время tX  равны 
2

Z
 CX  tX. Средняя нехватка за время tH 

равна 
2

ZV
, а штраф за время tH составляет 

2

ZV
 CH  tH. 

 Полные расходы за время Т равны сумме затрат на 

хранение, штрафа за нехватку и стоимости заказа 

QП = (
2

Z
 CX  tX + 

2

ZV
 CH  tH + С3)  

V

S
.    (6.10) 

Подставляя сюда значения tX, tH и t3 = TV/S, получая 

QП = 
V

TCZV

V

TCZ HX

2

)(

2

22

 
V

SC3 .       (6.11) 

Из  уравнения (6.11) можно найти оптимальные значе-

ния для V и Z: 
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V0 = 
XC

C

T

S 32  
H

HX

C

CC
;            (6.12) 

Z0 = 
XC

C

T

S 32  
HX

H

CC

C
;            (6.13) 

t30 = 
XC

C

S

T 32  
H

HX

C

CC
;            (6.14) 

Q0 = 32 CSTCX  
HX

H

CC

C
.            (6.15) 

 

Пример. Пусть сохраняются все условия предыдущего 

примера, а штраф за нехватку CH = 4 ден.ед. за одно изделие в 

месяц. Используя выражения (6.12) - (6.15), получим 

 

V0 = 
312

42058000
2  

4

43
= 1540 ед., 

Z0 = 
312

42058000
2  

43

4
= 879 ед., 

t30 = 
358000

42012
2  

4

43
= 0,317 месяцев ≈ 1 декада, 

Q0 = 420312580002  
43

4
= 31658 ден.ед. 
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Рис. 75. Заполнение диалоговой формы Управление запасами 
 

Для автоматизации расчёта параметров модели управле-

ния запасами возможно использование программы «Управле-

ние запасами» из ППП PRIMA (рис. 75). Для этого необходи-

мо ввести объёмы поставок и интервалы между поставками в  

столбцы таблицы Excel (рис. 76).  
 



 

 

157 

 
 

 

Рис. 76. Расчёт величины запасов в ППП PRIMA 
 

При заполнении диалоговой формы программы Управле-

ние запасами необходимо ввести длительность расчётного пе-

риода времени (1 год), расход ресурса за данный период (5300 

тонн), диапазоны транспортно-заготовительных расходов, за-

трат на хранение продукции, потерь от дефицита. 

Для расчёта страхового запаса необходимо ввести число 

месяцев поставок и с помощью мышки ввести адреса ячеек, 

содержащих объёмы поставок и интервалы поставок. 

Результаты решения задачи представлены на рис. 76. 

График изменения запаса и величины страхового запаса пред-

ставлен на рис. 77. 
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Рис. 77. Графики изменения запаса и страхового запаса 

 

Модель 3. Модель производственных поставок. Фирма 

производит продукт самостоятельно, хранит его на складе и 

расходует с постоянным темпом. Если темп производства 

выше темпа спроса, то излишки продукта накапливаются на 

складе. Когда количество продукта на складе достигает мак-

симального значения, производство прекращается и продукт 

расходуется со склада с постоянным темпом. Когда запас на 

складе достигает точки восстановления, производство возоб-

новляется. При этом оптимальным решением задачи будет та-

кой размер заказа, при котором минимизируются общие из-

держки за период, равные сумме издержек хранения и издер-

жек на возобновление (запуск) производства. 

Динамика изменения количества продукта на складе пока-

зана на рис. 78, где tg α =  – , tg β = . Интенсивность про-

изводства (поставок) – , интенсивность спроса –  = S / T. 
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Рис. 78. Модель производственных поставок 
 

 

V0 = 
XC

C

T

S 32  
H

HX

C

CC
;            (6.16) 

Z0 = 
XC

C

T

S 32
HX

H

CC

C
;            (6.17) 

t30 = 
XC

C

S

T 32
H

HX

C

CC
;            (6.18) 

Q0 = 32 CSTCX

HX

H

CC

C
.            (6.19) 

Число партий поставок в течение периода Т: 

N = S / Vo = T /Vo   (6.20) 

Продолжительность поставки: 

τ = Vo /     (6.21) 

Продолжительность цикла пополнения запаса: 

t3о = T / N = Vo /   (6.22) 

Максимальный уровень запасов: 

Zo = (  – )τ    (6.23) 

Средний уровень запасов: 
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Zcp = Zo /2   (6.24) 

Точка заказа (зависит от времени, необходимого для за-

пуска производства tп): 

R =   tп    (6.25) 

 

Пример 1. Производственное оборудование позволяет 

изготавливать изделия с производительностью 3600 ед. в год. 

Заготовки для производства изделий изготавливаются на дру-

гом оборудовании с производительностью 12000 ед. в год. Ос-

тавшиеся необработанными заготовки образуют запас. Из-

держки хранения запаса составляют 0,5 ден.ед. за одну заго-

товку в год. Стоимость производственного цикла на оборудо-

вании для производства заготовок равна 800 ден.ед. Опреде-

лить оптимальный размер партии заготовок и периодичность 

поставок, учитывая, что дефицит недопустим (Сх/Сн ≈ 0). 

74,4056
360012000

12000

5,0

80036002
0V заготовок 

 

t30= V0/(S/T) = 4056,74/3600 = 1,127 года. 

 

Пример 2. Интенсивность равномерного спроса выпус-

каемых фирмой mp3-плееров составляет =2000 шт. в год. 

Организационные издержки равны Cз=20 тыс. р. Издержки 

хранения равны Сх=0,1 тыс. р. в расчете на один mp3-плеер в 

год. Запасы на складе пополняются со скоростью =4000 mp3-

плееров в год. Производственная линия начинает действовать, 

как только уровень запасов на складе становится равным ну-

лю, и продолжает работу до тех пор, пока не будет произведе-

но Vo mp3-плееров. 

Найти размер партии, который минимизирует все затраты. 

Определить число поставок в течение года, время, в течение 

которого продолжается поставка, продолжительность цикла, 
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максимальный уровень запасов и средний уровень запасов 

при условии, что размер поставки оптимален. 

Решение. Оптимальный размер поставки: 

1265)20004000/(40001,0/2020002Vo  шт. 

Максимальный уровень запасов: 

4000/)20004000(1,0/2020002Zo  = 633 шт. 

Издержки: 

4000/)20004000(1,020120002Qo = 63,25 тыс. 

р. 

Число партий в течение года: 

N = 2000 / 1265  1,6 поставки, 

Продолжительность поставки: 

 = 1265 / 4000  115 дн., 

Продолжительность цикла: 

t3о = 365 / 1,6  = 1265 / 2000  230 дн. 

Средний уровень запасов: 

Zcp = 317 шт. 

Таким образом, за каждую поставку необходимо достав-

лять на склад 1265 mp3-плееров, оптимальное число поставок 

составляет 1,6, продолжительность поставки - 115 дней, про-

должительность цикла - 230 дней. 

 

Тема 7.   ЭЛЕМЕНТЫ    ТЕОРИИ   ИГР 
 

В результате изучения данной темы студенты должны: 

знать: 

- область применения моделей теории игр в экономике; 

- основные понятия теории игр; 

- методы решения задач теории игр; 

уметь: 

- формулировать постановку различных задач теории игр; 

- находить решение задач теории игр; 
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- давать экономическую интерпретацию полученных ре-

зультатов решения задач теории игр; 

- применять методы теории игр для решения практиче-

ских задач; 

владеть: 

- математическим аппаратом теории игр; 

- практическими навыками формулирования и решения 

задач теории игр, в том числе с помощью ЭВМ. 

 

Основные понятия теории игр. При решении задач в об-

ласти экономики и управления  производством в условиях не-

полноты и неточности информации возможны ситуации, ко-

гда необходимо принятие решений в условиях риска и неоп-

ределенности. 
Предметом изучения теории игр являются ситуации, ко-

гда отсутствует полнота информации, а аппарат теории игр 
предназначен для выбора оптимальных решений в условиях 
неопределенности. Методы теории игр разработаны приме-
нительно к специфическим конфликтным ситуациям, которые 
обладают свойством многократной повторяемости. Целью 
теории игр является выработка рекомендаций по рациональ-
ному  образу действия участников многократно повторяюще-
гося конфликта. Под конфликтными ситуациями понимается 
положение, когда сталкиваются интересы двух и более сто-
рон, причем выигрыш зависит от того, как поведут себя дру-
гие стороны.  Математический анализ конфликта возможен 
при построении математической модели конфликта. Такая 
модель называется  игрой. От реального конфликта игра отли-
чается  тем, что ведется по определенным правилам, которые 
участникам конфликта известны и строго выполняются. Игра 
называется парной, если в ней участвуют две стороны. Если в 
парной игре выигрыш одного из игроков равен проигрышу 
другого, то такая парная игра называется игрой с нулевой  
суммой. Конечной игрой называется игра с конечным числом 
стратегий. Стратегией называется совокупность правил, оп-
ределяющих выбор варианта действия при каждом ходе в за-
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висимости от сложившейся ситуации. Ходы бывают личные  и 
случайные. При случайном ходе – выбор стратегии случай-
ный. Стратегия игрока называется оптимальной, если при 
многократном повторении игры она обеспечивает ему макси-
мальный средний выигрыш или минимальный средний проиг-
рыш. 
 

Матричные игры 
 

Пусть игрок А имеет m чистых стратегий А1, А2, … 

Аi,…Аm, а игрок В имеет n чистых стратегий B1, B2, … 

Bj,…Bn. Такая игра называется игрой  m  n.  Если игрок А 

пользуется стратегией Аi, а игрок В пользуется стратегией Вj, 

то обозначим через  аij  выигрыш игрока А, если аij > 0, или 

проигрыш игрока А, если аij < 0. Очевидно, что – это одно-

временно проигрыш игрока В, если аij > 0, и выигрыш игрока 

В, если аij < 0. 

Тогда мы можем привести игру к матричной форме, т.е. 

составить матрицу, которая называется платежной матрицей, 

или матрицей игры:       

                                                

 В1 В2 … Вj … Вn  

А1 а11 а12 … а 1j … а 1n  

… … … … … … …   (7.1) 

  Аi аi1 а i2… … а ij … а in  

… … … … … … …  

Аm аm1 а m2 … а mj … а mn  
 

Каждая строка этой матрицы соответствует некоторой 

стратегии игрока А, а каждый столбец – некоторой стратегии 

игрока В. 

Пример игры. Два игрока выкидывают на пальцах чис-

ла, причем четное число пальцев – это выигрыш игрока А, не-

четное – проигрыш игрока А. Для простоты введем ограниче-

ние – игроки выкидывают от 1 до 3 пальцев. 

Составим платежную таблицу: 
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 В1 В2 В3 j
min  

А1 2 -3 4 -3 

А2 -3 4 -5 -5 

А3 4 -5 6 -5 

 

 
4 4 6  

                       
j

min     

 

Проанализируем матрицу игры: для каждой чистой 
стратегии игрока А определим минимальный выигрыш, т.е. 
определим 

i = 
j

min аij. 

В нашем примере 1 = -3; 2 = -5; 3 = -5. Далее, среди 
полученных значений i-х определим максимальное 

 

 =
i

max i = 
i

max
j

min аij. 

В нашем примере  = -3, т.е. игрок А проигрывает 3 
очка. Это число  называется нижней ценой игры, а соответ-
ствующая ему стратегия называется максиминной. В нашем 
примере стратегия А1 максиминная, т.е. из всех наихудших 
ситуаций выбирают наилучшую. Эта величина ( ) – гаранти-
рованный «выигрыш» игрока А, какую бы стратегию ни вы-
брал игрок В. Меньше нижней цены игры игрок А никогда не 
«выиграет», если будет придерживаться правил игры. 

Игрок В старается максимально уменьшить свой про-
игрыш. Для этого определяется верхняя цена игры 

 

 =
j

min j = 
j

min
i

max аij. 

Соответствующая стратегия называется минимаксной. 
В нашем примере будет две минимаксных стратегии В1 и В2. 
При этом игрок В проигрывает 4 очка. 

 

i
max

i
max



 

 

165 

Теорема 1. В любой матричной игре справедливо нера-
венство   , т.е. нижняя цена игры никогда не превосходит 
верхнюю. 

Игра с седловой точкой 
 

Если в матричной игре нижняя и верхняя цены игры 
совпадают, то такая игра имеет «седловую точку» в чистых 
стратегиях, а число  =  =  называют ценой игры. В этом 
случае решением игры, т.е. оптимальным поведением для 
обоих игроков являются их максиминная для игрока А и ми-
нимаксная  для игрока В стратегии игры. Любое отклонение 
игроков от своих оптимальных стратегий не может оказаться 
им выгодным. Элемент платежной матрицы, отвечающий оп-
тимальным стратегиям, называется седловой точкой. 

 

Пример. Пусть игра задана следующей платежной матри-
цей: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 В1 В2 В3 В4 i 

А1 9 3 8 2 2 

А2 4 2 7 3 2 

А3 
6 4 7 8 4 

А4 
5 3 4 7 3 

j 
9 4 8 8  

цена игры  =  =  = 4 

min max - лучшая стратегия  

для игрока В – (В2) 

minmax -  

лучшая  

стратегия  

для игрока  

А – (А3) 
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Игра в смешанных стратегиях 
 

Если платежная матрица не имеет седловой точки, то если 

игрок будет пользоваться смешанными стратегиями, т.е. при каждом 

ходе менять стратегию случайным образом, то игрок А выигрывает 

больше, чем , а игрок В проигрывает больше, чем . 

Рассмотрим платежную матрицу (7.1). Пусть игрок А 

использует чистые стратегии А1, А2, … Аi,…Аm с вероятно-

стями p1, p2, … pi,…pm, причем  
m

1i

ip =1, а игрок В использует 

свои чистые стратегии В1, В2, … Вj,…Bn с вероятностями q1, 

q2, … qj,… qn, причем 
n

1j

jq = 1. 

Тогда набор SA = (p1, p2, … pi,…pm) называется сме-

шанной стратегией игрока А, а набор SB = (q1, q2, … qj,… qn) - 

смешанной стратегией игрока В.  

Поскольку игроки выбирают свои стратегии случай-

ным образом, то вероятность выбрать комбинацию АiВj по 

теории вероятности равна (Pi  qj). При использовании сме-

шанных стратегий игра становится случайной, тогда говорят о 

среднем значении выигрыша, который определяется платеж-

ной функцией 

f(SA, SB) = 
m

1i

n

1j

jiij qpа .       (7.2) 

 

Смешанные стратегии *

AS = ( *

1p , *

2p ,… *

ip … *

mp ) и *

BS = 

( *

1q , *

2q ,… *

jq … *

nq ) называются оптимальными, т.е. дающими 

каждой стороне максимальный возможный для нее средний 

выигрыш (для А) или минимальный средний проигрыш (для 

В), если они образуют седловую точку для платежной функ-

ции (7.2), т.е. если выполняется следующее условие: 

f(SA, *

BS )  f( *

AS , *

BS )  f( *

AS , SB). 
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 Величина  = f( *

AS , SB) называется ценой игры. 

 Теорема 2. В смешанных стратегиях  любая матричная 

игра имеет седловую точку, или каждая матричная игра с ну-

левой суммой имеет решение в смешанных стратегиях. 

 

Решение игры в смешанных стратегиях 

 Теорема 3. Для того чтобы смешанные стратегии *

AS  и 
*

BS  были оптимальными в игре с матрицей (7.1) и ценой игры 

, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие 

неравенства: 
m

1i

*

iijpа  ; j = n,1 , причем 
m

1i

*

ip = 1;            (7.3) 

n

1j

*

jijqа  ; i = m,1 , причем 
n

1j

*

jq = 1.            (7.4) 

 

 Нахождение оптимальной стратегии можно свести к 

решению задачи линейного программирования. 

 Пусть требуется найти оптимальные стратегии для иг-

ры с заданной платежной матрицей (7.1), для которой aij стро-

го больше нуля (аij >0, i= m,1 ,j = n,1 ), тогда цена игры  > 0. 

Найдем оптимальную стратегию игрока А – ( *

AS ). 

 Разделим левую и правую части в выражении (7.3) на 

положительную величину : 
m

1i

ijа
*

ip
 1; 

m

1i

*

ip
= 

1
. 

Введем обозначение 
*

ip
 = Хi, тогда 

m

1i

ijа Хi   1; j = n,1 ; 
m

1i

iX = 
1

. 
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 Поскольку игрок А стремится сделать свой гарантиро-

ванный выигрыш ( ) как можно большим (   max), то вели-

чина 
1

 должна быть как можно меньше (   min), тогда 

имеем следующую задачу линейного программирования: 

f(x) = 
m

1i
iX  min,          (7.5) 

m

1i

ijа Хi   1; j = n,1 ,            (7.6) 

Хi   0; i = m,1 .      (7.7)  

 

 Если Х* = ( *

1X , *

2X ,… *

iX … *

mX ) – оптимальный план задачи 

(7.5) – (7.7), а минимум функции f(x) = f(x*) = f*, то цена игры  при 

этом составит  = 
*f

1
, а т.к. 

*

ip
= Хi, тогда *

AS = (   *

1X ,…   *

mX ) = 

( *

1p ,… *

mp ) – оптимальная смешанная стратегия игрока А. 

Для игрока В используя выражение (7.4), получим 

g(y) = 
n

1j

jy  max. 

n

1j

ijа yj  1, i = m,1 . 

yj   0; j = n,1 . 

Решение игры  = 
*)Y(g

1
;   

*

BS  = (   *

1y ,…   *

ny ) = ( *

1q ,… *

nq ). 

 

Пример. Найти оптимальные смешанные стратегии иг-

ры, заданной следующей платежной матрицей:  
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 В1 В2 В3 нижняя цена игры  = 4, 

верхняя цена игры  = 5,  

 т.е.    – седловой точки нет. 

А1 1 10 3 

А2 8 4 5 

 

Сведем данную задачу к задаче линейного программи-

рования. 

Найдем оптимальную стратегию игрока А – ( *

AS ): 

f(x) = X1 + X2  min. 

 

    X1 + 8X2  1, 

                        10X1 + 4X2  1, 

                          3X1 + 5X2  1, 

 

                              X1 , X2  0. 

 

f(x) = 0,21;  X1 = 0,026;  X2 = 0,184,  

отсюда 

 = 
21,0

1
= 4,76; P1 = 4,76  0,026 = 0,124;   

 P2 = 4,76  0,184 = 0,876. 

Найдем оптимальную стратегию игрока В – ( *

BS ): 

      g(y) = y1 + y2 + y3  max. 

                             y1 + 10y2 + 3y3  1, 

                            8y1 + 4y2 + 5y3  1, 

         y1 , y2 , y3  0. 

 

g(y) = 0,21;  y1 = 0;  y2 = 0,0526; y3 = 0,158,  

 

отсюда 

q1 = 0;   q2 = 4,76  0,0526 = 0,25;   

q3 = 4,76  0,158 = 0,75. 
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Таким образом, применяя свою первую чистую страте-

гию с вероятностью 0,124 и вторую – с вероятностью 0,876, 

игрок А выигрывает величину 4,76. Игрок В, применяя свою 

вторую чистую стратегию с вероятностью 0,25 и третью – с 

вероятностью 0,75, проигрывает величину 4,76, иначе он про-

игрывает больше. 

 

Игра два на два (2 х 2) 

Рассмотрим игру, в которой у игроков А и В по две стра-

тегии. Платежная матрица имеет вид 

 

 В1 В2  

(7.8) А1 a11 a12 

А2 a21 a22 

Рассмотрим случай, когда игра не имеет седловой точки. 

Теорема 4. Пусть *

AS  и *

BS   – оптимальные смешанные 

стратегии игры с платежной матрицей (7.1) и ценой игры , 

тогда для любого i, при котором выполняется строгое нера-

венство 
n

1j

ijа qj < , 

имеет место равенство pi = 0. А если pi > 0, то 
n

1j

ijа qj = . 

Аналогично, если для некоторых j 
m

1i

ijа  pi > , 

то для этих j    qj = 0. А если qj > 0, то 
m

1i

ijа  pi = . 
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 Определим оптимальную смешанную стратегию *

AS  

игрока А, а для этого решим систему трех уравнений с тремя 

неизвестными 

 

а11  p1  + а21  p2 = , 

а12  p1  + а22  p2 = , 

p1 + p2 = 1. 

 Решив следующую систему, найдем оптимальную 

стратегию *

BS   игрока В: 

а11  q1  + а12  q2 = , 

а21  q1  + а22  q2 = , 

q1 + q2 = 1. 

 

 Рассмотрим первую систему. Вычитая из первого ра-

венства второе, получая 

(а11 - а12)  p1  + (а21 - а22)  p2  = 0. 

 

 Подставим P2  = 1 – P1, тогда 

(а11 – а12)  p1  + (а21 – а22) (1– p1 ) = 0, 

отсюда оптимальная смешанная стратегия для игрока А – S*( p1, p2) 

             это – хорошо  

               P1  = (а22 – а21)/( а11 – а12 + а22 – а21), 

               P2  = 1– P1  = (а11 – а12)/( а11 – а12 + а22 – а21). 

цена игры 

                = ( а11  а22 – а21  а12)/( а11 – а12 + а22 – а21). 

 Рассуждая аналогично, для определения оптимальной 

стратегии игрока В получая 

q1  = (а22 – а12)/( а11 – а12 + а22 – а21), 

q2  = (а11 – а21)/( а11 – а12 + а22 – а21). 

 Пример. Имеются  две конкурирующие фирмы А и В, 

выпускающие изделия двух модификаций. Изучение спроса 

покупателей показало, что если выпускаются изделия первой 
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модификации обеими фирмами, А1 и В1, то 40 % покупателей 

предпочитают изделия фирмы А и 60 % - фирмы В. Если вы-

пускаются изделия А1 и В2, то 90 % покупателей приобретают 

изделия А. Если изготавливаются изделия А2 и В1, будет про-

дано 70 % изделий фирмы А. Наконец, если выпускаются из-

делия второй модификации А2 и В2 обеими фирмами, то 20 % 

покупателей предпочитают изделия фирмы А. 

 Решение. Представим выигрыш фирмы А в табличной форме 

а11 = 40 % - 60 % = -20 %; а12 = 90 % - 10 % = 80 %; 

а21 = 70 % - 30 % = 40 %; а22 = 20 % - 80 % = -60 %. 

 

 В1 В2 i 

А1 -20 80 -20 

А2 40 -60 -60 

j 40 80  

 Нижняя цена игры составляет (-20), верхняя равна 40. 

Игра не имеет седловой точки. Найдем оптимальные смешан-

ные стратегии 

p1  = (-60 - 40)/(-20 –80-60-40) = 
2

1
; p2  = 

2

1
; 

 = [-20  (-60)- 40  80]/ (-20 –80-60-40) = 10; 

q1  = (-60 - 80)/(-20 –80-60-40) = 
10

7
; q2  = 

10

3
. 

 Выигрыш фирмы А в соответствии с ценой игры соста-

вит 10 %. Следовательно, предпочтение покупателей можно 

выразить как А – В = 10 %, но А + В = 100 %, тогда А = 55 %; 

В = 45 %. Следовательно, при таких оптимальных стратегиях 

изделия фирмы А будут покупать 55 % потребителей, а фирма 

В – 45 % потребителей. 
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Геометрическое решение игры 
 

 Пусть игра 2 х 2 имеет платежную матрицу (7.8). Изо-

бразим на оси абсцисс отрезок горизонтальной линии единич-

ной длины и обозначим концы отрезка через нуль и единицу. 

Из точек 0 и 1 по осям ординат восстановим перпендикуляр-

ные линии и изобразим на них выигрыши игрока А при ис-

пользовании им соответственно чистых стратегий А1 и А2. Все 

промежуточные точки отрезка ( 1,0 ) будут изображать сме-

шанные стратегии:  

 

 
      

     При оптимальной смешанной стратегии *

AS выигрыш игро-

ка А будет составлять величину  и отмечен точкой М.  

 

Произведем аналогичные построения для игрока В: 
 

 

 
 

 

 

 

   

A1 

A2 

B2 

а12 

а22 

 

М 

А1 

А2 

В1 

а11 

0 
q2 q1 

*

BS  

верхняя граница игры - сколько 

может самое меньшее  

проиграть игрок В. 

q1 - вероятность  

выбора стратегии B1. 

q2 - вероятность  

выбора стратегии B2. 

 
а21 

1 
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При графическом решении игр возможны и другие ситуа-

ции: 

 

 

 

 
 

 

 

 

   

В1 

В2 

А2 

а21 

а22 
 

М 

В1 

В2 

А1 

а11 

0 
р2 р1 

*

AS  

нижняя граница игры  -  гаранти-  

рованный выигрыш пер-

вого игрока, т.е. самое 

лучшее, как может пос-

тупить игрок А в наихуд-

шей для него ситуации. 

  - цена игры при макси-

минной стратегии игрока 

А. 

 p1 - вероятность  

выбора стратегии А1. 

 p2 - вероятность  

выбора стратегии А2. 
 

а12 

1 

 

 

 

 
 

В1 

A2 

B2 

 
В2 

В1 

0 
Р2 

          Максимальное из ми-

нимальных значений  соот-

ветствует чистым стратегиям 

А2 и В2: 
*

AS  = (0;1), т.е. p1 = 0, p2 = 1. 

 

1 
А1 
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Пример. Найдем графическое и аналитическое решение игры: 

 

 В1 В2                         = 4,  = 5,    -  

     следовательно, седловой точки нет. А1 2 5 

А2 6 4 

  

Найдем оптимальную смешанную стратегию игрока А 

 

 

 
 

 

 

В1 

A2 

B2 

 = 4,4 

В2 

В1 

0 
p2 = 0,6 

   2p1 + 6p2 = , 

    5p1 + 4p2 = , 

                 p1 + p2 = 1. 

 

2p1 + 6p2 – 5p1 – 4p2  = 0: 

2p2 – 3p1 = 0, p1 = 1 - p2: 

5p2 = 3; p2 = 
5

3
; p1 = 

5

2
; 

*

AS = ( *

2

*

1 p,p ) = (0,4; 0,6); 

 = 2p1 + 6p2 = 4,4. 

 

 

 

 

 
*
AS  = (0;1), т.е. Р1 = 0, Р2 

= 1. 
 

1 
А1 

 

 

p1 = 0,4 

М 

*

AS

 

 

 

 

 
 

В2 

A2 

B1 

 

В2 

В1 

0 
Р2 

          В этом случае страте-

гия В2 – доминирующая и 

ее отбрасывают. Оптималь-

ное решение игры – в чис-

тых стратегиях  
*

AS  = (0;1), т.е. p1 = 0, p2 = 1. 

 

1 
А1 
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Найдем оптимальную смешанную стратегию игрока В: 

 

 

 
 

 

 

Игры 2 х n  и m х 2 
 

Допустим, платежная матрица задана и имеет вид 2 х n: 

 

 В1 В2 … Вn       Игрок А имеет две 

стратегии, а игрок В – 

неограниченное число 

стратегий. 

А1 a11 a12 … a1n 

А2 a21 a22 … a2n 

 

 
 

 

 

 

A1 

B2 

A2 

 

A2 

A1 

0 

q2 = 
5

4
 

   2q1 + 5q2 = , 

   6q1 + 4q2 = , 

               q1 + q2  = 1. 

 

*

BS = ( *

2

*

1 q,q ) = (
5

1
,
5

4
). 

 

 
 

1 
B1 

 

 

q1 = 1/5 

М 

*

BS
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Допустим, платежная матрица имеет вид m х 2: 

 
  

Минимум М находится на пересечении стратегий А1 и Аm, 

остальные отбрасываются, далее игра решается как задача 2 х 2. 

  

 

 

  

 
 

B1 

Bn 

B2 

 

Bn 

B2 

0 

       Точка максимума М  

находится на Пересе- 

чении стратегий В1 и  

В2, остальные отбрасыва- 

ются, далее игра реша- 

ется  как задача 2 х 2. 

 

 
 

1 

B1 

 
*

AS  

 

 

A1 

 

M 

A2 

p2 p1 

 

 
 

 
 

A1 

Am 

A2 

 

Am 

A2 

0 1 

A1 
 
*

BS  

 

 

B1 

 
M 

B2 

q2 q1 

 В1 В2 

А1 a11 a12 

А2 a21 a22 

… … … 

Am аm1 аm2 
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Пример. Пусть игра задана в виде платежной матрицы 

 

 В1 В2 В3  Игра (2 х 3) не имеет седловой точки 

 = 4,  = 5,   , имеем игру в сме-

шанных стратегиях. 

А1 1 10 3 

А2 8 4 5 

 

 Решим задачу графически и аналитически. Для игрока 

А: получаем игру 2 х 2, используя стратегии В2 и В3 игрока В: 

 

Для игрока В: 

 

 

 

 

A2 

B3 

 

А1 10 

0 1  
*

BS

 

 

B2 

 
M 

A1 

q3 q2 

А2 
5 

   10q1 + 3q3 = , 

     4q2 + 5q2 = , 

                  q2 + q3 = 1. 

q2 = 
4

1
; q3 = 

4

3
;  = 

4

19
; 

*

BS = (
4

1
;
4

3
). 

 

 

 

 

 
*
AS  = (0;1), т.е. Р1 = 0, Р2 

= 1. 
 

 

 

 

 

 

В1 

В3 

A2 

 

В2 10 

0 1 A1  
*

AS

 

 

B1 

 
M 

B2 

p2 p1 

В3 

5 

   10p1 + 4p2 = , 

     3p1 + 5p2 = , 

                  p1 + p2 = 1. 

p1 = 
8

1
; p2 = 

8

7
;  = 

4

19
; 

*

AS = (
8

1
;
8

7
). 

 

 

 

 

 
*
AS  = (0;1), т.е. Р1 = 0, Р2 

= 1. 
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Тема 8. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ СТАТИСТИЧЕСКИХ 

ИГР.   ИГРЫ С «ПРИРОДОЙ» 
 

В результате изучения данной темы студенты должны: 

знать: 

- область применения моделей теории статистических игр 

в экономике; 

- основные понятия теории статистических игр; 

- методы решения задач теории статистических игр; 

уметь: 

- формулировать постановку различных задач теории ста-

тистических игр; 

- находить решение задач теории статистических игр; 

- давать экономическую интерпретацию полученных ре-

зультатов решения задач теории статистических игр; 

- применять методы теории статистических игр для реше-

ния практических задач; 

владеть: 

- математическим аппаратом теории статистических игр; 

- практическими навыками формулирования и решения 

задач теории статистических игр, в том числе с помощью 

ЭВМ. 
 
В рассмотренных случаях оба игрока действовали наи-

лучшим для себя способом. Однако встречаются конфликтные 

ситуации, в которых одна из сторон действует неопределенно, 

она безразлична к выигрышу и не стремится воспользоваться 

промахами другой стороны. Такая игра возникает, когда у нас 

нет достаточной осведомленности об условиях данной опера-

ции (например, условия погоды, покупательский спрос на 

продукцию и т.д.). Игры такого типа, когда человек вынужден 

выбирать стратегию (принять решение) в условиях неопреде-
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ленности, называют играми с «природой», состояние которой 

ему полностью не известно. 

 Под термином «природа» будем понимать комплекс 

внешних обстоятельств, при которых приходится принимать 

решения. Игры с «природой», т.е. когда одним из участников 

является человек (игрок С), а другим - «природа» (игрок П), 

называют также статистическими играми.  

 В общем виде постановка задачи теории статистиче-

ских игр производится следующим образом. Пусть имеется m 

возможных стратегий (линий поведения) - С1, С2, …, Сi,…, Сm 

; условия обстановки – состояние «природы» нам точно не из-

вестно, однако о них можно сделать n предположений П1, П2, 

…, Пj,…Пn, которые являются как бы стратегиями «природы», 

результат игры – «выигрыш»  аij - при каждом сочетании стра-

тегий задан матрицей игры 

 

 П1 П2 … Пj … Пn  

С1 а11 а12 … а 1j … а 1n  

С2 а21 а 22 … а 2j … а 2n  

… … … … … … …  

Сi аi1 а i2… … а ij … а in  

… … … … … … …  

Сm аm1 а m2 … а mj … а mn  

 Необходимо выбрать наилучшую стратегию поведе-

ния, которая по сравнению с другими наиболее выгодна. 

 Допустим, фирма должна определить уровень выпуска 

продукции и предоставления услуг на некоторый период вре-

мени, так, чтобы удовлетворить потребности клиентов. Точ-

ная величина спроса на продукцию и услуги неизвестна, но 

ожидается, что в зависимости от соотношения сил на рынке 

товаров, действий конкурентов и погодных условий спрос 

может принять одно из четырех возможных значений: 300, 

400, 500 или 600 изделий. Маркетинговые исследования по-
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зволили определить возможные вероятности возникновения 

этих ситуаций, которые соответственно составили  0,2; 0,4; 0,3 

и 0,1. Для каждого из возможных значений спроса существует 

наилучший уровень предложения с точки зрения возможных 

затрат и прибыли. Отклонение от этих уровней связано с рис-

ком и может привести к дополнительным затратам либо из-за 

превышения предложения над спросом, либо из-за неполного 

удовлетворения спроса. В первом случае это связано с необ-

ходимостью хранения нереализованной продукции и потеря-

ми при реализации ее по сниженным ценам, а также с транс-

портными расходами по доставке ее в другие регионы, где она 

будет пользоваться спросом. Во втором случае это связано с 

дополнительными затратами по оперативному выпуску недос-

тающей продукции, поскольку иначе это будет связано с рис-

ком потери клиентов. Допустим, затраты, связанные с произ-

водством продукции равны 400 ден. ед., цена реализации – 

500 ден.ед. Уценка при отсутствии спроса уменьшает прибыль 

на 20%, а затраты на хранение – на 4%.  Дополнительные за-

траты на организацию сверхурочных работ сократит прибыль 

на 8%. Данную ситуацию можно представить в виде матрицы 

игры 

 

 

Объем  

предложения 

(стратегия 

выпуска  

продукции), 

шт 

Возможные колебания спроса на  

продукцию, шт 

П1 = 300 П2 = 400 П3 = 500 П4 = 600 

Вероятности состояния спроса 

q1 = 0,2 q2 = 0,4 q3 = 0,3 q4 = 0,1 

Размер прибыли (убытков) в зависимости 

от колебаний спроса аij , тыс. ден.ед. 

С1 = 300 30 22 14 6 

С2 = 400 6 40 32 24 

С3 = 500 –18 16 50 42 
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С4 = 600 – 42 –8 26 60 
  

 

Из этой таблицы видно, что при обстановке П1 решение С1 в 5 

раз лучше, чем С2. Необходимо выбрать наиболее выгодную стра-

тегию. Наибольший выигрыш в 60 тыс. ден.ед. дает стратегия С4 

при возникновении обстановки П4. 

В теории статистических игр вводится специальный пока-

затель, который называется риском. Риск показывает, на-

сколько выгодна применяемая стратегия в данной конкретной 

обстановке с учетом ее неопределенности. Риск рассчитыва-

ется как разность между ожидаемым результатом действий 

при наличии точных данных об обстановке и результатом, ко-

торый может быть достигнут, если эти данные точно не из-

вестны. Например, если точно известно, что будет иметь ме-

сто обстановка П4, то лучшее решение – С4, обеспечивающее 

выигрыш в 60 тыс. ден.ед. Поскольку точно не известно, ка-

кую обстановку ожидать, то могла быть выбрана стратегия С1, 

дающая выигрыш в обстановке П4 всего 6 тыс. ден.ед. При 

этом потеря в величине выигрыша составит 60 – 6 = 54 тыс. 

ден.ед. Величины риска определяются из следующего выра-

жения: 

rij = 
i

max аij – аij = j – aij, 

где аij – размер «выигрыша» при выборе i–й стратегии при j–м 

состоянии «природы»; j - максимальный «выигрыш» для j–й 

обстановки; rij - величина риска при выборе i–й стратегии при 

j–й обстановке. Составим матрицу рисков 
 

 П1 П2 П3 П4 

С1 0 18 34 52 

С2 24 0 18 36 

С3 48 24 0 18 

С4 72 48 14 0 
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Матрица рисков дает возможность непосредственно оце-

нить качество различных решений и установить, насколько 

полно реализуются в них существующие возможности дости-

жения успеха при наличии риска. Например, основываясь на 

матрице игры, можно прийти к выводу, что решение С1 при 

обстановке П3 равноценно решению С3 при обстановке П2, 

поскольку выигрыш в обоих случаях равен 16 тыс. ден.ед. 

Однако риск при этом неодинаков и составляет соответствен-

но 34 и 24 тыс. ден.ед. 

 

Критерии выбора стратегии 

Проведем анализ стратегий производства при неопределенной 

рыночной конъюнктуре. Для выбора наилучшей стратегии поведе-

ния на рынке товаров и услуг существуют различные критерии, сре-

ди которых можно назвать критерии: Байеса, Лапласа, Вальда, Сэ-

виджа, Гурвица и максимакса. Нет никаких оснований считать ап-

риори один из критериев лучше, чем другие, однако вернее будет 

выбрать ту стратегию, которая будет предпочтительнее по несколь-

ким критериям. 

Критерий Байеса используется, если в результате иссле-

дований известны вероятности всех состояний «природы» (qj). 

При этом, если учтены все из n возможных состояний, то 
n

1j

jq = 1. 

В этом случае в качестве показателя, который необходимо 

максимизировать, берется среднее значение выигрыша 

B = 
i

max
n

1j

ijа  qj. 

Определим наилучшую стратегию по критерию Байеса: 

 30  0,2 + 22  0,4 + 14  0,3  + 6  0,1 = 19,6, 

   6  0,2 + 40  0,4 + 32  0,3 + 24  0,1 = 29,2, 

–18  0,2 + 16  0,4 + 50  0,3 + 42  0,1 = 22,0, 
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– 42  0,2  – 8  0,4  + 26  0,3 + 60  0,1 = 2,2. 

Наилучшая стратегия С2 дает максимальный средний 

«выигрыш» в размере 29,2 тыс. ден.ед. 

Критерий Лапласа применяется в случае наибольшей не-

определенности обстановки. При этом все n состояний «при-

роды» принимаются равновероятными, т.е. вероятность каж-

дого из состояний qj = 
n

1
. Согласно этому критерию «недоста-

точного основания» находится максимальный «средний» вы-

игрыш. 

L = 
i

max
n

1 n

1j

ijа . 

Определим наилучшую стратегию по критерию Лапласа: 

 

 (30 + 22 + 14 + 6) /4 = 18,0, 

 (6 + 40 + 32 + 24) /4 = 25,5, 

 (–18 + 16 + 50 + 42) /4 = 22,5, 

 (– 42 – 8 + 26 + 60) /4 = 9,0. 

Наилучшая стратегия С2 дает максимальный средний 

«выигрыш» в размере 25,5 тыс. ден.ед. 

Критерий Вальда – это максиминный критерий крайнего 

пессимизма, или наибольшей осторожности, перестраховки. 

Такой подход характерен для того, кто очень боится проиг-

рать и считает природу разумным, вредным и агрессивным 

конкурентом, назло мешающим нам достигнуть успеха. В 

этом случае оптимальной стратегией для игрока С  будет чис-

тая стратегия Сi, при которой наименьший «выигрыш» будет 

максимальным, т.е. при которой гарантируется выигрыш, в 

любом случае не меньший, чем нижняя цена игры с природой: 

V = 
i

max
j

min аij. 

 Используя матрицу игры, определяем минимальный 

выигрыш для всех стратегий 
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1 = 6;  2 = 6;  3 = –18;  4 = – 42. 

Наилучшие стратегии С1 и С2 дают максимальный (из 

минимальных) «выигрыш» в размере 6 тыс. ден.ед. 

 Критерий Сэвиджа сводится к тому, чтобы любыми 

путями избежать большого риска при принятии решения. Оп-

тимальной будет стратегия Сi, при которой минимизируется 

величина максимального риска в наихудших условиях: 

S = 
i

min
j

max rij. 

Используя матрицу рисков, находим максимальные риски 

для всех стратегий 

ri = 
j

max rij 

r1 = 54,  r2 = 36,  r3 =  48,  r4 =  72. 

Наилучшая стратегия С2 допускает минимальный риск (из 

максимальных) в размере 36 тыс. ден.ед. 

Критерий крайнего оптимизма (максимакса)  предполагает 

выбор стратегии, при которой из самых больших «выигрышей» для 

каждой стратегии выбирается наибольший. Этот критерий характе-

рен для легкомысленного руководителя, полагающегося на «авось»: 

M = 
i

max
j

max аij. 

Наивыгоднейшая стратегия может дать «выигрыш» в раз-

мере 60 тыс. ден.ед., но ей же соответствует и наибольший 

риск (72 тыс. ден.ед.). 

Критерий Гурвица является линейной комбинацией пес-

симистической и оптимистической позиций. Стратегия выби-

рается из условия 

G = 
i

max {k  
j

min аij + (1 – k)  
j

max аij}, 

где k – коэффициент «пессимизма».  

Коэффициент k меняется от 0 до 1, не принимая этих гра-

ничных значений (0 < k < 1). Коэффициент k выбирается на 

основании опыта или из субъективных соображений. Чем 

опаснее ситуация, тем менее мы склонны к риску, тем больше 
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мы хотим подстраховаться, а значит, тем ближе к единице вы-

бирается k. При k = 1 критерий Гурвица превращается в кри-

терий Вальда, а при k = 0 – в критерий «крайнего оптимизма». 

Примем k = 0,6, тогда 

0,6  6 + 0,4  30 = 15,6, 

0,6  6 + 0,4  40 = 19,6, 

0,6  (–18) + 0,4  50 = 9,2, 

0,6  (– 42) + 0,4  60 = -1,2. 

 

Наилучшая стратегия С2 дает «выигрыш» в размере 19,6 

тыс. ден.ед. По большинству критериев наилучшей стратегией 

является С2, т.е. объем производства должен быть равен 400 

изделиям. 

Для автоматизации расчёта в игровых моделях возможно 

использование программы «Игры с Природой» из ППП PRI-

MA. Для этого необходимо ввести в Excel платёжную матрицу 

прибылей и убытков (например, в ячейки В7:Е10), ввести 

также вероятности возможных ситуаций во внешней среде 

(например, в ячейки В5:Е5) и коэффициент пессимизма (на-

пример, в ячейку В12). 

В диалоговой форме программы Игры с Природой (рис. 

79) указать адреса ячеек, содержащих вероятности состояний 

внешней среды (Природы), расположение матрицы прибылей 

и убытков (платёжной матрицы) и адрес ячейки с величиной 

коэффициента пессимизма (долей пессимизма, присущего ли-

цу, принимающему решения). 
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Рис. 79. Заполнение диалоговой формы Игры с Природой 

 

Результаты расчёта и определения предпочтительных 

стратегий с использованием различных критериев выбора в 

играх с Природой представлены на рис.80. 
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Рис. 80. Результаты расчёта в игре с Природой (начало) 
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Рис. 80. Результаты расчёта в игре с Природой (продолжение)  

 

Вторая стратегия является наилучшей по большинству 

критериев. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Современные сложные производственные системы 

являются крайне чувствительными к ошибкам в принятии 

управленческих решений. Интуиции, личного опыта руково-

дителей уже не достаточно для успешного функционирования 

производственных систем в условиях рынка. Для принятии 

грамотных управленческих решений в современных условиях 

необходимо держать под контролем, организовывать и регу-

лировать различные сферы деятельности производственных 

систем, что невозможно сделать без применения оптимизаци-

онных экономико-математических методов и моделей, так как 

в конкурентной борьбе побеждает тот, кто оперативно прини-

мает более рациональные управленческие решения. 

В учебном пособии представлены основные разделы 

экономико-математического моделирования, необходимые 

экономистам и менеджерам (руководителям и специалистам) 

для обоснования управленческих решений в сложных произ-

водственно-экономических ситуациях и проверки их на моде-

лях процессов, протекающих в сложных организационных 

системах. 

При изложении материала используется компьютерно-

ориентированный подход с использованием математических 

функций и надстроек Excel, а также пакета прикладных мате-

матических программ для персональных компьютеров, разра-

ботанного Амелиным С.В., д.э.н., профессором кафедры эко-

номики и управления на предприятии машиностроения Воро-

нежского государственного технического университета. 
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