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       1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

 Пусть функция ( , )z f x y  независимых переменных 

x  и y  дифференцируема в окрестности точки 
0 0 0( , )M x y  и  

дважды дифференцируема в точке 
0M . Первый дифференциал 

функции  ( , ) ( , )
z z

dz x y dx x y dy
x y

является функцией четы-

рех переменных: , ,x y dx  и dy , причем ( , )
z

x y
x

 и ( , )
z

x y
y

- 

дифференцируемые в точке 
0M  функции. 

 Дифференциал второго порядка 2d z  функции ( , )z f x y  в 

точке 
0M  определяется как дифференциал в точке 

0M  от пер-

вого дифференциала dz   при следующих условиях: dz рас-

сматривается как функция только независимых переменных 

,x y  ( dx  и dy  рассматриваются как постоянные множители), 

при вычислении дифференциалов от ( , )
z

x y
x

 и ( , )
z

x y
y

  при-

ращение независимых переменных x  и y  берутся такими же, 

как и в выражении для dz , то есть равными dx  и dy . 

 Найдем вид второго дифференциала: 

 2 ( ) ( )
z z z z

d z dx dy dx dx dy dy
x x y y x y

2
2

2

z
dx

x
 

+
2 z

dxdy
y x

+
2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2
2 ,

z z z z z
dxdy dy dx dxdy dy

x y y x x y y
 

где 2 2 2 2( ) , ( ) .dx dx dy dy  

Последнюю формулу можно записать в более компактном ви-

де. Символ d dx dy
x y

 назовем оператором дифферен-

циала. При действии этого оператора на функцию z  
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получается дифференциал функции 
z z

dz dx dy
x y

. Опреде-

лим n ную степень оператора дифференциала как n ную 

степень двучлена dx dy
x y

. В частности,  при 

 2n  получаем 

       
2 2 2

2 2 2 2

2 2
( ) 2d dx dy dx dxdy dy

x y x yx y
. 

При действии оператора 2d  на функцию z  получится второй 

дифференциал функции. Таким образом, второй дифференциал 

можно записать в  операторном виде: 

                                  2 2( )d z dx dy z
x y

. 

 Дифференциал nd z  произвольного n го порядка функции 

( , )z x y  определяется индуктивно по формуле 1( )n nd z d d z  

при таких же двух условиях, что и дифференциал второго по-

рядка. Для nd z  справедлива операторная формула 

                                ( )n nd z dx dy z
x y

. 

     При этом выражение в скобках раскрывается по формуле 

бинома Ньютона, а затем перед множителями 
j kdx dx  над чер-

той дописывается буква u. Например, для функции двух пере-

менных  ( ; )u f x y  

2 2 2
2 2 2

2 2
2

u u u
d u dx dxdy dy

x yx y
, 

3 3 3 3
3 3 2 2 3

3 2 2 3
3 3

u u u u
d u dx dx dy dxdy dy

x x y x y y
. 

 



3 
 

 Если ,x y  являются не независимыми переменными, а диф-

ференцируемыми функциями каких-либо независимых пере-

менных, то последняя формула при 2n  становится, вообще 

говоря, неверной из-за неинвариантности формы дифферен-

циалов высших порядков. В частности, при 2n  имеем  

                     2 2 2 2( ) ( )
z z

d z dx dy z d x d y
x y x y

. 

 В случае функции m  независимых переменных 

1 2( , ,... )mu f x x x  дифференциал n го порядка определяется 

индуктивно. Оператор дифференциала имеет вид 

1

1

... m

m

d dx dx
x x

 и справедлива операторная формула 

                                 
1

1

( ... ) .n n

m

m

d u dx dx u
x x

 

Для функции трѐх переменных 
2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2

2 2

2 .

u u u u u
d u dx dy dz dxdy dydz

x y y zx y z

u
dzdx

z x

 

     Следует иметь в виду, что под 2 2 2, ,dx dy dz  понимаются 

квадраты дифференциалов, а не дифференциалы квадратов: 
2 2( )dx dx , 2 2( )dy dy , 2 2( )dz dz . 

 Пример. Найти второй дифференциал функции  yz x  в 

точке 
0(1,0)M . 

 Решение. Вычисляем частные производные второго поряд-

ка данной функции  
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2 2 2
2 1 1

2

2
2

2

( 1) ; (1 ln ); (1 ln );

(ln ) .

y y y

y

z z z
y y x x y x x y x

y x x yx

z
x x

y

. 

В указанной точке, получим 

              
2 2 2 2

0 0 0 02 2
( ) 0; ( ) ( ) 1; ( ) 0

z z z z
M M M M

x y x x y y
. 

Подставляя эти значения  формулу второго дифференциала, 

находим 
0

2 | 2 .Md z dxdy  

     Пример. Найти du и d
2
u  для функции  3 32u x y y . 

     Решение.     26
u

x y
x

,  3 22 3
u

x y
y

; 

2 3 26 (2 3 )
u u

du dx dy x ydx x y dy
x y

. 

2

2
12

u u
xy

x xx
,  

2

2
6

u
y

y
,  

2
26

u
x

x y
. 

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2
2 12 12 6

u u u
d u dx dxdy dy xydx x dxdy ydy

x yx y
 

Задачи для самостоятельной работы 

1. Найти 2d z , если xyz e . 

2. Найти 2d z , если 2 2ln( ).z x y  

3. Найти 2d z , если .
xy

z
x y

 

4. Найти 2d z , если arctg .
y

z
x

 

5. Найти 3d z , если .
xy

z
x y
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6. Найти 3d z , если 2cos( 2 ).z x y  

Ответ: 1. 2 2(( ) 2 ).xyd z e ydx xdy dxdy  

2. 
2 2 2 2 2 2

2

2 2 2

( ) 4 ( )
2 .

( )

y x dx xydxdy x y dy
d z

x y
 

3. 
2 2 2 2

2

3

2( 2 )
.

( )

y dx xydxdy x dy
d z

x y
 

4.
2 2 2 2

2

2 2 2

2( ( ) )
.

( )

xydx y x dxdy xydy
d z

x y
 

3 2 3 2 2

4

6
5. ( (2 )

( )
d z y dx xy y dx dy

x y
 

2 2 2 3(2 ) 6 ).xy x dxdy x dy  
3 2 3 2 2

2 2 2 2

3 2 2 3

6. sin( 2 ) 12 sin( 2 )

(48 sin( 2 ) 12cos( 2 ))

(64 sin( 2 ) 48 cos( 2 )) .

d z x y dx y x y dx dy

y x y x y dxdy

y x y y x y dy

 

2. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА ДЛЯ ФУНКЦИИ 

 ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 Теорема. Пусть функция ( , )z f x y определена и непре-

рывна вместе со всеми своими частными производными до 

( 1)n  порядка включительно в некоторой окрестности точки 

0 0 0( , )M x y . Тогда для любой точки 
0 0( , )M x x y y  из этой 

окрестности справедливо равенство 

                        
1

0
0

1

( ) ( )
( ) ( ) ,

! ( 1)!

k nn

k

d f M d f N
f M f M

k n
 

где 
0 0( , )N x x y y - некоторая точка, лежащая на отрезке 

0M M , ( 0 1) .  Последнее слагаемое (остаточный член) 

можно записать в форме Пеано  ( ),no  где 2 2( ) ( )x y , 

а символ ( )no означает бесконечно малую при 0  (или 
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при 
0M M ) функцию более высокого порядка малости, чем 

n . 

 Доказательство. Введем в рассмотрение вспомогательную 

функцию 
0 0( ) ( , ) ( )tt f x t x y t y f M , определенную на 

отрезке [0,1] , причем 
0(0) ( ), (1) ( ).f M f M  Найдем  про-

изводные функции ( )t  до n -го порядка включительно: 

( ) ( ) ( ) ( ) | ( );
tx t y t M tt f M x f M y x y df M

x y
 

2 2

2 2

( ) ( ) 2 ( ) ( )

( ) | ( );...
t

xx t xy t yy t

M t

t f M x f M x y f M y

x y f d f M
x y

   

( ) ( ) ( ) | ( )
t

n n n

M tt x y f d f M
x y

. 

По формуле Маклорена для функции ( )t  одной переменной 

имеем: 

        
( ) ( 1)

2 ( 1)(0) (0) ( )
( ) (0) (0) ... ,

2! ! ( 1)!

n n
n nt t t t t

n n
 

где 0 1. 

Полагая 1t ,  получим 

         
( ) ( 1)(0) (0) ( )

(1) (0) (0) ...
2! ! ( 1)!

n n

n n
.  

С учетом того, что (1) ( )f M , ( )

0(0) ( )k kd f M , 

( 1)

0 0( ) ( , ) ( )n f x x y y f N  имеем 

                  
1

0
0

1

( ) ( )
( ) ( ) .

! ( 1)!

k nn

k

d f M d f N
f M f M

k n
 

В частности, 
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0 0 0 0
0 0 0 0

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( ) ( )

f x y f x y
f x y f x y x x y y

x y
2

20 0
02

1 ( , )
[ ( )

2!

f x y
x x

x

2

0 0

0 0

( , )
2 ( )( )

f x y
x x y y

x y
 

2

20 0

02

( , )
( ) ]

f x y
y y

y

3

30 0

03

( , )1
[ ( )

3!

f x y
x x

x
+ 

3 3

2 20 0 0 0

0 0 0 02 2

( , ) ( , )
3 ( ) ( ) 3 ( )( )

f x y f x y
x x y y x x y y

x y x y
 

3

30 0

03

( , )
( ) ] ...

f x y
y y

y 0 00 0 ( , )

1
[ ( ) ( )] |

!

n

x yx x y y f
n x y

 

+
0 0

( 1)

0 0 ( , )

1
[ ( ) ( )] |

( 1)!

n

x x y yx x y y f
n x y

. 

 Остаточный член 

  
0 0

( 1)

0 0 ( , )

1
[ ( ) ( )] |

( 1)!

n

x x y yx x y y f
n x y

   можно 

 записать в виде ( )no , где 

                  2 2 2 2

0 0( ) ( ) ( ) ( )x x y y x y .  

 Пример. Разложить функцию  ( , )

x

yf x y e по формуле Тей-

лора с центром разложения в точке 
0(0,1)M  до членов второго 

порядка включительно. 

 Решение. Найдем частные производные функции ( , )f x y  

до второго порядка включительно: 
2

2 2 2

1 1
; ( ); ;

x x x

y y yf f x f
e e e

x y y y x y
 

 
2

3 2

1
( ) ( );

x x

y yf x
e e

x y y y
     

2 2

2 4 3

2
.

x x

y yf x x
e e

y y y
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В точке 
0(0,1)M  имеем 

            
0( ) 1,f M

2

0 0 02
( ) 1; ( ) 0; ( ) 1;

f f f
M M M

x y x
 

2

0( ) 1;
f

M
x y

2

02
( ) 0.

f
M

y
 Подставляя эти выражения в 

формулу Тейлора, получаем 

             
2 2

3 3

1 1
1 ( 1) 1 2 .

2 2

x

ye x x x y R x x xy R  

В форме Пеано 2 2

3 ( ( 1) ).R o x y  

     Пример. Разложить функцию 2 3( ; ) 2x yf x y x  по формуле 

Тейлора в окрестности точки M0(2; 1) до членов второго по-

рядка включительно. Пользуясь этой формулой, найти при-

ближѐнное значение функции в точке M(2,05; 0,38). 

     Решение. Найдѐм значение функции и частных производ-

ных функции до 2-го порядка включительно в точке M0(2; 1): 
2 2 3

0( ) 2 2 2f M ; 

3 2 3 32 2 2 ln2 2 (2 ln2)x y x y x y

xf x x x x ; 

2 3

0( ) 2 2 (2 2ln 2) 2(1 ln 2)xf M ; 

2 33 2 ln 2x y

yf x ,  
2 2 3

0( ) 3 2 2 ln 2 6ln 2yf M ; 

3 3 3(2 2 ln2)(2 ln2) 2 ln2x y x y x y

xxf x x x  

3 2 22 (2 4 ln2 ln 2)x y x x ; 

1 2 2

0( ) 2 (2 8ln2 4ln 2) 1 4ln2 2ln 2xxf M ; 

33 2 (2 ln 2) ln 2x y

xyf x x  

1

0 32 2 (2 2ln 2) ln 2 6(1 ln 2) ln 2xyf M  

2 3 29 2 ln 2,x y

yyf x  
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1 2 2

0 94 2 ln 2 18ln 2.yyf M  

Воспользуемся формулой Тейлора: 

( ; ) 2 2(1 ln 2)( 2) 6ln 2 ( 1)f x y x y  

2 21
[(1 4ln 2 2ln 2)( 2) 12(1 ln 2) ln 2 ( 2)( 1)

2
x x y  

2 2 218ln 2 ( 1) ] ( )y o , 

где 2 2 2( 2) ( 1)x y . 

Найдѐм приближѐнное значение f(2,05; 0,38), отбросив в по-

следнем равенстве остаточный член 2( )o : 

f(2,05; 0,98)  2 + 2(1 + ln2) 0,05 – 6 ln2 (– 0,02) +  

+
1

2
[(1 + 4 ln2 + 2 ln

2
 2 0,05

2
 – 12 (1 +ln2) ln2 0,05 (–0,02) + 

+ 18 ln
2
 2 (–0,02)

2
 = 2 + 0,1 (1 + ln2) – 0,12 ln2 + 

+ 
1

2
[(1+ 4 ln2 + 2 ln

2
2) 0,0025 – 0,012 (1+ ln2)ln2+ 0,0072 ln

2
2

2,087.  

Задачи для самостоятельной работы 

      1.Разложить данную функцию по формуле Тейлора с цен-

тром разложения в точке 
0M  

 1.1. 2 2

0( 1) ( ) , (0,0);u x x y M   

 1.2. 2 2

02 3 4 , (1,2);u x y x xy y M  

 1.3. 3 3 3

03 , (1,1,1)u x y z xyz M . 

     2.Разложить данную функцию по формуле Тейлора с цен-

тром 

разложения в данной точке 
0M до членов указанного порядка 

включительно 

     2.1. 01 , (0,0),u x y M  до членов второго порядка; 
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     2.2. 
0ln(1 ), (0,0),u x y M  до членов третьего порядка; 

     2.3. 
0( )sin( ), (0,0),u x y x y M  до членов третьего поряд-

ка; 

     2.4. 
0cos , (0,0),xu e y M  до членов четвертого порядка; 

     2.5. 0, (1,2,1),
y

zu x M  до членов второго порядка. 

Ответы:  

1.1. 2 21 2 (2 2 );u x x xy y  

1.2. 2 28 ( 3( 1) 11( 2)) (( 1) 3( 1)( 2) 4( 2) );u x y x x y y  
2 2 2

3 3 3

1.3. 3(( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)

( 1)( 1)) (( 1) ( 1) ( 1) 3( 1)( 1)( 1)).

u x y z x y y z

z x x y z x y z
 

2.1. 2 2 21 1
1 1 ( ) ( ) ( );

2 8
x y x y x y o x y  

2.2 2 3 2 2 3/2ln(1 ) 0,5( ) (1/ 3)( ) (( ) );x y x y x y x y o x y  

2.3. 2 2 2 2 3/ 2( )sin( ) (( ) );x y x y x y o x y  

2.4. 2 2 3 2 4 2 2 41 1 1
cos 1 ( ) ( 3 ) ( 6 )

2 6 24

xe y x x y x xy x x y y  

+ 2 2 2( ) ;o x y  

2.5.
2 2 2 22 2 (( 1) ( 2) ( 1) ).

y

zx y z x xy xz o x y z  

 

3. ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 Определение. Точка 
0 0 0( , )M x y  называется точкой 

локального максимума (минимума) функции ( , )z f x y , если 

существует такая  окрестность  точки 
0 0 0( , )M x y , что 

0 0( ) ( ) ( ( ) ( ))f M f M f M f M  для любой точки 

0,M M M . 

 Точка 
0 0 0( , )M x y  называется точкой локального экстрему-

ма, если она является либо точкой локального максимума, либо  
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точкой локального минимума. 

 Приведем еще одно определение  максимума и минимума 

функции. 

 Пусть      
0 0, ,x x x y y y  тогда  

         
0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y f x y f x x y y f x y f . 

1) Если 0f  при всех достаточно малых приращениях 

независимых переменных, то функция ( , )f x y  достигает 

максимума в точке 
0 0( , )M x y . 

2) Если 0f  при всех достаточно малых приращениях 

независимых переменных, то функция ( , )f x y  достигает ми-

нимума в точке 
0 0( , )M x y . 

 Эти формулировки переносятся без изменения на функции 

любого числа переменных. 

 Теорема1(необходимое условие экстремума). Если 

0 0 0( , )M x y  - точка локального экстремума функции ( , )f x y , 

имеющей непрерывные частные производные ,
f f

x y
 в этой 

точке, то 
0 0( ) 0, ( ) 0.

f f
M M

x y
 

 Доказательство. Дадим переменной y  определенное значе-

ние 
0y y . Тогда функция 

0( , )f x y  будет функцией одной пе-

ременной x . Так как при 
0x x  она имеет экстремум, 

и имеет непрерывную производную 
f

x
, то 0( ) 0.

f
M

x
  

Аналогично доказывается, что 
0( ) 0.

f
M

y
 

Эта теорема не является достаточной для исследования во-

проса об экстремальных значениях функции, но позволяет на-



12 
 

ходить эти значения в тех случаях, в которых мы заранее уве-

рены в существовании максимума или минимума. 

 Пример. Функция 2 2z x y  имеет производные  

2 , 2
z z

x y
x y

, которые обращаются в нуль при 0, 0x y . 

Но эта функция при указанных значениях не имеет ни макси-

мума, ни минимума. Действительно, эта функция равна нулю в 

начале координат и принимает в как угодно близких точках от 

начала координат как положительные, так и отрицательные 

значения. 

 Точки, в которых 0
f

x
 (или не существует) и 0

f

y
 (или 

не существует), называются критическими точками функции 

( , )z f x y . 

 Точки, в которых все частные производные первого 

порядка равны нулю, называются точками стационарности 

функции или стационарными точками. 

 Для исследования функции в критических точках устано-

вим достаточные условия экстремума функции двух перемен-

ных. 

 Теорема 2 (достаточные условия экстремума). Пусть в не-

которой области, содержащей точку 
0 0 0( , )M x y , функция 

( , )z f x y  имеет непрерывные частные производные до 

третьего порядка включительно, пусть, кроме того, точка 

0 0 0( , )M x y - стационарная, то есть 
0 0( ) 0, ( ) 0.

f f
M M

x y
  

 Обозначим 
2 2 2

0 0 0

2 2

( ) ( ) ( )
, ,

f M f M f M
A C B

x y x y
 

и 2
A B

D AC B
B C

. Тогда: 
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1) если 0, 0 ( 0)D A C , то в точке 
0 0 0( , )M x y функция 

( , )z f x y  имеет минимум; 

2) если 0, 0 ( 0)D A C , то в точке 
0 0 0( , )M x y функция 

( , )z f x y  имеет максимум; 

3) если 0D , то экстремума в точке 
0 0 0( , )M x y  нет; 

4) если 0D , то экстремум в этой точке может быть и 

может не быть (требуется дальнейшее исследование). 

 Доказательство. Напишем формулу Тейлора второго по-

рядка для функции ( , )z f x y  

    0 0 0 0
0 0 0 0

( , ) ( , )
( , ) ( , )

f x y f x y
f x x y y f x y x y

x y
     

+
2

20 0

2

1 ( , )
[

2!

f x y
x

x

2 2
20 0 0 0

2

( , ) ( , )
2 ]

f x y f x y
x y y

x y y

2( )o , 

где 2 2( ) ( ) .x y  По условию 
0 0 0( , )M x y - точка стацио-

нарности, поэтому 0 0 0 0( , ) ( , )
0, 0

f x y f x y

x y
. Из формулы 

Тейлора следует 

0 0 0 0( , ) ( , )f f x x y y f x y
2

20 0

2

( , )1
[

2!

f x y
x

x
  

 +
2 2

2 20 0 0 0

2

( , ) ( , )
2 ] ( )

f x y f x y
x y y o

x y y
. 

 Используя введенные обозначения, запишем 

               f
21

[
2!

A x 22 ]B x y C y 2( )o . 

Выражение в квадратных скобках, то есть второй диффе-

ренциал 2 2 22d f A x B x y C y , является квадратичной 

формой относительно ,x y . Если выполнено условие 0D , 

то квадратичная форма сохраняет постоянный знак. Этот знак 
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совпадает со знаком f  в некоторой окрестности точки 

0 0 0( , )M x y , поскольку 2( )o - величина бесконечно малая бо-

лее высокого порядка малости, чем 2 . Если: 

 1) 0, 0,D A  то 2 0d f   и 0f  при любых достаточно 

малых ,x y . Следовательно, при 0, 0D A  в точке 

0 0 0( , )M x y функция ( , )z f x y  имеет минимум; 

 2) 0D , 0,A  то 2 0d f   и 0f  при любых достаточно 

малых ,x y . Следовательно, при 0, 0D A  в точке   

0 0 0( , )M x y функция ( , )z f x y  имеет максимум; 

 3) если 0,D  то 2d f может принимать как положитель-

ные, так и отрицательные значения, поэтому экстремума в точ-

ке 
0 0 0( , )M x y  нет; 

4)если 0D , то 2 2( ) ( )
B

f A x y o
A

 и  при 

B
x y

A
 знак приращения функции определяется после-

дующими слагаемыми в формуле Тейлора, поэтому требуется 

дополнительное исследование. 

 Пример. Найти локальные экстремумы функции 
3 3( , ) 3 ( )f x y xy x y  в области {( , ) | 0, 0}.D x y x y  

 Решение. Найдем 2 23 3 , 3 3 .
f f

y x x y
x y

 Решив 

 систему  уравнений

2

2

3 3 0,

3 3 0,

f
y x

x

f
x y

y

 получим 
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стационарную точку 
0(1,1)M , то есть 1, 1x y . В этой точке 

выполнены необходимые условия экстремума. Найдем вторые 

частные производные   
2 2

0 0

1 12 2
1 1

2

0

( ) ( )
6 | 6, 6 | 6,

( )
3.

x x
y y

f M f M
A x C y

x y

f M
B

x y

 

Вычислим 2 2( 6)( 6) 3 0D AC B . Так как 0, 0D A , 

то точка 
0(1,1)M  является точкой локального максимума. 

     Пример. Найти точки экстремума функции   
2 3

2( ; ) 2 3 5
2 3

x y
u x y x y y . 

     Решение. Найдѐм стационарные точки функции 2
u

x
x

, 

2 2 3
u

y y
y

.  Решим систему уравнений 

2

2 0,

2 3 0,

x

y y
  

2,

3, 1.

x

y y
 

Решением системы являются точки M1(-2; -3), M2(-2; 1). Ис-

следуем эти стационарные точки на экстремум, для чего най-

дѐм частные производные второго порядка: 
2

2
1

u

x
,  

2

0
u

x y
,  

2

2
2 2

u
y

y
. 

Имеем   

2 2

2

2 2

2

1 0
2 2

0 2 2

u u

x yx
y

yu u

x y y

. 
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1( ) 2( 3) 2 4 0M , следовательно, M1(–2; –3) не является 

точкой экстремума. 

2( ) 2 1 2 4 0M , что говорит о том, что M2(–2; 1)  явля-

ется точкой экстремума. А так как 
2

2

2

( )
1 0

u M

x
, то заклю-

чаем, что M2 – точка минимума. 

 

Задачи для самостоятельной работы 

     Найти точки локального экстремума следующих функций 

двух переменных: 

1. 2 2;u x xy y                     2. 2 2;u x xy y   

3. 2 22 2 2 ;u x xy y x         4. 3 3 2 22 ;u x y x xy y    

5. 3 32 3 6 .u x y x y            6. 2 24 2 ;u x y x y  

7. 3 3 15 .u x y xy                  8. 2 2 3 6 .u x xy y x y  

9. 2 24 2 4.u x y xy           10. 
1

.
x

u y
y x

 

11. 2 2( 1) 2z x y .                12. 4 4 2 22 4 2z x y x xy y . 

13. 2 2( 2 ).x yz e x y               14. 22 14 .z y x y x y  

15. 3 38 6 5.z x y xy  

1 2 2 2
6. 2 3 5 .

3
z x xy y x y  

17. 2 2 9 3 20.z x xy y x y  
18. 2 2 9 6 35.z x xy y y x  
19. 2 26 7 2 6 3 .z x xy y x y  
20. 2 24 5 3 9 8 .z x xy y x y  
     Ответы: 1.

min (0,0) 0.u u 2. точек экстремума нет. 

3. 
min ( 2, 1) 2.u u  4. 

min (4 / 3,4 / 3) 64 / 27;u u  
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max (0,0) 0.u u 5. min (1, 1) 6;u u
max ( 1,1) 6.u u  

6. 
max (2,1) 5.u u 7. В точке (0,0) экстремума нет, 

min (5,5) 125.u u  8. 
min (0,3) 9.u u 9. 

min (0,0) 4.u u 10. 

min (1,1) 3.u u 11. Экстремумов нет. 12. 
min 8z  при 

2; 2x y   и при 2; 2;x y  при  0x y  экстре-

мумов нет. 13. 2

max 8z e  при 4, 2;x y  при 0x y  экс-

тремумов нет. 14. 
max (4,4) 28.z 15. 

min (1;0,5) 4.z  

4. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ЛОКАЛЬНОГО  

ЭКСТРЕМУМА ФУНКЦИИ m  ПЕРЕМЕННЫХ 

 Рассмотрим случай большего  числа  переменных. Пусть 

функция 
1 2( ) ( , ,... )mu f M f x x x  определена в некоторой ок-

рестности точки 0 0 0

0 1 2( , ,..., )mM x x x . 

 Определение. Функция ( )u f M  имеет в точке 
0M  ло-

кальный максимум (минимум), если существует такая окрест-

ность точки 
0M , в которой при 

0M M  выполняется неравен-

ство 
0( ) ( )f M f M  

0( ( ) ( ))f M f M . 

 Если функция имеет в точке 
0M  локальный максимум или 

локальный минимум, то говорят, что она имеет в этой точке 

локальный экстремум (или просто экстремум). 

 Теорема 1 (необходимое условие экстремума). Если функ-

ция 
1 2( ) ( , ,... )mu f M f x x x  имеет в точке 0 0 0

0 1 2( , ,..., )mM x x x ло-

кальный экстремум и в этой точке  

существует частная производная функции по аргументу 
kx , то 

 
0( ) 0

k

u
M

x
 при  1,2,..., .k m  

 Следствие. Если функция 
1 2( ) ( , ,... )mu f M f x x x  имеет в  

точке 0 0 0

0 1 2( , ,..., )mM x x x  локальный экстремум и дифференци-

руема в этой точке, то 
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0 0 1 0

1

| ( ) ... ( ) 0M m

m

u u
du M dx M dx

x x
 

при любых значениях дифференциалов независимых 

переменных 
1,..., .mdx dx  

 Точки, в которых первый дифференциал функции равен 

нулю, называют точками возможного экстремума этой функ-

ции. Для отыскания точек возможного экстремума функции 

1 2( , ,... )mu f x x x  нужно решить систему m  уравнений с m  пе-

ременными 

1 0;

... .

0m

f x

f x
 

 

5. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ О КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМАХ 

 Функция вида 1

, 1

( ,..., )
m

m ij i j

i j

Q x x a x x , где 
ija  числа, причем  

ij jia a , называется квадратичной формой от переменных 

1,..., mx x . Числа 
ija  называются коэффициентами квадратичной 

формы, а составленная из этих коэффициентов симметричная 

матрица

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

. . ... .

...

m

m

m m mm

a a a

a a a
A

a a a

- матрицей квадратичной 

формы. 

 Определители          

11 1 11 1

11 12

1 11 2

21 22

1 1

... ...

, ,..., . ... . ,..., . ... .

... ...

k m

k m

k kk m mm

a a a a
a a

a
a a

a a a a

 

называются угловыми минорами матрицы A . 
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 Квадратичная форма 
1( ,..., )mQ x x  называется положительно 

определенной (отрицательно определенной), если для любых 

значений переменных 
1,..., mx x , одновременно не равных нулю, 

она принимает положительные (отрицательные) значения. 

 Отметим, что (0,0,...,0) 0Q . 

 Например, 2 2

1 2 1 2( , ) 2Q x x x x - положительно определенная  

квадратичная форма, так как 1 2( , ) 0Q x x  во всех точках 

1 2( , )x x , кроме точки (0,0). 

 Квадратичная форма называется знакоопределенной, если 

она является либо положительно определенной, либо отрица-

тельно определенной. 

 Квадратичная форма 
1( ,..., )mQ x x  называется квазизнакооп-

ределенной, если она принимает либо только неотрицательные, 

либо только неположительные значения, но при этом обраща-

ется в нуль не только при 
1 2 ... 0mx x x . 

 Квадратичная форма 
1( ,..., )mQ x x  называется знакоперемен-

ной, если она принимает как положительные, так и  отрица-

тельные значения. 

 

Критерий Сильвестра  знакоопределенности 

                                  квадратичной формы. 

1.Для того чтобы квадратичная форма 
1( ,..., )mQ x x была 

положительно определенной, необходимо и достаточно, чтобы 

все угловые миноры ее матрицы были положительны:

1 20, 0,..., 0.m
 

2. Для того чтобы квадратичная форма 
1( ,..., )mQ x x была 

отрицательно определенной, необходимо и достаточно, чтобы 

знаки угловых миноров  матрицы чередовались следующим 

образом:
1 2 3 40, 0, 0, 0,....  
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6.  ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ЛОКАЛЬНОГО  

ЭКСТРЕМУМА ФУНКЦИИ m  ПЕРЕМЕННЫХ 

 Второй дифференциал функции 
1 2( ) ( , ,... )mu f M f x x x ,  

где 
1,..., mx x - независимые переменные, в точке 

0M  можно 

записать в виде 

                   
0

2
2

0

, 1

| ( )
m

M i j

i j i j

u
d u M dx dx

x x
. 

Это выражение показывает, что второй дифференциал функ-

ции 
1 2( , ,... )mu f x x x  в данной точке 

0M  является квадратич-

ной формой от переменных 
1,..., mdx dx , а частные производные 

второго порядка 
2

0( )
i j

u
M

x x
- коэффициенты этой квадратич-

ной формы. 

 Теорема 2 (достаточные условия экстремума). Пусть 

функция 
1 2( ) ( , ,... )mu f M f x x x  дифференцируема в некото-

рой окрестности точка 0 0

0 1( ,..., )mM x x  и дважды дифференци-

руема в самой точке 
0M , причем 

0M - точка возможного экс-

тремума данной функции, то есть 
0

| 0Mdu . Тогда если второй 

дифференциал 
0

2 |Md u  , является положительно определенной 

(отрицательно определенной) квадратичной формой от пере-

менных 
1,..., mdx dx , то функция ( )u f M  имеет в точке 

0M  

локальный минимум (максимум). Если же 
0

2 |Md u  является 

знакопеременной квадратичной формой, то в точке 
0M  функ-

ция ( )u f M  не имеет 

 локального экстремума. 

 Пример 1. Найти точки локального экстремума функции 

                                      2 3 22 2u x xy xz y y z . 

 Решение. Для нахождения точек возможного экстремума  
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данной функции вычислим ее частные производные и прирав-

няем их нулю 

                               
2

4 2 0,

1 3 0,

2 2 0.

x

y

z

u x y z

u x y

u x z

 

 Решая эту систему трех уравнений, находим две точки воз-

можного экстремума: 1 2(1/3,2 /3, 1/3), ( 1/ 4, 1/ 2,1/ 4)M M . 

Далее воспользуется достаточными условиями экстремума. 

Для этого вычислим частные производные второго порядка 

данной функции 

 4, 1, 2, 6 , 0, 0.xx xy yx xz zx yy yz zy zzu u u u u u y u u u  

 Значения этих частных производных в точке 1M  

являются коэффициентами 
1

2 |Md u - квадратичной формы от 

переменных , , .dx dy dz  Матрица этой квадратичной формы 

имеет вид 

                                       

4 1 2

1 4 0

2 0 2

A . 

 Вычисляя главные миноры матрицы A , получаем 

       1 2 3

4 1 2
4 1

4 0, 15 0, 1 4 0 14 0.
1 4

2 0 2

 

Согласно критерию Сильвестра, 
1

2 |Md u  является положитель-

но определенной квадратичной формой от переменных 

, ,dx dy dz . Следовательно, в точке 1M  функция имеет локаль-

ный минимум. 

 Исследуем теперь точку 2M . Матрица квадратичной фор-

мы 
2

2 |Md u  имеет вид 
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4 1 2

1 3 0

2 0 2

A . 

Отсюда получаем: 

 1 2 3

4 1 2
4 1

4 0, 13 0, 1 3 0 14 0.
1 3

2 0 2

 

Следовательно, 
2

2 |Md u  не является знакоопределенной квадра-

тичной формой от , ,dx dy dz  Не трудно видеть, что эта квадра-

тичная форма- знакопеременная. Следовательно, в точке 2M  

функция не имеет локального экстремума. 

     Пример 2. Исследовать на экстремум функцию  

                           = . 

     Решение. Найдем частные производные первого и второго 

порядков. 

 = 2  – 4,   =  = 2,   =  = 2, 

 = 2  + 6,   =  = 0,   =  = 0, 

 = 2  – 2,   =  = 0,   =  = 2. 

Приравнивая первые частные производные к нулю, найдем 

стационарную точку  = (2,–3,1). Запишем матрицу квадра-

тичной формы и найдем ее главные миноры в точке 

x0  = (2,–3,1).  = ,  =2,  =  = 4, 

  = det  = 8.  

u x y z x y z2 2 2 4 6 2

ux x uxx a11 uyy a22

uy y uxy a12 uyz a23

uz z uxz a13 uzz a33

x0

A

2 0 0

0 2 0

0 0 2

A1 A2
2 0

0 2

A3 A
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Согласно критерию Сильвестра квадратичная форма положи-

тельно определена, следовательно данная функция в точке  

= (2,–3,1) достигает минимума. 

     Пример 3. Найти точки экстремума функции 

3 2 2 23
3 4 6 2

2
u z x y z x y . 

     Решение. Найдѐм стационарные точки функции 

2 4
u

x
x

,  6 6
u

y
y

,  23 3
u

z z
z

.   

Решим систему уравнений 

                 

2

2 4 0,

6 6 0,

3 3 0,

x

y

z z

  

2,

1,

0, 1.

x

y

z z

 

Решение этой системы приводит к двум стационарным точкам  

M1(–2; 1; 0) и M2(–2; 1; 1). Проверим, являются ли эти точки 

точками экстремума. 
2

2

u

x
–2, 

2

2
6

u

y
,

2

2
6 3

u
z

z
, 

2

0
u

x y
, 

2

0
u

x z
, 

2

0
u

y z
. 

2

1 2
( ; ; ) 2

u
x y z

x
,     

2 2

2

2 2 2

2

2 0
( ; ; ) 12

0 6

u u

x yx
x y z

u u

x y y

,  

x0
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2 2 2

2

2 2 2

3 2

2 2 2

2

2 0 0

( ; ; ) 0 6 0 36(2 1)

0 0 6 3

u u u

x y z xx

u u u
x y z z

x y y zy
z

u u u

x z y z z

. 

1 1 2 1 3 1( ) 2 0, ( ) 12 0, ( ) 36 0M M M .  

Следовательно, 
1( 2;1; 0)M  является точкой максимума. 

1 2 2 2 3 2( ) 2 0, ( ) 12 0, ( ) 36 0M M M , что означа-

ет, что 
2 ( 2;1;1)M  не является точкой экстремума. 

Задачи для самостоятельной работы 

     Найти точки локального экстремума следующих функций 

трех переменных: 

1. 2 2 22 2 4 6 1;u x y z x y z   

2. 2 2 22 2 4 ;u x y z xy z x  

3. 3 2 22 2 3 1;u x xy y xz z y  

4. (1 );u xyz x y z    

5.
2 2

22 4 2 ;
x y

u x z
y z

 

6.
2 2 2( )( 2 ) .x y zu x y z e  

7.
2 2 3 2; ; 3 2 5 3 4u x y z x x y y z z z ; 

8.
3 2 2 2; ; 3 2 5 7 2u x y z x x x y y z z ; 

9.
2 3 2 2; ; 6 4 5 2 6u x y z x x y y y z z ; 
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10.
2 2 3 2; ; 3 6 2 7u x y z x x y y z z z ; 

11.
3 2 2 2; ; 4 3 4 3 2u x y z x x x y y z z ; 

12.
2 3 2 2; ; 4 3 3 3 5 1u x y z x x y y y z z ; 

13.
2 2 3 2; ; 10 4 15 2 3u x y z x x y y z z z ; 

14.
2 3 2 2; ; 7 4 2 2 6 1u x y z x x y y y z z ; 

15.
3 2 2 2; ; 4 4 3 2u x y z x x x y y z z ; 

16.
2 3 2 2; ; 2 4 5 3 2 3u x y z x x y y y z z . 

 Ответ:1.
min (1, 1,3) 11;u u  2. min (1/ 2,1/ 2, 2) 17 / 4;u u  

3. min (1, 2,1/ 2) 9 / 2;u u 4. 
max (1/ 4,1/ 4,1/ 4) 1/ 256;u u  

5.
max (1/ 4,1/ 4,1/ 4) 1/ 8;u u  1

max

1 1 1
( , , ) 3 ;
2 3 2 3 3

u u e  

1

min

1 1 1
( , , ) 3 .
2 3 2 3 3

u u e  

 

7. УСЛОВНЫЙ ЭКСТРЕМУМ 

 

 Рассмотрим функцию  

                             
1 2( ) ( , ,... )mu f M f x x x                                (1) 

при условии, что ее аргументы являются не независимыми пе-

ременными, а связаны между собой k  соотношениями ( )k m : 

                          
1 2( , ,..., ) 0 ( 1,2,..., ).i mx x x i k                       (2) 

Эти  соотношения     называются      условиями связи.      Пусть  
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координаты точки 0 0 0

0 1 2( , ,..., )mM x x x  удовлетворяют уравнени-

ям  (2). 

 Определение. Функция (1) имеет в точке 
0M  условный ми-

нимум (максимум) при условиях связи (2), если существует 

такая окрестность точки  
0M , что для любой точки M этой ок-

рестности (
0M M ), координаты которой удовлетворяют 

уравнениям (2), выполняется неравенство     

                        
0 0( ) ( ) ( ( ) ( ))f M f M f M f M . 

 Иными словами, условный максимум (минимум)- это наи-

большее (наименьшее) значение функции в точке 
0M  по от-

ношению не ко всем точкам из некоторой окрестности точки 

0M , а только к тем из них, которые связаны между собой усло-

виями связи. 

 Задачу об условном экстремуме функции можно решать 

методом исключения части переменных.  Этот метод состоит в 

том, что из k  уравнений условий связи k  переменных выра-

жают через остальные m k  переменных (если это возможно), 

подставляют найденные переменные в функцию 

1 2( ) ( , ,... )mu f M f x x x  и решают задачу об экстремуме 

функции  m k  переменных. 

 Пример. Методом исключения части переменных найти 

экстремум функции 2u x y z  при условиях связи  

                                           
1,

1.

z x

y xz
 

 Решение. Из условий связи находим 1, 1z x y xz .  

Подставляя найденные ,z y  в функцию, приходим к функции 

одной переменной x :   2( ) 2 4 2u x x x , для которой рас-

смотрим задачу о безусловном экстремуме.  Так как 

4( 1) 0u x  при 1x , то функция ( )u x  имеет единствен-
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ную точку возможного экстремума. Поскольку  ( 1) 4 0,u  

в точке 1x   функция  ( )u x  имеет минимум. Из условий свя-

зи находим соответствующие значения ,z y : 0, 1z y . Итак, 

функция ( )u x   при заданных условиях связи  имеет в точке (-

1,1,0) минимум, причем ( 1,1,0) 0.u  

 Метод Лагранжа.  

     Рассмотрим задачу нахождения условного экстремума 

функции  =  в общем виде. Функция  =  гео-

метрически представляет собой некоторую поверхность, а 

уравнение связи  = 0 – некоторый цилиндр. Нам нужно 

исследовать на экстремум линию пересечения двух поверхно-

стей: 

  

В точке экстремума  должен быть перпендикулярным 

цилиндру  = 0, в противном случае на линии пересече-

ния не будет выполняться необходимое условие экстремума. С 

другой стороны grad  перпендикулярен поверхности уровня 

x y,  = 0 , следовательно grad f  и grad  в точке экстре-

мума коллинеарны, поэтому линейно зависимые  

           grad  + grad f  = 0, или grad f  = 0.  

Записывая последнее равенство в скалярном виде и присоеди-

няя уравнения связи, получим необходимые условия сущест-

вования условного экстремума 

z f x y, z f x y,

x y,

z f x y

x y

, ,

, .0

grad f

x y,
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f

f

x y

x x

y y

0

0

0

,

,

, .

    (3) 

Если ввести функцию Лагранжа 

 L x y, ,  = f x y,  + x y, , 

то легко проверить, что необходимые условия безусловного 

экстремума функции Лагранжа совпадают с (3). Чтобы найти 

достаточные условия экстремума, следует определить знак 

полного приращения z  = f x y,  – f x y0 0,  функции z  = 

f x y,  в точке x y0 0,  возможного экстремума. Но при нали-

чии связи x y,  = 0  z  = L , где L  – полное приращение 

функции Лагранжа. Поэтому достаточные условия безусловно-

го экстремума для функции Лагранжа будут достаточными для 

условного экстремума функции f x y, . 

Исследуем знак второго дифференциала 

d L2  = L dxxx

2  + 2 L dxdyxy  + L dyyy

2
 = 

= dx2 L L y L yxx xy x yy x2
2

. 

Производную yx  = –
x

y

 найдем из уравнения связи ( , ) 0x y . 

Учитывая это, d L2  преобразуем следующим образом: 

                       d L2  = 
dx

y

2

2
 ,                     (4) 

где  
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                                        = –

0 x y

x xx xy

y xy yy

L L

L L

.          (5) 

Из (4) видно, что при  > 0, d L2  > 0 и функция z  = f x y,  

достигает в точке x y0 0,  условного минимума, а при  < 0 – 

максимума. 

     Задача об условном экстремуме функции (1)  при условиях 

связи (2) эквивалентна задаче об обычном экстремуме функции 

Лагранжа 

1 2 1 1 2 1 2

1

( , ,..., , ,... ) ( , ,..., ) ( , ,..., )
k

m k m i i m

i

L x x x f x x x x x x , 

 
i
 ( 1,2,..., )i k - называются множителями Лагранжа. 

     Необходимые условия условного экстремума 

выражаются системой m k  уравнений: 

                  
1 2 1

1 2

( , ,..., , ,... ) 0, 1,2,..., ,

( , ,..., ) 0, 1,2,...,

m k

i

i m

L
x x x i m

x

x x x i k

              (6) 

относительно m k  неизвестных 
1 2 1, ,..., , ,...m kx x x . Если 

0 0 0 0 0

1 2 1, ,..., , ,...m kx x x  - решение системы (6), то  
0 0 0

0 1 2( , ,..., )mM x x x  является точкой возможного условного экс-

тремума функции (1) при условиях связи (2). Достаточные ус-

ловия условного экстремума связаны с изучением знака второ-

го дифференциала функции Лагранжа 

                       2 0 0 0 0 0

1 2 1 1( , ,..., , ,... , ,..., )m k md L x x x dx dx  .  

Для каждой системы значений 0 0 0 0 0

1 2 1, ,..., , ,...m kx x x , получен-

ной из (6) при условии, что 
1,..., mdx dx  удовлетворяют уравне-

ниям  
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0 0

1

1

( ,..., )
0 ( 1,2,..., )

m
i m

j

j j

x x
dx i k

x
                (7)   

при 2 2 2

1 2 ... 0.ndx dx dx  

 Функция 
1 2( ) ( , ,... )mu f M f x x x  имеет условный максимум  

в точке 0 0 0

0 1 2( , ,..., )mM x x x , если для всевозможных значений 

1,..., mdx dx , удовлетворяющих условиям (7) и не равных одно-

временно нулю, выполняется неравенство 
2 0 0 0 0 0

1 2 1 1( , ,..., , ,... , ,..., ) 0m k md L x x x dx dx (квадратичная форма 

отрицательно  определена)  и условный минимум, если при 

этих условиях 2 0 0 0 0 0

1 2 1 1( , ,..., , ,... , ,..., ) 0m k md L x x x dx dx  (квадра-

тичная форма положительно  определена) , если 
2 0 0 0 0 0

1 2 1 1( , ,..., , ,... , ,..., )m k md L x x x dx dx - знакопеременная квадра-

тичная форма, то в точке 
0M  функция (1) не имеет условного 

экстремума. 

 Пример 1. Методом Лагранжа найти экстремум функции  

2u x y z  при условиях связи 
1,

1.

z x

y xz
 

 Решение. Составим функцию Лагранжа 

    2

1 2 1 2( , , , , ) ( 1) ( 1)L x y z x y z z x y xz   

и рассмотрим систему уравнений  

                              

1 2

2

1 2

1

2

1 0,

1 0,

2 0,

1 0,

1 0.

L
z

x

L

y

L
z x

z

z x

y xz
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Она имеет единственное решение
11, 1, 0, 1,x y z  

2 1,  то есть 
0 ( 1,1,0)M - единственная точка возможного 

экстремума функции при заданных условиях связи. Вычислим 

второй дифференциал  функции Лагранжа 
2 2

22( ) 2d F dz dxdz . Подставляя в него 2 1  и dz dx , 

найденное из первого уравнения связи, получаем  положитель-

но определенную квадратичную форму от переменной 
2: 4( ) 0dx dx  при 0dx .  Отсюда следует, что функция при 

заданных условиях связи имеет в точке 
0M  условный мини-

мум. 

 Пример 2. На эллипсоиде 2 2 22 4 8x y z  найти точку, 

наиболее удаленную от точки (0,0,3). 

 Решение. Расстояние между точками ( , , )x y z  и (0,0,3) 

определяется формулой 2 2 2( 3)x y z . Поэтому  

исходная задача  равносильна задаче об условном максимуме 

функции 2 2 2 2( 3)u x y z  при условии связи 
2 2 22 4 8x y z . Составим функцию Лагранжа  

         2 2 2 2 2 2( , , , ) ( 3) ( 2 4 8)L x y z x y z x y z   

и рассмотрим систему уравнений: 

                                 

2 2 2

2 2 0,

2 4 0,

2 6 8 0,

2 4 8.

L
x x

x

L
y y

y

L
z z

z

x y z

 

Так как эллипсоид более всего вытянут вдоль оси Ox , то абс-

цисса искомой точки не может быть равна нулю, то есть 0x . 

Поэтому из первого уравнения системы следует, что 1. 
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Тогда из второго и третьего уравнений системы имеем 

0, 1.y z  Из последнего уравнения системы  находим 

2.x  Итак, функция имеет две точки возможного экстрему-

ма 1 2(2,0, 1), ( 2,0, 1)M M . Из уравнения связи получим 

2 4 0xdx ydy zdz , откуда .
4 2

x y
dz dx dy

z z
 Теперь вы-

числяем второй дифференциал функции Лагранжа 

             2 2 2 22(1 )( ) 2(1 2 )( ) (2 8 )( )d L dx dy dz . 

Подставим 1, координаты точки 1M  или 
2M  выражение 

для dz , получаем отрицательно определенную квадратичную 

форму от двух переменных ,dx dy  : 2 2 22( ) 3( )d L dy dx . От-

сюда следует, что функция имеет в точках 

1 2(2,0, 1), ( 2,0, 1)M M  условный максимум при заданных 

условиях связи, то есть на эллипсоиде имеются две точки 

1 2(2,0, 1), ( 2,0, 1)M M  наиболее удаленные от точки (0,0,3). 

     Пример 3. Найти условный экстремум функции  

                          2 22u x y 3 3 6 2xy x y  

при уравнении связи 3 0x y . 

     Решение. Составим функцию Лагранжа  

             2 2( ; ; ) 2L x y x y 3 3 6 2 ( 3)xy x y x y . 

Обозначим ( , ) - 3 0x y x y . 

Найдѐм стационарные точки этой функции 2 3 3xL x y , 

4 3 6yL y x , 3L x y . Решим систему уравнений 

                                    

2 3 3 0,

4 3 6 0,

3 0.

x y

y x

x y
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Решив систему, находим 
0 1x , 

0 2y , 
0 1. Имеем  

' ' 1x y
, (1; 2;1) 2xxL , (1; 2;1) 3xyL , (1; 2;1) 4yyL . 

2
2

(1; 2;1)

(1; 2;1) ( ' ) 2 ' 'xx x xy x y yy yL L L  

= 2 – 2(-3) + 4 = 12 > 0, следовательно, (1; 2)M  является точкой 

условного максимума. 

     Пример 4. В полушар радиусом R вписать прямоугольный 

параллелепипед наибольшего объѐма. 

     Решение. Обозначим через 

x, y, z измерения параллелепи-

педа: AD x , AB y , 

1AA z . Пусть 0 – центр ос-

нования; 10A R . Тогда со-

гласно теореме Пифагора
2 2

2 2

2 2

x y
z R ,  или  

                                    2 2 2 24 4 0x y z R .    (8) 

Это есть уравнение связи. Обозначим левую часть уравнения 

(8) через ( ; ; )x y z . Фактически требуется решить следующую 

задачу на условный экстремум: найти наибольшее значение 

функции V = xyz при условии, что переменные x, y, z удовле-

творяют уравнению (8). Введѐм в рассмотрение функцию Ла-

гранжа 2 2 2 2( ; ; ; ) ( 4 4 )L x y z xyz x y z R . 

Найдѐм стационарные точки функции ( ; ; ; )L x y z : 

2xL yz x , 2yL xz y , 8zL xy z ,  

 2 2 2 2( ; ; ) 4 4L x y z x y z R . 

A

CB

D

A1

C1B1

D1
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Решим систему уравнений 

                                           

2 2 2 2

2 0,

2 0,

8 0,

4 4 0.

yz x

xz y

xy z

x y z R

 

Вычитая из первого уравнения, предварительно умноженного 

на x, второе, предварительно умноженное на y, получим 
2 2 0x y . Учитывая особенности задачи ( 0, 0x y  ), 

заключаем, что x = y. Действуя так же, находим, что x = 2z. От-

сюда получаем 2 / 3x y R , / 3z R , 

/ 4 / (2 3)x R . Таким образом, 

2 2
; ; ;

3 3 3 2 3

R R R R
N   или 

0 0 0 0( 4 ; 4 ; 2 ; )N , если 

положить 0 / (2 3)R , является стационарной точкой 

функции ( ; ; ; )L x y z . Для выяснения того, является ли 

0 0 0( 4 ; 4 ; 2 )M  точкой экстремума, исследуем второй 

дифференциал 2

0 0 0 0( 4 ; 4 ; 2 ; ; ; ; )d L dx dy dz  при усло-

вии, что в точке М dx, dy, dz  связаны следующим соотношени-

ем (являющимся следствием равенства (8)): 

' ( ) ' ( ) ' ( ) 0x y zM dx M dy M dz ; 

(2 2 8 ) 0
M

xdx ydy zdz ; 
0 0 08 8 16 0dx dy dz . 

Из последнего равенства получаем 

1
( ).

2
dz dx dy       (9) 

Запишем формулу второго дифференциала функции 

( ; ; ; )L x y z , считая еѐ функцией трѐх переменных x, y, z : 
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2 2 2 2 2 2 2xx yy zz xy yz zxd L L dx L dy L dz L dxdy L dydz L dzdx . 

Имеем 

 2xxL ,  
xyL z ,  

xzL y , 

 
yxL z ,  2yyL ,  

yzL x , 

 
zxL y ,  

zyL x ,  8zzL . 

2 2 2 2( ) 2 2 2xx yy zz xy yz zxd L M L dx L dy L dz L dxdy L dydz L dzdx

2 2 2

0 0 02 2 8 2 2dx dy dz zdxdy xdydz  

0 04 , 2 ,

2 1
согласно (9), dz ( )

2

x y z

ydzdx
dx dy

 

2

2 2

0 0 0 0

1
2 2 8 ( ) 4

2
dx dy dx dy dxdy  

0 0

1 1
8 ( ) 8 ( )

2 2
dy dx dy dx dy dx  

2 2 2 2

0 0 0 0 0 02 2 2 4 2 4dx dy dx dxdy dy dxdy  

2 2

0 0 0 04 4 4 4dxdy dy dx dxdy  

2 2 2 2

0 0 0 08 8 8 8 ( )dx dy dxdy dx dxdy dy

2

2

08 1
dx dx

dy
dy dy

2

2

0

1 3
8

4 4

dx dx
dy

dy dy
 

2

2

0

1 3
8

2 4

dx
dy

dy

2

2

0

1 3
8

2 4
dx dy dy . 

Так как выражение в квадратных скобках положительно при 

любых  dx, dy, удовлетворяющих условию |dx| + |dy|  0, а 
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0 0
2 3

R
, то 2 0d L ; следовательно, точка 

2 2
; ;

3 3 3

R R R
M  является точкой условного максимума, и ис-

комый параллелепипед имеет измерения 2 / 3x R , 

2 / 3y R , / 3z R , где x, y – измерения основания прямо-

угольного параллелепипеда, лежащего на круге полушара, а z – 

высота. 

     Замечание. Для решения вопроса знакопостоянства квадра-

тичной формы 2 2 28 8 8d L dx dxdy dy  в последнем при-

мере  можно было привлечь критерий Сильвестра. Образуем 

симметричную матрицу 

                                   
0 0

0 0

8 4

4 8
A . 

Имеем  
1 08 0 ,  

0 0 2

2 0

0 0

8 4
48 0

4 8
 

( 0 / (2 3) 0R ).  Следовательно, 2d L  отрицательно оп-

ределѐн и поэтому 
2 2

; ;
3 3 3

R R R
M  является точкой условно-

го максимума. 

Задачи для самостоятельной работы 

 1. Исследуйте на условный экстремум методом исключения 

части переменных функцию: 

1.1. 2 2u x y  при условии связи 1
x y

a b
; 
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1.2. u x y  при условии связи 
2 2 2

1 1 1

x y a
; 

1.3.u xy  при условии связи 2 2 1x y ; 

1.4. 2 2 22u x y z  при условии связи 1x y z ; 

1.5. 2u x y z  при условии связи 2 2 1x y z ; 

1.6. 2 3u xy z  при условии связи 2 3 6 ( 0,x y z x  

0, 0)y z ; 

1.7. 2 2u x y z  при условии связи 2 2 2 1x y z ; 

1.8. 2u x y z  при условии связи 2 2 2 1x y z ; 

 Ответ:1.1.
2 2 2 2

min 2 2 2 2 2 2
( , ) ;

ab a b a b
u u

a b a b a b
 

1.2. min max( 2 , 2 ) 2 2 ; ( 2 , 2 ) 2 2u u a a a u u a a a ; 

1.3.
max 0,5u  в точках (1/ 2,1/ 2)  и ( 1/ 2, 1/ 2) ; 

min 0,5u  в точках ( 1/ 2,1/ 2)  и (1/ 2, 1/ 2) ; 

1.4. min (0,4; 0,4;0,2) 0,4u u  1.5. нет точек экстремума; 

1.6. 
max (1,1,1) 1u u ; 1.7. min ( 1/ 3,2 / 3, 2 / 3) 3u ; 

max (1/3, 2/3,2/3) 3u  .1.8. нет точек экстремума. 

 2. Исследуйте на условный экстремум методом Лагранжа: 

2.1. Функцию u xyz  при условии связи 2 2 2 3.x y z  

2.2.  Функцию u xyz  при условиях связи               
2 2 2 1, 0x y z x y z . 

2.3.
 
Функцию

 
2 2;u x y xy y x при условии связи         

2 14.x y  

2.4. Функцию 
2; 1 4 ( )u x y x y x  при условии связи 

3.x y  
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2.5. Функцию 
2 2; 4 2u x y x y x y

 
при условии связи  

2 10.x y  

2.6. Функцию 
2;u x y x y xy при условии связи 

2 4.x y  

2.7. Функцию 
2 2; 2 2u x y x xy y при условии связи 

2 4 0x y  

2.8. Функцию 
2 2;u x y x y при условии связи 

2 6 0.x y  

2.9. Функцию 
2 2; 2 3u x y x xy y x  при условии связи 

2 6x y . 

2.10. Функцию 
2 2; 2 3u x y x xy y y  при условии связи 

7 0x y . 

2.11. Функцию 
2 2; 2 2 2 6u x y x xy y x  при условии 

связи 2 13 0x y . 

2.12. Функцию 
2 2; 2 1u x y x xy y y  при условии связи 

2 6 0x y . 

2.13. Функцию 
2 2; 4 2 3 1u x y x xy y x y при усло-

вии связи 2 3 1 0x y ; 

2.14. Функцию 
2 2; 3 4 2 2 3 6u x y x xy y x y  при ус-

ловии связи 4 2 0x y ; 

2.15. Функцию 
2 2; 2 2 4 3 7u x y x xy y x y  при ус-

ловии связи 2 2 0x y ; 

2.16. Функцию 
2 2; 4 4 3 2 6u x y x xy y x y  при ус-

ловии связи 2 2 1 0x y ; 
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2.17. Функцию 
2 2; 2 2 2 3 8u x y x xy y x y  при ус-

ловии связи 2 3 0x y ; 

2.18. Функцию 
2 2; 2 2 3 2 5u x y x xy y x y  при ус-

ловии связи 5 0x y ; 

2.19. Функцию 
2 2; 4 2 2 3u x y x xy y x y  при ус-

ловии связи 2 0x y ; 

2.20. Функцию 
2 2; 3 2 2 3u x y x xy y x y  при ус-

ловии связи 2 3 0x y . 

3.При каких значениях диаметра основания d  и высоты h  

цилиндрическая банка, объем которой равен 54 , имеет наи-

меньшую поверхность?                                        

 4. При каких размерах прямоугольная банка объемом 32 

см
2
 открытая сверху (т.е. без верхней грани), имеет наимень-

шую поверхность? 

 5. Найдите  наименьшее расстояние между точками пара-

болы 2zy x  и прямой 2 0x y .                    

Ответ: 2.1. min 1u  в точках (-1,1,1),(1,-1,1),(1,1,-1), 

(-1,-1,-1),  
max 1u  в точках (1,1,1),(-1,-1,1),(-1,1,-1),(1,-1,-1); 

2.2. 
min 1/(3 6)u  в точках (1/ 6,1/ 6, 2 / 6),  

(1/ 6, 2 / 6,1/ 6), ( 2 / 6,1/ 6,1/ 6) , 
min 1/(3 6),u  в 

точках ( 1/ 6, 1/ 6,2 / 6), ( 1/ 6,2 / 6, 1/ 6),  

(2 / 6, 1/ 6, 1/ 6) . 3. 6d h . 4. 
2

min 48S cм  при высоте 

2 см и длинах сторон основания равных 4 см. 5. 7 / 4 2 . 

 

        8. НАИБОЛЬШЕЕ И НАИМЕНЬШЕЕ 

                       ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ 
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 Если функция ( , )z f x y  дифференцируема в ограничен-

ной замкнутой области, то она достигает своего наибольшего 

(наименьшего) значения или в стационарной точке внутри об-

ласти или в граничной точке области. Таким образом, для на-

хождения наибольшего (наименьшего) значения функции в 

замкнутой области, необходимо: 

 1)  найти стационарные точки, расположенные в данной 

области, вычислить значения функции в этих точках; 

 2) найти  наибольшее и  наименьшее значения функции 

на линиях, образующих границу области; 

 3) из всех найденных значений выбрать наибольшее и наи-

меньшее. 

 Пример 1.  Найти наибольшее и наименьшее значения 

функции  3 3 3z x y xy  в области 0 2x , 1 2y  

(прямоугольнике). 

 Решение. 1) Найдем стационарные точки функции из 

системы  

2

2

3 3 0,

3 3 0

z
x y

x

z
y x

y

     Получаем две стационарных 

точки 1 2(0,0), (1,1)M M . Значения функции в этих точках 

1 2( ) 0, ( ) 1.z M z M  

2) Исследуем функцию на границах области: 

а)  При 0x  имеем 3z y . Эта функция монотонно 

возрастает и на концах отрезка  [-1,2] принимает значения 

1 2| 1, | 8y yz z ; 

      б) при 2x  имеем 38 6z y y . Найдем значения этой 

функции в стационарной точке и на концах отрезка [-1,2]. Име-

ем 23 6; 0z y z  при 2 2y , или в данной области, при 

1 22
2; | 8 4 2; | 13; | 4y yy

y z z z . 
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      в) При 1y  имеем 3 1 3z x x  и 23 3 0z x . 

Функция монотонно возрастает от 
0| 1xz до 

2| 13xz . 

      г) При 2y  имеем 3 8 6z x x  и 23 6 0; 0z x z   

при 2;x  0 22
| 8 4 2; | 8; | 6x xx

z z z  . 

3) Сравнивая все найденные значения функции, заключа-

ем, что 13наибz  в точке (2,-1); 1наимz  в точках (1,1) 

и (0,-1). 

     Пример 2. Найти наибольшее и наименьшее значения функ-

ции 2 22 4 3 4 8 5u x xy y x y  в замкнутой области (D), 

заданной неравенствами 1x , 2y , 4x y . 

     Решение. Изобразим область (D); она представляет собой 

треугольник с вершинами A|(-1; -2), B(-1; 5), C(6; -2). Найдѐм 

стационарные точки. 4 4 4xu x y , 4 6 8yu x y . Ре-

шим систему уравнений 

4 4 4 0,

4 6 8 0;

x y

x y
 

 
1,

2 3 4.

x y

x y
 

Решением этой системы является 

x=1, y=2. Стационарная точка 

M(1;2) принадлежит области (D), 

так как еѐ координаты удовлетво-

ряют всем трѐм неравенствам, за-

дающим треугольник (D). Найдѐм значение функции в этой 

точке: u(M) = 2 – 8 + 12 + 4 –  16 + 5 = –1. 

A

B

C

M

1

2

4

5

-2

0 64

y

x
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Исследуем функцию на границе ( ) области (D). Граница ( )  

представляет собой объединение трѐх отрезков: 
1( )  – отрезка 

BC, 
2( )  – отрезка AB, 

3( )  – отрезка AC. 

     1) 1( ) ( ; ) : 1 6, 4x y x y x .  

1

u = 2x
2
 – 4x(4 – x) + 3(4 – x)

2  
+ 4x – 8(4–x) + 5 = 2x

2
 – 16x + 

+4x
2
 + 3(16 – 8x + x

2
) + 4x – 32 + 8x + 5 = 9x

2
 – 28x + 21. 

 Найдѐм наибольшее и наименьшее значения функции 
1( )x  

9x
2
 – 28x + 21 на отрезке [–1; 6]. Имеем 

1' ( )x 18x – 28; x = 

14/9 – стационарная точка функции 
1( )x , 14/9   [–1; 6]. 

Обозначим N1(14/9 ; 4 –14/9 ) или N1(14/9 ; 22/9 ). u(N1) =  

=
1(14 / 9) =196/9 – 392/9 + 21 = –34/9. Найдѐм значения 

1( )x  

на концах отрезка [–1; 6]: 
1( 1)= u(B) = 58; 

1(6) = u(C) = 177. 

Наибольшим из этих значений является u(C) = 177, наимень-

шим – u(N1) = – 34/9. 

     2) 2( ) ( ; ) : 1, 2 5x y x y .  

2

u = 2 + 4y + 3y
2 

– 4 – 8y + 5 =  3y
2
 – 4y + 3.  

Найдѐм наибольшее и наименьшее значения функции 
2 ( )y = 

3y
2
 – 4y + 3 на отрезке [–2; 5]; 2 ( )y = 6y – 4; y = 2/3 – стацио-

нарная точка функции 
2 ( )y , принадлежащая отрезку [–2; 5]. 

Обозначим N2(–1; 2/3). U(N2) = 
2

2 4 8 5
3

3 3 3 3
. Найдѐм 

значения функции 
2 ( )y  на концах отрезка [– 2; 5]: 

2 ( 2) = 

u(A) = 23; 
2 (5)= u(B) = 58. 
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     3) 3( ) ( ; ) : 1 6, 2x y x y .  

3

u = 2x
2
 + 8x + 12 + 4x + + 16 + 5 = 2x

2
 + 12x + 33.  

Обозначим 
3 ( )x = 2x

2
 + 12x + 33. 

 
3' ( )x  = 4x + 12. Стационарная точка x = – 3 не принадлежит 

отрезку [–1; 6], поэтому она нас не интересует. Значения 
3 ( )x  

на концах отрезка [–1; 6] были найдены ранее: 
3 ( 1) = u(A) = 

23, 
3 (6)= u(C) = = 177. 

Сравнивая все полученные значения, находим 
( ; ) ( )
max ( ; )
x y D

u x y

=u(C) = u(6; –2) = 177, 
( ; ) ( )
min ( ; )

x y D
u x y = u(M) = u(1; 2) = – 1. 

Задачи для самостоятельной работы 

1. Найти наибольшее значение функции 2 5z x y  в 

областях а) 0, 0, 1;x y x y  б) 0, 0, 1.x y y x  

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
2 2z x y xy x y  в области 0, 0, 3.x y x y   

3.  Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
2z xy  в области 2 2 1.x y  

      4. Найдите наибольшее и наименьшее значения функции 

;u x y  в области (D), заданной указанными неравенствами. 

4.1. 
2 2; 4 2 3 2 4, : 3, 2,u x y x xy y x y D x y

12;x y  

4.2.
2 2; 3 2 4 2 2, : 2, 3,u x y x xy y x y D x y

1;x y  

4.3.
2 2; 2 2 2 3 1, : 2, 1,u x y x xy y x y D x y

1x y ; 
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4.4
2 2; 4 2 2 1, : 2, 1,u x y x xy y x y D x y

2;x y  

4.5.
2 2; 3 2 4 2, : 1, 2,u x y x xy y x y D x y

1;x y  

4.6.
2 2; 2 3 2 4 1, : 1, 2,u x y x xy y x y D x y

1x y ; 

4.7.
2 2; 4 2 2 2, : 2, 2,u x y x xy y x y D x y

1x y ; 

4.8.
2 2; 3 2 2 2 1, : 1, 1,u x y x xy y x y D x y

2x y ; 

4.9.
2 2; 2 4 2, : 2, 2,u x y x xy y x y D x y

1x y ; 

4.10.
2 2; 4 2 4 6 1, : 1, 3,u x y x xy y x y D x y

1x y . 

      5. Представить положительное число a  в виде произведе-

ния четырех положительных сомножителей так, чтобы сумма 

их обратных величин была наименьшей. 

Ответ:1. а) 6наибz  при 3, 0;x y б) 5наибz  при 0.x y  

2. 6наибz  при 3, 0x y  и при 0, 3x y  ; 1наимz  при 

1.x y  3. 2 /(3 3)наибz  при 1/ 3, 2 /3x y ; 

 2 /(3 3)наимz  при 1/ 3, 2 /3x y .   

5. 4 4 4 4 .a a a a a  

9. МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

 В практических применениях математики часто встречает-

ся такая задача. Зависимость между переменными величинами 
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выражается в виде таблицы, полученной опытным путем. Это 

могут быть результаты эксперимента, данные наблюдений или 

измерений, статистической обработки материала и т.п. Требу-

ется выразить эту зависимость между переменными аналити-

чески, то есть дать формулу, связывающую между собой соот-

ветствующие значения переменных. Такая формула облегчает 

анализ изучаемой зависимости. Формулы, служащие для ана-

литического представления опытных данных, принято назы-

вать эмпирическими формулами. 

 Подбор эмпирической формулы по данным наблюдений не 

может ставить перед собой задачу разгадать истинный харак-

тер зависимости между имеющимися переменными. Даже в 

том случае, когда в нашем распоряжении имеются точные зна-

чения аргумента и функции, восстановить функцию по конеч-

ному числу ее значений - задача математически неразрешимая. 

Тем более не следует ожидать, что это удастся сделать исходя 

из экспериментальных данных, которые наверняка содержат 

случайные ошибки измерения или статистических наблюде-

ний. 

 Во многих случаях характер зависимости между перемен-

ными величинами  предполагается известным из каких-либо 

теоретических соображений и задача подбора эмпирической 

формулы сводится к тому, чтобы определить числовые значе-

ния параметров, входящих в формулу данного вида. 

 Один из способов подбора эмпирических формул состоит в 

том, что поданным результатам наблюдений подбирается наи-

более простая формула того или иного типа, дающая наилуч-

шее приближение к имеющимся данным. При этом пользуются 

принципом наименьших квадратов. Он  основан на том, что из 

данного  множества формул вида ( )y f x  наилучшим образом 

изображающей данные значения считается та, для которой 

сумма квадратов отклонений наблюдаемых значений от вы-

численных является наименьшей. 
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 Подбор параметров функции ( )f x , основанный на этом 

принципе, называют способом наименьших квадратов. 

 Необходимо помнить, что способ наименьших квадратов 

применяется для подбора параметров после того, как вид 

функции ( )y f x  определен. Если из теоретических сообра-

жений нельзя сделать никаких выводов о том, какой должна 

быть эмпирическая формула, то приходится  руководствовать-

ся наглядным представлениями, прежде всего графическим 

изображением наблюденных данных. Вид функции выбирается 

таким образом, чтобы график этой функции по возможности 

близко напоминал расположение на графике данных наблюде-

ния. 

 Пусть в результате эксперимента получены n  значений 

функции y  при соответствующих значениях x : 1 1 2 2( , ),( , ),x y x y  

..., ( , ).n nx y  При выбранном виде функции ( , , , ,...)y f x a b c  

остается подобрать входящие в нее параметры так, чтобы сум-

ма квадратов отклонений наблюдаемых значений от вычислен-

ных являлась наименьшей. Составим функцию 

2

1

( , , ,...) [ ( , , , ,...) ]
n

i i

i

S a b c f x a b c y  и подберем параметры 

, , ,...a b c  так, чтобы сумма имела наименьшее значение. Таким 

образом, получилась задача нахождения минимума функции 

нескольких переменных ( , , ,...)S a b c . Сумма принимает мини-

мальное значение при тех значениях параметров , , ,...a b c , при 

которых обращаются в нуль частные производные этой функ-

ции по каждой переменной, то есть когда 0, 0,
S S

a b
  

0,....
S

c
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 Пример. Пусть y ax b . Найдем параметры a  и b /  Со-

ставим функцию 2

1

( , ) [( ) ] .
n

i i

i

S a b ax b y  Находим частные  

производные 

2

1 1 1 1

1 1 1

2 ( ) 2[ ],

2 ( ) 2[ ].

n n n n

i i i i i i i

i i i i

n n n

i i i i

i i i

S
ax b y x a x b x x y

a

S
ax b y a x bn y

b

 

Приравнивая каждую частную производную нулю, получаем 

систему двух линейных уравнений относительно ,a b  

                                 

2

1 1 1

1 1

;

.

n n n

i i i i

i i i

n n

i i

i i

a x b x x y

a x bn y

 

Решая ее, находим a  и .b  

Из характера задачи следует, что система имеет определенное 

решение и что при полученных значениях ,a b  функция ( , )S a b  

имеет минимум. Нетрудно доказать это и на основании доста-

точных условий. Действительно, 

                  
2 2 2

2

2 2
1 1

2 , 2 , 2 .
n n

i i

i i

S S S
x x n

a ba b
 

Следовательно, 
2 2 2

2 2 2

2 2
1 1

( ) 4 (2 )
n n

i i

i i

S S S
n x x

a ba b
 

2
2
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, ;

4 ( ) 0, 0.i j

i j i j

S
x x
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