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ВВЕДЕНИЕ 

 
 

 Математическая обработка и анализ результатов экспериментальных ис-
следований являются необходимыми студентам и аспирантам при изучении 
курсов связанных с научными исследованиями и испытаниями машин и меха-
низмов. Недостаток знаний современных методов математической обработки 
эксперимента и анализа его результатов вызывает у начинающих исследовате-
лей серьезные затруднения и часто приводит к использованию ими упрощен-
ных и неверных приемов обработки полученных данных. 
 Однако, количество задач, наиболее часто встречающихся при обработке 
результатов экспериментальных исследований не велико. В основном это оцен-
ка истинных значений измеряемых величин и точности их измерений, отыска-
ние параметров эмпирических зависимостей и сглаживание исходных данных, 
корреляционный анализ и оценка параметров полученных на его основе мате-
матических моделей. 
 Важно отметит, что все математические методы обработки результатов 
экспериментов основаны на вероятностных представлениях и все результаты и 
получаемые выводы даются с определенной точностью и достоверностью. 
 Выполнение практических работ предусматривает знание основ теории 
вероятностей и владение навыками работы в ОС MathCAD. 
  

1. ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ ПРЯМЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 

1.1. Измерения и их погрешности 

Целью любых экспериментальных исследований является определение 
численных значений параметров физических явлений, между которыми 
нужно установить определенную функциональную зависимость. Процесс 
определения численных значений, какой либо физической величины называ-
ется измерением. При этом опытном путем сравнивается измеряемая вели-
чина с некоторым ее значением, приятым за единицу измерения. 

Качество результатов измерений принято характеризовать указанием 
их погрешностей. При достаточно точных измерениях одной и той же ве-
личины их результаты будут отличаться друг от друга из-за  содержания 
в них ошибок.   

Ошибкой или погрешностью измерения называют разность между ре-
зультатом измерений x и  истинным значением а измеряемой величины. 
Ошибка измерения, как и истинное значение измеряемой величины, обычно 
неизвестна. Следовательно, основной задачей обработки результатов прямых 
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измерений является оценка истинного значения измеряемой величины по 
полученным опытным значениям с возможно меньшей ошибкой. 

Различают абсолютную ax −=∆  и относительную a/E ∆=  погреш-
ности измерения. Относительную погрешность Е принято выражать в про-
центах. Чем меньше относительная ошибка, тем выше точность результата 
измерения.  

По характеру возникновения ошибки измерений подразделяются на 
систематические, случайные и грубые (промахи). 

Грубые ошибки или промахи возникают в результате нарушения усло-
вий измерения или невнимательности экспериментатора. При их обнаруже-
нии соответствующий результат нужно сразу отбросить, а само измерение, 
по возможности, повторить. Признаком промаха является резкое отличие его 
величины от остальных результатов измерений. В дальнейшем предполага-
ется, что оставленные для математической обработки результаты не содер-
жат грубых ошибок. 

Систематические ошибки имеют постоянные значения при различ-
ных измерениях. Они могут быть обусловлены различными причинами, ос-
новной из которых является погрешность средств измерений. Минимальное 
значение ошибки измерений определяется их точностью. 

Погрешность средств измерений определяется классом точности при-
бора и погрешностью отсчета. Для большинства приборов со шкалой, кроме 
электроизмерительных, она равна наименьшей цене деления шкалы. У циф-
ровых приборов систематическую погрешность принимают равной единице 
наименьшего учитываемого разряда по индикатору прибора. Погрешность 
электроизмерительных приборов определяется их классом точности, кото-
рый характеризует её предельное значение в процентах. 

Случайные ошибки вызываются большим количеством неконтроли-
руемых факторов. Они являются неустранимыми и присутствуют в каждом 
из результатов измерений. Их влияние на оценку истинного значения изме-
ряемой величины можно оценить и минимизировать с помощью методов 
теории вероятностей.  

Рассмотрим основные минимальные сведения из теории вероятностей 
необходимые для определения значения измеряемой величины с возможно 
меньшей ошибкой. 

 
1.2 Оценки истинного значения измеряемой величины 

В качестве оценки истинного значения а измеряемой величины приме-
няют среднее арифметическое значение серии результатов измерений 
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где ix  – результат i-го измерения; 
       n – количество измерений. 
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 Среднее арифметическое значение является несмещенной, состоятель-
ной и эффективной оценкой истинного значения а. 
 Оценкой (характеристикой точности измерений) при неизвестной точ-
ности измерений служит эмпирический стандарт (среднее квадратичное от-
клонение) 

( )
1

2

−

−
=

n
xxs i

x ,       (1.2) 

который служит оценкой средней квадратичной ошибки σ. 
 Среднее квадратичное отклонение xs дает точечную оценку (одним 
числом) степени близости x  к истинному значению измеряемой величины а 
без указания вероятности выхода за этот интервал. Более надежной и ин-
формативной является интервальная оценка, заключающаяся в указании ве-
личины интервала в котором находится а, с заданной вероятностью. 
  В этом случае характеристиками точности и надежности измерения 
будут доверительный интервал ε  и доверительная вероятность α . Довери-
тельный интервал ε  ограничивает такую окрестность x  ± αx∆ , куда с задан-
ной вероятностью α попадает истинное значение а. 

Величину αx∆  называют доверительной случайной погрешностью. 
Фактически полуширина доверительного интервала αx∆  характеризует абсо-
лютную погрешность измерения при влиянии только случайных ошибок. 

Величина доверительного интервала для небольшой выборки ( 30<n ) с 
заданной вероятностью α определяется с помощью, так называемого распре-
деления Стьюдента (введено в 1908 г. английским математиком В.С. Госсе-
том) по формуле 

n
stx x

)n(αα =∆ ,       (1.3) 

где )n(tα  – коэффициент Стьюдента, учитывающий число измерений. 
 Распределение Стьюдента зависит от одного параметра 1−= nk , назы-
ваемого числом степеней свободы. Величина коэффициента Стьюдента для 
различных значений и n приведена в табл. П.1.1. 
 Для инженерных расчетов заданную вероятность попадания в довери-
тельный интервал достаточно принимать α = 0,9 ... 0,95. 
 Таким образом, величина доверительного интервала для заданной ве-
роятности попадания в него записывается следующим образом 

n
stx x

n)(αε ±= .     (1.4) 

 
1.3. Исключение грубых ошибок 

Метод исключения грубых ошибок при неизвестной точности измере-
ний основан на применении эмпирического стандарта xs . 
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Для этого абсолютную величину разности xx −∗  между «выскаки-
вающей» величиной ∗x  и средним арифметическим значением x  делят на 
эмпирический стандарт xs  

xs

xx
t

−
= ∗       (1.5) 

и сравнивают полученный результат t с критическим значением крите-
рия tn(α) из табл. П.1.2.  

Если при данном числе измерений n и требуемой надежности α окажется, 
что t > tn(α),то проверяемую величину ∗x  следует считать промахом. 

 
1.4. Определение необходимого количества измерений 

Увеличение количества измерений позволяет повысить точность опре-
деления измеряемой величины, но при соответствующем увеличении затрат 
времени и средств. Необходимое количество измерений для достижения 
требуемой величины доверительного интервала с заданной надежностью 
можно определить только, когда известна средняя квадратичная ошибка из-
мерений, что на практике обычно неосуществимо. 
 Если средняя квадратичная ошибка измерений заранее неизвестна, но 
известен хотя бы её порядок, то предварительно необходимое количество 
измерений nl для требуемых значений надежности α и доверительного ин-
тервала ε можно определить в зависимости от отношения 

xs
q

′
=
ε ,      (1.6) 

где xs′ – предварительная оценка будущего эмпирического стандарта. 
Предварительное определение количества измерений nl в зависимости 

от принятых α и q производится по данным табл. П.1.3. 
После этого проводится nl измерений по результатам, которых опреде-

ляются значения  x  и xs , которые используются для определения необходи-
мого количество измерений n по формуле 

2
2

)(
x

n s
x

t
n 








∆

≥
α

α .     (1.7) 

При этом нахождение n придется вести методом последовательного 
приближения, так как значения коэффициента Стьюдента )n(tα  зависит не 
только доверительной вероятности, но и от числа измерений. То есть расче-
ты по формуле (1.7) нужно будет провести несколько раз.  

Полученное, в соответствии изложенным, число измерений n1 будет 
первым приближением. Для получения второго приближения необходимо 
провести n1 измерений и повторить все необходимые расчеты, приведенные 
выше. Если полученное число измерений n1 меньше предварительно прове-
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денного числа измерений или равно ему, то второго приближения делать не 
следует. 

Увеличение числа измерений n приводит к уменьшению случайной 
ошибки. Однако увеличивать n целесообразно, до тех пор, пока случайная 
погрешность αx∆  превышает систематическую С∆ . На практике обычно 
принимают Ca ,x ∆≤∆ 10 , а  иногда удовлетворяются даже гораздо менее же-
сткими требованиями: Ca ,x ∆≤∆ 20  или даже Ca ,x ∆≤∆ 30 . 

Основной систематической погрешностью обычно является приборная 
погрешность средств измерений. Для приборов со шкалой (кроме электроиз-
мерительных) она равна наименьшему делению шкалы прибора. У некото-
рых механических средств измерений погрешность указывается на них, на-
пример, микрометр – 0,01 мм; штангенциркуль – 0,1 или 0,05мм. Для метал-
лических линеек с нарезанными миллиметровыми делениями, а не просто 
нанесенными краской, погрешность принято считать равной 0,5мм. 

 Для цифровых показывающих приборов систематическую погреш-
ность принимают равной единице наименьшего учитываемого разряда по 
индикатору прибора.  

У электроизмерительных приборов систематическая погрешность оп-
ределяется классом точности, обозначается цифрами: 0,1; 0,2; 0,5; 1,0; 1,5; 
2,5; 4,0. Это число означает процентную погрешность от максимального зна-
чения шкалы прибора. 

 
1.5. Определение суммарных погрешностей 

При реальных измерениях присутствуют как систематические С∆ , так 
и случайные погрешности αx∆ . В связи с тем, что случайные погрешности 
по своей природе на коррелированы с другими видами погрешностей то в 
общем случае суммарная погрешность  находится геометрическим суммиро-
ванием С∆  и αx∆  

n
stx x

)n(CaCx αε +∆=∆+∆= 22 .    (1.8) 

Геометрическое суммирование дает меньшее значение суммарной по-
грешности по сравнению с арифметическим. 

Когда погрешностей не две, а более, их суммирование производят точ-
но так же. 

Кроме абсолютного значения определяют также относительную по-
грешность  

x
xεδ = .      (1.9) 
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Геометрическое суммирование погрешностей имеет одну важную осо-
бенность. Если одна из ошибок составляет половину другой то 

121501 ,,x =+=ε , т.е. суммарное значение изменяется на 12% . Таким обра-
зом, меньшая погрешность почти ничего не добавляет к большей, даже если 
она составляет половину от неё. 

Повышение точности результатов измерений целесообразно проводить 
путем уменьшения систематических ошибок, т.е. использованием более точ-
ных приборов, изменением методики эксперимента, а не увеличением числа 
опытов. 

Правила округления значений рассчитанной погрешности и полученно-
го результата измерения. 

Любое округление чисел дает систематическую погрешность. Поэтому 
результаты измерений и погрешности следует округлять по следующим пра-
вилам. 
1. Округление проводится только один раз при получении окончательных 
результатов. Все промежуточные результаты целесообразно представлять 
тем числом разрядов, которые удается получить. 
2. Округление начинается с округления погрешности результата измерения. 
3. Погрешность результата измерения округлятся до двух значащих 
цифр, если при движении слева направо первая значащая цифра округляемой 
погрешности меньше 3.Погрешность результата измерения округляется до 
одной значащей цифры, если при движении слева направо первая значащая 
цифра округляемой погрешности больше 3 или равна 3. 
4. Результат измерения округляется так, чтобы он оканчивался цифрой того 
же разряда, что и значение погрешности. Если числовое значение результата 
измерения представляется десятичной дробью, оканчивающейся нулями, то 
нули отбрасываются только до того разряда, который соответствует разряду 
числового значения погрешности. 
5. Если цифра старшего из отбрасываемых разрядов меньше 5, то остающие-
ся цифры в числе не изменяют. Если эта цифра больше 5, то последнюю ос-
тавляемую цифру увеличивают на единицу. Лишние цифры в целых числах 
заменяют нулями, а в десятичных дробях отбрасывают.  
6. Если отбрасываемая цифра равна 5, а следующие за ней цифры отсутст-
вуют или нули, то последнюю сохраняемую цифру числа не изменяют. Если 
отбрасываемая цифра равна 5, а следующие за ней цифры отличны от нуля, 
то последнюю сохраняемую цифру числа увеличивают на единицу. 

Окончательный результат записывают в виде  
xxa ε±= ,       (1.10) 

при этом здесь же обязательно должны быть указаны доверительная вероят-
ность α. 
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1.6. Порядок выполнения работы 

В соответствии с указаниями преподавателя, для конкретных условий, 
провести серию измерений физической величины. После чего определить 
следующие параметры. 

– Среднее арифметическое значение (ф-ла 1.1) и эмпирический стан-
дарт (ф-ла 1.2) с помощью функций системы MathCAD mean, Var и Stdev. 

– Определить величину доверительного интервала (ф-ла 1.3) и прове-
рить исходные данные на наличие грубых ошибок с помощью ф-лы 1.5.  

– В случае наличия промахов в исходных данных, исключить их и по-
вторить расчеты по ф-лам 1.1 ... 1.3. 

– Определить минимально необходимое количество измерений с по-
мощью формул 1.6 и 1.7. 

– Определить суммарную погрешность проведенных измерений (ф-лы 
1.8 и 1.9) и записать окончательный вариант результата измерений (ф-ла 1.10). 

 
Контрольные вопросы 

1. Что такое измерение? 
2. Какие бывают виды ошибок измерений? 
3. Как называются оценки истинного значения среднего квадратичного от-
клонения и как они определяются? 
4. Что такое доверительный интервал и как определяется его величина? 
5. Что такое «промах» и как он выявляется? 
6. Как определяется необходимое количество измерений? 
7. Как определяются погрешности приборов с различными шкалами? 
8. Как определяется суммарная погрешность результатов прямых измере-
ний? 
9. Перечислите правила округления результатов прямых измерений. 
 

2. ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ КОСВЕННЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 

2.1. Погрешности косвенных измерений 

 При проведении испытаний наземных транспортно-технологических 
машин большинство определяемых параметров и характеристик нельзя из-
мерить непосредственно. Они рассчитываются по известным зависимостям 
от одной или нескольких первичных величин определяемых прямыми изме-
рениями. 

При определении погрешности результата косвенных измерений, когда 
интересующий нас параметр определяется по результатам измерений одной 
или нескольких величин, связанных с ним функциональной зависимостью, 
исходят из следующих положений теории ошибок. 

Рассмотрим зависимость 
( )xfy = ,      (2.1) 
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где у – результат косвенного измерения (функция); 
      х – результат прямого измерения (аргумент). 

Предполагая, что погрешность измерения аргумента х известна и со-
ставляет величину ±Δx, обозначим погрешность измерения функции у как 
±Δу.  Тогда, с учетом погрешностей ±Δx и ±Δy выражение (2.1) примет вид 

 
( ).xxfyy ∆±=∆±        (2.2) 

Разлагая правую часть выражения (2.2) в ряд Тейлора, и учитывая, что 
члены разложения, содержащие вторые и более высокие степени ошибок, 
лежат за пределами точности измерений и ими можно пренебречь, получим  

( )
dx

xdfx)x(fyy ∆±=∆± .                  (2.3) 

Учитывая, что y есть функция  f(x), получим для Δу 

( ) ,
dx

xdfy x∆±=∆       (2.4) 

где Δy – абсолютная погрешность результата косвенного измерения величины у; 
      Δx – абсолютная погрешность результата прямого измерения величины х, 
т. е. абсолютная ошибка функции равна абсолютной ошибке аргумента, ум-
ноженной на производную этой функции. 

Для сложной функции 

)x,,x,x,x(fy n321=      (2.5) 

с независимыми переменными, в соответствии с теорией ошибок, суммарная 
абсолютная ошибка равна геометрической сумме частных ошибок, в каждой 
из которых за переменную принимается только один из аргументов, т. е. 

( ) ( ) ( ) .
dx
dyx

dx
dyx

dx
dyxy

n

n

222

2

2
2

2

1

2
1 










∆++
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∆±=∆   (2.6) 

От абсолютной ошибки можно перейти к относительной, зная, что от-
носительная ошибка измерения какой-либо   величины   является частным от 
деления абсолютной ошибки на эту величину, т. е. 

.
dx
dy
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dx
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dx
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1

2
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 ∆
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 ∆
±=

∆
  (2.7) 

 
Таким образом, для расчета погрешности результата косвенного изме-

рения можно использовать  частные производные независимых переменных 
формул подсчета определяемой величины. 
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При определении суммарной ошибки опыта берут наиболее неблаго-
приятный случай, когда все частные ошибки, составляющие ошибку резуль-
тата, имеют одинаковый знак «плюс» независимо от знака, полученного при 
дифференцировании.  

Формулы для вычисления суммарных абсолютных и относительных 
погрешностей результатов косвенных измерений для некоторых зависимо-
стей приведены в табл. П.2.1. 

Погрешность результата косвенного измерения целесообразно опреде-
лять следующим образом:  

1) установить величины погрешностей прямых измерений каждой из 
составляющих, определяемого параметра;  

2) оценить относительную ошибку результата косвенных измерений;  
3) перейти от относительной ошибки к абсолютной ошибке результата. 
 
Рассмотрим пример оценки погрешностей результата косвенных изме-

рений при лабораторных испытаниях двигателя внутреннего сгорания. Тре-
буется определить ошибку измерения часового расхода топлива двигателя на 
тормозном стенде. 

В результате испытаний было установлено: расход топлива за опыт 
650=опG  г, продолжительность опыта 3197,Tоп =  с.  Часовой расход топлива 

равен  

8601163 ,
T
G,G

on

on
T ==  кг/ч.        (2.8) 

Продифференцировав формулу для подсчета часового расхода топлива 

опопT Т/G,G 63=  (из свойств производной 
2

2

1221

2

1

f
ffff

f
f ′−′

=

′











), и взяв все 

члены со знаком плюс, получим формулу для определения абсолютной по-
грешности результата косвенного измерения величины часового расхода топ-
лива 

2

2222

63
оп

GопТоп

G
Т

ТG
, опоп

T

∆+∆
±=∆ .           (2.9) 

Разделив это выражение на опопT Т/G,G 63= , получим формулу для  относи-
тельной ошибки 

.
GТG оп

G

оп

Т

T

G опоп

22










 ∆
+









 ∆
±=

∆

Т       (2.10) 

Таким ошибка измерения часового расхода топлива складывается из 
погрешности взвешивания и погрешности измерения продолжительности 
опыта. 
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Основная систематическая погрешность взвешивания равна наимень-

шему делению шкалы весов, которая составляет 5±=∆
опG  г. Из опыта из-

вестно, что случайные погрешности взвешивания перекрываются нечувстви-
тельностью весов.  

Предельная погрешность измерения продолжительности опыта слага-
ется из инструментальной погрешности секундомера и случайной погрешно-
сти несвоевременности включения и выключения его.  

Приведенная погрешность секундомера по данным поверки составляет 
± 5 % или в абсолютном значении  ± (0,5 Топ/100)с. Погрешность несвоевре-
менности включения и выключения секундомера по опытным данным со-
ставляет 0,4 с. 
Таким образом, абсолютная погрешность измерения продолжительности 
опыта равна 

( )400050 ,Т, опТоп
+±=∆  с. 

Тогда относительная погрешность измерения часового расхода топли-
ва двигателя равна 

 

041891100
3197

4031970050
650
5

2222

,
,

,,,
GТG оп

G

оп

Т

T

G опоп ±=






 +⋅
+








±=









 ∆
+









 ∆
±=

∆

Т %, 

 
а абсолютная погрешность будет 

1235680
100

04189186011 ,,,
TG ±=

⋅
±=∆  кг/ч. 

 Окончательно, после округления полученных значений, результат кос-
венного измерения часового расхода топлива двигателя записывается в виде 

1208611 ,,GT ±=  кг/ч. 
 

2.2. Порядок выполнения работы 

В соответствии с указаниями преподавателя, по результатам испыта-
ний транспортно-технологической машины, определить погрешности ре-
зультата косвенных измерений одного из параметров. Для чего необходимо: 

 – установить функциональную зависимость этого параметра от харак-
теристик, полученных прямыми измерениями и значения их абсолютных по-
грешностей (аналог – ф-ла 2.8); 

– продифференцировать установленную функцию нескольких пере-
менных, взяв частные производные по каждой из них (аналог – ф-ла 2.9); 

– получить формулу для  относительной ошибки результата косвенно-
го измерения (аналог – ф-ла 2.10); 
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– определить значения относительной и абсолютной погрешностей ре-
зультата косвенного измерения и записать его окончательный вариант после 
округления. 

 
Контрольные вопросы 

1. Что такое косвенное измерение? 
2. По какой формуле определяется абсолютная погрешность результата 

косвенного измерения функции одной переменной? 
3. По какой формуле определяется абсолютная погрешность результата 

косвенного измерения функции нескольких переменных? 
4. По какой формуле определяется относительная погрешность результа-

та косвенного измерения функции нескольких переменных? 
5. Составьте алгоритм действий при обработке косвенных измерений. 
 
3. ОТЫСКАНИЕ ПАРАМЕТРОВ ЭМПИРИЧЕСКИХ ФОРМУЛ 

И СГЛАЖИВАНИЕ 

При проведении экспериментальных исследований транспортно-
технологических машин часто одной из основных задач является установле-
ние зависимостей между двумя или несколькими параметрами, вид которых, 
как правило, заранее не известен. Кроме того результаты эксперимента име-
ют отклонения вызванные случайными вариациями условий проведения 
опытов и погрешностями измерений.  

Изучение таких стохастических зависимостей и получение математиче-
ских моделей исследуемых явлений производится с помощью регрессионно-
го анализа, основной задачей которого является установление вида эмпири-
ческой зависимости.  
 

3.1. Постановка задачи отыскания параметров 

 При экспериментальном исследовании зависимости одного параметра 
y от другого x ряд измерений  величины y при различных значениях x. Ре-
зультаты могут быть представлены в виде таблицы или графика. Графиче-
ское представление дает возможность наглядно продемонстрировать поста-
новку задачи. 
 Каждое измеренное значение представляется точкой  на графике (рис. 
2.1). Множество точек образуют на графике зону, через которую необходимо 
провести кривую, наилучшим образом описывающую зависимость ( )xfy = . 
Задача заключается в выборе  вида этой аналитической зависимости. 
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Рис. 3.1. Графическая зависимость результатов экспериментальных 

исследований 
  
  Особенностью задачи является наличие случайных ошибок из-
мерений, что делает нецелесообразным, да и невозможным, подбор такой 
функции, которая точно описывала бы все экспериментальные значения. Т.е. 
график искомой функции не должен проходить через все точки на рис. 2.1, а 
должен наилучшим образом сгладит случайные отклонения. Лучшей счита-
ется такая функция ( )xfy = , для которой сумма квадратов ортогональных 
относительно оси y расстояний будет минимальной. 
 Формулу, описывающую эмпирическую зависимость ( )xfy =  (мате-
матическую модель процесса) обычно выбирают из функций определенного 
типа, а при невозможности такого выбора, используют степенные или три-
гонометрические ряды. 
 Иными словами, задача сводится к определению параметров функции, 
вид которой заранее известен из каких либо теоретических предпосылок или 
соображений достаточной простоты описания эмпирических зависимостей. 
 Пусть выбранная функция имеет вид 

( )Naa,a;xfy 21=      (3.1) 
с явно указанными параметрами, подлежащими определению. Величины 
этих параметров a1, a2, … aN невозможно определить точно по эмпирическим 
значениям функции  y1, y2 … yN, так как в них содержатся случайные ошибки. 
 Для получения несмещенных и состоятельных оценок всех параметров 
функции 3.1 используется метод наименьших квадратов, заключающийся в 
определении таких значений a1, a2, … aN при которых сумма квадратов от-
клонений экспериментальных значений yi от расчетных ( )Naa,a;xfy 21= , 
будет минимальной. 
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3.2. Метод наименьших квадратов 

 Если все независимые измерения значений функции y1, y2 … yN произ-
ведены с одинаковой точностью при произвольном расположении значений 
аргумента x1, x2 ... xN, то оценки параметров a1, a2, … aN, обеспечивающие 
минимальную среднеквадратичную погрешность приближения к исходной 
функции, определяются из условия минимального значения суммы квадра-
тов отклонений измеренных значений yi от расчетных ( )Naa,a;xfy 21= , т.е. 

( )[ ]∑
=

=−=
N

i
Nii minaa,a;xfyS

1

2
21  .       (3.2) 

 Функция (3.2) есть функция нескольких переменных. Как известно, 
для нахождения экстремума функции нескольких переменных необходимо 
найти частные производные и приравнять их к нулю. 
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   (3.3) 

 
 Решив систему уравнений (3.3) получим значения параметров a1, a2, … aN 
при которых функция (3.2) имеет минимум. 
 
 Отыскание параметров линейной функции.  
 Линейная функция графически изображается прямой линией, уравне-
ние которой имеет вид 

bxay += .        (3.4) 
 Сумма квадратов отклонений от линейной функции равна 

( ) ( )[ ]∑
=

=+−=
N

i
iib,a minbxayS

1

2
.    (3.5) 

 Составляем систему уравнений с частными производными аналогично 
(3.3) 
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 Перепишем систему (3.6) в виде 
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 Решив систему линейных уравнений (3.7), получим значения парамет-
ров a и b обеспечивающих минимум суммы ( )b,aS  

∑∑

∑∑∑

==

===

−






−
=

N

i
i

N

i
i

N

i
ii

N

i
i

N

i
i

xNx

yxNyx
a

1

2
2

1

111 ,    




 −= ∑ ∑

= =

N

i

N

i
ii xay

N
b

1 1

1 .  (3.8) 

 Аналогично можно определить параметры и других функций. Значе-
ния параметров для наиболее распространенных функций приведены в [1, 5]. 
 Для определения погрешности аппроксимации принятой функцио-
нальной зависимостью вычисляют среднеквадратическое отклонение теоре-
тической кривой от экспериментальных значений 

( )[ ]∑
=

+−
−

=
N

i
ii bxay

N 1

2

1
1σ .    (3.9) 

 Полученное значение σ  нужно сравнить с известной погрешностью 
эксперимента ε . Если εσ ≤ , то вид аппроксимирующей функции выбран 
удачно, а если  εσ >>  – аппроксимация слишком грубая и необходимо ис-
пользовать другой вид функции. 
 

3.3. Сглаживание эмпирических данных 

 При большом количестве экспериментальных точек подбор формулы 
для эмпирической зависимости может оказаться затруднительным из-за того 
что функции с малым количеством параметров будут давать значительную 
погрешность, а большое  количество параметров неудобно для анализа. 
Кроме того, некоторые задачи анализа и интерпретации результатов экспе-
римента не требуют единой аналитической формулы для всего диапазона их 
вариации. Например, для численного дифференцирования или интегрирова-
ния необходимо лишь устранить случайные погрешности («шум») экспери-
мента, сохранив при этом информацию об исследуемой зависимости. Для 
этого используется сглаживание эмпирических данных, заключающееся в 
замене таблицы исходных точек новой таблицей с приближенными точками, 
лежащими более близко к реальной кривой. 
 Сглаживание осуществляется с помощью аппроксимирующих много-
членов различных, желательно оптимальных, степеней приближающих 
опытные данные по методу наименьших квадратов. Если используется ап-
проксимирующий многочлен первой степени, сглаживание называется ли-
нейным, если более высокой степени – нелинейным. 
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 Наилучшее сглаживание достигается для точек находящихся в середи-
не таблицы, поэтому количество экспериментальных точек выбирают нечет-
ным. Крайние точки в начале и конце таблицы сглаживаются с меньшей 
точностью.  

Таблицы исходных данных формируют таким образом, чтобы значе-
ния аргумента xi было монотонно возрастающими или убывающими, жела-
тельно также выбирать шаг изменения аргумента ix∆  постоянным. 

Сглаживание осуществляется по группам точек скользящих вдоль всей 
таблицы. Например, при линейном сглаживании по трем точкам берут пер-
вую группу точек ( ) ( ) ( )332211 y,x,y,x,y,x  и сглаживают (находят значение ап-
проксимирующего многочлена) среднюю точку 2y  заменяя ее вычисленным 
значением 2y~ . Затем берут следующую группу точек ( ) ( ) ( )443322 y,x,y,x,y,x ,  
вычисляют значение многочлена для средней точки этой группы 3y  и сгла-
живают ее, заменяя вычисленным значением 3y~ . И так «скользят» до конца 
таблицы. После этого производят сглаживание двух первых и двух послед-
них точек по специальным менее точным формулам. 

Рассмотрим наиболее простые и часто употребляемые формулы для 
сглаживания экспериментальных данных с постоянным шагом. Для удобст-
ва расчетов средней точке из рассматриваемой группы присваивается индекс 
0, а симметрично расположенным точкам индексы ± 1 и ± 2. Сглаженные 
значения функции обозначаются iy~  (с волнистой чертой сверху). Основной 
является формула для сглаживания средней точки 0y , а остальные применя-
ются только для крайних значений в начале и конце таблицы. 

Формулы линейного сглаживания по трем точкам: 

( )

( )

( )
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    (3.10) 

Формулы линейного сглаживания по пяти точкам: 
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3.4. Порядок выполнения работы 

 Для варианта исходных данных выданных преподавателем следует 
выполнить с помощью системы MathCAD. 

1. Ввести в файл  MathCAD исходные данные и разместите их в масси-
вах (x), (y). 

2. Построить график с точками исходных данных и по его виду задаться 
типом аппроксимирующей функции. 

3. Определить формулы для расчета значений параметров аппроксими-
рующей функции, обеспечивающих минимум суммы квадратов от-
клонений от нее.  

4. Составить программу в системе MathCAD для расчета значений пара-
метров аппроксимирующей функции и определить их. 

5. Построить совместный график с точками исходных данных и кривой 
аппроксимирующей функции. 

6. Определить погрешность аппроксимации принятой функцией и сде-
лать вывод о соответствии ее исследуемой экспериментальной зави-
симости. 

7. Составить в системе MathCAD таблицу сглаженных данных, исполь-
зуя формулы и алгоритм линейного сглаживания по трем точкам.   
Построить на одном графике исходные (уi) и сглаженные ( iy~ ) данные. 

8. Провести линейное сглаживание данных по пяти точкам. Построить 
графики исходных и сглаженных данных.  

9. Провести сглаживание исходных данных с помощью встроенной 
функций системы MathCAD –supsmooth(x,y). Сравнить по построен-
ным графикам качество этого сглаживания с полученными ранее ре-
зультатами. Сделать вывод. 

 
Контрольные вопросы 

1. В чем заключается задача аналитического описания эксперименталь-
ной зависимости? 

2. Почему экспериментальные данные имеют разброс относительно ис-
следуемой функциональной зависимости? 

3. Какая функция считается лучшей для описания исследуемой экспери-
ментальной зависимости? 

4. В чем заключается задача метода наименьших квадратов? 
5. Минимум, какой функции определяется в методе наименьших квадра-

тов? 
6. Как находится экстремум функции нескольких переменных? 
7. Приведите формулы для определения параметров линейной аппрокси-

мирующей функции. 
8. Для чего используется сглаживание эмпирических данных? 
9. Что устраняется при сглаживании эмпирических данных? 
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10. В чем заключается сглаживание эмпирических данных? 
11. Для каких точек достигается наилучшее сглаживание? 
12. Какие требования предъявляются к форме экспериментальных дан-

ных? 
13. Напишите формулы линейного сглаживания по трем точкам. 
14.  Напишите формулы линейного сглаживания по пяти точкам. 

 
4. ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА 

4.1. Основы теории планирования экспериментов 

 Различают пассивный и активный эксперимент. При пассивном экспе-
рименте уровни факторов (значения изучаемой зависимости) не зависят от 
экспериментатора, а получаются в произвольном порядке. При активном 
эксперименте уровни факторов выбираются определенным образом, позво-
ляющим значительно сократить число опытов. Таким образом, активный 
эксперимент представляет собой процедуру выбора уровней факторов, их 
числа и условий проведения эксперимента, необходимых  и достаточных для 
получения математической модели явления с заданной точность. 

В теории планирования активных экспериментов решаются задачи:  
минимизации количества опытов; одновременного варьирования всеми пер-
вичными параметрами по специальным правилам – алгоритмам; применения 
математического аппарата, формализующего действия экспериментатора. 

При планировании активного эксперимента вначале выбирается центр 
плана, вокруг которого симметрично располагают уровни факторов при оди-
наковом шаге их варьирования. Поскольку каждый уровень любого из фак-
торов сочетается с уровнями других факторов, то в округе центра плана об-
разуется так называемое факторное пространство. Например, для функции 
отклика, зависящей от трех факторов, факторное пространство при ортого-
нальном планировании представляет собой решетку, в узлах которой распо-
лагаются опытные точки (рис. 4.1). 

 
Рис. 4.1. Вид факторного пространства трехфакторного ортогонального 

 планирования: а – на двух уровнях и б – на трех уровнях 
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При этом число опытных точек (число точек, отвечающих решетке 
планирования) равно: 

в общем случае число точек факторного пространства составляет 
,nN m=      (4.1) 

где n - число уровней; 
      m - число факторов; 

для трехфакторного эксперимента на двух уровнях 
823 ==N ; 

для трехфакторного эксперимента на трех уровнях 
2733 ==N . 

 
Каждой точке факторного пространства соответствует опытное значе-

ние функции отклика. Совокупность значений функции отклика, отвечаю-
щих точкам факторного пространства, называется поверхностью функции 
отклика. Поверхности функции отклика двухфакторной зависимости показа-
ны на рис. 4.2. 
 

 
 

Рис. 4.2.  Поверхности функции отклика для двухфакторной зависимости  
на трех уровнях: а – линейная зависимость; б – квадратическая зависимость 

 
Таблица, содержащая значения уровней факторов, называется матри-

цей планирования. Уровни факторов в матрице планирования обычно запи-
сываются в кодированном виде, т.е. в условных величинах – 1; 0; +1. После 
получения математической модели от кодированных значений переходят к 
натуральным значениям факторов. 
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При проведении активных экспериментов могут применяться различ-
ные виды планирования, например: ортогональное первого и второго поряд-
ка, композиционное, ротатабельное, униформ-ротатабельное, Д – оптималь-
ные и др. 

Основной целью активного планирования эксперимента является по-
лучение математической модели изучаемого явления, позволяющей устано-
вить степень влияния каждого из факторов, т.е. решить задачу их ранжиро-
вания. 

Вывод матричного уравнения для определения коэффициентов регрессии. 

На основании априорной информации принято решение описывать 
рассматриваемое явление моделью первого порядка  

∑
=

=+++=
n

i
iimm .xBxBxBxBy~

1
1100                          (4.2) 

При n - испытаниях теоретические уравнения регрессии запишутся так: 
;xBxBxBxBy~ mmjj 111110101 +++++=   
;xBxBxBxBy~ mmjj 221210202 +++++=   

……………………………………………….. 
……………………………………………….. 

;xBxBxBxBy~ mimjijiii +++++= 1100  
……………………………………………….. 
……………………………………………….. 

,xBxBxBxBy~ mnmjnjnnn +++++= 1100  
где iy~  – теоретические (расчетные) значения функции отклика; 
       mB,B,B 10  – неизвестные (искомые) коэффициенты регрессии; 
        mx,,x,x 10  – факторы (аргументы); 
       )n(i - номер строки, т.е. порядковый номер опыта; 
       )m(j - номер столбца; 
        m  - число факторов (число столбцов); 
        n - число испытаний (число строк). 

В соответствии с методом наименьших квадратов потребуем, чтобы 
функция U , равная сумме квадратов отклонений теоретических значений 
функции отклика от опытных данных, имела бы наименьшее значение, т.е. 

( ) min,yy~U
ni

i
.i.i .опытн.теор

=−= ∑
=

=1

2                                (4.3) 

Дифференцируя выражение U  по неизвестным  0B , mB,,B,B 21  и при-
равнивая полученные частные производные нулю, получим систему нор-
мальных уравнений, которая может быть представлена одним матричным 
уравнением: 

.YXXBX TT =                                                     (4.4) 
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Если теперь полученное матричное уравнение нормальных уравнений 
(4.4) умножить слева на так называемую матрицу ошибок ( ) 1−XХ T , пред-
ставляющую собой обратную к информационной матрице, тогда получим 
окончательно 

( ) YXXX

B

B
B

B~ TT

m

⋅⋅=



















= −11

0



                                (4.5) 

Таким образом, получено общее выражение для вычисления, в соот-
ветствии с методом наименьших квадратов, коэффициентов регрессии. При 
вычислении коэффициентов регрессии проводят ограниченное число опы-
тов, поэтому получаемые значения являются лишь приближенными значе-
ниями коэффициентов регрессии, т.е. являются их оценками. 

 

 4.2.  Ортогональное планирование первого порядка. 

Ортогональное планирование – это такое планирование, при котором 
уровни факторов выбираются симметрично относительно центра плана.  

В этом случае информационная матрица XX T  будет диагональной, 
что значительно упростит вычисление коэффициентов регрессии. Основным 
требованием ортогональности является выполнение условий: 

∑
=

=
n

i
ix

1
0  и∑

=

=
n

i
kj xx

1
0  при kj ≠ .   (4.6) 

 
Рассмотрим пример ортогонального планирования. 

Проводятся экспериментальные исследования зависимости коэффици-
ента сцепления колесного движителя ϕ  с пневматической шиной размером 
12,00–20  от влажности грунта в относительных единицах ow/w=η и давле-
ния воздуха в шине wp . Требуется на основе результатов эксперимента по-
лучить математическую модель исследуемого явления. 

По предварительной информации принято решение описывать рас-
сматриваемое явление моделью первого порядка на двух уровнях по каждо-
му из факторов: 

221100 xBxBxBy~ ++= .     (4.7) 

Число точек матрицы планирования равно 
422 === mnN . 

Для снижения статистических ошибок при оценке коэффициентов рег-
рессии и возможности оценки воспроизводимости опытов, были проведены 
параллельные опыты, результаты которых представлены в табл. 4.1. 
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Таблица 4.1 
Результаты испытаний 

№ 
опыта 

Уровни факторов 
Значения функции от-

клика при параллельных 
опытах Опытные сред-

ние арифмети-
ческие iy  Давление 

воздуха 
wp  

Влажность 
грунта 

 η  
1y  2y  3y  

1 
2 
3 
4 

2 
2 
5 
5 

0,38 
1,17 
0,38 
1,17 

0,81 
0,53 
0,91 
0,21 

0,96 
0,44 
0,74 
0,28 

0,90 
0,47 
0,84 
0,26 

0,89 
0,48 
0,83 
0,25 

 
Графическая интерпретация результатов эксперимента представлена 

на рис. 4.1. 

 
Рис. 4.3. Поверхность функции отклика двухфакторной зависимости  
на двух уровнях линейной модели ортогонального планирования 
4.2.1 Кодируем уровни факторов: 

ww

ww
w

pp
ppp~

−

−
= ,      (4.8) 
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( ) ( )1215
51

53
−→=+→=

−
= ww

w
w p~;p~;

,
,pp~  

( ) ( )13801171
3950

7750
−→=+→=

−
=

−

−
= ,~;,~;

,
,~ ηηη

ηη
ηηη , 

где – η,pw  –  центр плана (среднее значение уровней факторов).                  

4.2.2. Для определения значения свободного члена модели 0B , введем 
фиктивную переменную 10 =x  и составим матрицу планирова-
ния для кодированного вида уровней факторов (табл. 4.2). 

 
Таблица 4.2 

Матрица планирования двухфакторной зависимости на двух уровнях  
в кодированном виде уровней факторов 

 
№ опыта Уровни факторов 

 
Опытные средние 
значения функции 
отклика iy  x0 x1 ( wp ) x2 (η ) 

1 
2 
3 
4 

1 
1 
1 
1 

-1 
-1 
1 
1 

-1 
1 
-1 
1 

0,89 
0,48 
0,83 
0,25 

  Σ= 0 Σ= 0  
 

4.2.3. Составляем исходную и транспонированную матрицы 
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4.2.4. Для нахождения информационной матрицы умножаем слева ис-

ходную матрицу на транспонированную ( kj

n
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jiik bac ∑

=

=
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Коэффициенты уравнения регрессии можно определить при решении 
нормальных уравнений 

YXBXX TT =⋅ , 
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Переходя от матричной формы записи к алгебраической, нормальные 
уравнения рассматриваемого примера запишутся  

.,B
;,B

;,B

990400
290040

452004

2

1

0

−=++
−=++

=++
 

Из их решения 

;,,B 6130
4
452

0 ==       ;,,B 07250
4
290

1 −=
−

=        2480
4
990

2 ,,B −=
−

= . 

Тогда, в кодированном виде уравнение регрессии рассматриваемого 
примера запишется  

.x,x,,xBxBxBy 21221100 2480072506130 −−=++=  
Для получения окончательного выражения для математической моде-

ли явления перейдем от кодированных значений факторов к реальным 

( ) ( ) .,p,,,
,
,,p

,
,,y~ ww ηη 628004802717750

3950
248053

51
072506130 −−=−−−−=  

 Поверхность функции отклика полученной линейной математической 
модели исследуемого явления показана на рис. 4.2.  
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Рис. 4.4. Вид поверхности функции отклика математической модели 

исследуемого явления 
 
Полученное регрессионное уравнение раскрывает зависимость функ-

ции отклика от каждого из факторов, а по величине коэффициентов регрес-
сии можно судит о степени влияния каждого из факторов на величину функ-
ции отклика.  

 
4.3. Проверка воспроизводимости результатов эксперимента 

 При проведении экспериментальных исследований определение зна-
чений их результатов (функции отклика) производится, как правило, с оди-
наковой точностью, т.е. имеет место равноточность воспроизводимости 
опытов. Из этого следует, что дисперсии функции отклика в каждой строке 
матрицы планирования (различных уровнях факторов) должны быть одина-
ковы (однородны). Однородность дисперсии проверяется с помощью раз-
личных статистических критериев.  

Если во всех точках матрицы планирования проводится одинаковое 
число параллельных опытов j , то для проверки однородности дисперсии 
применяется критерий Кохрена. 

Для этого вычисляем для каждой строки средние арифметические зна-
чения iy  и построчные эмпирические дисперсии ( )iyS 2  функции отклика jiy   

m

y
y

mj

j
ji

i

∑
==

==

3

1 ,       ( )
( )

1

23

12

−

−
=
∑

==

=

m

yy
yS

mj

j
iji

i ,            (4.9) 

где n,,,i 21=  – номер строки,  
      m,,j 21=  – номер параллельного опыта в строке. 
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Затем определяем опытное значение критерия Кохрена, равное отно-
шению максимальной построчной эмпирической дисперсии ( )maxyS i

2  к 
сумме дисперсии по всем строкам 

( )
( )∑

=

= n

i
i

i
оп

yS

maxySG

1

2

2

     (4.10) 

и теоретическое значение критерия Кохрена mG  при заданной доверительной 
вероятностиα , числе степеней свободы f  и числе строк (опытов) n  приве-
денное в таблице   П. 3.1. Число степеней свободы f  равно числу парал-
лельных опытов m минус 1. 

Сравниваем опытное значение критерия Кохрена с теоретическим. Ес-
ли опытное значение критерия меньше теоретического, то гипотеза о равно-
точности измерений не отвергается, в противном случае гипотеза отвергает-
ся, т.е.  





−≥
−<

.яотвергаетсG
;яотвергаетснеG

G
т

т
оп  

Общая дисперсия всего эксперимента получается в результате усред-
нения результат дисперсий всех опытов, т.е.  

( )
)m(n

)yy(
yS

mj

j
iij

ni

i
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3
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==

=

==

= .          (4.11) 

Рассмотрим порядок проверки однородности дисперсий применитель-
но к рассматриваемому примеру (табл. 4.1). Требуется проверить однород-
ность дисперсий при заданной доверительной вероятности .,950=α  

4.3.1. Вычисляем по формулам (4.9) для каждой строки средние ариф-
метические значения и построчные дисперсии функции отклика (табл. 4.3). 
Всего 4 строки ( )4=n  21,j =  и 3 – номер результата в строке. Всего три па-
раллельных опыта ( )3=m . 

Таблица 4.3  
Результаты параллельных опытов 

№ опы-

та 0x  1x  2x  1y  2y  3y  
Опытные 
средние 

iy  

Дисперсии в 
строках 

( )iyS 2  
1 
2 
3 
4 

1 
1 
1 
1 

-1 
-1 
1 
1 

-1 
1 
-1 
1 

0,81 
0,53 
0,91 
0,21 

0,96 
0,44 
0,74 
0,28 

0,90 
0,47 
0,84 
0,26 

0,89 
0,48 
0,83 
0,25 

5,7×10–3 

2,1×10–3 

7,3×10–3 

1,3×10–3 

jixΣ  4 0 0         Σ ( )iyS 2  = 16,4×10–3 

2
jixΣ  4 4 4     
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4.3.2. Вычисляем опытное значение критерия Кохрена по формуле 

(4.10) 

4450
10416
1037

3

3

,
,
,Gоп =
×

×
=

−

−

 

4.3.3. Определяем по табл. 4.3 теоретическое значение критерия Кох-
рена для заданной доверительной вероятности 950,=α , числе степеней сво-
боды 2131 =−=−= mf  и числе строк 4=n   

76790,Gт =  

4.3.4. Сравниваем опытное значение критерия Кохрена с теоретиче-

ским  

( ) ( )767904450 ,G,G топ =<= . 

Следовательно, для рассматриваемого примера при доверительной ве-
роятности 950,=α  гипотеза об однородности дисперсий измерения функции 
отклика по критерию Кохрена не отвергается.  

4.3.5. Вычисляем по формуле (4.11) общую дисперсию всего экспери-

мента 

( ) ( )
( )

3
32

2 10052
134

10832
1

1 −
−

×=
−

×
=

−

−Σ
= ,,

)m(n
)m(ySyS i . 

4.4. Статистическая оценка значимости коэффициентов регрессии 

Статистическая оценка значимости коэффициентов регрессии прово-
дится для  исключения из математической модели второстепенных факторов, 
не оказывающих незначительное влияние на величину функции отклика. 
Осуществляется она с помощью критерия Стьюдента. 

Основной идеей оценки  статистической значимости коэффициента 
регрессии iB  является сравнение его величины с величиной доверительного 
интервала разброса результата измерения случайной величины (см. работу 1). 

Для этого вычисляют при заданной доверительной вероятности α  ве-
личину полуинтервала доверительного разброса среднего значения каждого 
из коэффициентов iδ . Если половина доверительного интервала будет пре-
вышать значение коэффициента iB , то этот коэффициент является незначи-
мым и его надо исключить из математической модели. В противном случае 
коэффициент считается значимым, т.е. 

 







−≥

−>

.значимткоэффициенB

;незначимткоэффициенB

i

i

iδ  
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Величина полуинтервала определяется по формуле 

( ) ( ) ,tBSt
n
yS

)f(i)f( ααδ ⋅==                         (4.12)        

где ( )yS  - среднее квадратическое отклонение всего эксперимента; 
       ∑= 2

ijxn  - сумма квадратов факторов матрицы планирования; 
       ( )iBS  -среднее квадратическое отклонение разброса коэффициента рег-
рессии;  
        )f(tα  - критерий Стьюдента при заданной доверительной вероятности α   
и числе степеней свободы f .  

В связи с тем, что при ортогональном планировании коэффициенты 
регрессии определяются независимо друг от друга, исключение незначимых 
коэффициентов не требует пересчета значений остальных.  
 Определим значимость коэффициентов регрессии уравнения,  полу-
ченного в рассматриваемом примере. 
 
 4.4.1. Определяем по формуле (4.12) величину полуинтервала довери-
тельного разброса среднего значения каждого из коэффициентов iδ . 

Величина суммы квадратов кодированных факторов матрицы плани-
рования ∑= 2

ijxn  приведена в таблице П.4.3. 
 Число степеней свободы в рассматриваемой задаче  равно 

111431 =−⋅=−⋅= nmf . 
Значение критерия Стьюдента определяется по таблице П.1.1. Для 

числа степеней свободы 11=f  и заданной доверительной вероятности 
950,=α  201211950 ,t )(, = . 
Общее среднее квадратическое отклонение всего эксперимента для 

рассматриваемого примера (см. п. 4.3.5) равно 
 

( ) ( ) 045010052 32 ,,ySyS =×== − . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 30 

Таблица 4.4 

Значения показателей расчета значимости коэффициентов уравнения 
регрессии  

№ 

п/п 

 

 

 

∑ 2
ijx  

Среднее квадра-
тическое откло-
нение коэффи-
циента 
 регрессии 

( ) ( )
n
ySBS i =  

Величина  
полуинтервала  
 

( ) )f(ii tBS αδ ⋅=  

 

Значения 
коэффициен-
тов 
 iB  

Значи-

мость 

0B  4 02250
4

0450 ,,
=  04950022502012 ,,, ±=⋅  049506130 ,, >  Да! 

1B  4 02250
4

0450 ,,
=  04950022502012 ,,, ±=⋅  0495007250 ,, >  Да! 

2B  4 02250
4

0450 ,,
=  04950022502012 ,,, ±=⋅  049502480 ,, >  Да! 

 

Из данных представленных в табл. 4.4 видно, что для всех коэффици-
ентов регрессии доверительный интервал не превышает их абсолютную ве-
личину. Следовательно, они являются статистически значимыми с вероятно-
стью 95 %. 

 

4.5.  Проверка адекватности математической модели  

Для проверки соответствия полученной  математической модели изу-
чаемому явлению, необходимо проверить ее адекватность. Эта проверка 
представляет собой оценку ошибки аппроксимации.  

Для проведения этой оценки используется метод сравнения дисперсий 
с помощью критерия Фишера при заданной доверительной вероятности α . 
При этом, если опытное значение критерия Фишера меньше его теоретиче-
ского значения, то модель считается адекватной, в противном случае  модель 
признают неадекватной, т.е. 
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F
теор

теор

оп  

Опытное значение критерия Фишера принимается равным отношению 
остаточной дисперсии (так называемой дисперсии адекватности) к общей 
опытной дисперсии всего эксперимента 
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где iy~  – расчетные (теоретические) построчечные значения функции отклика; 
       iy – опытные построчечные средние значения функции отклика; 
      ijy   – частные опытные значений функции отклика; 
       n  – число строк в матрице планирования; 
       d  – число значащих коэффициентов регрессии. 

Теоретическое значение критерия Фишера определяется по справоч-
ным таблицам (табл. П.3.2) для заданной доверительной вероятности α , и 
числа степеней свободы dnK −=1  и 12 −′= NK  
где N ′  - число всех параллельных опытов. 
 Проведем проверку адекватности математической модели полученной 
для рассматриваемого примера. 

4.5.1. Вычисляем значение остаточной дисперсии, входящей в выра-
жение опытного значения критерия Фишера (табл. 4.5). 

 
Таблица 4.5 

 
Вычисление суммы квадратов отклонений расчетных значений 

 функции отклика от ее средних опытных значений 
 

№ 

п/п 
1x  2x  00xB  11xB  22xB  iy~  iy  ii yy~ −=∆  2∆  

1 

2 

3 

4 

-1 

-1 

1 

1 

-1 

1 

-1 

1 

0,613 

0,613 

0,613 

0,613 

0,0725 

0,0725 

-0,0725 

-0,0725 

0,248 

-0,248 

0,248 

-0,248 

0,93 

0,43 

0,79 

0,29 

0,89 

0,48 

0,83 

0,25 

0,04 

-0,05 

-0,04 

0,04 

0,0016 

0,0025 

0,0016 

0,0016 

                                                                   Итого ∑ =∆ 007302 ,  

Таким образом, остаточная дисперсия (дисперсия адекватности) равна 

( )
( )

00730
34

00730
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4.5.2. Вычисляем опытное значение критерия Фишера. 
Общая опытная дисперсия всего эксперимента равна (п. 4.3.5) 

( )
( )

( )
3

3

23

1

4

12 10052
134

10832
1

−
−

=
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=
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Таким образом, опытное значение критерия Фишера составляет 
 

( )
( )

563
002050
00730

2

2

,
,
,

yS
ySF ост

оп === . 

 
4.5.3. Определяем теоретическое значение критерия Фишера по спра-

вочным таблицам (табл. П.3.2). Для уровня значимости 050,q =  ( 950,=α ), и 
числа степеней свободы 1341 =−=−= dnK  и 1111212 =−=−′= NK  

844,Fтеор =  

и                                                   844563 ,F,F теороп =<= . 

 Следовательно, с доверительной вероятностью  950,=α  полученное 
уравнение регрессии адекватно описывает изучаемое явление. 
 

4.6. Порядок выполнения работы 
 
 Для исходных данных результатов экспериментальных исследований 
составить план активного эксперимента, получить математическую модель 
исследуемого явления и ценить ее адекватность. Для чего следует выпол-
нить. 

1. Провести ортогональное планирование для линейной модели в соот-
ветствии с положениями п. 4.1. 
2. Составить план эксперимента в кодированном виде уровней факто-
ров. 
3. Составить необходимые матрицы и провести с ними требуемые опе-
рации в системе MathCAD в соответствии с порядком, изложенным в 
п.4.2.3 и п.4.2.4. 
4. Записать полученное уравнение регрессии (математическую модель) 
с реальными уровнями факторов. 
5. Провести проверку воспроизводимости результатов эксперимента в 
соответствии с порядком, изложенным в п.4.3. 
6. Провести статистическую оценку значимости коэффициентов регрес-
сии в соответствии с порядком, изложенным в п.4.4. 
7. Провести проверку адекватности математической модели в соответ-
ствии с порядком, изложенным в п.4.5. 



 33 

Контрольные вопросы 
1. Виды экспериментов. Их отличия. 
2. Задачи теории планирования активных экспериментов. 
3. Что такое факторное пространство? 
4. Что такое уровни факторов? 
5. Как определяется число точек факторного пространства? 
6. Что такое функция отклика и ее поверхность? 
7. Виды планирования при проведении активных экспериментов? 
8.  На каком условии основан вывод матричного уравнения для опреде-

ления коэффициентов регрессии? 
9. Запишите общее выражение для вычисления значений коэффициентов 

регрессии. 
10. Запишите выражение для кодирования уровней факторов. 
11. В чем заключается проверка воспроизводимости результатов экспери-

мента? 
12.  Как проверяется однородность дисперсии? 
13.  Для чего проводится статистическая оценка значимости коэффициен-

тов регрессии? 
14.  На какой идее основана оценка  статистической значимости коэффи-

циента регрессии? 
15. Что означает понятие адекватности математической модели? 
16. В чем заключается проверка адекватности математической модели и 

какой метод для этого используется? 
17. Перечислите последовательность действий при проверке адекватности 

математической модели. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 
Таблица П.1.1 

Величины коэффициента Стьюдента для различных значений доверительной 
вероятности 

Число степеней 
свободы k=n-1 

Доверительная вероятность α 

0,90 0,95 0,99 0,999 

1 6,314 12,706 63,657 636,619 

2 2,920 4,303 9,925 31,598 

3 2,353 3,182 5,841 12,941 

4 2,132 2,776 4,604 8,610 

5 2,015 2,571 4,032 6,859 

6 1,943 2,447 3,707 5,959 

7 1,895 2,365 3,499 5,405 

8 1,860 2,306 3,355 5,041 

9 1,833 2,262 3,250 4,781 

10 1,812 2,228 3,169 4,587 

11 1,796 2,201 3,106 4,437 

12 1,782 2,179 3,055 4,318 

13 1,771 2,160 3,012 4,221 

14 1,761 2,145 2,977 4,140 

15 1,753 2,131 2,947 4,073 

16 1,746 2,120 2,921 4,015 

17 1,740 2,110 2,898 3,965 

18 1,734 2,101 2,878 3,922 

19 1,729 2,093 2,861 3,883 
20 1,725 2,086 2,845 3,850 

21 1,721 2,080 2,831 3,819 

22 1,717 2,074 2,819 3,792 

23 1,714 2,069 2,807 3,767 

24 1,711 2,064 2,797 3,745 
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25 1,708 2,060 2,787 3,725 

26 1,706 2,056 2,779 3,707 

27 1,703 2,052 2,771 3,690 

28 1,701 2,048 2,763 3,674 

29 1,699 2,045 2,756 3,659 

30 1,697 2,042 2,750 3,646 

40 1,684 2,021 2,704 3,551 

60 1,671 2,000 2,660 3,460 

120 1,658 1,980 2,617 3,373 

бесконечность 1,645 1,960 2,576 3,291 
 
 

Таблица П.1.2 
Критические значения критерия tn(α) для браковки «выскакивающих» 

значений ∗x  (n – число приемлемых результатов, α – надежность вывода) 

n α n α 
0,95 0,98 0,99 0,999 0,95 0,98 0,99 0,999 

5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 

 
12 
13 
14 
15 
16 

 
17 
18 

3,04 
2,78 
2,62 
2,51 
2,43 
2,37 
2,33 

 
2,29 
2,26 
2,24 
2,22 
2,20 

 
2,18 
2,17 

4,11 
3,64 
3,36 
3,18 
3,05 
2,96 
2,89 

 
2,83 
2,78 
2,74 
2,71 
2,68 

 
2,66 
2,64 

5,04 
4,36 
3,96 
3,71 
3,54 
3,41 
3,31 

 
3,23 
3,17 
3,12 
3,08 
3,14 

 
3,01 
2,98 

9,43 
7,41 
6,37 
5,73 
5,31 
5,01 
4,79 

 
4,62 
4,48 
4,37 
4,28 
4,20 

 
4,13 
4,07 

20 
25 
30 
35 
40 
45 
50 
 

60 
70 
80 
90 
100 

 
∞ 
 

2,145 
2,105 
2,079 
2,061 
2,048 
2,038 
2,030 

 
2,018 
2,009 
2,003 
1,998 
1,994 

 
1,960 

 

2,602 
2,541 
2,503 
2,476 
2,456 
2,441 
2,429 

 
2,411 
2,399 
2,389 
2,382 
2,377 

 
2,326 

 

2,932 
2,852 
2,802 
2,768 
2,742 
2,722 
2,707 

 
2,683 
2,667 
2,655 
2,646 
2,639 

 
2,576 

 

3,979 
3,819 
3,719 
3,652 
3,602 
3,565 
3,532 

 
3,492 
3,462 
3,439 
3,423 
3,409 

 
3,291 
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Таблица П.1.2 
Значения необходимого числа измерений n для соотношения  q  

 и надежности α  

q α 
0,90 0,95 0,98 0,99 0,999 

   1,0 
   0,5 
   0,4 
   0,3 
   0,2 
   0,1 
   0,05 

5 
13 
19 
32 
70 
273 
1084 

7 
18 
27 
46 
99 
387 
1540 

9 
25 
37 
64 
139 
545 
2168 

11 
31 
46 
78 
171 
668 
2659 

17 
50 
74 
127 
277 
1089 
4338 

 
Таблица П.2.1 

Погрешности косвенных измерений 

Функция (y) 
Погрешности 

абсолютная (Δy) относительная 
(δy) 

zx +  ( ) ( )22 zx ∆+∆±  
( ) ( )

zx
zx

+

∆+∆
±

22

 

zx −  ( ) ( )22 zx ∆+∆±  
( ) ( )

zx
zx

−

∆+∆
±

22

 

zx ⋅  ( ) ( )2222 xzzx ∆+∆±  22
zx δδ +±  

z/x  ( ) ( )
2

2222

z
xzzx ∆+∆

±  22
zx δδ +±  

nx  xxn n ∆± −1  xnδ±  

n x  xx
n

n ∆±








−111  x

n
δ1

±  

xsin  xcosx∆±  xctgx∆±  

xtg  
( )2xcos

x∆
±  

( )2

2
xsin
x∆

±  

xcos  xsinx∆±  xtgx∆±  

xctg  
( )2xsin

x∆
±  

xsin
x
2

2∆
±  

xarctg  
( )21 x

x
+

∆
±  

( ) xarctgx
x

21+
∆

±  
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Таблица П.3.1 
 

Критические значения коэффициента Кохрена (G-критерия) 
для доверительной вероятности α = 95% и числе степеней свободы f  

 
Число 
опы-
тов,  

n  
 
 

Число степеней свободы, f   

1 2 3 4 5 6 8 10 16 36 
2 9985 9750 9392 9057 8772 8534 8159 7880 7341 6602 
3 9669 8709 0797 7454 7071 6771 6333 6025 5466 4748 
4 9065 7679 6841 6287 5895 5598 5175 4884 4366 3720 
5 8412 6838 5981 5441 5065 4783 4387 4118 3645 3066 
6 7808 6161 5321 4803 4447 4184 3817 3568 3135 2612 
7 7271 5612 4800 4307 3974 3726 3384 3154 2756 2278 
8 6798 5157 4377 3910 3595 3362 3043 2829 2462 2022 
9 6385 4775 4027 3584 7276 3067 2768 2568 2226 1820 
10 6020 4450 3733 3311 3029 2823 2541 2353 2032 1655 
12 5410 3924 3264 2880 2624 2439 2187 2020 1737 1403 
15 4709 3346 2758 2419 2195 2034 1815 1671 1429 1144 
20 3894 2705 2205 1921 1735 1602 1422 1303 1108 0879 
24 3434 2354 1907 1656 1493 1374 1216 1113 0942 0743 
30 2929 1980 1593 1377 1237 1137 1001 0921 0771 0604 
40 2370 1576 1259 1082 0968 0887 5950 0713 0595 0462 
60 1737 1131 0895 0765 0682 0623 0552 0497 0411 0316 
120 0998 0632 0495 0419 0371 0337 0292 0266 0218 0165 

 
Все значения G-критерия меньше единицы, поэтому в таблице приве-

дены лишь десятичные знаки, следующие после запятой, перед которой при 
пользовании таблицей нужно ставить ноль целых. Например, при n = 6,  f = 3 
имеем G0,95 = 0,5321. 
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Таблица П.3.2 
Значения критерия Фишера (F-критерия) для уровня значимости q = 5% 

К1 – число степеней свободы большей дисперсии; 
 К2 – число степеней свободы меньшей дисперсии 

 
К2 

К1 
1 2 3 4 5 6 8 10 15 20 

1 161,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 238,9 241,9 245,9 248,0 
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,37 19,40 19,43 19,45 

3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,85 8,79 8,70 8,66 
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,04 5,96 5,86 5,80 
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,82 4,74 4,62 4,56 

6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,15 4,06 3,94 3,87 
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,73 3,64 3,51 3,44 

8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,44 3,35 3,22 3,15 
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,23 3,14 3,01 2,94 

10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,07 2,98 2,85 2,77 
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 2,95 2,85 2,72 2,65 
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,85 2,75 2,62 2,54 

13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,77 2,67 2,53 2,46 
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,70 2,60 2,46 2,39 

15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,64 2,54 2,40 2,33 
16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,59 2,49 2,35 2,28 
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,55 2,45 2,31 2,23 

18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,51 2,41 2,27 2,19 
19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,48 2,38 2,23 2,16 

20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,45 2,35 2,20 2,12 
21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 2,42 2,32 2,18 2,10 

22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,40 2,30 2,15 2,07 
23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,37 2,27 2,13 2,05 
24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,36 2,25 2,11 2,03 

25 4,24 3,39 2,99 2,76 2,60 2,49 2,34 2,24 2,09 2,01 
26 4,23 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,32 2,22 2,07 1,99 

27 4,21 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,31 2,20 2,06 1,97 
28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,45 2,29 2,19 2,04 1,96 
29 4,18 3,33 2,93 2,70 2,55 2,43 2,28 2,18 2,03 1,94 

30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,27 2,16 2,01 1,93 
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