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Физика 

УДК 004.94:519.63 

КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНЫЙ АНАЛИЗ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ МАГНИТНОГО ПОЛЯ ВБЛИЗИ 
СВЕРХПРОВОДЯЩЕГО ТОРА 

А.А. Кудряш, Г.Е. Шунин 

Сообщаются результаты трёхмерного конечно-элементного анализа распределения вектора индукции магнитно-
го поля вблизи сверхпроводящего тора в мейсснеровском состоянии, помещённого во внешнее однородное магнитное 
поле при различных направлениях поля относительно оси тора. Определены координаты точек локальных минимумов 
модуля вектора индукции магнитного поля и моменты сил, действующих на тор 

Ключевые слова: сверхпроводящий тор, магнитное поле, конечно-элементный анализ 

  1Впервые теоретическое и экспериментальное 
изучение поведения сверхпроводящего тора во 
внешнем постоянном однородном магнитном 
поле параллельном оси тора было выполнено в 
работах [1-3]. В последующих работах [4,5] 
рассматривались случаи тора, помещённого во 
внешнее однородное магнитное поле, направ-
ление которого не совпадает с направлением 
оси тора. Так в [4] исследуется зависимость 
крутящего момента тора от угла между направ-
лением внешнего поля и осью симметрии тора. 
Сравниваются экспериментальная и теоретиче-
ская зависимости для замкнутого тора и тора с 
разрезом. В [5] проводится аналитическое ре-
шение внешней краевой задачи для скалярного 
магнитного потенциала в случае тора в магнит-
ном поле перпендикулярном к его оси симмет-
рии. Рассчитаны зависимости магнитного мо-
мента, а также максимального и минимального 
значений поля на поверхности кольца в зави-
симости от отношения большого и малого ра-
диусов.  В работе [6] было получено аналити-
ческое решение уравнения Лапласа для вектор-
ного потенциала, определяющее распределение 
поля вне тора, помещённого во внешнее одно-
родное магнитное поле, параллельное оси его 
вращения. Исследованы распределения плотно-
сти тока на поверхности тора и магнитного по-
ля вне тора для трёх случаев способа охлажде-
ния тора до сверхпроводящего состояния. Сле-
дует отметить, что решения получаются в виде 
разложений в ряд по полиномам Лежандра. По-
этому детальный анализ распределения вектора 
индукции магнитного поля затруднителен. Не-
обходим вычислительный эксперимент. Так в 
работе [7] получено  распределение поля вбли-
зи тора, во внешнем магнитном поле парал-
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лельном оси симметрии тора, с помощью ко-
нечно-элементного комплекса программ Femp-
desolver [8].  

Целью данной работы является исследова-
ние  распределения вектора индукции магнит-
ного поля в окрестности сверхпроводящего то-
ра для различных направлений внешнего одно-
родного магнитного поля с использованием 
системы конечно-элементного мультифизиче-
ского анализа Comsol Multiphysics [9]. 

Вычислительный эксперимент проводился 
с тором размеры которого такие как и в работе 
[2]: большой радиус равен 0.026 м, отношение 
большого и малого радиусов равно 22.4. Это 
сделано для того чтобы можно было сравнить 
результаты вычислительного эксперимента с 
результатами экспериментальных исследова-
ний и аналитических расчётов.  

Численно решалась краевая задача для 
уравнения Лапласа с векторным магнитным 
потенциалом ࡭ в области, имеющей форму ша-
ра с радиусом 0.26 м, центр которого совпадает 
с центром тора. На поверхности тора задава-
лось условие не проникновения магнитного 
поля в тор: 

࢔ × ࡭ = 0, 

где ࢔ – внутренняя нормаль к поверхности тора. 
А на поверхности шара задавался вектор 

напряжённости внешнего магнитного поля: 

࢔ ࡴ× =  ,଴ࡴ×࢔

где ࢔ – вектор внешней нормали к расчётной 
области,  ࡴ଴ = ଴ܪ,0) sinߙ , ଴ܪ cos  угол – ߙ ,(ߙ
поворота внешнего магнитного поля относи-
тельно оси симметрии тора, ܪ଴ – модуль векто-
ра напряжённости внешнего магнитного поля, 
который полагался равным 39790 А/м. 

Расчётная область разбивалась на 437778 
векторных конечных элементов второго поряд-
ка. Векторные элементы обеспечивают непре-
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рывность тангенциальной компоненты вектор-
ного магнитного потенциала при переходе от 
одного элемента к другому. Элементы такого 
типа обычно применяются в электромагнитных 
задачах, решаемых в постановке векторного 
потенциала.   

Сначала исследовался случай, когда поле 
направлено параллельно оси симметрии тора 
(ось Oz). Было изучено распределение индук-
ции поля в горизонтальной плоскости, прохо-
дящей через центр кольца, на предмет наличия 
точек, в которых модуль вектора магнитной 
индукции ࡮ имеет локальный минимум. Так 
как задача имеет осевую симметрию, достаточ-
но исследовать распределение поля вдоль од-
ного из направлений в горизонтальной плоско-
сти (например, вдоль оси Oy), вдоль других 
картина будет аналогична.  Ниже представлен 
график распределения z-компоненты вектора 
магнитной индукции вдоль оси Oy.  
 ௭, Тлܤ

 
 м ,ݕ

Рис. 1. Распределение компоненты поля ࢠ࡮ вдоль оси Oy 

Компоненты ܤ௫  и ܤ௬ равны 0 с точностью 
до вычислительных ошибок и здесь не приво-
дятся. 

График, приведённый на рис. 1, хорошо 
согласуется с теоретическим графиком, приве-
дённым в работе [2], в которой рассматрива-
лось распределение поля вокруг идентичного 
тора.  

Как видно из графика на рис. 1, компонен-
та ܤ௭ обращается в 0 внутри тора (примерно на 
расстоянии 0.02м от оси Oz), т.е. геометриче-
ское место точек, в которых ܤ௭ обращается в 0, 
представляет собой окружность с центром, 
совпадающим с центром тора и радиусом 
0.02м. Для утверждения о нахождении в этих 
точках локального минимума модуля ࡮, необ-
ходимо исследовать распределение компонент 
-вдоль вертикальной линии, проходящей че	࡮
рез одну из упомянутых точек.  

Ниже представлены графики трёх компо-
нент поля вдоль вертикальной линии, прохо-
дящей через точку (଴.଴ଶ

√ଶ
, ଴.଴ଶ
√ଶ

, 0), а также график 
модуля вектора ࡮ вдоль этой же линии. 

 ௫, Тлܤ

 
 м ,ݖ

Рис. 2. Распределение компоненты поля ࢞࡮ вдоль верти-
кальной линии 

 ௬, Тлܤ

 
 м ,ݖ

Рис. 3. Распределение компоненты поля ࢟࡮  вдоль верти-
кальной линии 

 ௭, Тлܤ

 
 м ,ݖ

Рис. 4. Распределение компоненты поля ࢠ࡮  вдоль 
вертикальной линии 
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 Тл ,ܤ

 
 м ,ݖ

Рис. 5. Распределение модуля ࡮ вдоль вертикальной ли-
нии 

Ниже приводятся теневые рисунки, пока-
зывающие распределение модуля вектора ܤ в 
плоскостях Oxy и Oyz, на которых хорошо 
видна область локальных минимумов. 

 Тл ,ܤ

 
Рис. 6. Распределение модуля ࡮ в плоскости Oxy 

 Тл ,ܤ

 
Рис. 7. Распределение модуля ࡮ в плоскости Oyz 

Кроме того, при помощи соответствующей 
функции COMSOL Multiphysics было получено 
наименьшее значение модуля магнитной ин-

дукции и точка, в которой это значение дости-
гается (см. таблицу). Полученные значения хо-
рошо согласуются с приведёнными выше гра-
фиками. Ненулевое значение модуля индукции 
и z-компоненты точки минимума можно объяс-
нить погрешностями разбиения области и вы-
числительными ошибками.  

Далее проводилось исследование влияния 
направления поля на область минимума маг-
нитной индукции. Для этого производился по-
ворот вектора напряжённости магнитного поля 
в плоскости Oyz. Угол между ортом оси кольца 
(ортом оси Oz) и направлением магнитного по-
ля менялся от 9 до 90 градусов. Вычисления 
производились с шагом в 9 градусов. Результа-
ты для случаев 9, 45, 72 и 90 градусов пред-
ставлены в более подробном виде. 

Первый случай – угол в 9 градусов. При 
помощи вышеупомянутой функции COMSOL 
было найдено минимальное значение модуля 
индукции магнитного поля и точка, в которой 
это значение достигается (см. таблицу).  

Точки минимума модуля ࡮ в зависимости от 
направления поля  

Значе-
ние 

угла, ˚ 

Значение 
модуля 

индукции, 
Т 

Координаты точки миниму-
ма, м 

x y z 

0 1.5∙10-4 -0.0202 -1.6∙10-5 -1.1∙10-4 
9 7.3∙10-4 -0.0021 0.0205 0.0013 

18 4.9∙10-4 1.9∙10-4 0.0214 0.0021 
27 0.0011 -2.9∙10-4 -0.0223 -0.0024 
36 4.4∙10-4 4.2∙10-4 0.0233 0.0024 
45 4.2∙10-4 2.6∙10-4 0.0244 0.0023 
54 4.2∙10-4 -10-4 -0.0251 -0.0017 
63 2.5∙10-4 -2.4∙10-4 0.0251 7.1∙10-4 
72 4.6∙10-4 -3.9∙10-4 -0.0249 -4.1∙10-4 
81 2.9∙10-4 -5.5∙10-4 0.0249 2∙10-4 
90 1.5∙10-4 0 0.0272 0 

По этим данным можно сделать вывод о 
том, что при изменении направления поля точ-
ки минимума модуля индукции смещаются из 
плоскости Oxy. Подтверждение этому можно 
увидеть на риc. 8. 

Для исследования геометрического места 
минимумов модуля индукции через  найденную 
точку минимума и ось Ox была проведена 
плоскость, и исследовалось поведение модуля 
магнитной индукции в этой плоскости. В итоге 
было выявлено, что минимумы модуля индук-
ции располагаются в двух симметричных отно-
сительно начала координат точках (рис. 9). 

 
 



7 
 

 Тл ,ܤ

 
Рис. 8. Местоположение минимума модуля ࡮ в 

плоскости Oyz 
 Тл ,ܤ 

 
Рис. 9. Местоположение минимума модуля ࡮ в плоскости, 

проходящей через точку минимума и ось Ox 

Второй случай – угол между ортом оси 
кольца и направлением поля в 45 градусов. 
Точки минимума в этом случае по сравнению с 
предыдущим случаем смещаются ближе к по-
верхности кольца, что можно увидеть на рис. 
10. 

Также аналогично предыдущим двум слу-
чаям была найдена точка минимума модуля 
индукции, и было проведено исследование рас-
пределения исследуемой величины в этой 
плоскости (рис. 11). 

Таким образом, картины поля для углов в 
9 и 45 градусов похожи с той разницей, что ми-
нимумы в последнем случае располагаются 
ближе к поверхности кольца. 

 Тл ,ܤ

 
Рис. 10. Местоположение минимума модуля ࡮ в плоско-

сти Oyz 
 Тл ,ܤ

 
Рис. 11. Местоположение минимума модуля ࡮ в плоско-

сти, проходящей через точку минимума и ось Ox 

Третий случай – угол между ортом оси 
кольца и направлением поля в 72 градуса. Были 
проделаны все те же процедуры, что и для 
предыдущих случаев (рис. 12,13). 

 Тл ,ܤ

 
Рис. 12. Местоположение минимума модуля ࡮ в плоско-

сти Oyz 
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 Тл ,ܤ

 
Рис. 13. Местоположение минимума модуля ࡮ в плоско-

сти, проходящей через точку минимума и ось Ox 

В этом случае наблюдается кардинальное 
отличие от предыдущих двух. Точки минимума 
располагаются на поверхности кольца, что под-
тверждается найденными значениями коорди-
нат минимума (см. таблицу).  

Предельный случай вращения – поворот 
на 90 градусов, т.е. случай, когда поле направ-
лено по оси Oy.  

Приведены графики распределения ком-
поненты By вдоль осей Oy и Oz (рис. 14,15), 
компоненты ܤ௫  и ܤ௭ вдоль координатных осей в 
этом случае равны 0 с точностью до ошибок 
вычисления и построения сетки. 

Также были проделаны те же шаги, что и 
для случаев угла в 9, 45 и 72 градуса. 

Полученное числовое значение координат 
точки минимума хорошо согласуется с рис. 16 
и говорит о том, что точки минимума располо-
жены на пересечении поверхности кольца с 
осью Oy, что также хорошо видно на рис. 17. 

Далее приводится рассмотрение зависимо-
сти интегральной характеристики – магнитного 
момента кольца от угла между ортом оси коль-
ца и направлением внешнего магнитного поля. 
y и z-компоненты магнитного момента с точно-
стью до вычислительных ошибок равны 0, а 
график x-компоненты приводится на рис. 18. 
Из него следует, что эта компонента достигает 
максимального значения при угле в 45 граду-
сов, а при углах 0 и 90 градусов она равняется 
нулю.  

В заключение отметим, что в точках ло-
кального минимума модуля индукции магнит-
ного поля можно осуществить устойчивый 
подвес малых диамагнитных тел. Этот способ 
подвеса может быть использован в  

 
 

 ௬, Тлܤ

 
 м ,ݕ

Рис. 14. Распределение компоненты поля ࢟࡮ вдоль оси Oy 

 ௬, Тлܤ

 
 м ,ݖ

Рис. 15. Распределение компоненты поля ࢟࡮ вдоль оси Oz 

 Тл ,ܤ

 
Рис. 16. Местоположение минимума модуля ࡮ в плоско-

сти Oyz 
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 Тл ,ܤ

 
Рис. 17. Местоположение минимума модуля ࡮ в плоско-

сти Oxy 

 ௫, Н∙мܯ

 
 рад ,ߙ

Рис. 18. Зависимость компоненты момента сил ࢞ࡹ, дей-
ствующих на кольцо, от угла между осью кольца и 

направлением поля 

экспериментах по квантовой магнитомеханике 
левитирующей сверхпроводящей сферы мик-
ронных размеров [10]. 
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FINITE-ELEMENT ANALYSIS OF MAGNETIC FIELD DISTRIBUTION  
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The results of a 3D finite-element analysis of a magnetic flux density distribution around a superconducting torus in the 
Meissner state placed into the external homogeneous magnetic field of different directions with respect to torus axis are report-
ed. The coordinates of points where magnetic flux density achieves minimum are obtained as well as moments of forces acting 
on the torus 
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УДК 620.19 

МАГНИТНЫЙ ИМПЕДАНС В АМОРФНОМ СПЛАВЕ Fe74P18Mn5V3  
НА ЧАСТОТАХ 0,5÷100 МГц 

 
В.В. Кондусов, В.А. Кондусов  

 
Проведено исследование зависимости эффекта магнитного импеданса от напряженности внешнего постоянного 

магнитного поля для аморфного металлического сплава Fe74P18Mn5V3 в диапазоне частот 0,5-100 МГц 
 
Ключевые слова: магнитный импеданс, скин-эффект, высокочастотные измерения, вихревые токи, магнитная 

проницаемость 
 

В настоящее время к числу явлений, вызываю-
щих особый интерес исследователей относиться 
магнитный импеданс [1-6]. Несмотря на значитель-
ное количество публикаций, посвященных изуче-
нию этого эффекта, до настоящего времени остаётся 
не исследованным целый ряд вопросов, необходи-
мых для полного понимания его природы [2,6]. Так 
например, в обзорной работе [6], рассматриваются 
теоретические модели гигантского магнитного им-
педанса (ГМИ) для различных участков частотного 
диапазона: низкочастотный (несколько кГц), про-
межуточный (от 100 кГц и до нескольких МГц) и 
высокочастотный (от нескольких МГц до ГГц).Для 
объяснения ГМИ этих участков диапазона предло-
жено много теоретических моделей: квазистатиче-
ская модель, модель вихревых токов, доменная мо-
дель, электромагнитная модель, модель обменной 
проводимости и другие модели. Хотя предложенные 
модели могут качественно интерпретировать основ-
ные особенности ГМИ в широком частотном диапа-
зоне, в теории ГМИ для ферромагнитных материа-
лов всё ещё остаются некоторые споры. 

Целью данной работы являлось проведение ис-
следования эффекта магнитного импеданса Z/Z0 в 
аморфных металлических сплавах на основе железа, 
а именно, исследование влияния частоты электриче-
ского тока f и напряженности постоянного магнит-
ного поля Н на величину магнитного импеданса. 

В работе исследовался аморфный сплав  
Fe74P18Mn5V3 , полученный закалкой из жидкого 
состояния методом спиннингования,  в виде фольги 
толщиной ~30 мкм, шириной 1 мм и длиной от 10 до 
50 мм  в магнитных полях до 80 кА/м и частотах 
переменного тока, протекающего по образцу от 0.5 
МГц  до 100 МГц. 

Величина эффекта магнитного импеданса ΔΖ/Ζ0 
определялась как [2] 

 
                           

    00000 UUUHH  ,   (1) 
1  

                                                             
Кондусов Виктор Васильевич – ООО «Импри», директор, 
тел. 8(920)451-07-70, e-mail: kondusov_vv@mail.ru 
Кондусов Василий Ананьевич - ВГТУ, канд. физ.-мат. 
наук, доцент, тел. 8(920)409-59-95, e-mail: kva.vrn@mail.ru 

где Z0 – импеданс образца при Н = 0; ZH – им-
педанс образца в магнитном поле Н; UH – падение 
напряжения на образце в поле Н; U0 – падение 
напряжения на образце при Н = 0.  

На рис. 1 показаны характерные эксперимен-
тальные полевые зависимости магнитного импедан-
са исследуемой аморфной ленты для нескольких 
частот возбуждающего тока f (длина образца 17 мм). 
Хорошо видно, что по мере увеличения f происхо-
дит трансформация кривой типа «одиночный пик» в 
кривую типа «двойной пик». 

При ориентации оси ленты параллельно внеш-
нему постоянному магнитному полю при частоте 
электрического тока 1 МГц с ростом Н происходит 
монотонное изменение величины магнитного импе-
данса образца Z/Z0 и выход зависимости Z/Z0(Н) 
на насыщение. Величина эффекта магнитоимпедан-
са имеет отрицательное значение и в поле 5 кА/м 
составляет 22 %. При частоте высокочастотного тока 
7 МГц характер зависимости Z/Z0 = f(Н) не меняет-
ся, а величина эффекта ГМИ увеличивается до 55 % 
и начинает появляться положительная составляю-
щая импеданса ~2,5 %. На частоте 20 МГц с ростом 
Н эффект магнитного импеданса сначала возрастает, 
достигая максимума при Н = 1.4 кА/м, а затем моно-
тонно уменьшается с дальнейшим выходом зависи-
мости Z/Z0(Н) на насыщение при 60 кА/м. Значе-
ние положительного эффекта магнитного импеданса 
составляет 7 %, а отрицательного – 50 %. 

 

 
Рис. 1. Относительные изменения магнитного импеданса 

(то есть ΔZ/Z(%)) быстрозакалённой  аморфной ленты 
Fe74P18Mn5V3 от величины внешнего магнитного поля (H) 

для токов разной частоты 
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На рис. 2 и рис. 3 представлена зависимость 
относительного изменения максимального значения 
магнитного импеданса от частоты переменного тока 
для аморфного сплава Fe74P18Mn5V3. Максимум ве-
личины относительного изменения магнитного им-
педанса, имеющего отрицательное значение, 
наблюдается на частоте f = 14 МГц и составляет 85 
%.  

На графике можно выделить два характерных 
участка: низкочастотный (0,5-5 МГц) и высокоча-
стотный (20-100 МГц), отличающиеся углом накло-
на кривой зависимости Z/Z0(f). 

 

 
Рис. 2. Зависимость относительного изменения 

магнитного импеданса от частоты переменного тока для 
аморфного сплава Fe74P18Mn5V3 

 

 
Рис. 3. Зависимость относительного изменения магнитно-
го импеданса от частоты переменного тока для аморфного 

сплава Fe74P18Mn5V3 в координатах f-1/2 
 

На низкочастотном участке Z/Z0~f. Если 
предположить что на высокочастотном участке на 
величину магнитного импеданса начинает влиять 
скин-эффект, зависимость Z/Z0(f) была также по-
строена в координатах Z/Z0(f-1/2) (рис. 3). Из ана-
лиза рисунка 2 и рисунка 3 видно, что высокоча-
стотный участок лучше укладывается на прямую 
линию  в координатах Z/Z0(f-1/2), а низкочастотный 
- Z/Z0(f). 

На низких частотах (от 0,5 до 5 МГц), когда 
плотность электрического тока однородна по се-
чению образца в любой момент времени, энер-

гия, рассеиваемая микровихревыми токами за пери-
од, линейно растет с частотой [7]. Это приводит к 
увеличению эффекта и экспериментально подтвер-
ждается прямопропорциональной зависимостью  
эффекта Z/Z0 от частоты. 

На высоких частотах магнитный скин-эффект 
приводит к тому, что плотность электрического тока 
изменяется в тонком слое вблизи поверхности, и 
потери энергии за период определяются зависимо-
стью глубины скин-слоя  от частоты  ~ f -1/2 , что 
приводит к спаду магнитного импеданса  ~f -1/2  (рис. 
3).  

При частоте проявления максимума отрица-
тельного магнитного импеданса (для исследуемого 
аморфного сплава fmax ~ 14 МГц) толщина образца 
будет сравнима с толщиной скин-слоя.  Для расчёта 
толщины скин-слоя в металле (приближённо) можно 
использовать следующую эмпирическую формулу 
(все величины выражены в системе СИ) [8]: 

 
                                                               

fm

503

                               (2) 

 
где ρ – удельное сопротивление образца; f – ча-

стота ; μm – относительная эффективная магнитная 
проницаемость. Зная величину удельного электри-
ческого сопротивления  для данного сплава, можно 
оценить величину относительной эффективной маг-
нитной проницаемости. Так, для исследуемого спла-
ва оценка  относительной эффективной магнитной 
проницаемости (из формулы 2) 

 
                                                              

2

51053,2






fm ,                      (3)  

 
где ρ  1,3x10-6 Омм;  f  14 МГц, δ  30 мкм; 

показала, что μm  26. 
Таким образом, проведенное исследование эф-

фекта магнитного импеданса в аморфном сплаве 
Fe74P18Mn5V3 показало, что: 

1) на частотной зависимости модуля магнитно-
го импеданса наблюдается максимум при частоте 
электрического тока f  14 МГц, который объясня-
ется потерями энергии на вихревые токи. При этом в 
низкочастотном диапазоне величина отрицательного 
магнитного импеданса пропорциональна частоте 
электрического тока, протекающего через образец, а 
в высокочастотном диапазоне – корню квадратному 
из частоты; 

2) установлено, что в высокочастотном диапа-
зоне переменного электрического тока, протекаю-
щего через образец, на полевых зависимостях маг-
нитного импеданса в исследуемых аморфных спла-
вах наблюдается положительная составляющая эф-
фекта магнитного импеданса; 

3) по положению максимума магнитного импе-
данса на частотной зависимости была оценена вели-
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чина эффективной магнитной проницаемости для 
исследуемых аморфных сплавов, значение которой 
на частоте ~14 МГц составило 26; 

4) используя зависимость  магнитного импе-
данса от внешнего магнитного поля, можно опреде-
лить, является ли магнитный материал удовлетво-
ряющим для производства различных сенсоров и  
датчиков. 
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УДК  669.13.018 
 

ВЛИЯНИЕ ХРОМА И ВАНАДИЯ НА СТРУКТУРУ  МАЛОУГЛЕРОДИСТЫХ 
БЕЛЫХ ЧУГУНОВ 

 
Л.С. Печенкина, Г.И. Сильман, А.А. Рукавицына 

 
На основе данных рентгено–спектрального и карбидного анализа с помощью термодинамических расчетов по-

лучена зависимость, характеризующая влияние углерода и хрома на критическое содержание ванадия применительно 
к малоуглеродистым чугунам и заэвтектоидным сталям. Проведена оценка необходимого содержания ванадия в ком-
плексно – легированных белых чугунах 

 
 
Ключевые слова: белый чугун, хром, ванадий, легирование, композиционная структура 

 
Основной из многочисленных проблем 

машиностроения является увеличения срока 
эксплуатации быстроизнашивающихся деталей 
машин. Короткий срок службы многого про-
мышленного оборудования и машин приводит 
к неоправданным экономическим потерям. 
Особенно важно увеличить срок службы у де-
талей, работающих в таких отраслях промыш-
ленности как строительная, горнорудная, 
угольная. 

Явление абразивного износа характерно 
для такого оборудования как мельницы для 
размола руды, экскаваторы, шламовые насосы. 
Материалами для таких деталей служат белые 
износостойкие чугуны [1]. 

Применение комплексно-легированных 
белых чугунов на шаровой мельнице   позволи-
ло увеличить срок их эксплуатации в 3 раза 
Наглядным примером использования износо-
стойких чугунов так же могут стать детали для 
предприятий, перерабатывающих уголь. Срок 
их эксплуатации в 10 раз дольше, чем у таких 
же деталей из стали и чугуна. На  фабриках 
горно-обогатительных комбинатов срок служ-
бы  отливок «Броней течек» возрос в четыре–
восемь раз при изготовлении их из чугуна вме-
сто стали [2]. 

К выше сказанному следует добавить, что  
белый чугун является перспективным материа-
лом и для инструментов в деревообрабатыва-
ющей промышленности. Сочетание износо-
стойкости и теплостойкости комплексно-
легированных чугунов обеспечивает высокую 
работоспособность инструмента.1 
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Получение чугуна с заданным комплексом 

физико-механических свойств определяется его 
химическим составом. Именно от содержания 
легирующих элементов зависят такие свойства 
как сопротивление агрессивным средам, изна-
шиванию, высоким температурам. 

Модифицирование белых чугунов тита-
ном, редкоземельными металлами (РЗМ), маг-
нием – эффективные средства, значительно по-
вышающие прочность износостойких  чугунов. 
Использование этих технологий для изготовле-
ния отливок из заэвтектических белых чугунов 
позволяет повысить их прочность и техноло-
гичность, даст возможность использовать их 
высокую износостойкость, определяемую вы-
соким содержанием карбидов – свыше 40 % [2]. 

Как известно, композиционное построение 
структуры в белых чугунах можно обеспечить 
за счет достаточного легирования элементами, 
образующими карбиды типа МС (где М – ато-
мы металла, С – углерод), например ванадием, 
ниобием, титаном [3-4]. 

В работе [5] РЗМ введены в состав сплава 
в качестве модифицирующей и микролегиру-
ющей добавки. Они измельчают структуру 
сплава, способствуют образованию карбидов 
типа МС и формированию композитной струк-
туры на основе этих карбидов, что проявляется 
в заметной стабилизации свойств на достаточно 
высоком уровне. При остаточном содержании 
РЗМ менее 0,02% модифицирующий эффект не 
проявляется. Слишком большое количество 
РЗМ (более 0,18%) не приводит к повышению 
свойств, но значительно удорожает сплав. 

Одним из элементов, который нашел свое 
применении при легировании белых чугунов, 
является ванадий, который образует твердые 
растворы с твердостью равной 2400-2800 HV. 
Карбиды ванадия VxCy, обладают изоморфно-
стью с решеткой аустенита, что обеспечивает 
их прочное закрепление в матрице.  
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Кристаллизуются карбиды ванадия  в виде 
сферолитной эвтектики (γ-Fe+VC), в которой 
карбидные волокна пронизывают аустенитную 
матрицу с образованием композиционной стук-
туры. Благодаря инвертированному характеру 
такой эвтектики ванадистые чугуны с аусте-
нитной структурой имеют необычно высокую 
для белых чугунов пластичность, а также по-
вышенную ударную вязкость и прочность на 
изгиб [6]. 

Возможно использовать ванадий с менее 
дорогостоящими легирующими, обеспечиваю-
щими частичную замену ванадия. Этого можно 
достигнуть при легировании хромом. Ванадий 
в этом комплексе должен обеспечить карбидо-
образование и формирование композитной 
структуры. Роль хрома заключается в легиро-
вании матрицы (с обеспечением ее необходи-
мых свойств) и частичной замене ванадия в 
карбидах. 

Ранее проведенными экспериментами [3,7]  
было показано, что хром в значительных коли-
чествах может растворяться в карбидах вана-
дия, замещая атомы ванадия в кристаллической 
решетке карбида. Для количественной оценки 
растворимости хрома в карбидах МС проведен 
рентгеноспектральный анализ комплексно – 
легированного малоуглеродистого белого чугу-
на. Сканирование на установке “Стереоскан – 
180” в характеристическом Crkα  и Vkα – излуче-
нии показало, что в карбидах МС содержание 
хрома примерно такое же, как и в среднем в 
чугуне. Результаты этих исследований были 
дополнены данными карбидного анализа, что 
позволило определить химический состав каж-
дой фазы. В частности, было установлено, что в 
аустените комплексно – легированного белого 
чугуна содержится 0,26 % С и 0,20 % V (% по 
массе). Используя эти данные, можно ориенти-
ровочно оценить температуру, ниже которой в 
сплаве в процессе его охлаждения в литейной 
форме или на воздухе диффузия углерода и ле-
гирующих элементов практически не происхо-
дит, т.е. условную температуру, от которой 
происходит “самозакалка” чугуна. Зная харак-
тер межфазного распределения хрома, прове-
дем оценку его влияния на растворимость кар-
бидов ванадия в аустените. Сильманом Г.И.  
предложено проводить расчет растворимости 
ванадия в аустените в условиях двухфазного 
равновесия А + VC (где А - аустенит) по урав-

нению:        
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где )( AVN  – растворимость ванадия в 

аустените в ат. долях; ))(( AVNf – концентраци-
онная функция, по численным значениям кото-
рой рассчитывается величина )( AVN ; 0

VCZ  – 
изменение свободной энергии (термодинамиче-
ского потенциала) реакции образования карби-
да ванадия в стандартных условиях; R – уни-
версальная газовая постоянная; Т – абсолютная 
температура, К; 0

)( ACa  – термодинамическая 
активность углерода в нелегированном аусте-
ните; )( ACN  и )( AiN  – содержание в аустените 
углерода и растворимого легирующего элемен-
та соответственно,  ат.  доли; i – дополнитель-
ные  легирующие  элементы  (кроме  ванадия);   

i

AC )(
  – параметры взаимодействия в аустените 

углерода с соответствующими легирующими 
элементами. 

Из дополнительных легирующих элемен-
тов  в данном случае используем хром. Приме-
нительно к оценке влияния хрома из уравнения 
(1) имеем:  
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По данным [1, 2] Cr
AC )(

  – 4,0, тогда 

 CrAVNf )])(([ 0, т.е. хром увеличивает раство- 
римость карбидов ванадия в аустените. 

Уравнение (2) можно представить в сле-
дующем виде:  

 
     ),4(exp )(

0
)()( ACrAVAV NNN                (3) 

 
где 0

)( AVN  – растворимость ванадия в 

аустените без хрома; )( AVN – растворимость ва-
надия в аустените, легированного хромом. 

После перехода от атомных долей к про-
центам по массе уравнение (3) преобразуется к 
виду:  
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   ).04,0(exp0
AAA CrVV             (4) 

 
Влияние хрома на растворимость углерода 

для тех же условий двухфазного равновесия A 
+ VC можно оценить по уравнению [1, 2]: 
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Здесь Cr

AС )(  – коэффициент влияния хрома 
на активность углерода в аустените в условиях 
рассматриваемого двухфазного равновесия; 

Cr
ACb )(  – коэффициент влияния хрома на раство-

римость углерода в аустените. Значение Cr
AС )(  

рассчитано по методике [3] и составило –1 при 
коэффициенте распределения хрома AVC

CrK 1. 
При проведении расчетов принято также: 

C
AС )( 8 и  )(

0
)( ACAC NN 0,012, что соответ-

ствует приведенной выше растворимости угле-
рода в легированном аустените. С учетом этих 
данных расчет коэффициента Cr

ACb )(  дает:  
 

               7,2
012,081
41

)( 



Cr
ACb  

 
и уравнение растворимости углерода по-

сле перехода к выражению концентрации в 
процентах по массе имеет вид:  

 
 ).027,0(exp )(

0
)()( AAA CrCС                 (6) 

 
Видно, что зависимость для растворимо-

сти ванадия и углерода имеют аналогичный вид 
(уравнения (4) и (6)), но с разными коэффици-
ентами. Эти уравнения можно упростить, при-
ведя их к линейному виду. После статистиче-
ской обработки численных значений раствори-
мостей при содержаниях хрома от 0 до 8% (че-
рез 1%) имеем:  

 
);045,01( )(

0
)()( AAA CrVV      R2=0,998,         (7) 

 
 

 
 
 
 

);029,01( )(
0

)()( AAA CrСС    R2=0,999.      (8) 
 

Здесь R2 – статистическая характеристика, 
называемая корреляционным соотношением. 

Зная значения )( AV и )( AC  (определенные 
экспериментально и приведенные выше), мож-
но определить и значения 0

)( AV и 0
)( AC  при )( ACr = 

0: 0
)( AV = 0,16 % и 0

)( AC = 0,22 %. Используя эти 
данные, можно оценить условную температуру 
“самозакалки” сплава. На рис. 1 приведены 
изотермы и политермы растворимости карбида 
ванадия в аустените по данным [9]. Видно, что 
сочетание 0

)( AV = 0,16 % и 0
)( AC = 0,22 % соответ-

ствует температуре около 800˚С. Поэтому гра-
ничной конодой, отделяющей область А + МС 
с полностью инвертированной структурой от 
области конодного треугольника А + МС + 
М7С3, должна быть конода А – МС при 800˚С. 
Крайние точки этой коноды известны 
( 0

)( AV 0,16 %, 0
)( AC  0,22 % и 0

)(VCV 81,5 %, 

0
)(VCC 18,5 %.  
При дополнительном легировании сплава 

хромом получаем следующие координаты 
крайних точек коноды: 

 
для аустенита  )045,01(16,0 )()( AA CrV   
 
и                     ),%;029,01(22,0 )()( AA CrC   
 
для карбида МС    )(MCV = 81,5 – )( ACr  и  

)(MCC 0
)(MCC  = 18,5%. 

Расчетная схема с использованием этих 
величин приведена на рис. 2. 

Уравнение   коноды    можно   представить  
как уравнение прямой линии, проходящей че-
рез две заданные точки:  
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После подстановки значений )(MCV , )(МСC , 

)( AV и )( AC  имеем:  



16 
 

   
 
       

 
 
Рис. 1. Изотермы (а) и политермы (б) растворимости 

карбида ванадия в аустените [8]:  
 
1 – 727˚С, 2 – 775˚С, 3 – 825˚С, 4 – 875˚С, 
5 – 925˚С, 6 – 975˚С, 7 – 1025˚С, 8 – 1075˚С 
 
    

 
 
Рис. 2. Расчетная схема с положением критических 

конод  А – МС  
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Здесь на схеме рис.2 сплС – среднее содер-

жание углерода в  сплаве; V –  минимально  
необходимое (критическое) содержание вана-
дия в сплаве, при котором исключено образо-
вание других карбидных фаз, кроме карбида 
МС. 

Поскольку экспериментально установлено, 
что в комплексно - легированном сплаве )( ACr  

)( MCCr  сплCr , то после соответствующей под-
становки в уравнение (10) и решения этого 
уравнения с исключением мало значащих чле-
нов получаем: 

 
  ,8,0)055,045,4( 

сплспл CCrV % мас.           (11) 
 
Уравнение (11) представляет собой основ-

ную зависимость, характеризующую влияние 
углерода и хрома на критическое содержание 
ванадия. Она несколько отличается от исполь-
зовавшихся ранее зависимостей [4] и дает луч-
шую корреляцию между характеристиками хи-
мического состава, особенно применительно к 
малоуглеродистым чугунам и эвтектойдным 
сталям. 

Видно, что хром уменьшает критическое 
содержание ванадия в сплавах. Это связано с 
тем, что хром частично замещает ванадий в 
карбиде МС и несколько увеличивает раство-
римость этого карбида в аустените, т.е. под 
влиянием хрома вся критическая конода сме-
щается в сторону меньшего содержания вана-
дия. 

По уравнению (11) рассчитаны значения 
критического содержания ванадия V для мно-
гих экспериментально исследованных сплавов 
и из сопоставления их с действительными со-
держаниями ванадия сплV  рассчитаны величины 
дефицита ванадия V в сплавах: 

 
           .сплVVV                           (12) 

 
Результаты расчетов показали, что во мно-

гих сплавах имеется значительный дефицит 
ванадия (1% и более). Структура в таких спла-
вах имеет существенные отклонения от компо-
зиционной, что резко сказывается и на механи-
ческих свойствах сплавов, особенно на ударной 
вязкости. 

Выявлены также сплавы с отсутствием 
дефицита ванадия или даже с небольшим его 
избытком (0,1-0,5%).  Такие сплавы содержат 
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1,6-2,2 % С; 0,5-1,3 % Si; до 3,5% Mn; до 7,0 % 
Cr; до 0,6 V и могут быть дополнительно леги-
рованы и модифицированы другими элемента-
ми. По структуре они являются типичными бе-
лыми чугунами, так как после кристаллизации 
содержат одну или несколько аустенитно-
карбидных эвтектик. При достаточном содер-
жании ванадия основной является двойная эв-
тектика аустенит + карбид ванадия ( А+VC). По 
границам колоний этой эвтектики кристаллизу-
ется небольшое количество тройной эктектики 
А+VC+M7C3 (где M7C3 - карбид типа Cr7C3) в 
виде отдельных изолированных включений или 
сплошной сетки. В последнем случае отливки 
необходимо подвергать длительному отжигу 
для разрушения сетки тройной эвтектики, су-
щественного повышения ударной вязкости  
сплава и улучшения его обрабатываемости ре-
заньем. После механической обработки детали 
подвергают закалке и отпуску на требуемую 
твердость. В окончательном виде микрострук-
тура сплава состоит из колоний двойной эвтек-
тики с матричной составляющей в виде про-
дуктов распада аустенита. Каждая колония ар-
мирована карбидным каркасом и представляет 
различно ориентированный волокнистый мик-
рокомпозит. Сплав с такой структурой имеет 
высокие механические свойства (σв до 900 МПа 
при КС до 150 кДж/м2) и износостойкость (в 1,5 
-2 раза выше, чем у быстрорежущей стали). 
Применяется при изготовлении деталей, от ко-
торых требуется сочетание высокой износо-
стойкости и прочности при достаточной удар-
ной вязкости. 
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УДК 536.666; 536.631 
 

ТЕПЛОРАСПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СВОЙСТВА ЭПОКСИДНЫХ МАТРИЦ,  
МОДИФИЦИРОВАННЫХ РАЗЛИЧНЫМИ УГЛЕРОДНЫМИ НАПОЛНИТЕЛЯМИ 

 
А.О. Камаев, О.Н. Шорникова, А.В. Солопченко, А.В. Кепман, А.П. Малахо 

 
Композиты, в которых матрицей служит полимерный материал, являются одним из самых многочисленных и 

разнообразных видов материалов. Их применение в различных областях дает значительный экономический эффект. 
Варьируя состав матрицы и наполнителя, их соотношение, ориентацию наполнителя, можно получить материал с 
требуемым набором свойств. В работе было показано, что добавление углеродного наполнителя увеличивает темпе-
ратурный интервал отверждения смолы и уменьшает температуру расстекловывания уже отвержденного связующе-
го. Обнаружено, что теплопроводящие свойства улучшаются при добавлении даже малого количества наполнителя. 
Наиболее высокие значения наблюдаются для диспергированного пенографита и графитовой фольги 

Ключевые слова: эпоксидная матрица, углеродные наполнители, теплораспределение 
 

Введение 
В настоящее время, с развитием микроэлек-

троники, для создания высокопроизводительных 
электронных схем, появилась необходимость в ма-
териалах, обладающих низкой диэлектрической 
проницаемостью и коэффициентом линейного тер-
мического расширения, а также высокой теплопро-
водностью и термостойкостью [1-4]. Одним из ма-
териалов, удовлетворяющим этим требованиям, ста-
ли эпоксидные смолы. Для улучшения свойств 
эпоксидной матрицы вводятся различные добавки, 
такие как диоксид кремния, нитриды алюминия или 
бора, а также оксид алюминия. Такие наполнители 
имеют достаточно большую удельную массу и, для 
получения видимого улучшения теплопроводности, 
должны быть добавлены в полимер в значительном 
количестве, что крайне отрицательно сказывается на 
механических свойствах изделия [5-7]. С другой 
стороны, введение углеродных наполнителей (пено-
графита, углеродных нанотрубок, графена или окси-
да графита), обладающих малой плотностью и низ-
ким порогом перколяции, позволяет решить про-
блему ухудшения механических свойств [8-10]. 
Напротив, во многих работах было показано, что 
добавление нанотрубок или графена в небольших 
количествах существенно увеличивает прочность 
материала [11-13]. Однако, стоимость таких напол-
нителей очень велика. Поэтому целью данной рабо-
ты было получение композитов на основе эпоксид-
ной смолы и более дешевых углеродных наполните-
лей: пенографита, нитрата графита II ступени, би-
сульфата графита I и II ступеней и графитовой 
фольги. 
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Экспериментальная часть 
Исходными веществами для получения би-

сульфата графита I и II ступени и нитрата графита II 
ступени служили природный чешуйчатый графит с 
основной фракцией 200-300 мкм (d00l = 3,354-3,359 
Å, содержание углерода 99,9 масс. %), 96% серная 
кислота (ρ=1,835 г/см3), дихромат калия (K2Cr2O7) 
марки ХЧ, 98% азотная кислота (ρ=1,51 г/см3), пер-
манганат калия (KMnO4) марки ХЧ, 30% перекись 
водорода (ρ=1,112 г/см3), нитрат натрия (NaNO3) 
марки ХЧ, дистиллированная вода (ρ=1,00 г/см3). 
Пенографит получали термообработкой продукта 
обработки водой бисульфата графита I ступени при 
1000 ºС. Для получения полимерных матриц ис-
пользовалась эпоксидная смола марки TR-9X. 

 
Диспергирование углеродного наполнителя 
Дробление графитовых материалов проводили 

методом ультразвукового диспергирования в стаци-
онарном режиме, т.е. дисперсный раствор был 
неподвижен, и не происходило никакого иного ме-
ханического перемешивания кроме как облучения 
ультразвуковыми волнами. Дробление проводилось 
с помощью ультразвукового излучателя мощностью 
30 Ватт, частотой колебаний равной 22,4 кГц и ам-
плитудой ультразвуковых колебаний равной 30 мкм. 
Для получения частиц микронного размера, в ячей-
ку помещалась навеска необходимого наполнителя 
массой около 20 г, к которой приливали 600 мл ди-
стиллированной воды. Дробление частиц проводили 
в течение 9 часов. После прекращения озвучивания, 
определяли характеристики полученной дисперсии. 
Размеры частиц определяли на лазерном анализато-
ре размеров частиц CILAS Particle Analyzer 1180 в 
жидкой ячейке. 

 
Метод получения эпоксидных матриц 

В качестве полимерной матрицы была выбрана 
эпоксидная смола марки TR-9X. В ее состав входят 
компоненты (рис.1): диглицидиловый эфир бисфе-
нола-А, 1,4-будандиол диглицидиловый эфир и 
отвердители  Jeffamine D-230, представляющий со-
бой диамин с переменным составом, и триэтилен-
тетраамин в массовом соотношении 
1,28:0,32:0,25:0,15 соответственно.  
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Рис. 1. Структура компонентов эпоксидного связу-

ющего: диглицидиловый эфир бисфенола А (а), бутандиол 
диглицидиловый эфир (б), D-230 (в), и ТЭТА (г) 

 
Введение каждого из 5ти наполнителей в мат-

рицу проводили путем суспендирования необходи-
мого количества (массовое содержание наполнителя 
ω = 0,1; 0,25; 0,5; 1; 2 % ) в Jeffamine D-230. После 
смешивания всех компонентов формовали пласти-
ны, для этого подготовленную смесь заливали в 
специальную форму и оставляли отверждаться на 
сутки при комнатной температуре. Затем проводили 
постотверждение, выдерживая пластины 3 часа при 
температуре 60 ºС и 6 часов при 80 ºС. После отвер-
ждения, из пластин вырезали образцы для опреде-
ления свойств. 

 
Методы испытания образцов 

Процесс отверждения образцов исследовали 
методом дифференциальной сканирующей калори-
метрии (ДСК) на калориметре DSC 204 Phoenix 
фирмы Netzsch в интервале температур от 20 до 200 
ºС со скоростью нагрева 10 ºС/мин в потоке аргона 
70 мл/мин. В работе использовали алюминиевые 
тигли с крышками. Масса навески образца состав-
ляла 5-10 мг. Обработку данных проводили в про-
грамме Netzsch Proteus Analysis. 

Динамический механический анализ (ДМА) 
проводили на ДМА-анализаторе фирмы Mettler 
Toledo. Образец в виде прямоугольного параллеле-
пипеда длиной 50 мм, шириной 5 мм и толщиной 2 
мм закрепляли с двух концов в консолях, а посере-
дине прикладывали осциллирующую с фиксирован-
ной частотой 1 Гц нагрузку. Исследуемый образец 
нагревали со скоростью 5 ºС/мин, а вязкоэластич-
ный отклик образца записывали как функцию от 
температуры.  

Измерение температуры размягчения проводи-
ли на термомеханическом анализаторе TMA 402 
фирмы Netzsch методом трехточечного изгиба при 
постоянном напряжении 1,82 МПа и скорости 
нагрева 2 ºС/мин. Измерение коэффициента линей-
ного термического расширения (КЛТР) проводили 
на этом же приборе в режиме определения линей-
ных размеров. К образцу прикладывали нагрузкой 1 
г и нагревали от 40 до 250 ºС со скоростью 5 ºС/мин. 
При достижении температуры стеклования, на зави-
симости изменения линейных размеров наблюдается 
излом. Температура, при которой наблюдается из-
лом, считается температурой стеклования. Также по 
этим данным рассчитывается коэффициент линей-
ного термического расширения (КЛТР). 

Температурпопроводность и теплоемкость об-
разцов определяли методом лазерной вспышки с 
помощью термоанализатора LFA 457 MicroFlash 

фирмы NETZSCH при температуре 30 ºС в атмосфе-
ре аргона. 

 
Результаты и их обсуждение 

Влияние наполнителя на процесс отверждения. 
По термоаналитическим кривым, полученным 

методом ДСК, были рассчитаны тепловые парамет-
ры процесса отверждения (табл.1). Температура 
начала отверждения связующего при введении мо-
дификаторов практически не меняется. Температура 
пика также не зависит от природы и содержания 
наполнителя. 

Таблица 1 
Параметры процесса отверждения модифици-

рованных эпоксидных связующих 

Напол-
нитель 

ω, 
% 

Ton-

set, 
°С 

ΔT, 
°С 

Tpeak
,°С 

ΔHо

тв, 
Дж/

г 

ΔHотв 
на смо-

лу, 
Дж/г 

TR-9X 0 78 44 114 514 514 

Графи-
товая 

фольга 

0,1 78 57 114 547 547 

0,25 78 57 116 537 538 

0,5 78 58 115 480 482 

1 90 50 115 476 481 

2 78 56 112 508 518 

Нитрат 
графита 
II сту-
пени 

0,1 79 56 115 496 496 

0,25 81 54 116 519 520 

0,5 79 54 115 496 498 

1 78 58 115 490 494 

2 80 52 115 502 512 

Би-
сульфат  
графита 

I  
ступени 

0,1 79 55 116 480 480 

0,25 79 56 115 525 527 

0,5 79 56 115 513 515 

1 80 54 116 453 458 

2 79 57 117 500 510 

Би-
сульфат 
графита 
II сту-
пени 

0,1 78 57 114 448 448 

0,25 78 57 115 499 501 

0,5 77 59 116 446 448 

1 78 57 114 443 448 

2 78 55 115 429 438 

Пено-
графит 

0,1 78 57 115 506 506 

0,25 78 55 113 532 534 

0,5 79 54 114 526 529 

1 76 59 113 504 509 

2 71 65 112 439 448 

Отдельным столбцом в таблице находится из-
менение энтальпии отверждения, отнесенное к чи-
стой смоле. Необходимо ввести такую поправку, 
поскольку масса отверждающейся смолы все же 
несколько меньше массы композита. По-видимому, 
количество выделившейся теплоты не зависит от 
введения наполнителя, поскольку тепловой эффект 
для всех образцов отличается от энтальпии отвер-
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ждения чистой смолы не более чем на 10%, что яв-
ляется нормальной погрешностью для данного типа 
измерений. С другой стороны, введение даже не-
большого (0,1%) количества любого типа наполни-
теля, приводит к уширению пика и сдвигает макси-
мальную температуру в более горячую область (рис. 
2, ΔТ в табл.1). Это может быть связано с тем, что 
теплопроводность углеродных наполнителей выше, 
нежели у полимерной матрицы, и тепло, подводи-
мое к отверждаемому композиту, рассеивается в 
окружающее пространство быстрее. 

 
Рис. 2. Влияние добавления 0,1% наполнителя на 

вид ДСК кривых 
 
Добавление большего количества наполнителя, 

по-видимому, не влияет на процесс отверждения. 
Так, на рис. 3 показаны термоаналитические кривые 
для чистой смолы и композитов с различным со-
держанием пенографита. Можно заметить, что ши-
рина пика и температура максимума практически не 
меняются, хотя есть тенденция уменьшения высоты 
пика по мере увеличения содержания наполнителя. 

 
Рис. 3. ДСК кривые для чистой смолы и композитов 

с бисульфатом графита I ступени 
 
Таким образом, введение углеродного напол-

нителя приводит к увеличению температурного 
диапазона отверждения эпоксидной смолы, тем са-
мым уменьшая количество теплоты, выделяющейся 
в единицу времени. Кроме того, следует отметить 
снижение энтальпии отверждения, отмеченное в 
ряде случаев, которое может быть свидетельством 
изменения механизма отверждения. 

 
Влияние углеродного наполнителя на температуру 

стеклования отвержденных матриц 
Для композитов очень важным является соче-

тание механической прочности и сохранение ее в 
условиях внешних воздействий. Чтобы оценить 

температурный интервал эксплуатации полимера, 
необходимо знать его температуру стеклования и 
коэффициент линейного термического расширения, 
обуславливающий сохранение геометрических раз-
меров полученного изделия при нагреве. 

Наиболее заметные изменения полученной ме-
тодом трехточечного изгиба температуры размягче-
ния были зафиксированы при введении небольших 
количеств (до 0,25%) дробленого окисленного гра-
фита и пенографита в состав эпоксидной смолы. 
Интересно отметить, что введение окисленного гра-
фита из II ступеней ИСГ приводит к повышению 
температуры размягчения на 3-6 ºС, а окисленного 
графита из бисульфата графита I ступени и пено-
графита к снижению температуры стеклования на 4-
8 ºС относительно чистой смолы. Объяснением 
наблюдаемого явления может быть схожая морфо-
логия диспергированных компонентов и их сравни-
тельно малый размер частиц. 

Таблица 2 
Температура стеклования (размягчения) образ-

цов, определенная по ТМА методом трехточечного 
изгиба 

ω, 
масс.

% 

Температура стеклования (размягче-
ния), оС 

Графи-
товая 

фольга 

Нитрат 
графи-

та II 
ступе-

ни 

Бисульфат 
графита Пе-

но-
гра-
фит 

ступени 

I  II  

0 63 63 63 63 63 
0,1 62 67 55 69 56 
0,25 62 66 59 65 55 
0,5 60 63 63 62 59 
1,0 61 63 63 69 61 
2,0 62 63 65 68 60 

По-видимому, диспергированные частицы 
окисленного графита из бисульфата графита I сту-
пени и пенографита образуют теплопроводящую 
сетку, обеспечивая быстрое и равномерное распре-
деление подведенного тепла по образцу, что приво-
дит к снижению температуры размягчения. Увели-
чение содержания наполнителя в эпоксидной мат-
рице приводит к агломерации частиц и эффект 
наполнителя пропадает. В методе трехточечного 
изгиба используется миниатюрный образец, поэто-
му зависимость температуры размягчения будет в 
существенной степени определяться равномерно-
стью распределения наполнителя и исследуемым 
фрагментом образца. Этих недостатков лишено 
определение температуры стеклования методами 
ДМА и ТМА по изменению линейного термическо-
го расширения, поскольку в них используются более 
массивные образцы. 

Температура стеклования, определенная мето-
дом ТМА из измерений линейного термического 
расширения, не зависит от природы и количества 
наполнителя, хотя в большинстве случаев при ма-
лых количествах наполнителя отмечается незначи-
тельное снижение температуры стеклования, кото-
рое не может отражаться на свойствах материала в 
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целом (табл.3). Различия в температурах стеклова-
ния, определенных двумя рассмотренными метода-
ми обусловлены условиями проведения экспери-
мента. Линейное термическое расширение образца 
измеряется при усилии 10 мН, что соответствует 
давлению 0,4 кПа. 

Таблица 3 
Температура стеклования (размягчения) образ-

цов, определенная методом ТМА из измерений ли-
нейного термического расширения 

ω, 
масс.
% 

Температура стеклования (размягчения), 
оС 

Гра-
фито-

вая 
фоль-

га 

Нитрат 
графи-

та II 
ступе-

ни 

Бисульфат 
графита Пено-

гра-
фит 

ступени 

I  II  

0 80 80 80 80 80 
0,1 77 78 78 81 78 

0,25 79 81 77 80 77 
0,5 78 81 80 81 81 
1,0 77 81 80 82 81 
2,0 79 83 80 81 81 

Температура стеклования, определенная мето-
дом ДМА ниже на 4-12 ºС (табл.4) температуры 
стеклования чистой смолы и не зависит от количе-
ства наполнителя. Исключением является композит 
с пенографитом, где температура стеклования уве-
личивается по мере увеличения содержания напол-
нителя. По-видимому, графитовый наполнитель, 
характеризующийся более высоким значением теп-
лопроводности, чем полимерное связующее, образу-
ет теплопроводящую сетку внутри композита и 
обеспечивает более равномерное и быстрое распре-
деление тепла по всему образцу, снижая температу-
ру стеклования. Причем достаточно 0,1 масс.% 
наполнителя, чтобы эффект проявился (табл.4).  

Таблица 4 
Температура стеклования образцов, опреде-

ленная методом ДМА 
ω, 
масс.
% 

Температура стеклования (размягчения), 
оС 

Гра-
фито-

вая 
фоль-

га 

Нитрат 
графи-

та II 
ступе-

ни 

Бисульфат 
графита Пено-

гра-
фит 

ступени 

I  II  

0 92 92 92 92 92 
0,1 80 80 80 85 83 

0,25 81 80 80 86 86 
0,5 80 81 82 84 86 
1,0 82 82 82 86 88 
2,0 83 79 83 86 88 

Отсутствие аналогичного эффекта при опреде-
лении температуры размягчения методом трехто-
чечного изгиба, по-видимому, объясняется малыми 
размерами образца, т.е. непредставительной пробой. 
В случае с определением по точке перегиба на зави-
симости линейного расширения отсутствие эффекта 
может быть обусловлено, как принципом измерения 
– все изменения были зафиксированы при испыта-

ниях на изгиб, так и способом обработки результа-
тов. 

Таким образом, введение графитового напол-
нителя в эпоксидную матрицу, независимо от типа 
наполнителя и количества приводит к снижению 
температуры стеклования почти на  
4-12 ºС. Наименьшее снижение температуры стек-
лования было зафиксировано для диспергированно-
го окисленного бисульфата графита II ступени и 
пенографита при содержании в эпоксидном связу-
ющем более 0,25 масс.%. 

 
Влияние углеродного наполнителя на коэффициент 

линейного термического расширения 
После расстекловывания матрицы, КЛТР об-

разцов резко возрастает, поскольку для твердых об-
разцов, как правило, изменение линейных размеров 
при нагревании существенно меньше, чем для стек-
лообразных веществ. При обработке данного типа 
кривых находили значения КЛТР до и после рас-
стекловывания (табл.5). КЛТР чистой смолы до 
температуры стеклования составляет 73∙10-6/К. Вве-
дение графитовых наполнителей увеличивает это 
значение до (80-90)∙10-6/К, причем величина КЛТР 
растет с увеличением содержания наполнителя. Ис-
ключением, как и в случае температуры стеклования 
являются композиты с малыми количествами пено-
графита (0,1-0,25 масс.%), для которых КЛТР стано-
вится ниже - 60∙10-6/К и образцы, наполненные 
окисленным графитом из бисульфата графита II 
ступени, для которых изменение КЛТР проходит 
через минимум при 0,5 масс.%. Значение КЛТР вы-
ше температуры стеклования не меняется при вве-
дении любого из рассмотренных наполнителей и 
составляет  
~190∙10-6/К 

Таблица 5 
Значения коэффициента линейного термиче-

ского расширения до температуры стеклования 
ω, 
масс.
% 

КЛТР ниже температуры стеклования, 10-

6/К 

Гра-
фито-

вая 
фольга 

Нитрат 
графи-

та II 
ступе-

ни 

Бисульфат 
графита Пено-

гра-
фит 

ступени 

I  II  

0 73 73 73 73 73 
0,1 75 80 79 91 59 
0,25 78 93 80 82 62 
0,5 81 95 84 76 87 
1,0 77 91 85 82 94 
2,0 81 91 88 88 91 

 
Влияние углеродного наполнителя на теплопрово-

дящие свойства 
Введение 0,1 масс.% графитового наполнителя 

приводит к повышению температуропроводности 
композита на 30-50%, дальнейшее увеличение со-
держания наполнителя сопровождается повышени-
ем температуроводности, но не резко и не пропор-
ционально количеству введенного наполнителя 
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(табл.6). Максимальное значение температуропро-
водности 0,176 мм2/с было зафиксировано для об-
разца, содержащего 2,0 масс.% дробленой графито-
вой фольги. Также следует отметить, что введения 
0,1 масс.% пенографита достаточно, чтобы достичь 
значений температуропроводности, полученных для 
матриц, модифицированных 1 масс.% диспергиро-
ванного окисленного графита. Наличие максимума 
температуропроводности для образцов окисленного 
графита на основе бисульфат графита (0,25%), по-
видимому, обусловлено неравномерным распреде-
лением графитового наполнителя по образцу. 

Таблица 6 
Значения коэффициента температуропровод-

ности образцов 
ω, 
масс.
% 

Коэффициент температуропроводности, 
мм2/с 

Графи-
товая 

фольга 

Нитрат 
графи-

та II 
ступе-

ни 

Бисульфат 
графита Пено-

гра-
фит 

ступени 

I II 

0 0,071 0,071 0,071 0,071 0,071 
0,1 0,095 0,088 0,098 0,099 0,108 
0,25 0,110 0,088 0,111 0,106 0,106 
0,5 0,119 0,100 0,099 0,092 0,122 
1,0 0,126 0,110 0,104 0,101 0,128 
2,0 0,176 0,118 0,109 0,108 0,140 

Теплоемкость всех модифицированных эпок-
сидных матриц составляет 1,8 – 2,0 Дж/(г∙К), не за-
висит от содержания наполнителя и в 1,1-1,2 раза 
выше теплоемкости чистой смолы (табл.7). 

Таблица 7 
Значения теплоёмкости образцов 

Теплоемкость, Дж/(г∙К) 

TR-
9X 

Графи-
товая 

фольга 

Нитрат 
графита II 
ступени 

Бисульфат 
графита Пено-

гра-
фит 

ступени 
I  II  

1,7 2,0 1,9 2,0 1,8 1,9 
Теплопроводность образцов с наполнителями в 

1,3 – 2,0 раза выше теплопроводности чистой смо-
лы, причем наибольший рост теплопроводящих 
свойств демонстрируют образцы на основе графито-
вой фольги и пенографита (рис.4). 

Это, по-видимому, связано с лучшей дисперги-
руемостью, и следовательно, более равномерным 
распределением наполнителя в эпоксидной матрице. 
Следует отметить практически равные значения 
теплопроводности материалов, содержащих графи-
товую фольгу и пенографит вплоть до концентрации 
1,0 масс.%. При содержании наполнителя 2,0 масс.% 
теплопроводность образцов с графитовой фольгой в 
1,3 раза выше, чем образцов с пенографитом. Теп-
лопроводящие свойства матриц с окисленным гра-
фитом выше, чем у чистой смолы, но уступают ма-
териалам с термообработанными наполнителями, и 
практически не зависят от природы интеркалата и 
номера ступени. 

Таким образом, введение графитового напол-

нителя приводит к увеличению теплопроводности 
эпоксидной матрицы, причем заметное повышение 
теплопроводящих свойств наблюдается уже при 
малых содержаниях наполнителя. Также следует 
отметить, что увеличение теплопроводности не про-
порционально содержанию углеродного наполните-
ля и не является аддитивным. 

 

 
Рис. 4. Зависимость теплопроводности от концен-

трации наполнителя 
 

Заключение 
 

Таким образом, в работе исследовано влияние 
графитовых наполнителей на основные свойства 
эпоксидных матриц. Показано, что введение графи-
тового наполнителя расширяет температурный диа-
пазон процесса отверждения, приводит к «размыва-
нию» теплового эффекта во времени, способствует 
незначительному снижению температуры стеклова-
ния и увеличению теплопроводящих свойств. При-
веденные изменения свойств проявляются при не-
высоких содержаниях наполнителя (менее 0,5 
масс.%) и объясняются появлением в полимерной 
матрице «сетки» теплопроводящего компонента. 

 
Работы выполнены при финансовой поддерж-

ке Министерства образования и науки РФ по дого-
вору №02.G25.31.0114 в рамках выполнения ком-
плексного проекта по постановлению Правитель-
ства №218 (шифр 2014-218-05-8228). 
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HEAT DISTRIBUTION PROPERTIES OF EPOXY MATRIX MODIFIED WITH 
FINELY DISPERSED CARBON FILLERS 

 
A.O. Kamaev, O.N. Shornikova, A.V. Solopchenko, A.V. Kepman, A.P. Malaho 

 
Polymer matrix composites are one of the most numerous and diversified material types. They are applied in different 

fields of technology and bring useful economy. Material with required properties can be gotten by varying matrix and rein-
forcement composition, their ratio and reinforcement orientation. It was shown that carbon fillers addition increases curing 
temperature range of epoxy and decreases glass transition temperature of the hardened binder. It was found that heat distribu-
tion properties improves even at small amounts of carbon filler. The highest values are observed for dispersed exfoliated 
graphite and dispersed graphite foil 
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ПОЛЯ НАПРЯЖЕНИЙ В МЕТАЛЛИЧЕСКОМ СТЕКЛЕ У ПОЛОС СДВИГА ТИПА 
ВОЛНИСТЫХ  ЛУЧЕЙ 

 
А.А. Рюмцев, О.М. Остриков 

 
Предложена методика расчета полей напряжений у полос сдвига типа изогнутых лучей формы с гармонической 

составляющей, формирующихся у поверхности металлического стекла. Представлен схематически вид полосы в 
трехмерном пространстве. Получены и описаны поля напряжений у полосы сдвига в различных плоскостях. 
Выявлены места, где сконцентрированы наибольшие напряжения и, соответственно, с наибольшей вероятностью 
дальнейшего развития в них трещин 

 
Ключевые слова: металлические стекла,  полоса сдвига, дислокационный подход 
 

В работах [1]–[4] был предложен подход к 
моделированию пластической деформации в 
металлических стеклах на базе моделирования 
дислокационных процессов. Так как металлическое 
стекло является материалом нового поколения с 
большими перспективами использования его в 
различных сферах производства [3], оно нуждается 
в тщательном изучении его физических и 
механических свойств, границ условий и режимов 
его использования. В работах [1]–[3] описываются 
каналы сдвиговой деформации в металлических 
стеклах, а именно полосы сдвига, которые в 
зависимости от величины приложенной нагрузки 
могут быть двух типов: полосы сдвига типа лучей и 
типа чешуйчатых навалов [1], [2]. На данный 
момент еще не построена общая теория по тематике 
полос сдвига и моделированию процессов их 
возникновения и поведения в материале. В 
частности, не описана картина распределения полей 
напряжений в металлических стеклах у полос сдвига 
типа изогнутых лучей с гармонической 
составляющей, формирующихся у поверхности 
материала. 1Этот вопрос важен в виду того, что 
гармоническая составляющая в форме следа полосы 
сдвига присутствует при активном взаимодействии 
с другими полосами сдвига, монокристаллическими 
зернами, концентраторами напряжений и т.д., что 
является распространенным случаем формирования 
полос сдвига [1]. 

Цель работы заключается в разработке 
численно-аналитического метода расчета полей 
напряжений в металлических стеклах у полос сдвига 
типа изогнутых лучей формы с гармонической 
составляющей, формирующихся у поверхности 
металлического стекла. 

Постановка задачи. Полосы сдвига с 
гармониками, образующиеся у поверхности 
материала в сечении, перпендикулярном ее 
образующей линии на поверхности материала и  
самой поверхности, имеют вид, представленный на 
рис. 1.   
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Рис. 1. Схематическое изображение полосы сдвига типа 
изогнутого луча с гармонической составляющей формы у 

поверхности аморфного материала в разрезе 
 

На рис. 2 схематически изображен след 
криволинейной полосы сдвига в форме изогнутых 
лучей с гармонической составляющей формы в 
плоскости разреза у поверхности металлического 
стекла. Гармоническая составляющая формы 
полосы сдвига обусловлена ее активным 
взаимодействием с другими полосами сдвига, 
монокристаллическими зернами, концентраторами 
напряжений и т.д.    
        

 
Рис. 2.  Схематичное изображение полосы сдвига типа 

изогнутых лучей с гармонической составляющей формы 

При формировании полосы сдвига на 
поверхности аморфного материала образуется 
ступенька величиной δ. В этом случае напряжения, 
создаваемые криволинейной полосой сдвига, 

Устье 

Вершина 
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определяются с помощью криволинейного 
интеграла: 

 
 

ABL
ijij ds0ρσσ ,                   (1) 

 
где LAB – задает профиль полосы сдвига; ρ – 
плотность дислокаций, формирующих полосу 
сдвига; )0(σij  – напряжения, создаваемые единичной 
дислокацией. 

Методика расчета полей напряжений в 
металлических стеклах у полос сдвига типа 
изогнутых лучей с гармониками у поверхности 
аморфного материала базируется на использовании 
дислокационного подхода в моделировании 
картины полей напряжений в материале [1]. 
Основываясь на теории дислокационных трещин [5] 
понятие дислокации аналогично понятию 
квазидислокаций, применяемого для удобства 
математического описания явления.  

Криволинейный интеграл (1) по 
общеизвестным правилам [5] сводится к 
определенному интегралу: 

 

 



L

a
ijij dξyxfyx

δ

02 ξ),,(σ)ξ(ρξ((1),(σ ) , (2) 

 
где L – длина полосы сдвига, равная проекции LAB на 
ось OY; a – глубина залегания источника 
дислокаций; )ξ(f  – функция, определяющая форму 
полосы сдвига; )ξ(  – линейная плотность 
дислокаций в полосе сдвига; ξ  – параметр 

интегрирования;   )ξ,,(σ 0 yxij  – напряжения, 
создаваемые единичной дислокацией, которые 
находятся по формулам [3]: 
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где  

π2
μ в

в
bB  .                               (4) 

 
Здесь  – модуль сдвига;  – коэффициент 
Пуассона; вb  – модуль вектора Бюргерса винтовой 
дислокации, образующей полосу сдвига.  

Форма полосы сдвига, представленная на рис. 
2, может быть описана функцией 

 
))) ξsin(ξξln(ξ( 11

2/1
11  DCBAf ,     (5) 

 
где А1, В1, С1 и D1 – эмпирические коэффициенты. 

Функция (5) описывает параболическую 
кривую, соответствующую форме полосы сдвига в 
виде чешуйчатого навала, окаймляющего отпечаток 
индентора [1], без волнистости формы. 

В данной работе рассмотрим четыре варианта 
распределения плотности дислокаций )ξ(ρ . Пусть в 
первом случае плотность дислокаций постоянна 

 
)ξ(ρ = 15 м10  .                  (6) 

 
Во втором – закон распределения дислокаций 

описывается линейной функцией  
 

33 ξξ(ρ BA ) ,                (7) 
 

где А3, В3 – эмпирические коэффициенты. 
В третьем случае закон распределения 

дислокаций описывается квадратичной функцией 
типа 
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2
4 ξξξ(ρ CBA ) ,            (8) 

 
где А4, В4, и С4 – эмпирические коэффициенты. 

Пусть в четвертом случае плотность 
дислокаций изменяется по гармоническому закону, 
и для варианта, описанного формулами (4) закон 
распределения дислокаций пусть будет задан 
функцией  

 
)) ξsin(ξ(ρ 5  A                         (9) 

 
где А5 – эмпирический коэффициент. 
 

Результаты расчетов полей напряжений и 
их обсуждение. 

В случае, когда форма полосы сдвига 
описывается функцией (5), где 11 A  мкм, 

B1=10 2
1

мкм ; C1=5 мкм; D1=1/2 мкм; при 
распределении плотности дислокаций по закону, 
описываемому функцией (6), где 510ξ(ρ ) 1м ,  
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наибольшие напряжения zx  сконцентрированы у 
устья полосы сдвига и постепенно убывают при 
удалении от него, при этом в области I значения 
напряжений убывают медленно в положительном 
направлении по оси OX. До вершины полосы сдвига 
поля напряжений меняются на положительные 
вокруг него и в области II имеют максимум 
положительных значений у отрезка полосы сдвига у 
вершины. Данные напряжения убывают при 
удалении от этой зоны и вокруг отрезка полосы 
сдвига против часовой стрелки у ее устья вновь 
становятся отрицательными, как это показано на 
рис. 3, а. 

 

Рис. 3.   Распределение напряжений у полосы 
сдвига, описываемой функцией (5),  при законе 

распределения плотностей дислокаций, описываемом 
функцией (7):  а) zxσ ; б) zyσ . 

В области II максимальные напряжения zyσ
 

сконцентрированы у отрезка при устье полосы 
сдвига и постепенно убывают при удалении от этой 
зоны. Данные напряжения  положительные. Следует 
отметить, что в области II напряжения 
знакопеременны и меняются с отрицательных на 
положительные вокруг отрезка у вершины полосы 
сдвига.  

В области I наибольшие по модулю и 
отрицательные напряжения zyσ

 
сконцентрированы 

у вершины, и постепенно убывают 
преимущественно в отрицательном направлении по 
оси OY, согласно рис. 3, б. 

В случае, когда форма полосы сдвига 
описывается функцией (5), где 11 A  мкм, 

B1=10 2
1

мкм ; C1=5 мкм; D1=1/2 мкм; при линейном 
распределении плотности дислокаций, описываемом 
функцией (7), где A3=0,9[ 25 м10  ]; B3=6[ 15 м10  ]. 

Наибольшие напряжения zxσ  в области II 
наблюдаются у отрезка полосы сдвига у вершины. 
При удалении от этой зоны напряжения убывают. 
Стоит отметить, что в области II напряжения 
знакопеременны. Напряжения становятся 
отрицательными вокруг отрезка полосы сдвига от ее 
устья до середины ветви 2. В области I вокруг 
вершины полосы сдвига напряжения становятся 
отрицательными и достигают максимальных по 
модулю значений у отрезка полосы сдвига у 
вершины. 

В области II наибольшие напряжения 
сконцентрированы у середины ветви 2 полосы 
сдвига и постепенно убывают при удалении от этой 
зоны в отрицательном направлении оси OX и 
положительном вдоль оси OY. Данные напряжения 
положительны. 

В области I наибольшие по модулю 
напряжения сконцентрированы у вершины полосы 
сдвига и убывают при удалении от этого конца. В 
области II у отрезка полосы сдвига у вершины в 
положительном направлении по оси OY по часовой 
стрелке вокруг этой зоны напряжения становятся 
отрицательными. Также в области I напряжения 
сконцентрированы у отрезка полосы сдвига у ее 
устья. 

Для следующего варианта формы полосы 
сдвига, которая описывается функцией (5), где 

11 A  мкм, B1=10 2
1

мкм ; C1=5 мкм; D1=1/2 мкм 
при нелинейном распределении плотности 
дислокаций, описываемом функцией (8), где 
A4=1/10[ 35 м01  ]; B4=1/5[ 25 м10  ]; C4=5[ 15 м10  ]. 

В области II напряжения знакопеременны. 
Наибольшие положительные напряжения 
сконцентрированы у  отрезка полосы сдвига у 
вершины. Данные напряжения убывают при 
удалении от этой зоны преимущественно в 
положительном направлении по оси OX. 

Вокруг середины ветви 2 полосы сдвига 
против часовой стрелки напряжения становятся 
отрицательными и ближе к вершине против часовой 
стрелки напряжения становятся положительными. 

В области II наибольшие положительные 
напряжения сконцентрированы у середины ветви 2 
и убывают при удалении от этой зоны 
преимущественно в отрицательном направлении по 
оси OX. В области I наибольшие по модулю и 
отрицательные напряжения сконцентрированы у 
вершины и убывают при удалении от этой зоны. 

Следует отметить, что в положительном 
направлении по оси OY от вершины полосы сдвига 
вокруг него против часовой стрелки напряжения 
становятся положительными. 

Также в области I наблюдаются 
положительные напряжения с наибольшими 
значениями у отрезка полосы сдвига у ее устья и 
убывают преимущественно в отрицательном 
направлении по оси OY. 

Для полосы сдвига формы, описываемой 

функцией (6), где 11 A  мкм, B1=10 2
1

мкм ; C1=5 
мкм; D1=1/2 мкм; распределение плотности 
дислокаций по гармоническому закону, 
описываемому функцией  (10), где A6=0,3[ 25 м10  ]; 
B6=20[ 15 м10  ], наибольшие напряжения zxσ  
сконцентрированы у полосы сдвига у ветви 1 и 
быстро убывают при удалении от этой зоны в 
области I и II. Данные напряжения отрицательны. 
При этом данные поля напряжений примыкают к 
линии поверхности материала. 
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От устья полосы сдвига до ее вершины поля 
напряжений имеют гармонический вид. Причем в 
пиках гармоник напряжения минимальны и 
положительны, ближе к средней линии гармоники 
напряжения достигают максимальных по модулю и 
отрицательных значений. В положительном и 
отрицательном  направлениях по оси OX от полосы 
сдвига наблюдаются области относительно 
небольших напряжений.  

Наибольшие напряжения zyσ  
сконцентрированы у ветви 1 полосы сдвига  и 
быстро убывают при удалении от этой зоны, причём 
в области II напряжения положительны, а в области 
I – отрицательны. На протяжении остального 
участка полосы сдвига поля напряжений имеют вид 
гармоники с максимальными по модулю и 
отрицательными по значению напряжениями. У 
вершины в области II в положительном по оси OX 
направлении наблюдается небольшая область 
концентрации положительных напряжений.  

Методика расчета полей напряжений у полос 
сдвига, имеющих форму изогнутых лучей, у 
поверхности аморфного материала, находящейся у 
поверхности аморфного материала, предложенная в 
данной статье, при большом увеличении, при 
котором форма полосы сдвига имеет искривления и 
волнистости, вызванные активным взаимодействием 
с другими полосами сдвига, монокристаллическими 
зернами, концентраторами напряжений и т.д., 

позволяет создать теоретическую базу для 
моделирования процесса деформации и 
распределения напряжённостей в материале, что в 
свою очередь позволит прогнозировать места 
концентрации наибольших напряжений. 
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STRESS FIELD IN METALLIC GLASSES HEVE SHEAR BANDS TYPE WAVY  RAY 
 

A.A. Rumtsau, O.M. Ostrikov  
 

The method of calculating the stress field at the shear bands have been considered  on the anvil of metal glass.  These 
bands are located near the surface and have the shape of curved beams with harmonic component formed. It is based on the 
dislocation approach description of the plastic deformation in an metallic glass. Mathematically modeled the process of 
deformation and as a result of the stress field are described in the material caused by the shear bands in different planes. It 
makes possible to predict the development of cracks and their direction 

 
Key words: metal glass, shear band, dislocation approach 
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УДК 620.17 
 

ВЛИЯНИЕ МЕЛКОДИСПЕРСНОГО УГЛЕРОДНОГО НАПОЛНИТЕЛЯ  
НА МЕХАНИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ЭПОКСИДНЫХ МАТРИЦ 

 
А.О. Камаев, О.Н. Шорникова, А.В. Солопченко, А.В. Кепман, А.П. Малахо 

 
Полимерные матрицы для композиционных материалов обладают рядом уникальных свойств, и всегда акту-

альна задача по их улучшению. Варьируя состав самой матрицы и подбирая наполнители, можно получить мате-
риал с требуемым набором свойств. Известно, что углеродные наполнители улучшают электро- и теплопроводя-
щие свойства, однако их влияние на механические свойства неоднозначно. В работе было показано, что прочность 
и трещиностойкость модифицированных матриц ухудшаются, зато увеличивается модуль упругости при растяже-
нии и изгибе. Обнаружено, что водопоглощение образцов увеличивается при добавлении наполнителя и не зависит 
от его природы и концентрации 

Ключевые слова: эпоксидная матрица, углеродные наполнители, физико-механические свойства 
 

Введение 
 
Из литературы известно, что введение угле-

родных наполнителей может в существенной степе-
ни влиять на свойства эпоксидных матриц, как в 
лучшую, так и в худшую сторону [1]. Увеличение 
теплопроводящих, электропроводящих и упругих 
свойств позволит существенно расширить области 
применения полимерных материалов. С другой сто-
роны, предлагаемые на сегодняшний день для этих 
целей материалы или являются дорогостоящими, 
как углеродные нанотрубки [2-3], или не выпуска-
ются в промышленных масштабах, как графеновые 
материалы [4-6], или требуется введение больших 
количеств добавок для того, чтобы эффект от моди-
фицирования оказался заметным. Графитовые мате-
риалы, такие как окисленный графит и пенографит 
промышленно выпускаются более 20 лет и характе-
ризуются постоянством свойств, а также невысокой 
стоимостью по сравнению с углеродными нано-
трубками. Пенографит известен благодаря низкому 
порогу перколяции, что позволяет рассчитывать на 
заметное изменение свойств материалов при незна-
чительных добавках наполнителя [7]. 

Еще одним ключевым моментом при введении 
дисперсных наполнителей в эпоксидные матрицы 
является способ их диспергирования. Наиболее по-
пулярным способом является ультразвуковое воз-
действие на смесь наполнителя и связующего [8]. 
По сути, дисперсия углеродного наполнителя в свя-
зующем является коллоидной системой, где поли-
мерная матрица является полярным компонентом, а 
наполнитель, как правило, нет. Поэтому, ее устой-
чивости должно способствовать наличие кислород-
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содержащих поверхностных групп, как, например, в 
окисленном графите. 

Таким образом, целью настоящей работы явля-
лось получение композитов на основе эпоксидной 
матрицы и графитовых материалов и исследование 
их свойств. В качестве графитовых наполнителей 
были выбраны окисленный графит, полученный из 
нитрата и бисульфата графита (в дальнейшем для 
обозначения окисленного графита разной природы 
используются названия исходных интеркалирован-
ных соединений графита), пенографит и графито-
вую фольгу. 
 

Экспериментальная часть 
Исходные вещества 

Исходными веществами для получения би-
сульфата графита I и II ступени, нитрата графита II 
ступени и оксида графита служили природный че-
шуйчатый графит с основной фракцией 200-300 мкм 
(d00l = 3,354-3,359 Å, содержание углерода 99,9 масс. 
%), 96% серная кислота (ρ=1,835 г/см3), дихромат 
калия (K2Cr2O7) марки ХЧ, 98% азотная кислота 
(ρ=1,51 г/см3), перманганат калия (KMnO4) марки 
ХЧ, 30% перекись водорода (ρ=1,112 г/см3), нитрат 
натрия (NaNO3) марки ХЧ, дистиллированная вода 
(ρ=1,00 г/см3). Пенографит получали термообработ-
кой продукта обработки водой бисульфата графита I 
ступени при 1000ºС. В качестве исследуемой матри-
цы была выбрана эпоксидная смола TR-9X. 

 
Методы получения углеродных наполнителей 

Нитрат графита II ступени получали добавле-
нием к навеске графита массой 20 г азотной кислоты 
массой 6,56 г (массовое соотношение 1:0,8) при по-
стоянном перемешивании в течение 1 часа. 

Бисульфат графита I ступени получали добав-
лением к навеске графита массой 20 г дихромата 
калия массой 3,4 г и серной кислоты массой 24,95 г. 
Синтез проводили при постоянном перемешивании 
в течение часа с использованием магнитной мешал-
ки. Бисульфат графита II ступени получали анало-
гичным способом, но навески дихромата калия и 
серной кислоты уменьшили в 2 раза (1,7 г и 12,48 г 
соответственно). 

Окисленный графит получали обработкой ин-
теркалированных соединений графита (нитрата и 
бисульфата графита) дистиллированной водой в 
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соотношении графит:вода = 1:10. Промывку нитрата 
графита осуществляли водой комнатной температу-
ры, а бисульфата графита – водой, нагретой до 60 ºС 
для более полного удаления кислоты и получения 
сыпучего продукта. Раствор декантировали, а обра-
зовавшийся окисленный графит дважды промывали 
водой в соотношении графит:вода = 1:10. Затем, 
раствор над окисленным графитом декантировали, а 
само вещество фильтровали от избытка влаги на 
стеклянном фильтре с помощью вакуумного насоса. 
Перед дальнейшем использованием, окисленный 
графит сушили при комнатной температуре на воз-
духе 24 часа. 

Для получения пенографита использовали 
окисленный графит, полученный из бисульфата 
графита I ступени. Вспенивание проводили на лабо-
раторной установке: окисленный графит помещали 
в дозатор, из которого он равными порциями с по-
мощью пневмотранспорта поступал в трубчатую 
печь, нагретую до 1000 ºC. После печи располагался 
приемник пенографита. 

Диспергирование углеродного наполнителя 
проводили ультразвуковым методом  в стационар-
ном режиме. Дробление проводилось с помощью 
ультразвукового излучателя мощностью 30 Ватт, 
частотой колебаний равной 22,4 кГц и амплитудой 
ультразвуковых колебаний равной 30 мкм. 

 
Методика введения наполнителей в матрицу 

Необходимую массу углеродного наполнителя 
предварительно суспендировали в отвердителе Jef-
famine D-230. Затем компоненты эпоксидной смолы 
- диглицидиловый эфир бисфенола-А, 1,4-
будандиол диглицидиловый эфир, Jeffamine D-230 и 
триэтилентетраамин смешивали в массовом соот-
ношении 1,28:0,32:0,25:0,15. После дегазации и го-
могенизации смесь заливали в специальные формы 
и оставляли отверждаться на сутки при комнатной 
температуре. Затем плоские пластины извлекали из 
форм и проводилось их постотверждение по схеме 3 
часа при температуре 60 ºС и 6 часов при 80 ºС. 
 

Методы испытания образцов 
Определение размеров частиц проводили на 

лазерном анализаторе размеров частиц CILAS 
Particle Analyzer 1180 в жидкой ячейке. 

Испытания на растяжение проводили согласно 
стандарту ASTM D638 [9] на плоских образцах в 
форме лопатки. Образцы толщиной ≈2 мм, длиной 
210±0,3 мм, шириной рабочей зоны 13 мм изготав-
ливались методом прецизионной резки на фрезер-
ном станке с ЧПУ Comagrav2. Испытания проводи-
ли при комнатной температуре на разрывной ма-
шине Instron 5985 с датчиком нагрузки 250 кН и 
экстензометром Epsilon 3560-BIA-050M-005-HT2 c 
рабочим расстоянием 50 мм при скорости переме-
щения 5мм/мин. Зависимость нагрузки от переме-
щения фиксировали в программном обеспечении 
Bluehill 3. Для каждого типа матрицы испытывали 
не менее 7 образцов. 

Прочность при изгибе определяли в соответ-
ствии с ASTM D790 [10]. Образцы представляли 
собой полоски прямоугольного сечения с толщиной 
2-3 мм, шириной 12 мм, и длиной 70мм. Расстояние 
между опорами устанавливали равным 16 толщи-
нам. Испытания проводили на разрывной машине 
Tinius Olsen H5KS c датчиком нагрузки 5 кН. Ско-
рость перемещения нагружающей опоры задавали 
равной 1,3 мм/мин. Зависимость нагрузки от пере-
мещения фиксировали в программном обеспечении 
QMAT. 

Коэффициент интенсивности напряжения, KIc, 
и энергию разрушения на единицу поверхности, GIc 
определяли в соответствии со стандартом ASTM 
D5045 [11]. Образцы на изгиб с первоначальным 
надрезом (SENB) изготавливали путем механообра-
ботки на фрезерном станке COMAGRAV2. Далее 
создавали трещину бритвенным лезвием, прокалы-
вая (надрезая) область внутри зазора. Нагружение 
образцов проводили со скоростью 10 мм/мин на 
универсальной испытательной машине Tinius Olsen 
H5KS с датчиком усилия до 5000Н и шагом 0,3 Н. 

 
Результаты и их обсуждение 

Диспергирование наполнителей 
В процессе кавитации выделяется энергия, пе-

реходящая в тепло, которая способствует разогреву 
дисперсионного раствора как на макроуровне (заки-
пание), так и на микроуровне. Поскольку вспенива-
ние окисленного графита происходит при нагреве за 
счет испарения интеркалята в межкристаллитных 
областях, было предположено, что действие ультра-
звука может способствовать расслоению графито-
вых частиц на более тонкие слои. Также ожидалось 
измельчение частиц в базисной плоскости. Время 
диспергирования было выбрано, исходя из предва-
рительных экспериментов, которые показали, что 
существенного измельчения частиц не происходит 
менее, чем за 6 часов. 

В пенографите и фольге графитовые кристал-
литы вдоль оси «c» разделены клещевидными мак-
ропорами. Предполагалось, что такая микрострук-
тура также будет способствовать расщеплению ча-
стиц преимущественно вдоль слоя. 

Ультразвуковое дробление проводили в стаци-
онарном режиме в течение 12 часов. Распределение 
частиц по размерам для всех графитовых наполни-
телей в общем виде описывается функцией Гаусса с 
отрицательным коэффициентом асимметрии (рис. 
1), поскольку левая часть распределения более про-
должительна. Независимо от исходного материала, 
полученные образцы имеют схожий фракционный 
состав, кроме образцов пенографита и восстанов-
ленного оксида графита. 

Характеристики полученных образцов пред-
ставлены в табл. 1. Следует отметить, близкие зна-
чения фракционного состава окисленного графита 
из II ступени разных ИСГ и графитовой фольги, а 
также, что фракционный состав окисленного графи-
та на основе бисульфата графита I ступени более 
узкий по сравнению с другими материалами. 
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Рис. 1. Гистограммы распределения частиц по раз-

мерам для графитовой фольги (а), нитрата графита (б), 
бисульфата графита I ступени (в), бисульфата графита II 
ступени (г), и пенографита (д) 

 
Минимальный размер частиц диспергирован-

ного пенографита, по-видимому, обусловлен более 
слабым Ван-дер-Ваальсовым взаимодействием меж-
ду графеновыми листами. Мощности ультразвука 
оказалось недостаточно для того, чтобы разрушить 
агломераты восстановленного оксида графита, по-
этому от него в качестве наполнителя было решено 
отказаться. 

Таблица 1 
Характеристики образцов наполнителя после 

дробления 

Наполнитель 
Размер частиц, мкм 

<10% <50% <90% 
Графитовая 
фольга 3,8+0,4 15,2+0,6 31,1+0,1 

Нитрат графита II 
ступени  4,8+0,3 18+1 37+1 

Бисульфат гра-
фита I ступени 6,7+0,6 19+1 28+1 

Бисульфат гра-
фита II ступени 3,8+0,4 16,6+0,1 40,0+0,1 

Пенографит 1,4+0,1 8,7+0,5 21+1 
Восстановленный 
оксид графита 13+2 84+7 245+35 

Влияние наполнителей на физико-механические 
свойства 

Введение графитового наполнителя сопровож-
дается увеличением модуля упругости отвержден-
ных образцов при растяжении. Модуль упругости 
увеличивается практически прямо пропорционально 
содержанию наполнителя, и его прирост при увели-
чении содержания наполнителя с 0,1 до 2,0 масс.% 
составляет 4,6 – 7,0 %. Следует отметить, что значе-
ния модуля упругости выше для термообработанных 
наполнителей. 

На фоне роста модуля упругости модифициро-
ванных матриц, прочность их при растяжении и 
удлинение при разрыве заметно снижаются по срав-
нению со свойствами исходной смолы: (табл.2-3). 
Причина состоит в том, что частицы наполнителя 
являются центрами перенапряжений и дефектами, 
на которых зарождается и растет трещина. Повыше-
ние содержания графитового наполнителя приводит 
к росту числа дефектов, и, как следствие, разруше-
ние композита происходит при меньших деформа-
циях и нагрузках, то есть материал становится менее 
прочным и более хрупким.  

Таблица 2 
Предел прочности при растяжении наполнен-

ной смолы 
ω, 
масс.
% 

σ+, МПа 

Графи-
товая 

фольга 

Нитрат 
графита 
II сту-
пени 

Бисульфат 
графита Пено-

гра-
фит 

ступень 
I II 

0 67,7 67,7 67,7 67,7 67,7 
0,1 65,3 64,2 65,9 65,8 64,3 
0,25 63,9 63,5 65,2 64,5 62,4 
0,5 58,9 63,0 64,9 62,5 58,9 
1,0 54,9 61,8 61,9 60,5 56,5 
2,0 53,4 61,1 60,5 54,7 43,8 

 
Таблица 3 

Удлинение при разрушении наполненной смо-
лы 

ω, 
масс.
% 

, % 

Графи-
товая 

фольга 

Нитрат 
графита 
II сту-
пени 

Бисульфат 
графита Пено-

гра-
фит 

ступень 
I I 

0 4,92 4,92 4,92 4,92 4,92 
0,1 3,87 4,51 4,30 4,75 4,39 
0,25 3,60 4,49 4,05 4,61 3,72 
0,5 3,03 3,87 3,99 3,83 3,20 
1,0 2,64 3,65 3,40 3,28 2,85 
2,0 2,56 3,93 3,32 2,57 1,76 

 
В целом, падение прочности для композитов, 

наполненных окисленным графитом ниже, чем для 
композитов с графитовой фольгой и пенографитом. 
Возможно, причиной наблюдаемой тенденции явля-
ется наличие в окисленном графите кислородсодер-
жащих поверхностных функциональных групп, ко-
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торые обеспечивают сродство наполнителя и матри-
цы, делая взаимодействие между ними более проч-
ным. 

Наибольшее падение прочности зафиксирова-
но для образца, содержащего 2,0 масс.% пенографи-
та. Аналогичная зависимость прослеживается и для 
удлинения при разрушении – для композита, напол-
ненного 2,0 масс.% пенографита удлинение при раз-
рушении снижается почти в 3 раза, тогда как для 
такого же содержания окисленного графита в 1,3 – 
1,5 раза. 

Как и в испытаниях на растяжение, при испы-
таниях на изгиб наличие графитового наполнителя 
приводит к росту значения модуля упругости и па-
дению предела прочности при изгибе (табл.4). Рост 
модуля упругости при изгибе имеет нелинейный 
характер – максимальное значение модуля упруго-
сти достигается при содержании графитового 
наполнителя 0,5 % - 1,0 % и далее не изменяется. 
Такой эффект, по-видимому, обусловлен тем, что 
испытания на изгиб сочетают в себе растягивающее 
и сжимающее воздействие. Как было показано ра-
нее, прочность на растяжение при добавлении 
наполнителя растет, а прочность на сжатие, скорее 
всего, будет мало меняться. 

Таблица 4 
Предел прочности при изгибе наполненных 

композитов 
ω, 
масс.
% 

σflex, МПа 

Графи-
товая 

фольга 

Нитрат 
графита 
II сту-
пени 

Бисульфат 
графита Пено-

гра-
фит 

ступень 
I II 

0 121 121 121 121 121 
0,1 110 119 116 118 119 
0,25 106 117 114 117 115 
0,5 97 116 113 115 114 
1,0 92 114 112 111 103 
2,0 84 109 112 107 88 

 
Падение прочности при изгибе происходит в 

меньшей степени, чем при растяжении и составляет 
10 % для композитов, наполненных окисленным 
графитом, и 30 % для композитов, наполненных 
графитовой фольгой и пенографитом. Предел проч-
ности при изгибе снижается по мере увеличения 
содержания наполнителя. Для композитов, напол-
ненных пенографитом, максимальное падение проч-
ности наблюдается при увеличении содержания 
наполнителя от 1,0 до 2,0 масс.%. Возможно, этого 
содержания достаточно, чтобы пенографит выде-
лился в отдельные агломераты – концентраторы 
напряжения. Малый эффект концентрации для ком-
позитов, содержащих окисленный графит, на наш 
взгляд, служит подтверждением теории о лучшей 
адгезии частиц с кислородсодержащими группами к 
матрице полимера. 

Таким образом, для всех типов наполнителей 
при увеличении концентрации наполнителя наблю-
дается увеличение модуля упругости и уменьшение 

предела прочности и удлинения образцов при раз-
рушении. Введение твердых частиц в полимерную 
матрицу создает дополнительные перенапряжения 
на границе полимер-наполнитель (дефектные зоны), 
которые снижают прочность и препятствуют растя-
жению композитов. В свою очередь, увеличение 
модуля упругости объясняется бо́льшим его значе-
нием для графита (около 5,88 ГПа) в сравнении с 
матрицей, т.е. наблюдается усреднение свойств 
наполнителя и матрицы. Более выраженный рост 
модуля упругости для образцов, наполненных пено-
графитом и графитовой фольгой может быть обу-
словлен упругими свойствами этих материалов – 
способность графитовой фольги упруго сопротив-
ляться сжатию используется в производстве уплот-
нительных материалов на ее основе. 

При добавлении 0,5 – 1,0 масс.% наполнителя 
трещиностойкость композитов резко падает и до-
стигает минимального значения (табл.5-6). Следует 
отметить, что минимальное падение трещиностой-
кости наблюдается для композита, наполненного 
пенографитом, а макисмальное – для композита, 
наполненного графитовой фольгой. Это явление, как 
и в случае с испытаниями на растяжение и изгиб, 
объясняется большим количеством напряжений на 
поверхности раздела наполнитель – матрица, что 
приводит к уменьшению силы и энергии, необходи-
мых для развития трещины. Чем крупнее частицы 
наполнителя, тем более выражено падение силового 
критерия (Kq). 

Таблица 5 
Значения энергетического критерия Гриффитса 

ω, 
масс.
% 

G, кДж/м2 

Графи-
товая 

фольга 

Нитрат 
графита 
II сту-
пени 

Бисульфат 
графита Пено-

гра-
фит 

ступень 
I II 

0 4,2 4,2 4,2 4,2 4,2 
0,1 2,1 2,3 2,7 4,4 3,9 
0,25 1,9 2,2 2,0 4,9 2,9 
0,5 1,6 2,1 1,9 4,3 2,7 
1,0 1,6 1,9 1,7 2,7 2,1 
2,0 1,5 1,8 1,5 2,0 1,8 

 
Таблица 6 

Значения энергетического критерия Ирвина 
ω, 
масс.
% 

Kq, МПа*м1/2 

Графи-
товая 

фольга 

Нитрат 
графита 
II сту-
пени 

Бисульфат 
графита Пено-

гра-
фит 

ступень 
I II 

0 2,8 2,8 2,8 2,8 2,8 
0,1 1,8 2,0 2,2 2,7 2,7 
0,25 1,7 2,0 1,9 2,6 2,4 
0,5 1,6 1,9 1,7 2,7 2,2 
1,0 1,5 1,8 1,7 2,1 2,0 
2,0 1,5 1,7 1,7 1,8 1,9 

Исследование механических свойств показало, 
что композиты, наполненные графитовыми матери-
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алами, характеризуются более высоким модулем 
упругости, более низкой прочностью и трещино-
стойскостью в сравнении с чистой эпоксидной смо-
лой. Таким образом, введение графитовых наполни-
телей делает полимер более упругим и хрупким од-
новременно. С другой стороны, падение прочности 
при растяжении и изгибе при малых содержаниях 
наполнителя не превышает 15-20 %, то есть матери-
ал остается достаточно прочным для практического 
применения и приобретает новые свойства – повы-
шенную теплопроводность, например. 
 

Влияние графитового наполнителя на  
водопоглощение композитов 

Водопоглощение композитов на основе эпок-
сидной смолы и углеродного наполнителя выше, 
чем у чистой смолы (рис.2).  

 

 
Рис. 2. Зависимость водопоглощения от времени 
 
Максимальное водопоглощение образцы де-

монстрируют в первые 11 часов, затем увеличение 
массы происходит слабо. Для всех образцов, кроме 
чистой смолы, наблюдается максимум водопогло-
щения в районе 4,7 массовых %. У чистой смолы 
этот показатель несколько ниже (4,4 %), что, скорее 
всего, связано с менее дефектной структурой и по-
ристостью полимера. По-видимому, кислородсо-
держащие группы углеродного наполнителя способ-
ствуют проникновению влаги внутрь образца. В 
случае с пенографитом и графитовой фольгой до-
полнительным фактором роста водопоглощения 
может быть пористость наполнителя, увеличиваю-
щая общую пористость материала. Будучи поляр-
ным веществом, эпоксидная смола хорошо смачива-
ется водой, а наличие пор приводит к повышению 
водопоглощения. 

Влияние концентрации наполнителя на вели-
чину водопоглощения можно рассмотреть на при-
мере композита, наполненного окисленным графи-
том на основе нитрата графита II ступени (рис.3). 
Как можно видеть, максимальное увеличение водо-
поглощения протекает в первые 10 часов одинаково 
для всех концентраций наполнителя. Незначитель-
ное расхождение предельного значения, скорее все-
го, обусловлено погрешностью измерений и равно-
мерностью распределения наполнителя в эпоксид-
ной матрице. 

 

 
Рис. 3. Зависимость водопоглощения от времени для 

эпоксидной матрицы, наполненной диспергированным 
окисленным графитом на основе нитрата графита II сту-
пени 

 
Заключение 

Таким образом, в работе исследовано влияние 
графитовых наполнителей на основные свойства 
эпоксидных матриц. Показано, что отвержденные 
композиты характеризуются повышенным модулем 
упругости, изменения которого более заметны при 
использовании в качестве наполнителя пенографита 
и графитовой фольги, за счет индивидуальных упру-
гих свойств этих компонентов. Падение трещино-
стойкости и прочностных свойств наполненной 
смолы в сравнении с чистой смолой связано с тем, 
что дисперсные частицы наполнителя играют роль 
точечных дефектов, на которых происходит зарож-
дение и распространение трещины при растягиваю-
щих и изгибающих напряжениях. Увеличение пре-
дельного водопоглощения на 10 % по отношению к 
чистой смоле может быть связано с полярной при-
родой поверхности дисперсного наполнителя, когда 
используется окисленный графит, и его пористо-
стью в случае пенографита и графитовой фольги. 

 
Работы выполнены при финансовой поддерж-

ке Министерства образования и науки РФ по дого-
вору №02.G25.31.0114 в рамках выполнения ком-
плексного проекта по постановлению Правитель-
ства №218 (шифр 2014-218-05-8228). 
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INFLUENCE OF FINELY DISPERSED CARBON FILLER ON MECHANICAL  

PROPERTIES OF EPOXY MATRIX 
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Polymeric matrices for composites have a number of unique properties. Their improvement is actual task for re-
searchers. Material with required properties can be gotten by varying matrix composition and proper selection of modifier. 
It is known that modifier with graphite nature improves electric and thermo conductivity, but its influence on mechanical 
properties is unsertain. It was shown in this research that strength and fracture toughness of modified polymeric matrices 
become worse, but tensile and flexure elastic modulus increases. It was found that water absorption of samples increases 
with modifier addition without dependence of its nature and concentration 
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КОРРОЗИОННАЯ СТОЙКОСТЬ АЛЮМИНИЕВОЙ МЕТАЛЛИЗАЦИИ        
КРИСТАЛЛОВ И КОРПУСОВ ПОЛУПРОВОДНИКОВЫХ ИЗДЕЛИЙ 

 
В.В. Зенин, Б.А. Спиридонов, А.И. Землянский, Д.И. Бокарев 

 
 

Потенциодинамическим методом исследована коррозионная стойкость в различных средах алюминиевой метал-
лизации, полученной термическим вакуумным напылением на SiO2 кремниевого кристалла и гальваническим осажде-
нием на корпус из ковара. Установлено заметное различие коррозионной стойкости Al-металлизации в кислой среде в 
сравнении с нейтральной  

 
Ключевые слова: коррозионная стойкость, алюминиевая металлизация, кристаллы, корпуса, полупроводниковые 

изделия 
 

Введение. В технологиях образования контак-
тов полупроводниковых изделий (ППИ) транзисто-
ров и интегральных схем в качестве пленочной ме-
таллизации используются драгоценные (золото, се-
ребро) и цветные (медь) металлы, а также алюминий 
[1]. Пленочная металлизация подбирается в зависи-
мости от конструктивных особенностей ППИ. Ос-
новными характеристиками металлизации являются: 
высокая электропроводность, надежная адгезия к 
основе, устойчивость к образованию хрупких ин-
терметаллических соединений в местах контактов с 
проволочными выводами, коррозионная стойкость. 
Следует отметить, что надежность 1ППИ при дли-
тельной эксплуатации существенно зависит от кине-
тики процессов коррозии пленочной металлизации.  

При монтаже микросоединений термокомпрес-
сионной (ТКС) или ультразвуковой сваркой (УЗС) 
широко используется алюминиевая проволока мик-
ронных размеров, которая в контакте с золотой ме-
таллизацией создает гальванопару Al-Au. Под дей-
ствием остаточной влаги на поверхности контакта и 
в условиях термоциклирования происходит иониза-
ция анодной составляющей гальванопары (алюми-
ния), т.е. коррозия [2], что снижает надежность 
ППИ. Для повышения коррозионной стойкости 
сварного контакта рекомендуется использовать 
алюминиевую металлизацию вместо золотой [3]. 

Алюминиевую металлизацию получают раз-
личными методами: термическим испарением в ва-
кууме, магнетронным испарением (МИ) и гальвани-
ческим осаждением [3]. 

Коррозионную стойкость алюминиевой метал-
лизации изучают чаще всего ускоренными электро-
химическими методами, например, снятием поляри-
зационных  потенциодинамических  кривых в  раз- 
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личных средах: в растворах азотной [3] или фос-
форной кислот [4], а также в нейтральных раство-
рах, имитирующих конденсат влаги промышленной 
атмосферы (КПА) [3]. 

Одним из перспективных методов получения 
Al-металлизации является гальваническое осажде-
ние, не требующее дорогостоящего оборудования, 
используемого при напылении. Особенностью элек-
троосаждения алюминия является то, что он выде-
ляется на катоде только из неводных электролитов, 
для приготовления которых используют апротонные 
растворители, например, тулуол или ксилол, кото-
рые не содержат подвижных атомов водорода. Эти 
растворы характеризуются высокой электрохимиче-
ской устойчивостью и не восстанавливаются до по-
тенциалов – (3 - 3,5) В, а их анодное окисление 
близко к (1,0 – 1,5) В. Основными растворяемыми 
компонентами являются ионы металлов, а также 
органические и неорганические соединения, обла-
дающие высокой растворимостью и электропровод-
ностью. 

Известно [5] большое число электролитов 
алюминирования: эфирно-гидридные, алюмоорга-
нические, этилбромидные, алкилбензольные и др. 
Основным недостатком этих электролитов является 
неустойчивость, которая обусловлена взаимодей-
ствием с атмосферной влагой и разложением рас-
творов электролитов. По этой причине электролиз 
необходимо вести в закрытых электролизерах. 
Наиболее устойчивыми являются ксилольные элек-
тролиты, допускающие ограниченный контакт с 
атмосферой [6]. 

Исследование коррозионной стойкости 
алюминиевой металлизации. В данной работе 
продолжены исследования коррозионной стойкости 
в слабокислой и нейтральной средах алюминиевой 
металлизации, полученной методом термического 
напыления в вакууме и гальваническим осаждением 
[3]. 

Напыление алюминия проводили на подложки 
окисленного кремния. Толщина исследуемых пле-
нок 1,5 мкм, а толщина подслоя SiO2 составляла 
около 0,5 мкм. Температура подложек в процессе 
напыления пленок алюминия составляла 473 К. 
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Гальваническое осаждение алюминия осу-
ществляли на коваровую основу (корпус транзисто-
ра) из ксилольного электролита (смеси изомеров 
ксилола), содержащего 500 г/л AlBr3 и 5 г/л парафи-
на при комнатной температуре при катодной плот-
ности тока 1 А/дм2 в закрытом электролизере. Тол-
щина Al покрытий около 5 мкм. 

Коррозионную стойкость Al металлизации 
изучали снятием поляризационных кривых потен-
циодинамическим методом (2 мВ/с) на потенциоста-
те П-5827М с автоматической записью на потен-
циометре КСП. Электрод сравнения использовали 
хлоридсеребряный, а вспомогательный - из плати-
ны. Исследуемая поверхность пленочной металли-
зации составляла 1 см2. 

Для проведения сравнительных исследований 
поляризационные кривые снимали на Al – электро-
де, изготовленным из алюминия чистотой 99,7 %, 
полученного промышленным электрометаллургиче-
ским методом. Коррозионная среда – 4 % раствор 
азотной кислоты и растворы нитрата натрия с кон-
центрацией 1, 4 и 8 %, а также 4 %  раствор хлорида 
натрия. Электронно-микроскопические исследова-
ния проводили на пленках алюминия, нанесенного 
гальваническим осаждением (Alг) толщиной около 
0,1 мкм на микроскопе ЭМВ.  

На рис. 1 представлены анодные поляризаци-
онные кривые (E-i), снятые в 4 %-ном растворе 
HNO3, на Al, напыленном на SiO2  (кривая 1) и галь-
ванически осажденным алюминии (кривая 2). Для 
сравнения представлена E-i кривая 3 для Al, полу-
ченного электрометаллургическим методом (Alм). 
Из рис. 1 видно, что на всех E-i кривых в широком 
интервале потенциалов от - 0,4 В до +1,6 В имеется 
область полной пассивации. Отсутствие участков 
активного и  активно-пассивного состояния свиде-
тельствует о том, что на поверхности алюминия 
имеется защитная оксидная пленка. Однако поведе-
ние защитного слоя на поверхности металла в пас-
сивном состоянии определяется методом получения 
алюминиевой металлизации, что подтверждается 
величиной токов полной пассивации (iпп).  

Для более наглядного представления этой за-
висимости на рис. 2 представлены E-i кривые, огра-
ниченные начальной областью пассивации. Видно, 
что при Е=+0,4 В для напыленного алюминия (Alнап)  
iпп=0,02 мА/см2 (кривая 1), а для гальванического 
алюминия (Alг) iпп=2 мА/см2 (кривая 2). Промежу-
точное положение занимают E-i кривые для элек-
трометаллургического алюминия (Alэм) 
iпп=0,28 мА/см2 (кривая 3). 

Можно предположить, что такое различие в 
характере E-i кривых и значениях iпп обусловлено 
рядом причин: структурой и фазовым составом 
алюминия и его поверхностной пленки, пористо-
стью оксида, влиянием подложки и другими факто-
рами. 

Ранее проведенными электронно-
микроскопическими исследованиями было установ-
лено [4], что пленки Alнап толщиной от 0,2 до 10 
мкм, полученные методами термического напыле-

ния являются поликристаллическими. Защитный 
естественный оксид является аморфным, имеет 
толщину 6 нм  и представляет собой  фазу γ – Al2O3, 
которая проявляет амфотерные свойства, т.е. рас-
творима и в кислотах, и в щелочах. Очевидно, что 
Alнап также на поверхности содержит оксид этой 
фазы, а iпп определяется процессом ионизации алю-
миния через поры оксида. 

 

Рис. 1. Потенциодинамические кривые, снятые в      
4 %-ном растворе HNO3 алюминиевой металлизации, по-
лученной различными методами: термическим напылени-
ем (1), гальваническим осаждением (2), электрометаллур-
гическим способом (3) 

 

 

Рис. 2. Кривые анодной поляризации в пассивной 
области потенциалов в 4%-ном HNO3 алюминиевой ме-
таллизации, полученной термическим напылением (1), 
гальваническим осаждением (2) и электрометаллургиче-
ским способом (3) 

 
Установлено также, что при отжиге (Т=827 К) 

в течение 30 минут толщина оксидных пленок за-
метно возрастает (до 26 нм), коррозионная стой-
кость увеличивается, что по-видимому, обусловлено 
переходом γ-Al2O3 в α-Al2O3 (кристаллическую 
форму), которая не проявляет амфотерные свойства. 
При переходе аморфной модификации в кристалли-
ческую на поверхности частиц Al2O3 исчезают хи-
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мически активные центры, которыми могут быть 
участки с дефектами структуры или со слабыми хи-
мическими связями Al-O [7]. 

Alнап, полученный при высоких температурах, 
содержит на поверхности оксиды двух модифика-
ций, а iпп

  в основном определяется не только рас-
творением γ-Al2O3  в кислой среде, но и процессом 
ионизации алюминия через поры оксида α-Al2O3. 

Известно, что электрометаллургический алю-
миний (AlЭМ) содержит примеси некоторых элемен-
тов, преимущественно кремний, железо и медь [7]. 
В процессе производства Alэм может быть различной 
чистоты: технический (99,5%), электролитический 
(99,7%) и электрорафинированный (99,99%). Нами 
было исследовано анодное растворение электроли-
тического Al, в котором содержание примеси ≈ 
0,3%. Очевидно, что достаточно высокое значение 
iпп определяется прежде всего ионизацией примес-
ных металлов через поры оксида. 

Еще более высокие значения iпп обнаружены 
для гальванического алюминия, что можно объяс-
нить образованием крупнокристаллической струк-
туры покрытия. Электронно-микроскопическими 
исследованиями установлено, что морфология Alг 
рельефна, а оксидная пленка на поверхности метал-
ла является пористой (рис. 3). Очевидно, что через 
поры оксида происходит ионизация компонентов 
основы ковара (никеля и железа), которая и обу-
славливает высокие значения iпп наряду с растворе-
нием оксида в кислой среде. Для получения более 
мелкокристаллической структуры необходимо вво-
дить поверностно-активные добавки, улучшающие 
структуру Alг. 

Существенно более высокую коррозионную 
стойкость проявляют пленки Alг в нейтральной сре-
де, например, в водных растворах NaNO3 (рис. 4). 
Из рис. 4 видно, что iпп в этих растворах значитель-
но меньше, чем в растворе HNO3 (рис.1). Например, 
для Alг при Е=0,4 В в 4%-ном растворе NaNO3 iпп ≈ 
43мкА/см2, а в 4%-ном растворе HNO3 iпп ≈ 2 мА/см2 
(рис.1, кривая 2). Очевидно, в нейтральной среде 
значения iпп определяются только ионизацией ме-
таллов через поры оксида. 

Для Alнап в 4% растворе NaNO3  iпп составляет – 
33 мкА/см2 (рис. 4, кривая 4). Из этих данных следу-
ет, что значения iпп для  Alг и Alнап в нейтральных 
растворах соизмеримы. С целью совершенствования 
технологии сборки ППИ возможно нанесение галь-
ванического алюминия на основание корпуса, 
например, для напайки кристаллов на припой соста-
ва цинк-алюминий-германий. 

Влияние анионного состава, а именно хлорид-
ионов, на значение iпп, было изучено в 4% растворе 
хлорида натрия (рис. 4, кривая 5). 

Область потенциалов пассивации Alг в этом 
растворе существенно меньше в сравнении с рас-
творами NaNO3 и составляет от - 0,4 В до - 0,2 В 
(кривая 5). При  Е= - 0,2 В наблюдается резкий ска-
чок тока, обусловленный пробоем оксидной пленки. 
Подобное влияние хлорид-ионов на анодное раство-
рение алюминия показано в работе [8]. В присут-

ствии Cl– - ионов происходит постепенное вытесне-
ние ими кислорода из защитной пленки и адсорби-
рованного кислорода с поверхности электрода. 
Вследствие этого при достижении потенциала про-
боя оксидная пленка не образуется за счет прямого 
окисления. Анодный процесс образования защитно-
го оксида заменяется анодным процессом образова-
ния легкорастворимого хлорида алюминия, который 
затрудняет доступ кислорода к поверхности элек-
трода, а значит и пассивацию Al. 

 

 
 
Рис. 3. Микроструктура алюминия  толщиной около 

0,1 мкм, нанесенного гальваническим осаждением  
 

 
Рис. 4. Потенциодинамические E-i кривые: Alг в 

растворах NaNO3 с концентрацией (%): 8 (кривая 1); 4 
(кривая 2); 1 (кривая 3); Alнап в 4% растворе NaN03 (кривая 
4); Alг в 4% растворе NaCl (кривая 5) 

 
Заключение. На коррозионную стойкость 

алюминиевой металлизации существенное влияние 
оказывает целый ряд факторов: способы её получе-
ния, кислотность среды и присутствие Cl– - ионов, 
структура и фазовый состав защитной оксидной 
пленки. 

Термически напыленный Al, полученный при 
высоких температурах, содержит на поверхности 
оксиды двух модификаций, а величина тока полной 
пассивации  в основном определяется не только рас-
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творением γ-Al2O3  в кислой среде, но и процессом 
ионизации алюминия через поры оксида α-Al2O3. 

С целью совершенствования технологии сбор-
ки ППИ возможно нанесение гальванического алю-
миния на основание корпуса, например, для напайки 
кристаллов на припой состава цинк-алюминий-
германий. 
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УДК 519.688 

ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНАЯ СИСТЕМА ИДЕНТИФИКАЦИИ ОБЪЕКТОВ  
С ПОМОЩЬЮ АЛГОРИТМОВ ИММУННЫХ СИСТЕМ 

 
Ю.И. Еременко, И.В. Мельникова, А.А. Шаталов 

 
В статье представлено исследование возможности применения иммунного алгоритма клонального отбора для 

построения системы идентификации объектов на примере установления автора русскоязычного рукописного текста по 
образцу его почерка. Разработаны комплекс программ, позволяющий тестировать различные модификации алгоритма, 
и база данных образцов почерков 

 
Ключевые слова: интеллектуальная система, распознавание, экспертиза, рукописный текст, алгоритм клонально-

го отбора, идентификация личности по почерку 
 

Введение 
В настоящее время все большую популяр-

ность приобретают методы решения различных 
задач на основе алгоритмов искусственного 
интеллекта. Иммунные сети являются есте-
ственным продолжением практики применения 
механизмов биологических систем для решения 
множества задач в широкой области приложе-
ний. Одной из областей их применения являют-
ся распознание и идентификация различных 
образов и объектов. Научные исследования, 
связанные с развитием теории распознавания 
образов, не теряют своей актуальности более 
полувека. Однако, при всей видимой схожести 
терминов распознание и идентификация, сле-
дует различать эти задачи.  

Методы автоматического распознавания 
образов и их реализация — одна из самых пло-
дотворных интеллектуальных информацион-
ных технологий. Например, системы оптиче-
ского чтения текстов (OCR-системы). Иденти-
фикация в ряде случаев представляет собой 
сравнение неких общих характеристик объек-
тов с целью установления их идентичности.  

Одной из таких задач 1является биометри-
ческая аутентификация и идентификация, где 
требуется установить соответствие образа эта-
лонному образцу.    Это предполагает систему 
распознавания людей по одной или более фи-
зических или поведенческих черт. 

 Среди современных средств биометриче-
ской идентификации выделяют системы для 
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идентификации личности по почерку. Основное 
применение эти системы находят в криминали-
стике. 

“Криминалистическая экспертиза 
почерка является одним из самых 
распространенных и в то же время наиболее 
сложных и спорных в плане) объективности 
результатов. На экспертизы данного вида 
приходится  наибольшее количество вероятных 
выводов, а также выводов о невозможности 
решения поставленных перед экспертами 
вопросов.”[1] 
Одной из наиболее существенных проблем в 
судебном почерковедении являются 
экспертные ошибки.  

При производстве почерковедческих экс-
пертиз решаются разнообразные задачи. Это 
объясняется сложностью объекта исследова-
ния: формирование почерка зависит от много-
численных факторов – как психофизиологиче-
ских свойств пишущего, особенностей обуче-
ния письму, так и различных эпизодических 
условий внутреннего и внешнего характера. 
Возможность ошибок в выводах в большей 
степени зависит от их сложности. Исходя из 
исследования, проведенного Аубакировой А.А. 
в работе [2], полностью исключить возмож-
ность экспертной ошибки не представляется по 
ряду причин. Такими причинами, например, 
могут являться квалификация эксперта и его 
физическое состояние. Согласно анализу, при-
веденному в [3] «Использование средств авто-
матизации экспертной работы, на наш взгляд, 
не только повышает производительность труда 
эксперта, но и в целом повышает объектив-
ность оценки того или иного комплекса при-
знаков почерка. Один из основных источников 
данных для проведения экспертиз, решения 
идентификационных задач, а также для обеспе-
чения информационной безопасности – это 
биометрическая информация. Технические 
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биометрические системы, основанные на руко-
писных объектах, можно использовать не толь-
ко для непосредственной идентификации лич-
ности по почерку, но и для определения неко-
торых ее специфических характеристик, таких 
как возраст, пол, рост и т. п. признаки. Для ре-
шения задач информационной безопасности, 
розыска и поиска преступников возможно ис-
пользование результатов диагностических по-
черковедческих исследований рукописных до-
кументов, в том числе и в электронном виде». 

На сегодняшний день в криминалистике 
используется ряд алгоритмов предлагаемых в 
различных методиках и рекомендациях. [4], [5]. 

Однако авторы ряда отечественных работ 
[6] ссылаются на снижение адекватности 
проведения почерковедческих экспертиз, в 
связи с тем, что применяемые методы были 
разработаны на основании прописей старого 
образца и в настоящее время требуют 
доработки, или необходима разработка новых 
методов для анализа почерковых объектов.  

Однако, несмотря на многочисленные по-
пытки исследовать теорию и практику, а так же 
предпринятые попытки использования матема-
тических методов и компьютерной техники в 
криминалистике, многие проблемы по-
прежнему не нашли однозначного реше-
ния.[7,8] 

 Это способствовало тому, что в насто-
ящее время для решения вышеупомянутых 
проблем все шире начинают использоваться 
такие алгоритмы биологических систем, как 
нейросети, искусственные иммунные системы 
(ИИС), алгоритм роя и т.п. [9,10,11,12]. Наибо-
лее широкое применение на сегодняшний день 
получили системы основанные на нейронных 
сетях [13], однако ряд исследований [14] дока-
зывает превосходство алгоритмов ИИС над 
нейросетевыми при решении задач распознава-
ния и идентификации образов и изображений. 
По итогам анализа известных работ по приме-
нению аппарата ИИС для идентификации авто-
ра рукописного текста, можно сделать следую-
щие выводы: 

- Большая часть известных на сегодняш-
ний день исследований решают задачу распо-
знавания и идентификации печатных и руко-
писных текстов [14,27]. На конечном этапе раз-
вития эти системы стремятся к языковой уни-
версальности. Количество возможных языков 
будет определяться лишь наличием соответ-
ствующей базы шаблонов ;  

-системы идентификации автора рукопис-
ного текста составляют меньшую долю разра-
боток и не столь универсальны[15,16]. Прин-

ципиально иная постановка задачи здесь требу-
ет изначальной настройки системы на символы 
конкретного языка. 

В итоге, по мнению авторов, наиболее 
перспективным для идентификации автора ру-
кописного текста на русском языке представля-
ется применение аппарата иммунных сетей. 
Распознавание образов и анализ данных на ос-
нове принципов молекулярного узнавания яв-
ляется одной из основных областей примене-
ния иммунных алгоритмов, обозначенных еще 
в основополагающих работах L. N. De Castro и 
F.J. Von Zuben [17]. 

1. Разработка обобщенной модели обра-
ботки информации на основе иммунносете-
вого аппарата для решения задачи иденти-
фикации почерка 

Почерк - это динамическая саморегулиру-
ющаяся система. Почерк человека имеет ряд 
индивидуальных признаков, не имеющих воз-
можности в своей совокупности повториться в 
почерке другого лица.  

Основной задачей исследования почерка в 
практической деятельности является иденти-
фикация конкретного исполнителя рукописи 
(подписи). Классическая методика решения 
данной задачи сводится к поиску индивидуаль-
ных особенностей и сравнение их между собой. 
Как правило, образцы почерка представляют 
собой ряд слов или фраз написанных лицом, 
личность которого нужно установить.  В ком-
пьютерной среде подобные образцы сканиру-
ются и сохраняются в любом из известных гра-
фических форматов. В дальнейшем будем 
называть такое изображение шаблоном или об-
разом. 

В настоящее время известно несколько 
разновидностей иммунных алгоритмов. Для 
распознавания шаблонов в основном применят-
ся алгоритм клонального отбора (CLONALG) 
[18,20], иммунные сети (AINet) [19] и пока еще 
менее исследованный алгоритм дендритных 
клеток (DCA) [20,21].  

Алгоритм клонального отбора CLONALG 
представлен на рис. 1. Принцип работы 
CLONALG представляет собой выборку наибо-
лее подходящих элементов из базы данных 
(БД), отвечающих определенному критерию с 
последующим их клонированием, мутацией и 
проверкой критерия остановки. Если критерий 
остановки не выполнен, то вышеописанные 
действия повторяются. Свойство обучения реа-
лизуется за счет занесения результирующей 
выборки клонов в первоначальную популяцию, 
за счет замены наиболее худших элементов. 
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Алгоритм DCA основан на теории опасно-
сти (danger theory). Принцип действия алгорит-
ма DCA основан на сборе информации о распо-
знаваемом объекте, с последующим его отнесе-
нием к одному из идентифицируемых классов 
[20] Примером может быть аутентификация 
пользователя по его рукописной подписи. По-
скольку алгоритм DCA является скорее вспо-
могательным алгоритмом, в качестве основного 
был принят алгоритм CLONALG [17,18].  

Задачу исследования можно разбить на 
следующие этапы, последовательность которых 
формировалась с учетом практики анализа по-
черка в судебно-медицинской экспертизе [22]: 

1.Обработка контекста. Выделение полез-
ной информации (подпись, текст) на представ-
ленном графическом объекте, например, в бу-
мажном письме.  

2.Выделение индивидуальных признаков.  
3.Сравнение выделенной полезной инфор-

мации с информацией находящейся в БД.  
4.Обработка информации, полученной при 

выполнении предыдущего пункта.  
Под выделением полезной информации 

понимают задачу сегментации исходного тек-
ста на отдельные символы – шаблоны. Нужно 
отметить, что задача до настоящего времени 
является не до конца решенной [21]. На сего-
дняшний день существует несколько методов 
для решения задачи сегментации, применение 
которых дают хорошие результаты. Ряд алго-
ритмов для решения это задачи представлен, 
например, в работе [23]. Однако все эти методы 
имеют определенное ограничение: символы в 
представленном тексте должны быть разделе-
ны, в противном случае качество сегментации 
может весьма разниться. Входными данными 
является изображение текста, который необхо-
димо идентифицировать. При этом предполага-
ется, что текст уже выровнен и очищен от шу-
ма. Далее можно выделить 2 этапа:  

1. Определение текстовых зон. Данная за-
дача решается при помощи анализа гистограм-
мы изображения. 

2. Сегментация текста. 
Задачу идентификации почерка предпола-

гается решать посредством соотнесения выде-
ленных символов, – образцов почерка неиз-
вестного лица, с символами, находящимися в 
ранее созданной БД, которая представляет со-
бой хранилище образцов почерка для разных 
лиц. Предполагается, что другие образцы по-
черка неизвестного лица ранее уже попадали в 
БД. Для облегчения иллюстрации механизмов 
работы иммунных алгоритмов, в дальнейшем 
элементы БД будем называть антителами. Мас-

сив выделенных символов представляет собой 
сегментированный текст, полученный на 
предыдущем этапе сегментации. Выделенный 
символ будем называть антигеном. Задача сво-
дится к нахождению наиболее схожего антите-
ла для каждого антигена. Данные сводятся в 
статистическую выборку и впоследствии ана-
лизируются на предмет возможного автора 
представленного образца почерка. 
 

 
Рис. 1. Блок-схема алгоритма CLONALG 

Формальное представление алгоритма вы-
глядит следующим образом: 

Математическое определение антитела: 
At=<Mas, inf >, где Mas{0-255}  -массив 

признаков. inf – значение антитела. 
Массив признаков представляет собой мо-

нохромное изображение, в котором 0 – соот-
ветствует черному цвету, а 255 – белому. Каж-
дый признак представляет собой пиксель изоб-
ражения. 

Далее признаки будем называть генами.  
Mp={At} – БД или основная популяция 

антител. Ag=<Mas> - антиген. 
Степень схожести или аффинность Ag-At  

ожет быть вычислена при использовании  
следующей метрики:  
- манхэттенское расстояние (также исполь-

зуется при вещественном или целочисленном 
кодировании) 

 || ;
1

D at agi
l

ii
 


                                  (1)  

где l – количество элементов массива ге-
нов, ati – i-й ген антитела At, agi – i-й ген анти-
гена Ag. 

Гены могут изменяться или мутировать. 
Для выполнения мутации используется опера-
тор обратно пропорциональной мутации, со-
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гласно которому вероятность мутации обратно 
пропорциональна аффинности антитета. Фор-
мула 2,  предназначенная для расчета степени 
мутации, была получена авторами эксперимен-
тальным путем. В операторе мутации сила му-
тации определяется максимальным и мини-
мальным порогами, которые, в свою очередь, 
зависят от значения разницы между сравнивае-
мыми генами. Разница между ними определяет 
процент мутации гена, направление мутации 
определяется случайным образом. 

( ) var* * / ;Pm at D Km Di ati  (2) 

где var – число, которое случайно прини-
мает значения 1 и -1, Кm – коэффициент, вы-
ставляемый опытным путем, Dati – аффинность 
между аti  и i-ым геном agi антигена Ag. 

 Для контроля размеров промежуточной 
популяции предполагается использовать фор-
мулу 3, так же полученную экспериментальным 
путем. 

100( ) * * ;F D D M
Ds

   (3) 

где D – аффинность между антителом At и 
антигеном Аg. Антитело – элемент базы образ-
цов почерка, антиген – образец почерка, автор-
ство которого необходимо установить.  

М – размер популяции антител. Ds – сум-
марная аффинность между всеми антителами и 
антигеном.  

Таким образом, количество клонов рас-
считывается прямо пропорционально аффинно-
сти:          N=F(D);  

2. Разработка метода вывода и анализа 
результатов работы алгоритма идентифика-
ции 

Механизм работы алгоритма CLONALG 
позволяет идентифицировать единичные дан-
ные за один проход. Алгоритм может работать 
с большими массивами данных, однако не име-
ет возможности определять их значение в сово-
купности. Выходными данными для CLONALG 
являются: антиген; массив возможных «авто-
ров» исследуемого символа; аффинность ис-
следуемого символа с вероятными авторами. 

Методы судебной экспертизы почерка по-
казывают, что наиболее вероятным владельцем 
почерка будет признано лицо, особенности по-
черка которого чаще всего встречаются в ис-
следуемом образце, но не исключено, что на 
возможное авторство может указывать лишь 
один признак из множества схожих. Подобная 
неоднозначность оценки усложняет анализ ко-
нечных данных. Степень аффинности при по-
добном подходе носит вероятностный характер, 
однако не расходится с форматом представле-

ния данных алгоритмом CLONALG.  Не вдава-
ясь в классификацию всех исследуемых в ходе 
судебной экспертизы признаков образца почер-
ка, стоит отметить, что в предлагаемом подходе  
анализ производится в их совокупности.  

Ввиду того, что статистическая информа-
ция, предоставляемая алгоритмом CLONALG 
равнозначна, предложено рассчитывать сум-
марную аффинность Afs для каждого класса 
(возможного автора) а по формуле 4, где afa – 
аффинность антигена к классу а.  

;Afs afa a     (4) 
Большое значение аффинности покажет 

наиболее вероятного автора исследуемого по-
черка. Здесь не используются данные о размере 
выборки, что на первый взгляд кажется недо-
статком. Однако из-за наличия оператора мута-
ции, в алгоритмах DCA и CLONALG это может 
даже положительно сказываться на общей эф-
фективности анализа. 

3. Разработка модульной и классовой 
структуры тестовой программной системы 

Весь алгоритм идентификации можно 
представить в виде следующей последователь-
ности действий: 

1. Получить изображение с образцом по-
черка. 

2. Выделить отдельные элементы и сфор-
мировать из них шаблоны. 

3. Найти автора почерка. 
Соответствие между понятиями иммунно-

го аппарата и понятиями в судебной экспертизе 
почерка представлены в таблице 

 
Соотношение понятий иммунного аппа-

рата с понятиями судебной экспертизы почер-
ка 

 
Антиген Отдельный символ в образце 

идентифицируемого почерка 

Антитело 
Символ,  находящийся в базе 
данных с установленным авто-
ром 

Иммунитет База данных антител 
Аффинность 
между антите-
лом и антиге-
ном 

Степень схожести символа из 
БД с исследуемым символом 

 
На рис. 2  представлена модульная струк-

тура программной системы идентификации по-
черка. 

Лимфоцит – единичный элемент базы 
данных. Содержит шаблон, значение, веще-
ственные характеристики литеры, данные авто-
ра. Реализует методы расчета аффинности и 
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мутации, а так же, методы для сохранения и 
загрузки своей информации. БД антител - 
представление множества лимфоцитов в виде 
организованной структуры. Содержит вирту-
альное пространство для распределения лим-
фоцитов, методы доступа к элементам, записи 
элементов, перераспределения элементов, ме-
тоды загрузки и сохранения БД. 

 

 
 

Рис. 2. Модульная структура программной си-
стемы 

Обработка контекста – блок реализует  
методы, необходимые для сегментации 

текста. 
Обработка и формирование шаблонов 

антигенов – реализует формирование антиге-
нов, а так же их представление. 

Организация взаимодействия между 
лимфоцитами – блок содержит иммунный 
алгоритм и реализует возможность идентифи-
кации отдельных символов. Входными пара-
метрами являются  

предварительно сформированные антиге-
ны для задачи идентификации. В процессе ра-
боты, иммунный алгоритм собирает статисти-
ку, которая направляется в блок обработки ре-
зультата. 

Обработка результата – блок содержит 
методы анализа статистики идентификации в 
процессе работы иммунного алгоритма. На ос-
нове анализа происходит формирование отчета 
о результатах идентификации, который направ-
ляется пользователю. 

На рис. 3 можно увидеть меню программ-
ной системы. На основе модульной структуры 
была разработана  классовая модель, представ-
ленная на рис. 4. 

Опциональный блок – в виду гибкости за-
дачи идентификации, оператор должен иметь 
возможность изменения характеристик основ-

ных блоков программы. Данный блок содержит 
настройки  всей программной системы и мето-
ды для их мониторинга и изменения. 

 

 
 

Рис. 3. Меню программной системы 
 
Функционал интерфейса позволяет откры-

вать в центральной рабочей области изображе-
ние форматов *.jpg и *.bmp. Программа ис-
пользует SDI(Single Document Interface  

4. Опытное тестирование программы 
В текущей версии программы, вследствии 

вышеупомянутых проблем сегментации пред-
лагается разделять текст на отдельные символы 
вручную. Пользователь программы выделяет 
интересующий его компонент, который сразу 
же попадает в список шаблонов. В окне 
«Patterns» находится список шаблонов, которые 
выбрали из главного окна. В главном окне 
находится образец текста, авторство которого 
предстоит установить. 

 Современная классификация почерка 
насчитывает не менее 60 идентификационных 
признаков [12]. 

Очевидно, что точная настройка програм-
мы для работы с таким количеством характери-
стик выходит далеко за рамки данной работы. 

Как следствие, алгоритмы тестировались 
на работоспособность и выявление «слабых» 
мест. Для этого было предложено установить 
авторство рукописного символа «а» с исполь-
зованием ранее собранной тестовой базы об-
разцов написания одноименного символа раз-
личными людьми. 

Разработанный  с использованием библио-
теки Qt, интерфейс отображен на рис. 5. 

 
 

 
 
 
 
 
 



43 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 4. Классовая модель программной системы идентификации почерка 
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Рис. 5. Интерфейс, спроектированный  с 
использованием библиотеки Qt 

 
Ряду лиц было предложено написать деся-

ток образцов литеры «а» и несколько слов, в 
которых эта буква присутствует в разных ме-
стах: в конце слова, в середине и в начале.  

 

 
 

Рис. 6. Образец почерка 
 
Таким образом, было достигнуто  разно-

образие начертания символа у испытуемых. 
Пример такого образца представлен на рисунке 
6. 

 

 
Рис. 7. Распознаваемый шаблон 

 
Примером распознаваемого шаблона явля-

ется шаблон, изображенный на рис. 7.  
Размер используемой базы составил 200 

элементов. Количество порождаемых клонов 
находилось в пределах 60. Эксперимент прово-
дился на следующей конфигурации компьюте-
ра: Intel Core (2 ядра) 1.7 МГц, 2 Гб ОЗУ, ОС 
Windows XP SP3. Одна итерация алгоритма при 
этих характеристиках занимала от полуминуты 
до минуты. Таким образом, время работы алго-
ритма для идентификации десяти образцов по-
черка составляло менее 10 минут. На графиках, 
изображенных на рисунке 8, представлен срез 
из 20-ти опытов, – ось абсцисс, иллюстрирую-

щий производительность программы и каче-
ство идентификации для 10-ти образцов почер-
ка. Время работы алгоритма рассчитывалось от 
начала процесса идентификации и до появле-
ния в консоли результата идентификации.  На 
верхнем графике видно, что при размере базы в 
200 элементов программе требуется в среднем 
10 минут. Соответственно, с увеличением раз-
мера базы данных почерков, увеличивается и 
время идентификации В каждом из опытов на 
идентификацию подавалось 10 символов. Все 
символы являлись образцами почерка человека, 
личность которого требовалось установить . На 
нижнем графике показано количество коррект-
но идентифицированных символов в каждом из 
опытов, дающее качество идентификации в 60-
70%.  

Процент неверных результатов был связан 
с двумя причинами: 

1. Программа «ошибалась», когда анали-
зируемый образец нес малую идентификацион-
ную значимость, другими словами был слиш-
ком просто написан. Нужно отметить, что по-
добные задачи ввиду малого количества исход-
ной информации вызывают затруднения даже у 
экспертов-криминалистов. 

2. Уменьшение производительности про-
граммы в ряде случаев связано с механикой 
работы алгоритма 

CLONALG. Когда на анализ попадает 
шаблон с малым количеством идентификаци-
онных признаков (похож на большинство объ-
ектов в базе), на этапе мутации порождается 
большое количество клонов.  

При этом общее время работы алгоритма 
идентификации прямо пропорционально квад-
рату числа клонов. Уменьшения производи-
тельности можно избежать путем настройки 
коэффициентов, использованных в математиче-
ской модели алгоритма, тем самым минимизи-
руя количество порождаемых клонов. Однако 
следует учесть, что подобный шаг может иметь 
негативные побочные эффекты и требует до-
полнительных исследований. 

 Был проведен ряд опытов с множествен-
ной идентификацией. На каждой итерации рас-
познавания алгоритм анализирует лучший ре-
зультат и заносит его в стек, который по окон-
чании процесса анализа выводится пользовате-
лю. Например, на рис. 9  изображен пример от-
вета программы, с правильным результатом 
распознавания, выведенный через отладочную 
консоль. Наиболее вероятным автором предла-
гается считать лицо, наибольшее количество 
раз появившееся в результирующем списке.  
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Рис. 8.  Качество работы алгоритма идентификации 

 
При сравнении с известными на сего-

дняшний день разработками: 
 

 
Рис. 9. Результат работы алгоритма идентифи-

кации почерка 

 -Для программы «man-WO-man»[24] - 
правильное решение было принято  в 76% слу-
чаях, ошибочное — 11% , невозможность при-
нять верное решение в  13% случаях. 
-Для АРМ [13] с применением нейросетевых 
технологий был зафиксирован показатель: 56% 

- правильное решение, 16 % ошибочное, 28 % - 
невозможность принять решение. 

Для подпрограммы идентификации испол-
нителя  
рукописи количество ошибок при определении 
авторства документов, выполненных одним 
лицом, составило 0.5% против предыдущего 
показателя в 14%.[25].  

Однако, процент случаев, при которых 
удавалось правильно определить исполнителя 
здесь не указан Временные показатели при 
этом не столь существенны, т.к. в реальности 
криминалистическая экспертиза почерка зани-
мает от нескольких суток, до нескольких 
недель.  

В ходе исследования было установлено, 
что оптимизация клонального алгоритма и ис-
пользование некоторых функций иммунного 
алгоритма AINET позволят повысить показате-
ли системы в сравнении с приведенными выше. 

 Например, оригинальная версия алгорит-
ма позволяла проводить идентификацию еди-
новременно только одного элемента из множе-
ства анализируемых, но не в их совокупности.  
Для устранения данной проблемы, был органи-
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зован внутренней цикл, позволяющий переби-
рать все элементы, пришедшие для анализа. 
Таким образом, алгоритм стал работать по 
принципам механизма, напоминающего «есте-
ственный отбор» в теории эволюции. Посте-
пенно остаются антитела наиболее схожие с 
исследуемыми антигенами, быстрее мутируют, 
вытесняют наименее схожие. Система прихо-
дит к равновесию, и на конечных итерациях 
основная и временная популяции содержит 
множество антител, наиболее схожих с анали-
зируемыми образцами. Оператор мутации, не 
позволяет получать антитела, одновременно 
похожие на все исследуемые антигены. 

В соответствии с изначальной версией ал-
горитма CLONALG, для отбора N лучших ан-
тител необходима сортировка элементов базы 
данных почерков по их аффинности с исследу-
емым образцом почерка, что предполагало как 
минимум несколько проходов по массиву дан-
ных, представляющую базу данных Увеличе-
ния производительности работы алгоритма 
удалось добиться, избавившись от необходимо-
сти сортировать антитела. Переменная N, как 
правило, представлена константным значением. 
Такой подход не учитывал различные размеры 
загружаемых для анализа баз данных. Чтобы 
избежать подборки размерности базы данных 
было введено понятие порог выборки или Pv. 
Порог выборки позволяет учитывать размер 
базы данных и задавать границу отбора «инте-
ресующих» антигенов, и таким образом выби-
рать для анализа необходимое число антигенов, 
некоторый процент от общего числа элементов 
базы. Опытным путем, для расчета порога вы-
борки получена следующая формула 5:  

( )* ;maxmin minPv D D D k     (5) 

где Dmin – минимальная аффинность, полу-
ченная между Аt и Аg на текущей итерации 
алгоритма; k – некоторый коэффициент, опре-
деляющий процент отбираемых антител в диа-
пазоне от Dmin до Dmax.  

Заключение 
В итоге проведенного исследования была 

разработана модификация алгоритма 
CLONALG для решения задачи идентификации 
автора по почерку. Проанализированы процесс 
почерковедческой экспертизы и базовые под-
ходы в теории иммунных сетей, разработана 
математическая модель. В итоге можно сделать 
вывод следующие выводы: 

1. Полученные результаты позволяют го-
ворить о высокой эффективности предлагаемо-
го метода. Уже первоначальные эксперимен-
тальные данные вполне сопоставимы с показа-

телями имеющихся разработок и данных при-
веденных в ряде работ [14,15,16] 

2. Наиболее эффективные на сегодняшний 
день нейросетевые технологии [22,23] имеют 
ряд общеизвестных недостатков [26,28], к-е 
отсутствуют у иммунных сетей. Это закрытость 
вычислений, непредсказуемое время обучения, 
особенно при больших объемах данных, невоз-
можность переобучения без полной перена-
стройки сети, сложность изменения первона-
чальных параметров. Система же, на базе им-
мунных систем быстро обучаема, не имеет осо-
бых ограничений по размерности. Обучающая 
выборка легко и просто модифицируется. 

3. Применение искусственных иммунных 
систем, хотя еще и находится на начальной 
стадии разработки, имеет большой потенциал и 
представляет большой интерес при решении 
всех видов задач, связанных с распознанием, 
идентификацией и классификацией информа-
ции. 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СВЯЗНОЙ СТРУННО-ПРУЖИННОЙ СИСТЕМЫ 
 

М.Г. Завгородний, С.П. Майорова 
 

Моделирование процессов в разветвленных инженерных сетях требует разработки новых подходов к 
построению моделей без декомпозиций, которые описывали бы инженерную сеть как единое целое. В данной работе 
построена математическая модель деформаций связной струнно-пружинной системы в виде краевой задачи, заданной 
на геометрическом графе (сети). Доказана однозначная разрешимость полученной краевой задачи 
 

Ключевые слова: математическая модель, граф, краевая задача 
 

Постановки краевых задач, моделирующих 
процессы в одномерных континуумах (деформации 
струны и стержня, распределение давлений 
жидкости в трубе, распространение тепла вдоль 
стержня и др.), выполнены достаточно давно. 
Однако реальные инженерные сети в большинстве 
случаев состоят из большого числа 
взаимодействующих элементов с глубокими 
внутренними связями. И при моделировании 
эволюционных процессов в разветвленных 
инженерных сетях недопустима тривиальная 
декомпозиция на независимые составляющие, 
поскольку сложная система обладает новыми 
качествами, не свойственными ее отдельным 
элементам. Все это приводит к необходимости 
разработки новых подходов к построению моделей, 
причем таких моделей, которые описывали бы 
инженерную сеть как единое целое. 

Настоящая работа посвящена построению 
математической модели деформаций связной 
струнно-пружинной системы и доказательству 
однозначной разрешимости полученной краевой 
задачи на геометрическом графе (сети).1 
Построенная в данной работе краевая задача 
является модельной, так как может использоваться 
при описании распределения давлений в 
гидравлической системе, распространении тепла 
вдоль системы стержней и др. 

 
Постановка задачи 

Рассмотрим систему, состоящую из конечного 
набора абсолютно гибких растянутых струн. Будем 
полагать, что все отрезки расположения струн 
лежат в параллельных друг другу плоскостях. 
Перпендикулярно этим плоскостям проведем ось 
Ou  и параллельно ей спроектируем все отрезки 
расположения струн на одну, произвольно 
выбранную плоскость. Получим (см. [1]) 
планарный геометрический граф   (в дальнейшем 
просто граф). Все концевые точки струн являются 
вершинами, а отрезки, вдоль которых 
располагаются сами струны или их проекции – 
ребрами графа  . Полагаем, что никакие два ребра 
                                                
Завгородний Михаил Григорьевич – ВГУ, канд. физ.-мат. 
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не пересекаются и граф   – связен. Обозначим 
через V  и   соответственно множество всех 
вершин и объединение всех ребер графа  . Все 
концевые точки струн, которые никак не связаны с 
другими струнами, отнесем к множеству   
граничных вершин графа  . А все остальные 
концевые точки струн – к множеству ( )V  
внутренних вершин. Везде в дальнейшем будем 
отождествлять струны с соответствующими им 
ребрами.  

Все струны по предположению растянуты. 
Это означает, что на множестве ребер   графа   
задана растягивающая сила ( )p x , для которой 
inf ( ) 0
x

p x


 . Будем полагать, что рассматриваемая 

система струн частично или целиком лежит на 
упругом основании, интенсивность жесткости 
которого задает функция ( ) 0q x  . Будем полагать, 
что функции ( )p x  и ( )q x  принадлежат (см. [1, 2]) 

пространствам 1( )C   и ( )C   соответственно. 
Остановимся на способах соединения струн в 

их общих вершинах и на способах закрепления 
граничных вершин. 

Пусть множество aI  ребер, инцидентных 
внутренней вершине a , содержит 0p   групп 

ребер 1
aI , 2

aI , … , a
pI , связанных между собой так, 

что эта связь обеспечивает одинаковость линейных 
перемещений концов всех струн, принадлежащих к 

одной и той же группе. По определению 
1

p
a a
j

j
I I



  

и a a
j iI I    для любых j i . Кроме того, 

ap  , где a  – количество ребер множества aI , 
то есть степень вершины a . 

Все пары групп ребер, или часть из них, 
соединены в вершине a  между собой пружинами. 
Обозначим через 0a

jik   жесткость пружины, 

соединяющей группы a
jI  и a

iI . Положим 0a
jik  , 

если у групп a
jI , a

iI  соединяющая пружина 
отсутствует. Все группы ребер, или некоторые из 
них, в вершине a  соединены с пружинами, 
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закрепленными на неподвижной опоре. Если 
группа a

jI  соединена с пружиной, закрепленной на 

неподвижной опоре, то 0a
jk   жесткость этой 

пружины. Полагаем 0a
jk  , если у группы a

jI  
отсутствует соединение с пружиной, закрепленной 
на неподвижной опоре. 

Будем полагать, что каждая граничная 
вершина (конец струны) либо закреплена на 
неподвижной опоре и не может смещаться, либо 
свободна, либо соединена с пружиной, 
закрепленной на неподвижной опоре. Пусть 1 , 

2 , 3  – множества граничных вершин графа 
 , которые соответственно закреплены на 
неподвижной опоре; свободны; соединены с 
пружиной, закрепленной на неподвижной опоре. 
Для любой граничной вершины 3a  через ak  

( 0ak  ) обозначим жесткость пружины, с которой 
эта вершина соединена. 

Пусть параллельно оси Ou  на струны 
действует распределенная внешняя сила 
интенсивности ( ) ( )f x C  . Под воздействием 
этой силы струны отклонятся от своего начального 
положения и примут некоторое равновесное 
положение. Полагаем, что все точки струн под 
воздействием внешней силы смещаются строго 
параллельно оси Ou . Обозначим через ( )u x  
величину смещения от своего начального 
положения точки x , вызванного внешней силой: 

1 0( ) ( ) ( )u x u x u x  , где 1( )u x  и 0 ( )u x  – проекции 
точки x  на ось Ou  параллельно плоскости 
расположения графа   соответственно после 
смещения и в начальном положении. Функцию 

( )u x  будем называть функцией прогиба струнно-
пружинной системы. Так как внешняя сила ( )p x  

распределенная, принадлежит пространству 1( )C   
и inf ( ) 0

x
p x


 , то функция прогиба ( )u x  гладкая на 

каждом ребре    и, более того, принадлежит 

пространству 2 ( )C  . 
Наша цель: построение математической 

модели описанной системы в виде краевой задачи 
на графе  , решением которой является функция 
прогиба. 

 
Функционал равновесия связной 

струнно-пружинной системы 
Одним из основных принципов построения 

математических моделей в механике является (см. 
[3, 4]) вариационный принцип стационарного 
положения (принцип Остроградского – 
Гамильтона). Он заключается в том, что среди всех 
возможных положений ( )u x  система принимает то, 
которое дает стационарное значение функционала 
равновесия ( ) ( ) ( )J u V u A u  , где ( )V u  – 

суммарная потенциальная энергия всех 
деформированных элементов системы и ( )A u  – 
работа, выполненная внешними воздействиями при 
деформировании. Под стационарным 
положением функционала J  понимается такая 
функция ( )u x  из его области определения, для 
которой первая вариация J  равна нулю. 

Найдем функционал равновесия 
рассматриваемой струнно-пружинной системы. Для 
этого введем некоторые обозначения. В каждом 
множестве a

jI  произвольным образом выберем 

одно ребро j . Обозначим через a
jiu  величину 

( ) ( )
j i

u a u a   смещения ребра j  относительно 

ребра i . Отметим, что если рассматриваемая 
система находится в начальном положении (без 
внешних воздействий), то ( ) 0u a   для любого 

ребра   и 0a
jiu   для любых j  и i . 

Лемма 1. Функционал равновесия J  струнно-
пружинной системы при ее прогибе 2( ) ( )u x C   

равен 
3( )

( ) ( ) ( ) ( )a

a
J u V u V u A u

  
  

V
, где 

 2 21( ) ( )[ ( )] ( ) ( )
2

V u p x u x q x u x dx


   – 

потенциальная энергия струн и упругого 

основания; 
1 2 2

1 1 1

1( ) ( )
2 j

p p p
a a a a

ji ji j
j i j j

V u k u k u a


   

        

– потенциальная энергия пружин, соединенных со 

струнами в вершине ( )a V ; 21( ) ( )
2

a aV u k u a  – 

потенциальная энергия пружины, соединенной со 
струной в граничной вершине 3a ; 

( ) ( ) ( )A u f x u x dx


   – работа, выполненная 

внешней силой. 
Доказательство. Как уже отмечалось, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )стр осн прJ u V u V u V u A u    , где ( )стрV u , 

( )оснV u , ( )прV u  – потенциальная энергия 
соответственно системы струн, упругого основания 
и пружин, соединенных со струнами, и ( )A u  – 
работа, выполненная внешней силой. 

Величина ( )стрV u  равна сумме 
потенциальных энергий всех струн. Известно (см., 
напр., [3]), что потенциальная энергия, накопленная 
одной струной   при прогибе ( )u x , равна 

21( ) ( )[ ( )]
2

V u p x u x dx


  . Просуммируем 

потенциальные энергии ( )V u  по всем ребрам 
  . Получим искомый вид потенциальной 
энергии всей системы струн. 
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Аналогично, для ( )оснV u  и работы ( )A u  

имеем 21( ) ( ) ( )
2оснV u q x u x dx


   и 

( ) ( ) ( )A u f x u x dx


  . 

Известно, что потенциальная энергия, 
накопленная пружиной жесткости k  при 
изменении ее длины на величину w , равна 2 2kw . 
Отсюда следуют выражения для потенциальной 
энергии пружин, соединенных со струнами во 
внутренней вершине a , и потенциальной энергии 
пружины, соединенной со струной в граничной 
вершине 3a . Лемма доказана. 

Опишем область определения функционала 
равновесия J . Для каждой внутренней вершины a  
из набора групп 1

aI , 2
aI , … , a

pI  связанных между 
собой ребер выделим те, которые содержат не 
менее двух ребер. Без ограничения общности 
можно полагать, что такими группами являются 

1
aI , 2

aI , … , a
rI  при некотором 0r  . 

Лемма 2. Областью определения функционала 
равновесия J  является пространство функций 

2( ) ( )u x C  , удовлетворяющих условиям  

( ) ( )u a u a  , , a
jI   , 1,j r  (1) 

в каждой внутренней вершине a , и условию 

( ) 0u a   (2) 

в каждой граничной вершине a , принадлежащей 
множеству 1 . 

Доказательство. Как уже отмечалось, мы 
полагаем, что функция прогиба ( )u x  принадлежит 

пространству 2 ( )C  . 
Пусть a  – внутренняя вершина графа  . По 

определению каждому множеству a
jI , 1,j r , 

соответствует группа связанных струн, концевые 
точки a  которых смещаются на одно и то же 
расстояние, то есть выполняются условия (1). 

Пусть a . Если точка a  закреплена на 
неподвижной опоре, то есть 1a , то эта точка 
неподвижна и, следовательно, выполняется 
условие (2). Лемма доказана. 

 
Математическая модель поставленной задачи 

Найдем функцию ( )u x , являющуюся 
стационарным значением функционала равновесия 
J . Она и будет функцией смещения струнно-
пружинной системы. Для этого предварительно 
вычислим первые вариации функционала 

1( ) ( ) ( )J u V u A u   и функционалов aV  
потенциальной энергии пружин.  

Обозначим через E  пространство функций 

( )u x , принадлежащих пространству 2 ( )C   и 
удовлетворяющих линейно независимым условиям 
(1), (2). Введем в рассмотрение дифференциальный 

оператор:  ( ) ( ) ( ) ( )Du p x u x q x u x    и 

скалярное произведение: ( , ) ( ) ( )u v u x v x dx


  . Для 

каждой вершины a  и инцидентного ей ребра   

обозначим через au  величину ( ) ( )p a u a  , 
взятую со знаком “+”, если ребро   ориентировано 
к вершине a , и со знаком “–”, если ребро   
ориентировано от вершины a . Для граничной 
вершины a , так как ей инцидентно лишь одно 
ребро, у величины au  нижний индекс будем 

опускать: ( ) ( )au p a u a  , a . 
Лемма 3. Для любой функции ( )u x E  и 

любого приращения ( )h x E  первая вариация 
функционала 1J  равна 1( , ) ( , )J u h Du f h     

2 3( )
( , ) ( )a a

a a
T u h u h a

   
  

V
, где 

1
( , ) ( )a

j a
j

p
a a

j I

T u v h a u
 

  . 

Доказательство. Продифференцируем по 
параметру   функцию 1( ) ( )J u h     и 
положим 0  . Получим выражение первой 
вариации 1( , )J u h : 1( , ) ( ) ( ) ( )J u h p x u x h x



    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )q x u x h x f x h x dx  . На каждом ребре 
( , )a b    проинтегрируем по частям первое 

слагаемое правой части. Получим 
1( , ) ( , ) ( , )J u v Du h T u h   , где 

( , ) ( ) ( ) ( ) b
aT u h p x u x h x 




  . Сгруппируем 

слагаемые суммы ( , )T u h , содержащие 
односторонние пределы в одной и той же вершине. 
Учитывая введенные обозначения, получим 

( , ) ( , )a

a
T u h T u h


 

V
, где ( , ) ( )

a

a a

I

T u h u h a 


  . 

Отсюда в силу условий (1), (2) получим искомый 
вид первой вариации 1( , )J u v  функционала 1J . 
Лемма доказана. 

Лемма 4. Для любой функции ( )u x E  и 
любого приращения ( )h x E  первая вариация 

( , )aV u h  функционала aV  равна 

1 1
( ) ( )

j j

p p
a a a
j ji ji

j i
i j

h a k u a k u 
 



 
 

  
 
 

  , если a  – 

внутренняя вершина, и равна ( ) ( )ak u a h a , если a  – 
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граничная вершина, принадлежащая множеству 
3 . 

Доказательство. Пусть a  – внутренняя 
вершина. Продифференцируем по параметру   
функцию ( ) ( )aV u h     и положим 0  . 
Получим 

1

1 1 1
( , ) ( ) ( )

j j

p p p
a a a a a

ji ji ji j
j i j j

V u h k u h k u a h a 


   
      . 

Подставим вместо a
jih  его выражение 

( ) ( )
j i

h a h a   и перегруппируем слагаемые. 

Получим искомое выражение первой вариации 
( , )aV u h . 
Пусть a  – граничная вершина, принадлежащая 

множеству 1 . Тогда аналогично получаем 

( , ) ( ) ( )a aV u h k u a h a  . Лемма доказана. 
Теорема 1. Пусть функция ( )u x E  является 

стационарным положением функционала 
равновесия J . Тогда она удовлетворяет 
дифференциальному уравнению 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p x u x q x u x f x    ( x ) (3) 

и вместе с условиями (1), (2) удовлетворяет 
следующим условиям 

1
( ) 0

j
a
j

p
a a a a

j ji ji
iI
i j

u k u a k u 
 



     , 1,j p  (4) 

в каждой внутренней вершине a  и граничным 
условиям 

2

3

( ) 0, ,

( ) 0, .a a

u a a

u k u a a

  


  
 (5) 

Доказательство. Так как функция ( )u x E  
является стационарным положением функционала 
равновесия J , то ( , ) 0J u h   для любого 
приращения ( )h x E , или 

3

1
( )

( , ) ( , ) 0a

a
J u h V u h

  
  

V
. Пусть 

2( ) ( )h x C   – произвольное приращение, 
односторонние пределы которого обращаются в 
нуль в каждой вершине a  графа   вдоль каждого 
ребра aI  . Легко убедиться, что ( )h x E . Тогда 
в силу лемм 3 и 4 имеем ( , ) 0Du f h   и, 
следовательно, 0Du f  , то есть функция 

( )u x E  удовлетворяет дифференциальному 
уравнению (3). Следовательно, верно равенство 

2( )
( , ) ( , ) ( )a a a

a a
T u h V u h u h a

  

      
V

 

3

( ) ( ) 0a a

a
u k u a h a



     . Пусть теперь 

2( ) ( )h x C   – произвольное приращение, 
удовлетворяющее условиям 

1
( ) 1h b  , ( ) 0

j
h b  , 

2,j p ; ( ) 0h a  , aI  , ( ) \{ }a b V ; ( ) 0h a  , 

a , при некоторой фиксированной внутренней 
вершине b . Тогда получим одно из условий (4) в 

вершине b : 
1

1

1 1 1
2

( ) 0
a

p
a a a a

i i
iI

u k u a k u 
 

     . 

Остальные условия (4), а также условия (5), 
находятся аналогично. Теорема доказана. 

 
Разрешимость краевой задачи, моделирующей 

малые упругие деформаций связной 
 струнно-пружинной системы 

Введем дополнительное условие на 
соединения струн в их общих узлах. Будем 
полагать, что для каждой внутренней вершины a  
соответствующие ей группы ребер a

jI , 1,j p , 
можно перенумеровать так, чтобы любая пара 
соседних групп a

jI  и 1
a
jI   была соединена 

пружиной. Это означает, что после перенумерации 
выполняются неравенства , 1 0a

j jk   . Введенное 
дополнительное условие не нарушает общности. 
Действительно. Пусть существует группа 0

a aI I  
струн, ни одна струна которой не соединена 
пружинами ни с одной струной из множества 

0\a aI I . Тогда вершину a  считаем как две 
различные вершины a  и a графа  . При этом 
полагаем, что вершине a  инцидентны лишь ребра 
группы 0

aI , а вершине a  – лишь ребра множества 

0\a aI I . Единственное, что может быть нарушено 
при таком разделении вершины a  на две 
различные вершины a  и a , это связность графа 
 . В этом случае, при нарушении связности графа, 
надо проверить разрешимость всех краевых задач, 
полученных сужением исходной краевой задачи на 
каждую компоненту связности графа  . Очевидно, 
что исходная краевая задача однозначно разрешима 
тогда и только тогда, когда однозначно разрешимы 
все краевые задачи на каждой компоненте 
связности графа  . 

Везде в дальнейшем будем полагать, что 
дополнительное условие на соединения струн 
выполнено и группы ребер a

jI , 1,j p , 
соответствующим образом перенумерованы. 

Теорема 2. Краевая задача (1) - (5), 
моделирующая малые упругие деформации связной 
струнно-пружинной системы, однозначно 
разрешима тогда и только тогда, когда 
выполняется хотя бы одно из следующих условий: 

1) существует ребро, на котором 
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интенсивность жесткости упругого основания 
( )q x  отлична от тождественно нулевой функции; 

2) существует внутренняя вершина, для 
которой некоторая группа струн соединена с 
пружиной, закрепленной на неподвижной опоре; 

3) существует граничная вершина, 
закрепленная на неподвижной опоре или 
соединенная с пружиной, закрепленной на 
неподвижной опоре. 

Доказательство. В силу теоремы 5 работы [2] 
краевая задача (3) при условиях согласования (1), 
(4) и краевых условиях (2), (5) является 
самосопряженной. А так как все квадратичные 
формы aV , 3( )a  V , неотрицательны, то она 
является энергетической краевой задачей. 
Следовательно, в силу теоремы 6 работы [2] 
решение ( )u x  соответствующей однородной 
краевой задачи для дифференциального уравнения 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0p x u x q x u x    ( x ) 

при условиях (1), (2), (4), (5) постоянно на каждом 
ребре графа   и удовлетворяет условиям  

0a a
ji jik u  , 1, 1j p  , ,j j p ; (6) 

( ) 0
j

a
jk u a  , 1,j p  (7) 

в каждой внутренней вершине a  и условию 

( ) 0u a   (8) 

в каждой граничной вершине a , принадлежащей 
множеству 3 . В силу условия на соединения 
струн в их общих узлах, введенного в настоящем 
пункте, условия согласования (1) и (6) 
обеспечивают равенство односторонних пределов: 

( ) ( )u a u a   в каждой вершине a  при любых 

, aI  , а, следовательно, в силу связности графа 
  и при любых ,   . Итак, ( )u x c  на всем 
объединении ребер  , где c  – константа. 

1) Пусть существует ребро  , на котором 
( ) 0q x  . Тогда в силу теоремы 6 работы [2] 

решение ( ) 0u x   на  . А так как оно постоянно на 
объединении ребер  , то ( ) 0u x   на  . 

2) Пусть существует вершина a , для которой 

некоторая группа струн a
jI  соединена с пружиной, 

закрепленной на неподвижной опоре. Тогда в силу 
условий (7) ( ) 0

j
u a   и ( ) 0u x   на  . 

3) Пусть существует граничная вершина a , 
закрепленная на неподвижной опоре или 
соединенная с пружиной, закрепленной на 
неподвижной опоре. Тогда в силу соответственно 
условия (2) или (8) ( ) 0u a   и ( ) 0u x   на  . 

Во всех трех случаях мы показали, что 
решение ( )u x  тривиально, а это означает, что 
рассматриваемая краевая задача однозначно 
разрешима. 

Пусть теперь не выполняется ни одно из трех 
условий теоремы, то есть пусть ( ) 0q x   на 

объединении ребер  ; все 0a
jk  , 1,j p , 

( )a V  и 1 3    . Тогда функция ( )u x , 
тождественно равная константе c  на  , при любой 
константе c  является решением однородной 
краевой задачи, что и означает вырожденность 
краевой задачи, моделирующей малые упругие 
деформации связной струнно-пружинной системы. 
Теорема доказана. 

Результаты последней теоремы достаточно 
прозрачны с физической точки зрения. Мы 
получили эти результаты, используя 
математический аппарат. Это говорит о том, что 
построенная нами математическая модель – краевая 
задача на графе, адекватно описывает изучаемый 
физический объект – струнно-пружинную систему. 
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MATHEMATICAL MODEL OF THE COHERENT STRINGS-SPRING SYSTEM 

M.G. Zavgorodnij, S.P. Majorova 
Modeling of processes in branched engineering networks requires the development of new approaches to the 

construction of models without decompositions, which described the engineering network as a whole. In this paper, a 
mathematical model of deformation of coherent strings-spring system in the form of a boundary value problem defined on a 
geometric graph (network). Proved unique solvability of the obtained boundary value problem 

Key words: mathematical model, graph, boundary value problem 
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В статье приводятся этапы оптимального выбора компонентов системы измерения ЖРД с использованием 

многокритериальной оптимизационной модели, рассматриваются математическая постановка задачи оптимального 
выбора, а также выбор оптимальной алгоритмической структуры 

��
Ключевые слова: система измерения, многокритериальная оптимизация, алгоритмическая структура, датчики, 

оптимальный выбор проектного решения 

��
Введение 

Экономичная и безопасная эксплуатация ЖРД в 
большой степени зависит от правильности и 
точности проведения измерений различных 
параметров двигателя при его отработке.  

Оптимальная система измерения параметров 
предоставляет возможность четкого контроля за 
выполнением основных режимов работы, 
предусмотренных циклограммой работы двигателя. 
Одним из важных показателей процессов измерения 
является точность. От показаний измерительных 
приборов зависит качество функционирования 
агрегатов автоматики системы управления [1]. 

Так как разрабатываемые современные 
двигатели становятся все более технически 
сложными, система измерения базируется на 
измерительных приборах, характеризующихся 
целым рядом технических характеристик. При 
разработке каждого нового двигателя конструкторы 
предъявляют все более жесткие требования к 
предприятиям-производителям измерительных 
приборов: 

1.��  Высокая достоверность, наглядность и 
информативность измерительных данных; 

2.�� Надежность хранения и передачи 
измерительной информации; 

3.�� Высокая скорость обработки результатов 
измерений и представления отчетов; 

4.�� Всевозможные виды испытаний 
(исследовательские, контрольно-технологические, 
контрольные, приемо-сдаточные и т.д.); 

5.�� Простота в эксплуатации и обучении 
персонала; 

6.�� Быстрая замена вышедшего из строя 
элемента системы измерения; 

7.�� Масштабируемость и возможность 
расширения функциональности системы измерения 
в целях обеспечения работы с перспективными 
образцами  продукции; 

8.�� Отсутствие необходимости в 
самостоятельной доработке и т.д. 
�z�z�z�z�z�z�z�z�z�z�z�z�z�z�z�z�z�z�z�z�z�z�z 
Колесников Артем Сергеевич – ВГТУ, аспирант, e-mail: 
gggoogllle@gmail.com 
Львович Яков Евсеевич – ВГТУ, д-р техн. наук, 
профессор,         e-mail: d-lvovich@mail.ru 

 

Комплексный подход со стороны предприятия-
изготовителя измерительной техники означает 
выполнение множества этапов создания 
измерительных приборов, включающих: 

1.�� Согласование технических требований к 
измерительным приборам; 

2.�� Участие в работах по сертификации; 
3.�� Проведение испытаний измерительных 

приборов на устойчивость к внешним воздействиям; 
4.�� Предоставление технической документации 

измерительных приборов. 
5.�� Согласование и координация действий с 

предприятиями-смежниками; 
6.�� Проведение приемо-сдаточных испытаний; 
7.�� Техническая поддержка (консультации, 

решение методических вопросов) и гарантийное 
сопровождение измерительного оборудования; 

Получение многокритериальной 
оптимизационной модели 

Рассмотрим формализованное описание 
процесса проектирования измерительного 
комплекса в структуре системы управления в 
соответствии с заранее заданными экстремальными 
и граничными требованиями в виде 
оптимизационной модели. Определимся с 
показателями, которые будут характеризовать 
требования к этой системе: 

F1 – стоимость; 
F2 – масса; 
F3 – объем;                                                             (1) 
F4 – эксплуатационные расходы; 
F5 – надежность; 
Q – объем оперативной памяти для обработки 

измерительной информации и формирования 
команд регуляторам и исполнительным 
устройствам; 

�&�Ç�Ñ�Ò

�-
�. �@�U
ä�Þ�Ò

�A��– допустимая погрешность измерения 
kg–й измеряемой величины;  

�&�Ç�Ñ�Ò

�-
�. �:�Q
ä�ç�; – допустимая погрешность регулятора 

или исполнительного устройства t–го управляющего 
воздействия. 

Показатели (1) вычисляются по известным 
значениям отдельных элементов системы в целом. 

Выбор компонентов технических средств 
рассматривается в системной связи с 
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алгоритмической структурой обработки 
информации и управления. Алгоритмическая 
структура влияет на такие важные показатели 
процесса функционирования ЖРД, как точность 
управления по каждому контролируемому 
параметру: 

�&
�5
�6�@�U
ä�Þ�Ò�A�á�:�G�Ú 
L���s�á�-�Ú


$
$
$
$
$
$�; 
Алгоритмическая структура представляет собой 

набор типовых вычислительных операций, 
обеспечивающих переработку сигналов датчиков в 
искомые выходные величины, оценку полученных 
значений для принятия решений и выработки 
управляющих воздействий на исполнительные 
механизмы или локальные регуляторы по заданным 
требованиям [2]. 

Различные варианты алгоритмов определяют 
каждую типовую операцию и отличаются 
точностью выполнения операций, объемом 
занимаемой оперативной памяти и временем 
выполнения вычислительных операций. 

Рассмотрим математическую постановку задачи 
оптимального выбора. 

Измерительные устройства, входящие в массив 
технических средств, проиндексируем следующим 
образом: 

       �I 
L �s�á�/
$
$
$
$
$
$�����á                                  (2) 
тип измерительного устройства 

�N�à 
L �r�á�s�á�t�á�å�á�4�à        . 
Каждый m–ый тип измерительного устройства 

характеризуется совокупностью показателей 
�B�Ü�à�:�E
L �s�á�+
$
$
$
$�á���������I 
L �s�á�/
$
$
$
$
$
$�;���������á                 (3) 

где i– номер показателя. 
Набор технических характеристик определяется 

совокупностью показателей (2) и (3) 
�(�Ü
L �Ô�Ü
k�B�Ü�:�N�à �;
o�á�����������:�E
L �s�á�+�; 

Наша задача состоит в определении таких 
технических характеристик, которые обеспечивают 

�( 
L �<�(�5�á�å�á�(�Ü�=�7 �A�T�P�N���� 
Для этого задачу оптимизации на конечном 

дискретном множестве сведем к задаче с 
альтернативными переменными [3]. Номера типов 
измерительных устройств представим в двоичной 
форме записи: 

�N�5 
L �T�5�Õ�ä�Ô
E�t�T�6�Õ�ä�Ô
E�v�T�7�Õ�ä�Ô
E���å              ; 
                              . 
                              . 
                              .   
      �N�à 
L �T�—�Õ�ä�Ô
E�t�T�—�>�5

�Õ�ä�Ô 
E�v�T�—�>�6
�Õ�ä�Ô 
E���å         . 

Переменные �T�—�Õ�ä�Ô принимают значения 0 или 1 
(ɤ=�s�á�’
$
$
$
$
$). 

Для выбора оптимальной алгоритмической 
структуры рассмотрим математическую 
формулировку поставленной задачи. 

Введем число элементарных вычислительных 
операций, необходимых для определения значений 
управляющих воздействий: 

�P
L �s�á�6
$
$
$
$
$  . 
Если одна и та же операция встречается в 

нескольких алгоритмических цепях, то в множестве 
T она учитывается один раз. Благодаря этому 

обеспечивается сокращение объема памяти 
вычислительных устройств, так как каждый 
используемый алгоритм записывается в память 
только один раз независимо от числа операций и 
величин, для вычисления которых он используется. 

Для реализации t–й операции может быть 
использовано lt различных алгоритмов: 

�H�ç 
L �s�á�.�ç
$
$
$
$
$
$ . 
Каждый lt–й алгоритм будет характеризоваться 

объемом памяти, занимаемым самой программой 
его выполнения �3�ß�ß

�ñ, параметрами �3�ß�ß�Ù
�ñ�ñ и исходными 

данными [2]. При этом от алгоритма l будет 
зависеть объем памяти, реализуемой алгоритмом 
операции t и определяемой величины �B��. Для 
выполнения t–й операции при расчете �B��–й величины 
важной характеристикой использования l–го 
алгоритма является средняя квадратичная 
погрешность работы алгоритма �&

�-
�. 
k�B��
o 

Так же, как и в предыдущей задаче, перейдем к 
альтернативным переменным: 

�H�5 
L �T�5�Ô
E�t�T�6�Ô
E�v�T�7�Ô
E���å              ; 
                              . 
                              . 
                              . 
        �H�ç 
L �T��

�Ô
E�t�T�� �>�5
�Ô 
E�v�T�� �>�6

�Ô 
E���å         , 
где переменные 

�T��
�Ô 
L �D�s�á

�r�á      (�Ü
L �s�á�¿
$
$
$
$
$). 
Объем примем как критерий оптимизации 

набора алгоритмов, занимаемый ими в оперативной 
памяти вычислительных устройств. 

�3 
L �î �5�:�T��
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а ограничений – дисперсии выходных 
параметров 
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Конечным результатом получим следующую 
многокритериальную оптимизационную модель: 
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Заключение 
Таким образом, чтобы автоматизировать 

принятие решений на основе многокритериальной 
оптимизационной модели выбора компонентов 
системы измерения ЖРД нам необходимо 
выполнить ряд этапов: 

1.�� Сформировать исходные данные с учетом 
технического и алгоритмического обеспечения 
процесса измерений параметров и управления 
функционированием двигателя. 

2.�� Проанализировать алгоритмическую цепь и 
сформировать исходные данные по типам 
реализации алгоритмов. 
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3.�� Осуществить математическую постановку 
задачи и определиться с выбором оптимальной 
алгоритмической структуры модели и технических 
средств. 

4.�� Определить критерий оптимизации набора 
алгоритмов и сформировать окончательную 
многокритериальную оптимизационную модель. 

5.�� Используя процедуры оптимизационно-
вариационного проектирования определить на 
основе построенной модели вариант проектного 
решения, управляющий заданными требованиями 
[4]. 
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The article is to find the optimal selection of components measuring systems LRE with using multicriterial optimization 
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