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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА И СОПРОТИВЛЕНИЕ МАТЕРИАЛОВ 
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УДК 624.04:531.391.3 

 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА ПЕРВОЙ ЧАСТОТЫ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 

РЕШЕТЧАТОЙ ФЕРМЫ ПОЛУРАСКОСНОГО ТИПА 
 

М. Н. Кирсанов 
 

 Национальный исследовательский университет «МЭИ» 
Россия, г. Москва 

 

Д-р физ.-мат. наук, профессор кафедры робототехники, мехатроники, динамики и прочности машин,  
тел.: +7(495)362-73-14,  e-mail: c216@ya.ru 

   
Балочная регулярная ферма с параллельными поясами имеет сложную раскосную решетку. Методом, 

основанным на упрощенной формуле Донкерлея, получена аналитическая зависимость первой (низшей) 
частоты свободных колебаний конструкции от количества панелей. Предполагается, что стержни фермы массы 
не имеют, а вся масса равномерно распределена по узлам. Рассмотрены только вертикальные колебания узлов.  
Жесткость конструкции рассчитывается по интегральной формуле Мора. Сравнение аналитического решения с 
численным показывает высокую точность полученной зависимости. Все преобразования выполнены в системе 
компьютерной математики. Обобщение серии частных решений на произвольное число панелей выполняется 
методом индукции.  Численно анализируется спектр собственных частот,  выявляются спектральные константы 
и зоны резонансной безопасности. 

 
Ключевые слова: статически определимая ферма, основная собственная частота, аналитический метод, 

формула Мора, индукция, спектр частот, спектральные константы, зона резонансной безопасности. 
 

 Введение. Для 1 расчета частот собственных колебаний конструкции на практике 
применяют численные методы с использованием стандартных программ с применением  
метода конечных элементов [1-3]. Наиболее востребована в динамических инженерных 
расчетах первая собственная частота. Для ее приближенного вычисления известны 
различные методы, среди которых наиболее распространен метод  Донкерлея для оценки 
первой частоты снизу, и метод Рэлея, дающий верхнюю оценку [4-6]. Этими методами 
возможен поиск аналитических решений, так как они не требуют составления и решения 
характеристического уравнения частот, порядок которого определяется числом степеней 
свободы системы конструкции. В [7] предложен метод, основанный на методе Донкерлея, 
дающий более точное и сравнительно компактное аналитическое решение. Аналитическое 
решение методом Донкерлея получено в [8] для основной частоты собственных колебаний 
плоской модели составной конструкции фермы. Формула зависимости частоты колебаний 
консольной фермы регулярного типа от числа панелей выведена в [9] методом индукции. 
Первая частота колебаний плоской решетчатой фермы балочного типа и весь спектр 
собственных частот проанализированы в [10]. Низшая частота собственных колебаний 
плоской шпренгельной фермы и прогиб в аналитическом виде найдены в [11]. В [12] 
выполнен численный расчет частот большепролетной стальной фермы покрытия здания 
велодрома. Аналитическая оценка частоты собственных колебаний фермы Финка в системе 
Maple получена в [13]. В этой же системе выполнен расчет частоты колебаний простой 
                                                
1© Кирсанов М. Н., 2024   



8 

плоской модели фермы двухпролетного моста [14].  Нижняя оценка частоты собственных 
колебаний фермы типа Больмана найдена в [15]. Аналитические возможности системы Maple 
и метод индукции использованы в [16] для определения прогиба плоской фермы с 
произвольным числом панелей. Сравнение трех приближенных аналитических метода (по 
Рэлею, Донкерлею и упрощенному методу Донкерлея) для расчета простой плоской 
балочной фермы с треугольной решеткой выполнено в [17]. В [18] для аналогичной фермы 
показана эффективность упрощенного метода Донкерлея. Этот же метод используется и в 
настоящей работе применительно к ферме  полураскосного типа. 

 Конструкция фермы. Плоская ферма с двумя опорами имеет полураскосную 
решетку. Ферма состоит из 2n+2 панелей длиной a.  Высота фермы равна 3h. Инерционные 
свойства конструкции моделируются равными массами  m, распределенными по ее узлам. 
Предполагается, что массивные узлы совершают колебательные движения только по 
вертикали (рис. 1).  

Рис. 1. Модель фермы, n=3 

Таким образом, число степеней свободы рассматриваемой системы масс равно числу 
узлов  конструкции:  6 4K n . С учетом трех опорных стержней ферма содержит 
  12 8n   стержней.  

Расчет усилий в стержнях.  Из условия равновесия узлов в системе Maple 
рассчитываются усилия, необходимые для нахождения жесткости фермы. Для составления 
уравнений равновесия узлов в аналитическом виде GS = R  при произвольном числе 
панелей вычисляются направляющие косинусы усилий. Обозначено: R— вектор узловых 
нагрузок, G  — матрица направляющих косинусов  размером   ,  S  — вектор 
неизвестных усилий в стержнях. В число неизвестных включаются и три опорные реакции. 
Элементы матрицы G   рассчитываются по координатам концов стержней, соединенных в 
соответствующих узлах. Для этого в программу вводятся координаты узлов. Стержни и узлы 
фермы  нумеруются (рис. 2).  Фрагмент программы ввода  координат в системе Maple  имеет 
вид: 
 
> for j to 2*n+3 do x[j]:=j*a-a; y[j]:=0; end: 
> for j to 2*n+1 do x[j+2*n+3]:=j*a; y[j+2*n+3]:=3*h;  end: 
> for j to n do x[j+4*n+4]:=a*j-a: y[4*n+j+4]:=2*h: 
>               x[j+5*n+4]:=a*j+n*a+2*a: y[5*n+j+4]:=2*h: end: 

 
Рис. 2. Номера узлов и стержней, n = 4 
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 Решение системы  ищется в системе Maple. Рассмотрена для примера равномерно 
распределенная по узлам вертикальная нагрузка. Решение системы линейных уравнений дает 
распределение усилий по стержням. На рисунке 3 изображена схема распределения усилий в 
стержнях фермы с тремя панелями (n = 3), a = 3м, h = 2м. Синим цветом выделены стержни с 
отрицательными усилиями (сжатые),  растянутые — красным. Тонкие черные линии — это 
ненапряженные стержни. Толщина отрезков условно пропорциональна модулям усилий в 
соответствующих стержнях. Значения усилий  (кН) от действия узловых сил P=1кН 
округлены до двух значащих цифр.  

 
Рис. 3. Распределение усилий в стержнях от действия  равномерно распределенной по узлам вертикальной 

нагрузки, n = 3 
 
 При такой нагрузке  стержни верхнего пояса фермы сжаты, нижнего — растянуты. 
Основная часть стержней решетки растянута, несколько стержней сжаты небольшими 
усилиями, их расчет не требует проверки на устойчивость. Положительным качеством 
предлагаемой схемы решетки является то, что длинные раскосы растянуты, а короткие 
сжаты. Это повышает устойчивость фермы. 

Оценка первой частоты собственных колебаний по упрощенному методу 
Донкерлея. Расчет  первой собственной частоты D

  выполняется по следующей формуле:  

  



   2 max
*

1

/ 2 ,
n

K

p
p

m m K m  

где max — наибольшее по всем узлам значение прогиба  , 1,..,
p
p K  от действия 

вертикальной единичной силы на узел p.  Применительно к рассматриваемой ферме это узел 
в середине пролета: p=n+2. Значение 

n
рассчитывается по формуле Максвелла — Мора в 

аналитической форме суммированием по всем стержням конструкции, включая и три 
опорные: 

 


 






2

max ( )

1

/ ( ),pS l EF
                                                   

(1) 

где 
( )pS — усилие в стержне с номером    при действии на узел p  единичной вертикальной 

силы,  l — длина соответствующего стержня. Жесткость EF всех стержней принимается 
одинаковой. Вертикальные и горизонтальный стержни, моделирующие левую подвижную и 
правую неподвижную опоры, принимаются длиной  h и a.  

Вычисление сумм в (1) для ряда ферм с последовательно увеличивающимся  числом 
панелей в системе Maple [6-10] дает следующие формулы:
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









   

   

   

   

   

max 3 3 3 3 2
1
max 3 3 3 3 2
2
max 3 3 3 3 2
3
max 3 3 3 3 2
4
max 3 3 3 3 2
5

) / ,

) / ,

) / ,

) / ,

) / ,

(5 22 39 (18 )

(18 45 126 9 (18 )

(75 232 441 25 (18 )

(236 763 1740 121 (18 )

(873 3294 6831 441 (18 )

a c h d h EF

a c h d h EF

a c h d h EF

a c h d h EF

a c h d h EF

 

где  2 2c a h  , 2 24d a h  . Методами системы компьютерной математики Maple с 
помощью оператора rgf_findrecur можно получить выражение общего члена 
полученной последовательности [18]. Искомая формула имеет вид полинома: 

  
 

3 3 3 3
1 2 3 4

2
,

2n

C a C c C d C h
K

h EF
 

где  коэффициенты полинома 
1 4
,..,C C  зависят лишь от числа  панелей n на половине 

пролета: 
      

    

   

    

3 2
1

2

3

4

(18 18 12( 2) 3 204 8) / 486,

(27 284 7 26( 2) ) / 162,

(4( 2) 44 1) / 162,

(2( 2) 9 204 32) / 54.

n n

n n

n n

n n

C n n n

C n

C

C n
     

 

Расчетная формула для  определения первой частоты имеет вид: 





 3 3 3* 3

1 2 3 4

2
.

( )C

EF
h
K dm C a c C C h                                          (2) 

 Численное решение. Полученное аналитическое решение надо сравнить с численным, 
полученным для фермы как дискретной механической системы масс с K степенями свободы. 
Расчеты выполняются в той же системе Maple, но работающей в численной моде. Для 
определения собственных чисел матрицы системы уравнений применяется оператор  
Eigenvalues.  Приняты размеры панели фермы: м м3 , 2 .a h 

 
 Материал стержней — 

сталь, модуль упругости    52,1 10E MПa, площадь поперечного сечения стержней  

см 29F , в узлах расположены массы  кг 200m . Кривая зависимости частоты *
  от 

числа панелей по формуле (2) сопоставлена с первой частотой спектра 1
 , полученной 

численно с учетом всех степеней свободы грузов, колеблющихся в узлах фермы по 
вертикали (рис. 4). С ростом числа панелей решения сближаются. Частота колебаний 
уменьшается. Аналитическое решение ограничивает численное решение снизу.   
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Рис. 4. Аналитическое решение *  и численное 1

  
 

Более наглядную оценку погрешности приближенного метода дает относительная 
величина:       

1 * 1
( )/ . Зависимости погрешности от числа панелей при м 3a  для 

различных значений высоты h представлены на рис. 5.  

 
Рис. 5. Погрешность аналитической оценки (2) основной частоты

 
Спектр регулярных ферм. Первая частота колебаний конструкции наиболее 

востребована при расчете динамики сооружения. Высшие же частоты используются в 
инженерной практике реже, для них весьма затруднительно получить аналитические оценки 
при анализе регулярных систем, однако в общей картине спектров частот семейства 
регулярных ферм различного порядка есть некоторые полезные для расчетов  
закономерности.  
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Отдельные точки на рис. 6 означают частоты спектров собственных колебаний ферм 
различного порядка, рассчитанных для  случая  a=3м, h = 2м.  

 

 
Рис. 6. Спектры семейства регулярных ферм порядков  n=1 – 20 

 
Расчеты выполнены численно в системе Maple по тому же алгоритму, что и 

аналитический расчет. Отдельные частоты спектра каждой фермы соединены условными 
кривыми. На оси абсцисс отложены номера частот в спектре. Сверху соответствующего 
спектра отмечен порядок фермы (число панелей в половине пролета), n=1,...,8 .  
 На графике можно заметить ряд закономерностей зависимости частот от числа 
панелей. Замечено, что высшая частота собственных колебаний фермы почти не зависит от 
порядка регулярной фермы. Это значение равно  

5
1505 Гц, что близко к частоте ноты 

соль в третьей октаве (спектральная константа). Аналогично в этой задаче можно выделить 
еще четыре спектральных константы:  

4
1274Гц,  

3
805 Гц,  

2
560Гц,  

1
183Гц. 

Знание констант позволяет оценить границы изменений собственных частот ферм большого 
порядка, для расчета которых требуются значительные вычислительные ресурсы и время. 
Интервалы между отмеченными константами образуют четыре зоны резонансной 
безопасности [4]. Внешние возмущения на частотах из этих областей не вызывают резонанса 
при любом числе панелей. Изменение размеров фермы не сильно влияет на положение и 
размеры этих зон. 
 

Заключение.  Рассмотрена новая схема статически определимой решетчатой фермы. 
Получена формула зависимости основной частоты собственных колебаний модели 
ферменной конструкции от числа панелей. Точность выведенной формулы  вполне 
удовлетворительная и растет с увеличением числа панелей. В спектре собственных частот 
семейства регулярных ферм с различным числом панелей обнаружены спектральные 
константы, дающие возможность находить численные решения для ферм высокого порядка 
регулярности простым перерасчетом ферм с небольшим числом панелей. Спектральные 
константы образуют четыре зоны резонансной безопасности. 
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 The beam regular truss with parallel chords has a complex diagonal lattice. The formula for the dependence of 
the fundamental oscillation frequency on the number of panels is derived using the method based on the simplified 
Dunkerley formula. The inertial properties of the structure are modeled by masses concentrated in its nodes. It is 
assumed that the oscillations of the nodes occur along the vertical axis. The Maxwell-Mohr formula is used to calculate 
the rigidity of the truss. Comparison of the analytical solution with the numerical one shows the high accuracy of the 
obtained formula. All transformations are performed in the computer mathematics system. Generalization of a series of 
particular solutions to an arbitrary number of panels is performed by the induction method. The spectrum of natural 
frequencies is analyzed numerically and spectral constants and resonance safety zones are identified. 
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В статье рассматривается задача свободного колебания упругих изотропных пластин в форме произ-
вольного треугольника с комбинациями граничных условий по сторонам «жесткое защемление - шарнирная 
опора». Для определения значения основной частоты колебаний пластин предлагается использовать геометри-
ческий метод профессора А.В. Коробко: метод интерполяции по коэффициенту формы, с использованием при 
этом в качестве альтернативного геометрического аргумента известных из теории конформных отображений 
геометрически определяемых величин – конформных радиусов. Как показали проведённые исследования, такая 
замена аргумента позволяет значительно повысить точность метода. Приводится числовой пример вычислений. 
Указываются преимущества применения данного метода, перспективы решения смежных задач, отличие от 
известного метода конформных отображений. Рассмотренный алгоритм был реализован в программе для ЭВМ. 

 
Ключевые слова: треугольные пластины, основная частота, конформные радиусы, комбинированные 

граничные условия. 
 
Введение. Треугольные 1пластины, как известно из инженерной практики, широко 

используются в машиностроении и строительстве в качестве несущих и ограждающих кон-
структивных элементов, при этом нередко воспринимающих вибрационную нагрузку раз-
личного характера, возбуждающую свободные колебания конструктивных элементов. 

В настоящее время расчет конструкций выполняется зачастую численными методами, 
в частности методом конечных элементов. Однако, несмотря на их высокую эффективность, 
такие методы обладают и некоторыми недостатками, которые заключаются в сложности ана-
лиза результата расчета, невозможности дать качественную и количественную оценку иско-
мого решения при варьировании геометрических параметров или формы конструкции (пла-
стины в нашем случае), или граничных условий. 

Ввиду некоторой сложности геометрической формы пластин (произвольный тре-
угольник) по [1] и комбинированных граничных условий точное решение известного диффе-
ренциального уравнения [2] получить затруднительно. И для его решения прибегают к раз-
личным приближенным, в том числе аналитическим, методам. В научной литературе по-
следних лет известны достаточно близкие к точным решения похожих задач, например [3–5]. 

Методика. Профессор А.В. Коробко разработал приближенный геометрический ме-
тод решения двумерных задач теории упругости и строительной механики, получивший 
название  метода интерполяции по коэффициенту формы [6]. 

В этом методе основным геометрическим аргументом является коэффициент формы 
Kf – интегральная характеристика формы конструкции (в нашем случае – пластины), которая 
дает количественную оценку правильности (симметрии) ее формы [1] (рис. 1). 

Суть метода интерполяции по коэффициенту формы состоит в выборе некоторого 
подмножества геометрических форм пластин, объединенных некоторым геометрическим 

                                                
1© Черняев А. А., 2024 
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преобразованием (включая при этом заданную пластину и две другие «опорные пластины», 
решения для которых известны («эталонные» решения). Искомые значения для заданной 
пластины определяются путем интерполяции «опорных» («эталонных»)  решений по коэф-
фициенту формы с использованием различных функций интерполяции. 

 
а) б) 

 
 

 
Рис. 1. Конструктивная форма (пластина): (а) криволинейная; (б) многоугольник 

 
В настоящей работе исследуется применение соотношения внутреннего r  и внешнего 

r  конформных радиусов известных из теории конформных отображений [7] вместо коэффи-
циента формы Kf. Внутренний и внешний конформные радиусы известны в использовании в 
задачах математической физики и некоторых задачах теории упругости [8] как геометриче-
ские аргументы, характеризующие форму односвязной плоской области. 

В данной статье на основе метода интерполяции по коэффициенту формы предлагает-
ся использовать отношение /r r  вместо Kf в задаче о свободных колебаниях пластин. Рас-
сматриваются пластины в форме произвольного треугольника с комбинациями граничных 
условий по сторонам «жесткое защемление - шарнирная опора». 

Ранее в [9] и др. были установлены функциональные связи между конформными ра-
диусами и основной частотой колебаний упругих изотропных пластин (а также другими фи-
зическими и механическими характеристиками в задачах технической теории [2]) и обосно-
вана указанная замена и на ряде задач, в том числе колебаний [10, 11] и др., апробирована. 

Также в предыдущих работах [9] и др. был доказан ряд закономерностей графической 
взаимосвязи соотношения конформных радиусов /r r  и интегральной физической или меха-
нической характеристики пластины F, в частности, основной частоты пластины в ненагру-
женном состоянии ω (рис. 2). 

На рис. 2 точки «3», «4» и «6» соответствуют значениям основной частоты для пла-
стин правильной формы: треугольника, четырехугольника (квадрата), шестиугольника; точка 
«0» соответствует значениям для круглой пластины. Показаны числовые значения и кривые 
для случая защемленных кромок пластин по всему контуру. 

Основная частота колебаний пластины представлена в виде 
D m

k ,
A 

    
 (1) 

где D – жесткость пластины на изгиб: 
3

212 1
EhD ,

( v )


     
 (2) 

где E – модуль упругости материала; h – толщина пластины; ν – коэффициент Пуассона; m – 
погонный вес; A – площадь пластины, kω – числовое значения частоты в общем виде, 
безразмерная величина. 

Основная частота колебаний заданной пластины по данному методу на примере исполь-
зования  степенной функций интерполяции определяется по выражениям (рис. 3): 
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1
1
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K
k k

K 

 
   

 
, 

 
 

2 1

2 1f f

ln k k
n

ln K K
  ,    (3) 

где Kf  – коэффициент формы для заданной пластины; Kf1, Kf2 и kω1, kω2 – коэффициент формы 
и основная частота колебаний для «опорных» пластин. 
 
 

а) 

 
б) 

 
 
Рис. 2. Кривые: основная частота колебаний пластины – коэффициент формы (а); основная частота колебаний 

пластины – отношение конформных радиусов (б) 
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Рис. 3. Степенная интерполяция: I – действительная кривая; II – аппроксимирующая кривая 
 

Все пластины в форме произвольного треугольника могут быть получены при раз-
личных геометрических преобразованиях из равнобедренных и прямоугольных [6]. 

Следует отметить, что в данной статье, как и предыдущих, форма произвольного 
треугольника рассматривается как сложная по [1], т.к. её форма может быть задана двумя 
независимыми параметрами.  Равнобедренные и прямоугольные – как простые, т.к. их форма 
может быть задана одним независимым параметром. Для них с комбинациями граничных 
условий по сторонам «жесткое защемление - шарнирная опора» в предыдущих работах [12, 
13] были получены кривые «основная частота колебаний пластины - отношение конформных 
радиусов». Для пластин в форме произвольного треугольника показывается решение с при-
менением рассматриваемого метода и заменой аргумента в настоящей статье. 

Формулы по определению значений конформных радиусов (получаемых при 
отображении на единичный круг) приводятся в [8]. 

Для произвольных треугольников с углами  ,  ,   : 
     4r f f f       ,    (4) 

,Ar
r




      (5) 

где 

     

1
2

1
1

1

x

x
xf x

G x x 

    
  

;      (6) 

где    – описанный радиус; A – площадь; x – это α или β или γ; G(x) – гамма-функция. 
Для равнобедренных треугольников с углами  α = β выражения (6), (7) примут следу-

ющий вид: 
   24r f f      ,     (7) 

2ctg hr
r








,     (8) 

где   – равный угол при основании; h – высота; 
Для прямоугольных треугольников    = π/2 и из выражения (7) следует: 

2sin 2
4

cr
r







,     (9) 

где   – угол при гипотенузе; c  – гипотенуза. 
В работе [14] приводятся графики и таблица полученных для множества значений уг-

лов значений r  и  r , и их отношения /r r . 
Функциональная взаимосвязь основной частоты колебаний пластин ω с отношением 

конформных радиусов r r  имеет вид [9]: 
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1

,
D mrk

r A



    
 

      (10) 

где k – числовая константа, зависящая от вида граничных условий и обращающая выражение 
(12) в равенство для круглой пластины; остальные обозначения – те же, что и в (3), (4). 

Диапазон значений основной частоты для пластин при использовании соотношения 
конформных радиусов /r r  значительно уже, чем при использовании коэффициента формы 
(см. рис. 2). Следовательно, можно предположить, что за счет использования соотношения 

/r r  в виде альтернативного геометрического аргумента и применения метода интерполяции 
вместо коэффициента формы вычисление искомого решения определится с более высокой 
точностью, чем при использовании коэффициента формы Kf. 

Результаты. Чтобы подтвердить это предположение, проведем числовые 
исследования. Рассмотрим треугольные пластины с комбинированными граничными 
условиями: комбинация шарнирной опоры и жесткого защемления по сторонам (рис. 4). 

 
 

Рис. 4. Комбинации граничных условий «жесткое защемление - шарнирная опора» для пластин в форме произ-
вольного треугольника 

 
Опорные решения kω1, kω2 возьмем из работ [11, 12]. 
Формула (3) примет следующий вид: 

1
1

n
r / rk k
r / r 

 
  

 


 , 

 
 

2 1

2 1

ln k k
n

ln r / r r / r
 

  ,       (11) 
где /r r   – соотношение конформных радиусов для задааной пластины; 1r / r , 2r / r  и kω1, kω2 
– соотношение конформных радиусов и основная частота колебаний для «опорных» пластин. 

Весь набор пластин в форме произвольного треугольника можно получить из 
равнобедренных и прямоугольных. В работе [15] показано, что для этого удобно 
использовать аффинные преобразования (рис. 5). 

 

 
Рис. 5. Геометрическое преобразование треугольной пластины аффинным сдвигом 
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Если сделать аффинный сдвиг равнобедренного треугольника вдоль большей стороны 
(основания), как показано на рис. 5, то весь набор произвольных треугольников будет распо-
ложен между равнобедренными треугольниками с углом при основании менее 60° (рис. 5, а) 
и более 60° (рис. 5, d), включая прямоугольные треугольники (рис. 5, c). 

Значения основной частоты для пластин в виде равнобедренных треугольников соот-
ветствующей формы ограничат весь набор решений для пластин в форме произвольных тре-
угольников, в том числе пластин в форме прямоугольных треугольников. Покажем это гра-
фически (рис. 6) на примере комбинации граничных условий 3 по рис. 4. 

 

 
 

Рис. 6. Граничные кривые «основная частота колебаний - отношение конформных радиусов» для пла-
стин в форме произвольных треугольников с комбинацией граничных условий 3 по рис. 4 

 
На рис. 6 показаны следующие кривые: I – относится к пластинам в форме равнобед-

ренных треугольников с равным углом при основании менее 60°; II – относится к пластинам в 
форме равнобедренных треугольников с углом при основании более 60°; III – относится к 
пластинам в форме прямоугольных треугольников. 

Углы равнобедренных треугольных пластин α1 <60° и α2 >60°, полученные при аффин-
ном сдвиге треугольной пластины с углами α и β (рис. 7), будут определяться из выражений: 

 

1
2 tg tgarctg
tg tg

 


 
  

   
,          (12) 

0
2 0,5 180 arcsin tg tg

tg tg
 


 

  
     

.        (13) 

Площадь A треугольной пластины с углами α и β и основания a (рис. 7) будет опреде-
ляться из выражения 

20,5 tg tgA a
tg tg
 
 


 


      (14) 

 

 a=1 м a  a

β=500α1 α1 α=300
α2

α2

 
 

Рис. 7. Пример расчета треугольной пластины 
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Числовой пример. Требуется определить основную частоту собственных колебаний 
треугольной пластины с геометрическими параметрами: основание a = 1 м, углы при основа-
нии α = 30° и β = 50° (рис. 7), толщина t = 5 мм. Материал – сталь (модуль упругости E = 2,06 
· 105 МПа, коэффициент Пуассона ν = 0,3), плотность 7850 кг/м3. 

Решение. Определим углы равнобедренных треугольных пластин: α1 = 37,88° по (12), 
α2 = 78,56° по (13). Определим отношение конформных радиусов: для данной пластины /r r  
= 0,6239 по (4), для «опорных» пластин 1r / r = 0,6325 и 2r / r  = 0,5723 в соответствии с (7), 
(8). «Опорные» решения в общем виде (1) будут равны: kω1 = 39,70 и kω2 = 43,88 из работ [11, 
12], полученных методом конечных элементов (МКЭ) с разбиением ~400-600 КЭ. 

Определим искомое решение по (11) (кривая IV, рис. 6): 
1,0010,6239 40,24,

0,6325
39,70k


   
 

  
 

ln
1,001

ln 0,5723 0,6325
43,88 39,70

n    . 

И по (3) при использовании Kf : 
0,89713,4339,70

13
42,0 ,

1
9

,2
k

   
 

  
 
43,88 39,70
14,77 13,21

ln
0,897

ln
n   , 

где Kf = 13,43, Kf1 = 13,21, Kf2 = 14,77 из работы [6]. 
Площадь заданной пластины по (14): 

20,5 1 0,130 50 94
30 50

4tg tgA
tg tg

 






   м2. 

Жесткость пластины на изгиб по (2): 

 
11 3

2

2,06 10 0,005 2358
12 1 0,3

D  
 


 Н·м. 

Абсолютная величина (1) по (11): 
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40 24 1604
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1944
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,
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 



 

Абсолютная величина (1) по (3): 

17850 0 02358
42 09 1677

0
05

1944
, sec

,
,

 



 

Значение основной частоты, найденное МКЭ в программе SCAD [16] с порядка 400 
конечными элементами и треугольной разбивкой: 11622 sec   

Отклонение Δ = -1,1% в первом случае, Δ = 3,4% во втором случае. 
Числовые значения для остальных комбинаций (рис. 4: 1, 2, 4–6) были рассчитаны 

аналогичным образом для разных геометрических углов. В таблице показана часть результа-
тов для комбинации 3, рис. 7. 

Результаты расчетов основной частоты собственных колебаний треугольных пластин для 
комбинации граничных условий 3, рис. 7 

Геометриче-
ские параметры 

Основная частота колебаний ω, sec-1 

МКЭ в 
SCAD 

(~400-600 
КЭ) [16] 

использование отношения 
конформных радиусов 

r r  

использование  
коэффициента формы 

Kf 

по (11) Δ, % по (3) Δ, % 
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Продолжение таблицы 

 
α = 50°; β = 60° 

775 792 2,2 802 3,5 

 
α = 45°; β = 65° 

813 817 0,55 887 9,2 

 
α = 40°; β = 60° 

1002 999 –0,23 1062 6,0 

 
α = 40°; β = 55° 

1079 1071 –0,66 1105 2,5 

 
α = 30°; β = 50° 

1622 1604 –1,1 1677 3,4 

 
Обсуждение. Использование отношения конформных радиусов r r  в методе интер-

поляции вместо коэффициента формы Kf при определении основной частоты собственных 
колебаний треугольных пластин с комбинациями граничных условий по сторонам «жесткое 
защемление - шарнирная опора» геометрическим методом позволяет уменьшить погреш-
ность более чем в 2 раза. 

Это можно объяснить тем, что граничные кривые для всего набора форм пластин, в 
том числе и треугольных, при такой замене оказались значительно уже (см. рис. 2). 

Сравнение с другими возможными функциями интерполяции при использовании ко-
эффициента формы [17] и отношения конформных радиусов дают аналогичный результат в 
пользу второго аргумента. 

 Одним из достоинств рассмотренного метода определения основной частоты колеба-
ний пластины является графическое представление полученных результатов, позволяющее 
определить место найденного решения для всех наборов треугольных пластин. 

Проводя сравнение с известным методом конформных отображений применяемого в 
том числе к расчету пластин [18] можно отметить, что при рассмотренном в работе приеме 
использования конформных радиусов не решается задача отыскания функции, осуществля-
ющей конформное отображение треугольной области на другую фигуру, которая для случая 
комбинированных граничных условий осложняется. Тем самым данный подход обходит 
сложность математических вычислений и дает больше возможностей в анализе получаемых 
решений. 

Рассмотренный алгоритм был реализован в разрабатываемой программе для ЭВМ по 
определению основной частоты собственных колебаний пластин различных форм на языке 
программирования Object Pascal в среде Borland Delphi [19], с графическим построением 
граничных кривых и отображения найденного решения в осях координат «основная частота 
колебаний - отношение конформных радиусов». 

Помимо рассмотренной прямой задачи определения основной частоты собственных 
колебаний треугольных пластин с заданными   комбинациями граничных условий возможно 
решение и других задач. Например, обратной задачи на определение геометрических пара-
метров пластины на заданную частоту или определение более выгодного закрепления пла-
стины по сторонам с целью увеличения частоты собственных колебаний и ряд других задач, 
связанных с оптимизацией геометрии. 
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Выводы. Замена геометрического аргумента на отношение конформных радиусов в 
геометрическом методе интерполяции по коэффициенту формы  профессора А.В. Коробко 
при определении значения основной частоты колебаний пластин в форме произвольного 
треугольника с комбинациями граничных условий по сторонам «жесткое защемление - шар-
нирная опора» позволяет значительно повысить его точность. 

Рассмотренный метод дает графическое представление полученных результатов с 
возможностью их качественной и количественной оценки. 

 Круг решаемых задач данным методом может быть расширен для решения обратных 
задач, задач связанных с оптимизацией геометрии и другими граничными условиями закреп-
ления. 
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INCREASING THE ACCURACY IN DETERMINING THE FUNDAMENTAL FREQUEN-
CY OF PLATE OSCILLATIONS IN THE FORM OF AN ARBITRARY TRIANGLE BY 

THE GEOMETRIC METHOD 
 

A. A. Chernyaev 
 

Orel State University named after I.S. Turgenev 
Russia, Orel 

 
PhD of Technical Sciences, Associate Professor of the Department of Industrial and Civil Engineering,  
Tel.: +7(4862)734395, e-mail: Chernyev87@yandex.ru 
 

The article considers the problem of free vibration of elastic isotropic plates in the form of an arbitrary triangle 
with combinations of boundary conditions on the sides "rigid clamping - hinge support". To determine the value of the 
fundamental frequency of plate vibrations, it is proposed to use the geometric method of prof. A. V. Korobko: the 
method of interpolation by the shape coefficient, using as an alternative geometric argument the geometrically deter-
mined quantities known from the theory of conformal mappings: conformal radii. As shown by the conducted studies, 
such a replacement of the argument allows to significantly increase the accuracy of the method. A numerical example of 
calculations is given. The advantages of using this approach, the prospects for solving related problems, the difference 
from the well-known method of conformal mappings are indicated. The considered algorithm was implemented in a 
computer program. 

 
Keywords: triangular plates, fundamental frequency, conformal radii, combined boundary conditions. 
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Аннотация. Данная работа, как и [1], имеет общую кривую – лемнискату, ограничивающую 

поперечное сечение стержня. Однако в предыдущей статье поперечное сечение имеет одну ось симметрии, в то 
время как в данном исследовании поперечное сечение, представленное полупетлей лемнискаты, не имеет осей 
симметрии. 

Учитывая сходство и различие указанных поперечных сечений, одна часть геометрических 
характеристик будет общей, а другая – отличается. Для кривой линии, ограничивающей контур поперечного 
сечения, применяется непрерывный способ, а для прямой линии, являющейся осью симметрии (Ox), 
используется дискретный способ построения ядра сечения. 

 
Ключевые слова: полупетля лемнискаты, ядро сечения, геометрические характеристики сечения, 

главные центральные оси, двойной переход, центробежный момент инерции. 
 

В работе [1] было рассмотрено 1поперечное сечение, ограниченное правой петлей 
лемнискаты (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Правая петля лемнискаты 

 
                                                             
1 © Пахомова Л. В., Щербакова О. В., Инкижинов Н. С., 2024 
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Лемниската – это кривая, имеющая два фокуса 1F  и 2F , лежащих на оси Ox . Эти 
фокусы отстоят от начал координат O на расстояние a (рис. 1). Уравнение лемнискаты в 
декартовых осях координат: 

 

   22 2 2 2 22 0.   x y a x y  (1) 
 
Лемниската имеет две оси симметрии: x и y. 
Произведение отрезков: 
 

2
1 2 , MF MF a  (2) 

 
где М – текущая точка лемнискаты. 

 
Координаты точек А и В лемнискаты наиболее удалены от осей x и y: 

3( 2;0), ( ; )
2 2


aA a B a . 

Полярное расстояние точки М: 
 

2cos 2 .  OM a  (3) 
 

Для анализа рассмотрим верхнюю половину правой петли: 0
4
  . В предыдущей 

статье [1] были определены следующие геометрические характеристики этого поперечного 
сечения: площадь А, статический момент Sy, центр тяжести xc и осевые моменты инерции Ix, 
Iy. Нам осталось определить статический момент Sx и центр тяжести yc. 

Найдем статический момент Sx полупетли в декартовых координатах (рис. 2). В 
работе [1] была выведена формула: 

 
2 2 2 24 ( ).   y a a x a x  (4) 

 

 
 

Рис. 2. Полупетля лемнискаты в декартовых координатах 



29 

; ;
2

   x
ydS dA dA y dx  

21
2 2

       x x
A A A

yS dS y dx y dx  

   
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0

1 14 4 .
2 2 2

           
   

a a aaa a x a x dx a x dx a x dx  

2
2 2

2
0

4 2 ; ;
2 2 cos 2

     
aa a aa x dx x tg t dx dt

t
 

2
2 2 2 24 4 2 1 2 ;

2
      
 

aa x a tg t a tg t  

1 1 1 2 2 20 2 , 0; 2 2 , 2 2 2;
2 2

     
a ax tg t t x a tg t tg t  

2 2 2

1 1 1

3 3
2

2 2 3 3

1 22 2 1 2
2 2 cos 2 2 cos 2 4 cos 2

          
t t t

t t t

a a a dt a d tt arctg a tg t dt
t t t

 

3 3
3

2

1 2 2sin 2 1 ln 5,124014274 1,281003568 ;2
4 2cos 2 2 4 40

         
  

arctga t atg t a
t

 

 
2 3 3

2 2 2 3

0

1 1 2 22 2 1,178511302 .
2 2 3 2 30

            
  


a x aaa x dx a x a  

  3 31, 281003568 1,178511302 0,102492266 .  xS a a  

Площадь А поперечного сечения найдена: 20,5A a . 
Координаты центра тяжести yc полупетли: 

3

2

0,102492266 0, 204984533 .
0,5

  x
c

S ay a
A a

 

Другие найденные геометрические характеристики полупетли: 

статический момент 
3

8


y
aS ; 

центр тяжести 
3 2

/
8 2 4

 
  y

c

S a a ax
A

; 

осевые моменты инерции 43 8
48
 

xI a , 43 8
48
 

yI a . 

Ввиду того, что полупетля лемнискаты не имеет осей симметрии, то нужно найти 
положение главных центральных осей. 

Центробежный момент инерции Ixy определим через полярные координаты (рис. 3). 

4
3

0 0

( cos )( sin ) sin cos




                   xy
A A

I dA xy r dr d r r d r dr  
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Рис. 3. Полупетля лемнискаты в полярных координатах 
 

4 4

0

2cos 2 sin cos
4 0




      

r a d  

44 4
4 2 2

0 0

cos 2 sin cos cos 2 sin 2
2

 

              
aa d d  

4 4 3 4 44
2 3 3

0

cos 2cos 2 cos 2 cos cos 0 .4
2 2 3 12 2 120

 
 

             
 

a a a ad  

Центробежный момент инерции относительно осей x1, y1, параллельных осям x, y (рис. 
4): 

 

 
 

Рис. 4. Полупетля лемнискаты с центральными и главными центральными осями 
 

4 2
4

1 1 1 1 0, 204984533 0,002836095 .
12 2 4


        x y x y c c

a a aI I A x y a a  

Осевые моменты инерции относительно центральных осей x1, y1: 
2 4 2 2 4

1
3 8 0,5 (0,204984533 ) 0,008673544 ;

48
 

       x x cI I A y a a a a  

2 4 2 2 4
1

3 8 0,5 ( ) 0,054591069 .
48 4
 

       y y c
aI I A x a a a  
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Положение главных центральных осей u, v: 
 
 

4
1 1

4 4
1 1

2 2 0,0028360952 0,123529979,
0,054591069 0,008673544

 
  

 
x y

y x

I atg
I I a a

 

1 0,123529979 3,521035608 .
2

   arctg  
(5) 

 
Главные центральные моменты инерции: 

  2 4
max,min , 1 1 1 1 1 1

1 14 0,008673544
2 2
           v u x y x y x yI I I I I I I a  

   24 4 4 40,054591069 0,008673544 0,054591069 4 0,002836095 ;    
a a a a  

4 4
min max0,008499035 ; 0,054765577 .   u vI I a I I a  

Квадраты радиусов инерции: 
 

4
2 2

2

4
2 2

2

0,008499035 0,01699807 ;
0,5

0,054765577 0,109531154 .
0,5


   


   

u
u

v
v

I ai a
A a

I ai a
A a

 (6) 

 
Координаты ядра сечения: 

 
2

2 2
2

' 1; ; .
' '

       
 

я u
я v я u

я v

dv iv uu i v i
v uv v uv du i v

 (7) 

 
Исходная кривая лемниската задана в осях координат x, y. Чтобы перейти к главным 

центральным осям u, v, надо сделать двойной переход: параллельный перенос осей и поворот 
осей координат. Этот переход покажем на рис. 5. 

 

 
Рис. 5. Двойной переход 

 
Формулы перехода от предыдущих осей координат к последующим: 
а) при параллельном переносе осей: 
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1 1; ;   c cx x x y y y  (8) 
 
б) при повороте осей 1 2 2 1 2 2cos sin ; sin cos      x x y y x y  или: 
 

1 1cos sin ; sin cos .      x u v y u v  (9) 
 
С учетом формул (9) формулы (10) примут вид: 
 

cos sin ; sin cos .        c cx u v x y u v y  (10) 
 
Теперь запишем формулы перехода от последующих осей координат к предыдущим: 
а) при параллельном переносе осей: 
 

1 1; ;   c cx x x y y y  (11) 
 
б) при повороте осей: 
 

2 1 1 2 1 1cos sin ; sin cos           x x y y x y  или 

1 1 1 1cos sin ; sin cos .           u x y v x y  
(12) 

 
С учетом формул (11) формулы (12) примут вид: 
 

( ) cos ( ) sin ; ( ) sin ( ) cos .               c c c cu x x y y v x x y y  (13) 
 

В уравнении (7) стоит производная ' .
dvv
du

 Чтобы ее определить, подставим в 

уравнении (4) величины x, y из формулы (10). Тогда в полученном уравнении будут стоять 
только переменные u, v, что и требуется. Запишем это уравнение: 

 
sin cos     сu v y  

  22 2 24( cos sin ) cos sin .          c ca a a v x a u v x  
(14) 

 
Продифференцируем полученное уравнение (14) по du: 

sin cos   
dv
du

 

 22 2 2

1

2 4( cos sin ) cos sin   
 

      c ca a u v x a u v x
 

2 2

8( cos sin ) (cos sin )
2 4( cos sin )

 
 

 

   
   
   

c

c

a u v x dv
dua u v x

 

2( cos sin )(cos sin ) ;        
c

dvu v x
du

 

sin cos   
dv
du
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 22 2 2

1

2 4( cos sin ) cos sin   
 

      c ca a u v x a u v x
 

2 2

4 ( cos sin ) (cos sin )
4( cos sin )

 
 

 

  
   
   

c

c

a u v x dv
dua u v x

 

2( cos sin )(cos sin ) ;        
c

dvu v x
du

 

sin cos   
dv
du

 

 22 2 2

(cos sin )( cos sin )

2 4( cos sin ) cos sin

   

   

  
 

      

c

c c

dv u v x
du

a a u v x a u v x
 

2 2

2 1 ;
4( cos sin ) 

 
  
    c

a
a u v x

 

 22 2 2sin cos 4( cos sin ) cos sin                 
 

c c
dv a a u v x a u v x
du

 

2 24( cos sin )     ca u v x  

2 2cos sin ( cos sin ) 2 4( cos sin ) ;                      
c c

dv u v x a a u v x
du

 

 2 2sin ( cos sin ) 2 4( cos sin )             
 c c

dv u v x a a u v x
du

 

 22 2 2cos 4( cos sin ) cos sin             c ca a u v x a u v x  

2 24( cos sin )     ca u v x  

2 2cos ( cos sin ) 2 4( cos sin )              
 c cu v x a a u v x  

 22 2 2sin 4( cos sin ) cos sin             c ca a u v x a u v x  
2 24( cos sin ) .     ca u v x  

Используя формулу (8), обозначим cos sin   cu v x x , тогда 

 
 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

cos 2 4 sin 4 4
.

sin 2 4 cos 4 4

 

 

        


        

x a a x a a x a x a xdv
du x a a x a a x a x a x

 

Разделив числитель и знаменатель дроби на cos , получим: 
 

 
 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 4 4 4
.

2 4 4 4





        


        

x a a x tg a a x a x a xdv
du x tg a a x a a x a x a x

 (15) 
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Подставляя в уравнение (7) величины 2 2,u vi i  из (6), u, v из (13), '  dvv
du

  из (15), y из (4), 

  из (5), получим координаты ,я яu v  ядра сечения и тангенс угла наклона касательной я

я

dv
du

 к 

ядру сечения. Расчеты представим в численном виде, разбив отрезок 2x a  на 10 равных 
частей. Кроме того, в таблице помещены две экстремальные точки 5’ и 9’, наиболее 

удаленные, соответственно, от осей u, v. Учтем, что 2.
10

ix i
a

 

 
Результаты расчетов 

 

i  ix
a

 iy
a

 iu
a

 iv
a

 '    
 

i
dvv i
du

 яiu
a

 яiv
a

 
 
 
 

я

я i

dv
du

 

0 0 0 -0,796505 -0,156362 0,884071 0,176766 -0,031029 -0,790529 
1 0,141421 0,138674 -0,646834 -0,026636 0,832963 0,178141 -0,033189 -3,768717 
2 0,282843 0,262512 -0,498074 0,088283 0,702134 0,175584 -0,038809 0,875542 
3 0,424264 0,362612 -0,350772 0,179509 0,532584 0,159243 -0,046402 0,303249 
4 0,565685 0,435852 -0,205119 0,243925 0,350588 0,121582 -0,053819 0,130500 
5 0,707107 0,481717 -0,061148 0,281018 0,163271 0,061454 -0,058412 0,033768 
6 0,848528 0,499772 0,081115 0,290353 -0,035419 -0,013230 -0,057969 -0,043355 
7 0,989949 0,487962 0,221544 0,269881 -0,264262 -0,088132 -0,051756 -0,127394 
8 1,131371 0,440299 0,359771 0,213623 -0,571016 -0,149249 -0,040563 -0,261361 
9 1,272792 0,339056 0,494708 0,103885 -1,141149 -0,186995 -0,025430 -0,739024 
10 1,414214 0 0,615039 -0,243216 16,251933 -0,173858 0,001660 0,392439 
5’ 0,824323 0,498710 0,056890 0,290781 0 0 -0,058457 -0,030362 
9’ 1,413324 0,028955 0,615929 -0,214261   -0,177831 0 0,446118 

 
В таблицу подставлены величины до 6 знаков после запятой. 

 

 
 

Рис. 6. Ядро сечения 
 

С помощью координат ,я яu v , представленных в таблице, строится кривая 1-10 ядра 
сечения, показанная на рис. 6. Осталось построить еще одну точку ядра сечения, 
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соответствующую прямой Ox. Отрезки главных центральных осей u, v, отсекаемые этой 
прямой: 

0, 204984533 3,337695401 ;
sin sin 3,521035608

     


c
u

y aa a  

0, 204984533 0, 20537221 .
cos sin 3,521035608

     


c
v

y aa a  

Координаты ядра сечения, соответствующие прямой Ox: 
2 20,109531154 0,032816401 ;

3,337695401
    


v

яx
u

i au a
a a

 

2 20,01699807 0,082767137 .
0, 20537221

    


u
яx

v

i av a
a a

 

Окончательно ядро сечения, соответствующее полупетле лемнискаты, изображено на 
рис. 6. 
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CONSTRUCTION OF A CROSS-SECTION CORE FOR A CROSS-SECTION BOUNDED 

BY A LEMNISCATE HALF-LOOP  
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               Abstract. This work, the same as the previous one, has a common curve - a lemniscate, limiting the cross-
section of the rod. However, in the previous article, the cross-section has one axis of symmetry, while in this study, the 
cross-section, represented by a half-loop of the lemniscate, has no axes of symmetry. 
               Considering the similarity and difference of these cross-sections, one part of the geometric characteristics will 
be common, and the other will be different. For a curved line that bounds the contour of a cross section is used a 
continuous method, and for a straight line that is the axis of symmetry (Ox) is used a discrete method of constructing 
the core of the section. 
 
                Keywords: lemniscate half-loop, core of the section, geometric characteristics of the section, principal central 
axes, double transition, centrifugal moment of inertia. 

 



37 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ МЕТАЛЛИЧЕСКИХ КОНСТРУКЦИЙ 

 
DOI 10.36622/2219-1038.2024.42.3.004 
УДК 624.016 + 624.046.4 

 
ИНЖЕНЕРНАЯ МЕТОДИКА УЧЕТА РАБОТЫ МЯГКОЙ ОБОЛОЧКИ  

В ТЕНТОВОЙ КОНСТРУКЦИИ ПОКРЫТИЯ 
 

А. В. Чесноков1, В. В. Михайлов2 
 

Липецкий государственный технический университет1,2 
Россия, г. Липецк 

 
1Канд. техн. наук, доцент кафедры строительного производства, тел.: +7(4742) 328-074,  
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Постановка цели. Конструкции строительные тентовые, состоящие из мягкой оболочки и 

поддерживающих элементов, являются эффективным решением для покрытия зданий и сооружений. Вместе с 
тем сложность выполнения статического расчета, требующего применения специализированных программных 
комплексов геометрически нелинейного анализа, ставит преграды на пути широкого применения тентовых 
конструкций на практике. Целью настоящей работы является разработка упрощенной инженерной методики 
учета мягкой оболочки в конструкции покрытия. 

Результаты. Мягкую оболочку тентовой конструкции предлагается моделировать при помощи гибкой 
ванты (так называемого мембранно-вантового элемента), имеющей эквивалентную продольную жесткость, для 
нахождения которой разработана численная методика. Методика основана на расчете относительной 
деформации мягкой оболочки при приложении внешней нагрузки. Получено, что с ростом деформативности, 
имеет место незначительное убывание эквивалентной жесткости мембранно-вантового элемента, не 
превышающее 6%, что позволяет пренебречь нелинейной работой мягкой оболочки. 

Выводы. Разработанная инженерная методика позволяет заменить сектор мягкой оболочки на 
эквивалентную по деформативности гибкую ванту, для статического расчета которой имеются упрощенные 
методы, нашедшие широкое применение на практике. Использование специализированных программных 
комплексов геометрически нелинейного трехмерного конечно-элементного анализа, таким образом, 
необходимо лишь на этапе определения продольной жесткости эквивалентной ванты, отделенном от этапов  
вариантного проектирования и привязки повторно применяемых проектов тентовых конструкций. Результаты 
работы вносят вклад в упрощение процесса проектирования тентовых строительных конструкций и в 
повышение глубины вариантной проработки, способствуя расширению области эффективного применения 
современных конструктивных решений. 

 
Ключевые слова: конструкция строительная тентовая, мягкая оболочка, оболочка шедового типа, 

инженерная методика расчета, эквивалентная продольная жесткость, предварительное напряжение 
 

Введение. 1Конструкции строительные тентовые являются эффективным решением 
для покрытия выставочных и торговых павильонов, стадионов и дворцов спорта, 
железнодорожных вокзалов и аэропортов [1, 2], а также временных сооружений сезонного 
характера [3, 4]. Они состоят из мягкой оболочки [5] и поддерживающих ее элементов. В 
многообразии тентовых конструкций можно выделить шедовые покрытия, в которых 
секторы мягкой оболочки, опирающиеся на жесткие арочные ребра, ограничены гибкими 
тросами-подборами и стабилизирующими тросами (рис. 1) [6]. Шедовая тентовая 
конструкция с высокопрочной и химически инертной оболочкой имеет потенциал для 
применения в промышленном строительстве для большепролетных производственных цехов 
и складских сооружений, эксплуатируемых в агрессивной газовоздушной среде. 
                                                
1© Чесноков А. В., Михайлов В. В., 2024 
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Анализ мягких оболочек с точки зрения процесса их проектирования и надежности 
эксплуатации предлагается в работах [7, 8]. Работа [9] посвящена особенностям 
проектирования, изготовления и монтажа тентовых конструкций. Приведена сравнительная 
характеристика материалов мягких оболочек и минимальные уровни предварительных 
напряжений. Вместе с тем сложность выполнения проектных работ, включающих этап 
геометрически нелинейного статического анализа, ставит преграды на пути широкого 
применения тентовых конструкций на практике. Сдерживающим фактором развития и 
практического применения тентовых конструкций является отсутствие развитой 
нормативной базы проектирования, а также комплексный характер их работы под нагрузкой 
[10].  

 

 
Рис. 1. Верхний пояс конструкции покрытия шедового типа: 1 – мягкая оболочка; 2 – опорное ребро;  

3 – стабилизирующий трос; 4 – трос-подбор; 5 – неподвижная опора;  
6 – рассматриваемый сектор тентовой конструкции 

 
Теория статического анализа тентовых конструкций включает ключевые особенности 

мягких оболочек: зависимость формы от характера действующих нагрузок, анизотропные 
свойства, повышенная деформативность и наличие начальных напряжений 
(преднапряжений), обеспечивающих работоспособное состояние оболочки, способной 
работать только на растяжение. Среди методов, применяемых для статического расчета 
тентовых конструкций, можно выделить метод конечных элементов и метод плотности сил, 
практическая реализация которых сопряжена с необходимостью использования 
специализированных программных комплексов.  

Метод конечных элементов, принадлежащий к числу наиболее универсальных 
методов численного анализа строительных конструкций, позволяет унифицировать процесс 
подготовки исходных данных для конструкций различных типов, включая комбинированные 
системы, состоящие из разнородных материалов и конструктивных элементов [11, 12]. Для 
выполнения анализа крупно- и мелкоразмерных мягких оболочек метод конечных элементов 
применен в работе [13]. Конечно-элементный анализ комбинированных покрытий, 
состоящих из мягкой оболочки, гибких вант и жестких на изгиб элементов, предложен в [14]. 
Применение разработанной методики позволяет выявить взаимное влияние оболочки и 
опорных конструкций. 

Метод плотности сил эффективен для определения формы поверхности оболочки при 
заданных граничных условиях и мембранных напряжениях. Он заключается в наложении на 
оболочку сети с последующим определением координат ее узлов из условия статического 
равновесия [15, 16].  

В работе [17] для упрощения процесса проектирования тентовых конструкций 
предлагается интерактивный подход, позволяющий сопоставить различные конструктивные 
решения, получаемые путем задания параметров оболочки и граничных условий. Для учета 
физической нелинейности в инженерных расчетах в работе [18] предложена модель мягкой 
оболочки, включающая упрощенную зависимость напряжения-деформации. Регрессионные 
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зависимости для определения напряженно-деформированного состояния мягкой оболочки 
тентовой конструкции при изменении геометрических параметров получены в работе [19]. 
Влияние геометрической формы оболочки на работу под нагрузкой тентовой конструкции 
исследовано в [20]. 

В работах [21, 22] предлагается упрощенная инженерная методика расчета мягких 
оболочек на неподвижном опорном контуре, включающая переход к эквивалентной по 
деформативности гибкой нити. В работе [23] предлагается применить параболическую 
аппроксимацию при задании формы поверхности оболочки. Подобный подход применен в 
[24], где оболочка моделируется поверхностью, имеющей сечения, очерченные дугами 
окружности.  

Особенности расчета мягкой оболочки тентовой конструкции совместно с элементами 
несущего каркаса рассмотрены в [25-27]. Делаются выводы о существенном влиянии 
податливости опорного контура на работу под нагрузкой оболочки покрытия, а также о 
значительном вкладе оболочки в предотвращение потери устойчивости поддерживающих 
арочных конструкций. 

Исходя из выполненного литературного обзора следует вывод о том, что разработка 
упрощенных методик расчета тентовых конструкций, обладающих преимуществами перед 
конструкциями из бетона и стали, является важной задачей, способствующей расширению 
области их эффективного применения за счет повышения глубины вариантной проработки 
на стадии разработки проектных решений.  

Постановка цели. Цель предлагаемой работы заключается в разработке инженерной 
методики учета мягкой оболочки в конструкции покрытия, применимой на этапе 
вариантного проектирования, а также при разработке повторно применяемых проектов 
тентовых конструкций. 

Методы исследования. В качестве объекта исследования выбран сектор тентовой 
конструкции шедового типа, опирающийся на вертикальное опорное ребро и ограниченный 
стабилизирующими тросами и тросами-подборами (рис. 1). Рассмотрены следующие 
варианты решения опорного ребра: жесткая условно неподвижная арка и двухпоясная 
вантовая ферма (рис. 2). В первом варианте предварительное напряжение оболочки 
производится при помощи тросов-подборов и стабилизирующих тросов. Во втором варианте 
оболочка напрягается совместно с верхним поясом вантовой фермы за счет натяжения 
нижнего пояса. 

 
Рис. 2. Сектор тентовой конструкции: а) опирание на жесткое (неподвижное) арочное ребро; б) опирание на 
вантовую ферму; 1 – мягкая оболочка; 2 – арочное ребро; 3 – двухпоясная вантовая ферма; 4, 5 – верхний и 

нижний пояса вантовой фермы 
 

Пространственная модель сектора покрытия в виде конечно-элементной сети, 
вспомогательной ванты, стабилизирующих тросов и тросов-подборов показана на рис. 3,а. 
Вспомогательная ванта пространственной модели используется для перераспределения 
нагрузки на оболочку. Она расположена на месте опорного ребра. Стабилизирующие тросы, 
ограничивающие сектор, имеют неподвижные закрепления во всех промежуточных узлах в 
направлении оси X (условно не показаны на рисунке).  
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Для выполнения инженерных расчетов оболочку предлагается моделировать при 
помощи вантового элемента (т.н. мембранно-вантовый элемент, рис. 3,б), имеющего 
эквивалентную продольную жесткость mEA .  

 

 
Рис. 3. Схема к определению продольной жесткости мембранно-вантового элемента: а) пространственная 

модель сектора покрытия; б) плоская модель сектора: 1 – вспомогательная ванта; 2 – конечно-элементная сеть; 
3 – стабилизирующий трос; 4 – трос-подбор; 5 - неподвижная опора; 6 - мембранно-вантовый элемент;  

7 – исходная форма ребра, поддерживающего оболочку; w и f  – мембранные напряжения в направлении 
основы и утка мягкой оболочки соответственно 

 
Приложим равномерную нагрузку q, направленную вертикально вверх, на 

вспомогательную ванту. Искомая продольная жесткость мембранно-вантового элемента 
qmEA ,  определится из следующего выражения: 

aux
q

q
qm EA

N
EA 


, , (1) 

где EAaux – продольная жесткость вспомогательной ванты; Nq – суммарная продольная сила в 
мембранно-вантовом элементе и вспомогательной ванте, вызванная действием нагрузки q; q 
– относительная продольная деформация мембранно-вантового элемента и вспомогательной 
ванты: 
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где 0,gL , qgL ,  – начальная длина и длина под нагрузкой вспомогательной ванты.  
Учитывая равномерный характер действия нагрузки, длина вспомогательной ванты, 

имеющей параболическую форму, определяется следующим образом: 
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где L – пролет вспомогательной ванты;  f – стрела (ордината в центре пролета). 
Искомые длины 0,gL  и qgL ,  находятся по (3) при начальной стреле f0, равной 

заданной ординате арочного верхнего пояса конструкции покрытия, и при стреле 
вспомогательной ванты fq в деформированном состоянии от заданной нагрузки 
q,соответственно. Величина стрелы fq определяется методом конечных элементов с 
использованием пространственной модели сектора покрытия.  

Суммарная продольная сила, вызванная равномерной нагрузкой q, находится из 
выражения 
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Продольная жесткость мембранно-вантового элемента определяется по (1) при 
различных значениях нагрузки qi шаговым методом: 

qiqi  , (5) 

где i – номер шага; q – величина приращения нагрузки при переходе к новому шагу. 
Увеличение нагрузки (5) производится при выполнении следующего условия: 

limffq  , (6) 

где flim – условная предельно допустимая стрела верхнего пояса рассматриваемой 
конструкции. 

При опирании мягкой оболочки на неподвижное арочное ребро и создании 
предварительных напряжений при помощи тросов-подборов (рис. 2,а) условная предельно 
допустимая стрела верхнего пояса определяется только прочностными и жесткостными 
характеристиками оболочки: 

lim,lim mff  , (7) 

где lim,mf  – предельно допустимая стрела мембранно-вантового элемента при условии 
обеспечения прочности мягкой оболочки. 

При опирании мягкой оболочки на вантовую ферму (рис. 2,б) условная предельно 
допустимая стрела определяется характеристиками оболочки и верхнего пояса фермы, 
натяжение которого осуществляется совместно с оболочкой: 

),min( lim,lim,lim mr fff  , (8) 

где lim,rf  – предельно допустимая стрела верхнего пояса вантовой фермы, определяемая из 
решения уравнения (3): 
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где r
gL lim,  – длина верхнего пояса, соответствующая предельно допустимой относительной 

деформации lim,r : 

)1( lim,0,lim,  rg
r
g LL  .  (10) 

Предельно допустимая относительная деформация растянутого верхнего пояса 
опорной вантовой фермы lim,r  может быть найдена из условия прочности: 

0.1
 cy

r
R 
 , (11) 

где Ry – расчетное сопротивление материала стальной ванты; c – коэффициент, 
учитывающий неравномерность усилий по длине верхнего пояса; r – нормальное 
напряжение, выражаемое через относительную деформацию r  и модуль упругости 
материала E: 
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rr E   .  (12) 

Учитывая (11) и (12), получим: 

E
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В предположении, что верхний пояс вантовой фермы, поддерживающий мягкую 
оболочку, очерчен по дуге параболы, получим оценку для коэффициента c : 

2161
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где k – отношение стрелы верхнего пояса f0 к пролёту L. 
Для мембранно-вантового элемента, моделирующего мягкую оболочку покрытия, 

предельно допустимая стрела lim,mf  равна максимальному значению стрелы, при которой 
обеспечена несущая способность мягкой оболочки: 

wyw ,  , (15,а) 

fyf ,  , (15,б) 

где w и f – мембранные напряжения вдоль основы и утка мягкой оболочки; y,w и y,f – 
расчетные сопротивления оболочки (предельно допустимые мембранные напряжения): 

nuy K/  , (16) 

где u  – напряжение при разрыве оболочки; nK  – коэффициент надежности, принимаемый в 
соответствии с (СП 384.1325800.2018) равным 8.4nK . 

Результаты численных исследований. Рассмотрим применение предложенной 
методики к сектору тентового покрытия шедового типа шириной B=6 м, пролетом L=12 м. 
Стрела арочного элемента верхнего пояса составляет f0=1.0 м (рис. 3). 

Мягкая оболочка выполнена из тентового материала, имеющего модули упругости в 
направлении основы и утка: 600wE кН/м и 400fE кН/м. Расчетные сопротивления 
оболочки с учетом коэффициента надежности  8.4nK  (СП 384.1325800.2018) составляют 

15, wy  и 12, fy  кН/м.  
Численное моделирование мягкой оболочки совместно со вспомогательным вантовым 

элементом выполнено при помощи программного комплекса EASY.2020. Конечно-
элементная пространственная модель сектора покрытия приведена на рис. 3,а. Продольная 
жесткость вспомогательного вантового элемента принята в двух вариантах: 3520, IauxEA  и 

6240, IIauxEA кН, что соответствует вантовым элементам, имеющим диаметр 6 и 8 мм. 
Величина приращения нагрузки принята равной 0.3q  кН/м (5).  

Мембранные напряжения в мягкой оболочке покрытия, вызванные действием 
нагрузки, приведены на рис. 4. Из рисунка видно, что при увеличении стрелы 
вспомогательной ванты до 74.1lim, mf м мембранные напряжения в мягкой оболочке 
достигают расчетного сопротивления. 

Графики продольной жесткости мембранно-вантового элемента при неподвижном 
опорном ребре (рис. 2,а) приведены на рис. 5,а. Из рисунка видно, что в допустимом 
диапазоне зависимости продольной жесткости мембранно-вантового элемента от его стрелы 
в деформированном состоянии, полученные при различных жесткостях вспомогательной 
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ванты, близки к друг другу: максимальное расхождение, имеющее место при lim,mff  , 
составляет 3%. В диапазоне стрел ]74.1...15.1[f м, при начальной стреле 0.10 f м, 
продольная жесткость мембранно-вантового элемента линейно убывает от значения 3550 кН 
до значения 3350 кН (приведены усредненные значения при рассмотренных жесткостях 
вспомогательной ванты). Относительное снижение жесткости составляет 6%. 

 

 
Рис. 4. Мембранные напряжения в мягкой оболочке, вызванные нагрузкой q: а) распределение напряжений по 

поверхности, кН/м; б) максимальные напряжения; 1 – мембранные напряжения в направлении основы 
оболочки, w; 2 – мембранные напряжения в направлении утка оболочки, f 

 

 
Рис. 5. Зависимости продольной жесткости мембранно-вантового элемента от его стрелы: а) опорное ребро 

мягкой оболочки неподвижно; б) опирание оболочки на вантовую ферму; 1, 2  – кривые, полученные для 
первого и второго вариантов продольной жесткости вспомогательного вантового элемента (EAaux,I, EAaux,II) 

соответственно 
 

При опирании мягкой оболочки на вантовую ферму (рис. 2,б) верхний пояс, 
поддерживающий оболочку, выполнен из стального троса с расчетным сопротивлением 
разрыву Ry=90 кН/см2 и модулем упругости 4106.1 E кН/см2 [28]. Коэффициент 
неравномерности усилий по длине ванты принят равным 95.0c  (14). Предельно 
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допустимая деформация ванты составляет 3
lim, 10344.5 r  (13). Соответствующая 

предельно допустимая стрела верхнего пояса, найденная по  (8), с учетом (9) составляет: 
143.1lim f м. Графики продольной жесткости мембранно-вантового элемента приведены на 

рис. 5,б, который является укрупненным фрагментом рис. 5,а. 
Из рис. 5,б видно, что в допустимом диапазоне ]143.1...0.1[f м зависимости 

продольной жесткости мембранно-вантового элемента от его стрелы близки к прямым 
линиям. Максимальное расхождение при различных жесткостях вспомогательной ванты не 
превышает 1.15%. Отличие минимальных и максимальных значений продольной жесткости 
мембранно-вантового элемента в рассмотренном диапазоне стрел составляет 1.6%. 

Обсуждение. Разработанная методика позволяет заменить сектор мягкой оболочки на 
эквивалентную по деформативности гибкую ванту (мембранно-вантовый элемент), для 
статического расчета которой используются упрощенные методы, не требующие выполнения 
трехмерного конечно-элементного анализа. Применение специализированных лицензионных 
программных комплексов, таким образом, необходимо лишь на этапе определения 
продольной жесткости эквивалентной ванты. Использование эквивалентных вант с 
известными жесткостными характеристиками будет способствовать разработке повторно 
применяемых проектов тентовых конструкций, в том числе при изменении района 
строительства, а также осуществлению вариантного проектирования конструкций, 
поддерживающих оболочку в проектном положении. 

Выводы. По результатам работы можно сделать следующие выводы: 
1. Тентовые конструкции, обладающие преимуществами перед железобетонными и 

металлическими покрытиями, проявляют сложный характер работы под действием 
внешних нагрузок, затрудняющих разработку проектных решений, которая сопряжена 
с необходимостью использования специализированных программных комплексов. 

2. Разработка инженерной методики учета мягкой оболочки в конструкции покрытия 
является важной с практической точки зрения задачей, решение которой будет 
способствовать упрощению вариантного проектирования, а также расширению 
области применения тентовых конструкций за счет использования повторно 
применяемых проектов. 

3. Для выполнения инженерных расчетов мягкую оболочку тентовой конструкции 
предлагается моделировать при помощи мембранно-вантового элемента, имеющего 
эквивалентную продольную жесткость, для нахождения которой разработана 
численная методика. 

4. Получено, что влияние вспомогательных элементов, используемых для нахождения 
эквивалентной жесткости, на получаемый результат незначительно (находится в 
пределах 3%). 

5. При ограничении деформативности исследуемой конструкции деформативностью 
поддерживающего вантового ребра зависимость продольной жесткости мембранно-
вантового элемента от приращения его стрелы незначительна (вариация полученной 
эквивалентной жесткости находится в пределах 1.6%). 

6. С ростом деформаций в расширенном диапазоне, определяемом прочностными и 
жесткостными характеристиками мягкой оболочки, имеет место линейное убывание 
эквивалентной жесткости мембранно-вантового элемента, не превышающее вместе с 
тем 6%. 

7. В практических расчетах, пренебрегая нелинейной работой мягкой оболочки в 
конструкции покрытия, допускается применение постоянной жесткости мембранно-
вантового элемента, соответствующей усредненному значению в диапазоне 
допустимых деформаций.  
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Problem statement. Fabric structures, which consist of a soft shell and supporting elements, are an effective 
solution for roofs of buildings and structures. At the same time, for performing complex static analysis, specialized 
software packages for geometrically nonlinear calculation are to be used. It hampers widespread use of fabric structures. 
The purpose of this work is to develop a simplified engineering technique for taking into account soft shell of the roof 
structure. 

Results. The soft shell of the fabric structure is proposed to be simulated by means of a flexible cable (so-
called membrane-cable element). The cable is of equivalent axial stiffness. Numerical technique for finding the 
equivalent stiffness value is developed. The technique is based on calculation of the relative deformation of the soft 
shell caused by the external load. It is found that in accordance with increase of the deformations, there is slight 
reduction of the equivalent stiffness of the membrane-cable element. The reduction does not exceed 6%, which allows 
neglecting nonlinear behavior of the soft shell. 

Conclusions. The developed engineering technique makes it possible to replace the soft shell sector with a 
flexible cable of equivalent deformability. Simplified commonly used methods are applicable for the static analysis of 
the cable. Specialized software packages for geometrically nonlinear three-dimensional finite element analysis are only 
needed at the stage of finding the axial stiffness of the equivalent cable. This stage is separated from the variant design 
process, as well as, from the stage of adjustment of reusable fabric structures designs. The results of the work contribute 
to simplification of the design process of the fabric building structures. They allow increasing the depth of variant 
study, thus contributing to expansion of the effective application field for modern design solutions. 

 
Key words: fabric building structure, soft shell, sawtooth type shell, engineering method of analysis, 

equivalent axial stiffness, prestress. 
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Рассмотрены стальные каркасы зданий с покрытиями, выполненными в виде систем стропильных и 

подстропильных ферм из гнутосварных замкнутых профилей. Проанализированы расчетные модели покрытий 
с закреплением ферм по статически определимой схеме и с шарнирно-неподвижным закреплением концов 
фермы на опорах различной жесткости. Выявлены особенности напряженно-деформированного состояния 
элементов ферм с учетом рамного распора и без него, при наличии и отсутствии крановой нагрузки от 
подвесных мостовых кранов. Обоснована необходимость формирования расчетных моделей с различными 
условиями закрепления опорных узлов ферм. Сформулированы практические рекомендации по 
проектированию и расчету покрытий с фермами из гнутосварных замкнутых профилей. 
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Введение 

Фермы из 1гнутосварных замкнутых профилей (далее ГСП) широко используются в 
зданиях различного назначения, в том числе оборудованных подвесными кранами. 
Эффективность применения ферм из ГСП в сравнении с фермами из других типов профилей 
обусловлена незначительной массой покрытий за счет рационального распределения 
материала в тонкостенных профилях, бесфасоночного крепления решетки к поясам, 
возможности использования беспрогонного решения кровли [1-3]. Основные 
конструктивные решения покрытий с разрезными фермами из ГСП разработаны в двух 
сериях, отличающихся очертанием подстропильных ферм – треугольное в одной и 
трапециевидное в другой, а также уклонами верхних поясов стропильных ферм с 
параллельными поясами и нисходящими опорными раскосами [4, 5]. В указанных сериях 
исполнение двух опорных узлов идентично и не зависит от очертания ферм (рис. 1). В 
условиях реального проектирования серийные решения могут быть взяты за основу, но 
требуют глубокого анализа с внесением корректировок по требованиям действующих сводов 
правил. 

В расчетной практике в последнее время выработался подход к созданию 
пространственных моделей каркасов задний с использованием расчетных программных 
комплексов, которые позволяют анализировать работу конструкций с учетом 
перераспределения усилий системой связей, что особенно важно при наличии 
несимметричных нагрузок. При этом в опорные узлы вводятся шарниры, обеспечивающие 
свободу поворота в плоскости и из плоскости фермы, что предполагает шарнирно-
неподвижные условия закрепления концов ферм в соответствии с серийной конструкцией 
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опорных узлов, однако вызывает появление распора, оказывающего разгружающее влияние 
на пояса фермы.  Поскольку  в  эксплуатационной  стадии возможно ослабление болтовых 
соединений, имеющих определенную податливость, и, кроме того, усилие натяжения болтов 
в опорных узлах не контролируется, распор является случайной величиной, а учет его 
полной величины при расчете ферм может снизить надежность принятых решений [7]. В 
классическом подходе к расчету разрезных ферм с восходящим опорным раскосом [1-3] не 
принимается во внимание разгружающее влияние рамного распора, а закрепление фермы 
рассматривается по статически определимой схеме: с одним шарнирно-подвижным и другим 
шарнирно-неподвижным концом. В сериях [4, 5] фермы рассчитываются аналогично:  как 
разрезные свободно опертые конструкции. Причем в покрытии с трапецеидальными 
подстропильными фермами и беспрогонным опиранием стального профилированного 
настила [5] учтена рамная сжимающая сила 100кН в уровне верхних поясов стропильных 
ферм, опирающихся на колонны каркаса. 
 

 

а) 
 

б) 
 

Рис. 1. Конструктивные решения узлов опирания: 
а) стропильных и подстропильных ферм на колонну каркаса; 

б) стропильных ферм на подстропильную 
 
Разработанные в [4, 5] системы покрытий могут быть загружены мостовыми 

подвесными кранами ограниченной грузоподъемности – до 5 т, что обусловлено несущей 


