
 ISSN 2219-1038 (print) 
ISSN 2949-3757 (online) 

 
 

СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА 

И КОНСТРУКЦИИ 
 
 

Научный журнал 
 

Выпуск № 1 (40), 2024 
 

 

 

 Строительная механика и сопротивление материалов 

 Прикладные задачи механики деформируемого твердого тела 

 Механика грунтов 

 Расчет и проектирование металлических конструкций 

 Расчет и проектирование железобетонных конструкций 

 Расчет и проектирование конструкций из полимерных материалов 

 Расчет и проектирование мостов и транспортных сооружений 

 Расчет и проектирование оснований и фундаментов зданий и сооружений 

 Прочность соединений элементов строительных конструкций 

 Динамическое воздействие подвижной нагрузки на упругие системы 

 Экспериментальные и натурные исследования конструкций и материалов 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Воронеж  



СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА И КОНСТРУКЦИИ 
НАУЧНЫЙ ЖУРНАЛ 

 
Издается с 2010 г.  Выходит 4 раза в год 
 

Учредитель и издатель – федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение высшего  
образования «Воронежский государственный технический университет». 

Территория распространения — Российская Федерация. 

РЕДАКЦИОННАЯ КОЛЛЕГИЯ ЖУРНАЛА: 

Главный редактор: Сафронов В. С., д-р техн. наук, профессор, 
Воронежский государственный технический университет 
Зам. главного редактора: Козлов В. А., д-р физ.-мат. наук, профессор,  
Воронежский государственный технический университет 
Ответственный секретарь: Габриелян Г. Е., канд. техн. наук, доцент, 
Воронежский государственный технический университет 
 
Антонов В. М., канд. техн. наук, доц., Тамбовский государственный  технический  университет;  
Беляева С. Ю., канд. техн. наук, доц., Воронежский государственный технический университет; 
Буренин А. А., д-р техн. наук, проф., чл.-корр. РАН, Институт машиноведения и металлургии 
Дальневосточного отделения РАН, г. Комсомольск-на-Амуре; 
Гриднев С. Ю., д-р техн. наук, проф., Воронежский государственный технический университет; 
Зверев В. В., д-р техн. наук, проф., Липецкий государственный технический университет; 
Ефрюшин С. В., канд. техн. наук, доц., Воронежский государственный технический университет; 
Кирсанов М. Н., д-р физ.-мат. наук, проф., Национальный исследовательский университет «МЭИ»; 
Колчунов В. И., д-р техн. наук, проф., академик РААСН,  Юго-Западный государственный университет; 
Коробко А. В., д-р техн. наук, проф., Орловский государственный университет им. И. С. Тургенева; 
Михайлов В. В., д-р техн. наук, проф., Липецкий государственный технический университет; 
Нгуен Динь Хоа, канд. техн. наук, Национальный строительный университет, Вьетнам; 
Нугужинов Ж. С., д-р техн. наук, проф., Казахстанский многопрофильный институт реконструкции и развития 
Карагандинского государственного технического университета, Казахстан; 
Овчинников И. Г., д-р техн. наук, проф., Саратовский государственный технический университет; 
Пшеничкина В. А., д-р техн. наук, проф., Волгоградский государственный технический университет; 
Свентиков А. А.,  д-р техн. наук, проф., Воронежский государственный технический университет; 
Трещев А. А., д-р техн. наук, проф., чл.-корр. РААСН, Тульский государственный университет; 
Турищев Л. С., канд. техн. наук, доцент, Полоцкий государственный университет, Беларусь; 
Шимановский А. О., д-р техн. наук, проф., Белорусский государственный университет транспорта, Беларусь; 
Шитикова М. В., д-р физ.-мат. наук, проф., советник  РААСН, Воронежский государственный технический 
университет 

Дизайн обложки - А.Р. Ефанов. Фото на обложке Юлии Батуриной,   
https://www.shutterstock.com/ru/image-photo/bridge-form-horseshoe-on-sunsetsky-334037030 

Журнал «Строительная механика и конструкции» включен в Перечень рецензируемых научных изданий, в 
которых должны быть опубликованы основные научные результаты диссертаций на соискание ученой степени 
кандидата наук, на соискание ученой степени доктора наук 

Подписной индекс в «Каталоге периодических изданий. Газеты и журналы»   ГК «Урал Пресс»  - 66004 
Физические лица могут оформить подписку в интернет-магазине «Деловая пресса»  

 http://www.ural-press.ru/dlya-fizicheskikh-lits/ 
  

Дата выхода в свет 29.03.2024. Усл. печ. л. 15,0. Формат 60×84/8. Тираж 65 экз. Заказ №. 
Журнал зарегистрирован Федеральной службой по надзору в сфере связи, 
информационных технологий и массовых коммуникаций (Роскомнадзор) 

Свидетельство о регистрации ПИ № ФС 77 – 72895 от 22.05.2018 г. 
 

Цена свободная 

АДРЕС РЕДАКЦИИ И ИЗДАТЕЛЯ: 394006, Воронежская обл., г. Воронеж, ул. 20-летия Октября, 84 
(строительный факультет, кафедра строительной механики) 

тел.: +7(473)271-52-30; e-mail: vss22@mail.ru 
ОТПЕЧАТАНО: отдел оперативной полиграфии издательства ФГБОУ ВО «ВГТУ» 

394006, Воронежская обл., г. Воронеж, ул. 20-летия Октября, 84 
 

 ФГБОУ ВО «ВГТУ», 2024 

12+ 



ISSN 2219-1038 (print)  
ISSN 2949-3757(online) 

 
 

 
 
 

STRUCTURAL MECHANICS  

AND STRUCTURES 
 
 

Scientific Journal 
ISSUE № 1 (40), 2024 

 

 

 Structural mechanics and strength of materials 

 Applied problems of mechanics of solid body under deformation 

 Soil mechanics  

 Calculation and design of metal structures 

 Calculation and design of reinforced concrete structures 

 Calculation and design from polymeric structures 

 Calculation and design of bridges and transport structures 

 Calculation and design of bases and foundations of buildings and structures  

 Strength of joints of building structure units 

 Mobile load dynamic effect on elastic systems 

 Pilot and field observations of structures and materials 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
Voronezh  



 

STRUCTURAL MECHANICS AND STRUCTURES 
SCIENTIFIC JOURNAL 

 

Published since 2010  Issued 4 times a year 
 

Founder and publisher – Voronezh State Technical University. 
Territory of distribution — Russian Federation. 

EDITORIAL BOARD OF THE JOURNAL: 

Chief editor: Safronov V. S., Dr. of Tech. Sc., Prof., 
Voronezh State Technical University 
The deputy chief editor: Kozlov V. A., Dr. of Physical and Mathematical Sc., Prof.,  
Voronezh State Technical University 
Executive secretary: Gabrielyan G. E., PhD of Tech. Sc., Associate Prof., 
Voronezh State Technical University 

EDITORIAL BOARD MEMBERS: 

Antonov V. М., PhD of Tech. Sc., Associate Prof., Tambov State Technical University;  
Belyaeva S. Yu., PhD of Tech. Sc., Associate Prof., Voronezh State Technical University; 
Burenin А. А., Dr. of Physical and Mathematical Sc., Prof., Corresponding Member of RAS, Institute of Mechanical 
Engineering and Metallurgy of the Far Eastern Branch of RAS, Komsomolsk on Amur; 
Gridnev S. Yu., Dr. of Tech. Sc., Prof., Voronezh State Technical University; 
Zverev V. V., Dr. of Tech. Sc., Prof., Lipetsk State Technical University; 
Efryushin S. V., PhD of Tech. Sc., Associate Prof., Voronezh State Technical University; 
Kirsanov M. N., Dr. of Physical and Mathematical Sc., Prof., National Research University «Moscow Power Engineering 
Institute»; 
Kolchunov V. I., Dr. of Tech. Sc., Prof.,  academician of RAACS, South-West State University; 
Korobko А. V., Dr. of Tech. Sc., Prof., Orel State University named after I. S. Turgenev; 
Mikhailov V. V., Dr. of Tech. Sc., Prof., Lipetsk State Technical University; 
Nguen Dinh Hoa, PhD of Tech. Sc., National University of Civil Engineering, Socialist Republic of Vietnam; 
Nuguxhinov Zh. S., Dr. of Tech. Sc., Prof., Kazakh Multidisciplinary Reconstruction and Development Institute  
of Karaganda State Technical University, Republic of Kazakhstan; 
Ovchinnikov I. G., Dr. of Tech. Sc., Prof., Saratov State Technical University; 
Pshenichkina V. A., Dr. of Tech. Sc., Prof., Volgograd State Technical University; 
Sventikov А. А.,  Dr. of Tech. Sc., Prof., Voronezh State Technical University; 
Trechshev A. A., Dr. of Tech. Sc., Prof., Corresponding Member of RAACS, Tula State University; 
Turichshev L. S., PhD of Tech. Sc., Associate Prof., Polotsk State University, Republic of Belarus; 
Shimanovsky A. O., Dr. of Tech. Sc., Prof., Belarusian State University of Transport, Republic of Belarus; 
Shitikova M. V., Dr. of Physical and Mathematical Sc., Prof., adviser of RAACS, Voronezh State Technical University 
 

Cover design by A.R. Efanov. Cover photo by Yulia Baturina, 
https://www.shutterstock.com/ru/image-photo/bridge-form-horseshoe-on-sunsetsky-334037030 

 
The journal "Structural mechanics and structures " is included into the list of peer-reviewed editions in which the 

results of dissertations for obtaining degrees of a Full Doctor and PhD are published 

Subscription index in the «Catalog of periodicals. Newspapers and magazines» of the «Ural Press»  
Group of Companies  - 66004 

Individuals can subscribe to it in the online store "Business Press" http://www.ural-press.ru/dlya-fizicheskikh-lits/ 
 

Publication date 29.03.2024. Conventional printed sheets 15,0. Format  60×84/8. Numbers of copies 65. Order №. 
Journal is registered by Federal Service for Supervision of Communications,  

Information Technology and Mass Media (Roskomnadzor)  
Registration certificate PI № FS 77 - 72895 от 22.05.2018. 

Price is subject to change 
 

ADDRESS OF EDITORIAL AND PUBLISHER OFFICE: 84 20-letiya Oktyabrya str., Voronezh, 394006, Russian Federation  
(Faculty of construction, Department of Structural Mechanics) 

Tel.: +7(473)271-52-30; e-mail: vss22@mail.ru 
PRINTED: publishing department of operational printing of Voronezh State Technical University 

84 20-letiya Oktyabrya str., Voronezh, 394006 

© Voronezh State Technical University, 2024 
12+ 



5 
 

СОДЕРЖАНИЕ 
 

СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА И СОПРОТИВЛЕНИЕ МАТЕРИАЛОВ 
Кирсанов М. Н.,  Цяо Д., Барченкова Н. А. 
Формула для расчета первой частоты собственных колебаний арочной фермы………. 

 
7 

Аверин А. Н., Аверина Т. А., Полушкина И. А. 
Моделирование схем   развития трещин в плите на одностороннем упругом 
основании при подвижной нагрузке………………………………………………………  

 
 

17 

Пахомова Л. В., Сажин П. В., Инкижинов Н. С. 
Построение ядра сечения для поперечного сечения, ограниченного лемнискатой……. 

 
36 

ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ МЕХАНИКИ ДЕФОРМИРУЕМОГО 

ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Осипова Е. И., Осипов С. А. 
Численный анализ вынужденных колебаний нелинейной вязкоупругой пластинки…. 

 
45 

 
РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ МЕТАЛЛИЧЕСКИХ КОНСТРУКЦИЙ 

Чесноков А. В., Михайлов В. В. 
Разработка вантовой конструкции с тентовым покрытием………………………………  

 
56 

Черников А. В., Козлов В. А. 
Численный расчёт гофрированных водопропускных труб с использованием МКЭ…… 

 
68 

Свентиков А. А., Борзунова А. И. 
Принципы формообразования топологии цилиндрических сетчатых стальных 
оболочек…………………………………………………………………………………….. 

 
 

80 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИЙ 
Глазков Д. С., Гребенкин С. Д., Козлов В. А. 
Применение CAD-программы Rhinoceros-3D для подготовки расчетно-аналитической 
модели здания сложной конфигурации…………………………………. 

 
 

89 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ ОСНОВАНИЙ И ФУНДАМЕНТОВ 
ЗДАНИЙ И СООРУЖЕНИЙ 

Дереховский В. М., Скибин Г. М., Чутченко С. Г. 
Предложения по оптимизации параметров свайного поля многоэтажного жилого 
дома………………………………………………………………………………………….. 

 
 

99 
 

Проектирование грунтовых оснований зданий и дорожных одежд с верификацией на 
основе суррогатного моделирования……………………………………………………… 

 

110 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ И НАТУРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ КОНСТРУКЦИЙ  
И МАТЕРИАЛОВ 

Подольский В. П., Чудайкин А. Д., Константинова И. В. 
Влияние инертных газов на свойства битумного вяжущего при RTFOT-состаривании 

 
120 

 
Правила оформления статей…………………………………………................................... 129 

 

Кукина О. Б., Волков В. В., Андреев А. В.



6 
 

CONTENTS 
 

STRUCTURAL MECHANICS AND STRENGTH OF MATERIALS 
Kirsanov М. N. , Qiao D., Barchenkova N. A. 
Formula for calculating the first frequency of natural vibrations of an arch truss…………… 

 
7 

Averin A. N., Averina T. A., Polushkina I. A. 
Modeling of crack development patterns in a plate on a single -sided elastic base under a 
mobile load……………………………………………………………………………………. 

 
 

17 

Pakhomova L. V., Sazhin P. V., Inkizhinov N. S. 
Construction of a cross-section core for a cross-section bounded by a lemniscate……………. 

 
36 

APPLIED PROBLEMS OF MECHANICS OF SOLID BODY  
UNDER DEFORMATION 

Osipova E. I., Osipov S. A. 
 Numerical analysis of forced oscillations of a nonlinear viscoelastic plate…………………... 

 
45 

CALCULATION AND DESIGN OF METAL STRUCTURES 
Chesnokov А. V., Mikhailov V. V. 
Development of the cable structure with the tent roofing……………………………………… 

 
56 

Chernikov A. V., Kozlov V. A. 
Numerical calculation of corrugated cultural pipes using finite element method……………... 

 
68 

Sventikov A. A., Borzunova A. I. 
Principles of shaping the topology of cylindrical mesh steel shells…………………………… 

 
80 

CALCULATION AND DESIGN OF REINFORCED CONCRETE 
STRUCTURES 

Glazkov D. S., Grebenkin S. D., Kozlov V. A.  
Application of the rhinoceros-3D CAD program for the preparation of a computational and 
analytical model of a complex configuration building………………………………………… 

 
 

89 

CALCULATION AND DESIGN OF BASES AND FOUNDATIONS OF BUILDINGS 
AND STRUCTURES 

Derekhovskii V. M., Skibin G. M., Chutchenko S. G. 
Proposals for optimizing the pile field parameters of a multi-storey residential building….. 

 
99 

 

Design of soil foundations of buildings and road pavements with verification based on 
surrogate modeling…………………………………………………………………………….. 

 

110 

PILOT AND FIELD OBSERVATIONS OF STRUCTURES  
AND MATERIALS 

Podolsky V. P., Chudaykin A. D., Konstantinova I. V. 
The effect of inert gases on the properties of bitumen binder during RTFOT aging………….. 

 

 
120 

Requirements for articles to be published.................................................................................... 129 
 

Kukina O. B., Volkov V. V., Andreev A. V.



7 

СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА И СОПРОТИВЛЕНИЕ МАТЕРИАЛОВ 

DOI 10.36622/2219-1038.2024.40.1.001 
УДК 624.04:531.391.3 

 
ФОРМУЛА ДЛЯ РАСЧЕТА ПЕРВОЙ ЧАСТОТЫ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 

АРОЧНОЙ ФЕРМЫ 
 

М. Н. Кирсанов1,  Дай Цяо2, Н. А. Барченкова3 
 

 Национальный исследовательский университет «МЭИ»1,2 
Россия, г. Москва 

Воронежский государственный технический университет3 
Россия, г. Воронеж  

   
1Д-р физ.-мат. наук, профессор кафедры робототехники, мехатроники, динамики и прочности машин,   
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Предложена схема статически определимой безраспорной арочной фермы регулярного типа.  Методом 

Донкерлея и его упрощенным вариантом дан вывод аналитической зависимости основной частоты собственных 
колебаний от числа панелей. В модели конструкции масса фермы равномерно распределяется по ее узлам, а 
колебания узлов предполагаются по вертикальной оси. Жесткость фермы рассчитывается по формуле 
Максвелла – Мора. Результаты аналитических решений сравниваются с численным расчетом первой частоты из 
спектра частот конструкции. Все аналитические преобразования выполнены в системе символьной математики  
Maple. Для обобщения решения на произвольное число панелей используется метод индукции. Пример расчета 
показывает хорошее совпадение приближенного аналитического метода с численным, выполненным при учете 
всех степеней свободы фермы.  Проанализированы спектры собственных частот семейства регулярных ферм 
различного порядка. Найдены спектральные изолинии и константы, позволяющие экстраполировать решения 
на фермы высокого порядка регулярности. 

 
Ключевые слова: плоская ферма, собственная частота, метод Донкерлея, индукция, Maple, 

приближенный метод, формула Максвелла – Мора, спектральные изолинии, спектральные константы. 
 

 Введение. Для 1расчета частот собственных колебаний инженерных сооружений и 
элементов конструкции на практике применяют численные методы с использованием метода 
конечных элементов [1-3]. Первая частота для статически определимых схем конструкций 
наиболее востребована при динамическом анализе. Ее приближенное значение можно найти  
аналитически методом Донкерлея (оценка снизу) или методом Рэлея для оценки сверху [4-7]. 
Эти методы определяются аналитические зависимости частоты от распределения масс по 
узлам для различных размеров и свойств материала, а также от числа панелей. Последнее 
существенно расширяет область применения формул. Аналитические зависимости первой 
частоты собственных колебаний получены для некоторых плоских и пространственных 
статически определимых регулярных ферм получены в [8-11]. Для таких решений 
используется, как правило, подход парциальных частот Донкерлея, дающий более простой 
вид решения, чем энергетический метод Рэлея [11-13]. Точность таких решений обычно 
составляет от 8 до 40%. В [14] для решения этой задачи используется метод динамической 

                                                
1© Кирсанов М. Н.,  Цяо Д., Барченкова Н. А., 2024 



8 

жесткости. В [15] предлагается новый метод вывода аналитического выражения для первой 
частоты колебаний регулярных систем со многими степенями свободы.  

Конструкция фермы. Симметричная статически определимая арочная ферма имеет 
треугольную решетку в ригеле и две опоры. Ферма порядка n состоит из 2n панелей длиной 
2a, в средней своей части и по три панели над опорами. Левая подвижная опора 
моделируется одним вертикальным стержнем, правая неподвижная — двумя стержнями. 
Высота фермы равна 3h. Масса фермы условно распределена по узлам равными массами  m, 
совершающими колебания по вертикали (рис. 1).  

Рис. 1. Схема фермы, n=3 

Число степеней свободы системы равно числу узлов  конструкции: 4 13K n  . В 
ферме содержится 8 26n     стержней, включая  и три опорные стержня.  

Расчет усилий в стержнях.  Усилия, необходимые для определения жесткости 
статически определимой системы, рассчитываются из условия равновесия узлов. Матрица 
системы уравнений равновесия составляется из направляющих косинусов усилий, которые 
вычисляются по данным о порядке соединения стержней в узлах и их координатах. Узлы 
фермы и стержни нумеруются (рис. 2).  Фрагмент программы, который вводит координаты в 
систему Maple,  имеет вид: 
 L0:=4*n*a+10*a; 
 x[1]:=0;           y[1]:=0; 
 x[2]:=2*a;        y[2]:=0; 
 x[3]:=3*a;        y[3]:=h; 
 for i to 2*n+1 do x[i+3]:=2*a*i+3*a:y[i+3]:=2*h:end: 
 x[2*n+5]:=L0-3*a:  y[2*n+5]:=h: 
 x[2*n+6]:=L0-2*a:  y[2*n+6]:=0: 
 x[2*n+7]:=L0:         y[2*n+7]:=0: 
 x[2*n+8]:=a:            y[2*n+8]:=2*h: 
 for i to 2*n+4 do x[i+2*n+8]:=2*a*i:y[i+2*n+8]:=3*h:end: 
 x[4*n+13]:=L0-a:    y[4*n+13]:=2*h: 
 x[m3-2]:=0:              y[m3-2]:=-h:  
 x[m3-1]:=L0:            y[m3-1]:=-h: 
 x[m3]:=L0+a:           y[m3]:=0: 

 Уравнения равновесия узлов – это система уравнений в векторном виде: GS = R , где 
R – вектор узловых нагрузок, G  – матрица направляющих косинусов  размером   ,  S  – 
вектор неизвестных усилий в стержнях. В число неизвестных включаются и три опорные 
реакции. Элементы матрицы G   рассчитываются по координатам концов стержней, 
соединенных в соответствующих узлах. 
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Рис. 2. Номера узлов и стержней, n = 2 

 
Оценка первой частоты собственных колебаний по методу Донкерлея. Расчет  

первой собственной частоты 
D

  производится по приближенной формуле [9-13]:  

2 2

1

,
K

D p
p

  



                                                               (1)
 

где 
p

  –  частота колебаний одной массы m в узле с номером p, которая вычисляется из 
уравнения движения масс в узлах:  

0, 1,2,..., .
p p p

m D y Ky p                                               (2) 

Коэффициент 
p

D    рассчитывается с помощью формулы Максвелла – Мора 
суммированием по всем усилиям в стержнях конструкции: 

 


 





 
2

( )

1

1 / / ( ),p
p p

D S l EF                                             (3) 

где 

( )pS – усилие в стержне    при действии на узел p  единичной вертикальной силы,  l – 

длина этого стержня. Жесткость EF стержней считается для всей фермы одинаковой. Из (3) 
следует формула для нижней границы первой собственной частоты по Донкерлею: 

2

1

.
K

D p n
p

m m 



                                                         (4) 

Расчет сумм  


 


  
2

( )

1

/ ( )p
n

S l EF  для последовательности ферм с 

увеличивающимся  числом панелей дает следующие формулы: 

 

3 3 3 3 2
1

3 3 3 3 2
2

3 3 3 3 2
3

3 3 3 3 2
4

5

(517680 28371 8683 8739 ) / (18 ),

(2845566 83143 21337 21265 ) / (18 ),

(3419724 63489 14173 14085 ) / (6 ),

(29040354 375175 74405 73885 ) / (18 ),

(699822

a c d f h EF

a c d f h EF

a c d f h EF

a c d f h EF

    

    

    

    

  3 3 3 3 200 66707 119171 118331 ) / (18 ),...a c d f h EF    

 

 где  2 2c a h  , 2 24d a h  , 2 24f a h  . Для получения методами Maple общего члена 
этой последовательности потребовалось проанализировать не менее четырнадцати ферм 
различного порядка. В результате из решения линейных однородных рекуррентных 
уравнений, выведенных оператором  rgf_findrecur из пакета  genfunc системы 
Maple, искомая формула принимает вид: 
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3 3 3 3 3
1 2 3 4 5

2
,

n

C a C c C d C f C h

h EF

   
   

где  коэффициенты имеют  полиномиальный по числу панелей вид: 
      

    

   

   

   

6 5 4 3 2
1

4 3 2
2

3 2
3

3 2
4

3 2
5

(1024 15360 96160 299040 468286 338505 75825) / 45,

(576 6656 24492 35608 17781) / 54,

(1088 6168 11458 7503) / 54,

(1088 6264 11554 7143) / 54,

(64 552 1514 1359) /

C n n n n n n

C n n n n

C n n n

C n n n

C n n n 6.
 

(5)

    

 

Окончательно, согласно (4), расчетная формула для  определения нижней оценки 
первой частоты по методу  Донкерлею имеет вид: 

3 3 3 3 3
1 2 3 4 5

(
.
)D C a C c

EF
h
m C d C f C h


  

                                          (6) 

Упрощенный вариант метода Донкерлея. В [15] рассмотрен вариант метода 
Донкерлея для получения аналитической зависимости первой частоты колебаний от числа 
панелей. В этом методе не требуется такой сложный для аналитических преобразований этап, 
как суммирование по числу степеней свободы выражений с парциальными частотами. Если 
для численного решения такое суммирование не представляет никакой сложности, то 
применительно к задаче определения аналитической зависимости частоты от числа панелей, 
вычисление сумм в символьной форме, как правило, сложно. Метод [15]  значительно 
упрощает решение. Согласно ему расчетная формула имеет вид: 

  



   2 max

1

*/ 2 ,
n

K

D p
p

m m K m
                                                 

(7) 

где max – наибольшее по всем узлам значение прогиба  , 1,..,
p
p K  от действия 

вертикальной единичной силы на один из узлов фермы. Для расчета первой частоты по 
этому методу необходимо опытным путем (пробным численным расчетом) определить 
наиболее податливый узел. Для рассматриваемой конструкции это узел с номером n+4 в 
середине нижнего пояса (рис. 2). Расчет коэффициента *

n
 для последовательности ферм с 

увеличивающимся числом панелей дает следующие формулы: 
* 3 3 3 3 2
1
* 3 3 3 3 2
2
* 3 3 3 3 2
3
* 3 3 3 3 2
4
* 3 3 3 3 2
5

5(1584 77 17 17 ) / (12 ),

19(3906 95 17 17 ) / (36 ),

23(7524 113 17 17 ) / (36 ),

3(12176 131 17 17 ) / (4 ),

31(19800 149 17 17 ) / (36 ),...

a c f h h EF

a c f h h EF

a c f h h EF

a c f h h EF

a c f h h EF

    

    

    

   

 



  

 

 Общий вид элементов этой последовательности получается средствами Maple: 
* 3 3 3 3 2

1 2 3 4
(4 11)( ) / ( ),

n
n B a B c B d B f h EF       

где коэффициенты существенно проще, чем (5): 
3

1 2
2

3 4

(8 151 45) / 6, (18 59) / 36,

17 / 36, 17 /

0

6.

6

3

B n B

B

n n n

B

    

 
 

 В результате имеем формулу: 
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
     


3 2 3 3 3 3

60 .
(6(8 60 151 45) (18 59) 11 7 17(4 ))D n n n a n

E
h

dn c f

F

m       
(8) 

 Формула (8) имеет заметно более компактный вид, чем (6) с коэффициентами (5). 
Сравнить степень приближения полученных формул с численным методом, полученным без 
упрощений Донкерлея,  можно на конкретном примере. 

Численное решение. Для расчета приняты размеры панели фермы: м м3 , 2 .a h 
 
 

Материал стержней – сталь, модуль упругости    52,1 10E MПa, площадь поперечного 
сечения стержней  см24F  , в узлах расположены массы  кг100m  . На графике 3 кривые 

зависимости частот 
D

   и  
*

  от числа панелей по формулам (6) и (8) сопоставлены с первой 

частотой спектра 
1

 , полученной численно. С ростом числа панелей все три решения 
сближаются, а частота уменьшается, стремясь асимптотически к нулю. Решение по методу 
Донкерлея, как и ожидалось, ограничивает численное решение снизу. Однако при этом  
решение (8) не только проще, чем по методу Донкерлея (6), но и ближе к численному 
решению.  

 
Рис. 3. Сравнение аналитических решений с численным:  

 I – нижняя оценка 
D

  по Донкерлею (6), II –  приближенный метод 
*

  (8), III – первая частота 

спектра 
1

  
Для более точной оценки погрешностей методов введем относительные величины: 

1 1
( ) /

D D
     ,       

* * 1 1
( ) / . 

На рис. 4 представлены зависимости погрешностей от числа панелей при м 3a  для 
различных значений высоты h. Погрешность упрощенного решения в несколько раз меньше 
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погрешности метода Донкерлея и зависит от высоты фермы h. Особенно это заметно для 
небольшого числа панелей. С увеличением числа панелей кривые сближаются. 
 Спектр регулярных ферм. На рис. 5 отдельными точками обозначены частоты 
спектров собственных колебаний ферм различного порядка, рассчитанных для  случая  a=3м, 
h = 1м. Вычисления производились в численной моде той же программы системы Maple, что 
и при расчете аналитического выражения жесткости конструкции, необходимой для 
определения парциальных частот. Частоты спектра каждой фермы объединены условными 
кривыми. На оси абсцисс отложены номера частот в спектре. Порядок фермы n=1,...,20 
отмечен сверху соответствующего спектра.  
 На графике заметны некоторые закономерности зависимости частот от числа панелей. 
Высшая частота собственных колебаний фермы практически не зависит от порядка 
регулярной фермы. Для этой частоты, очевидно, существует какая-то аналитическая 
зависимость от размеров фермы и массы, однако обнаружить ее пока не удалось. Высшие 
частоты ферм низших порядков n=1,  n=2, .. лишь немного отличаются от высших частот 
ферм порядка  n=19,  n=20, .. . Это дает возможность сравнительно легко оценить границы 
изменений собственных частот ферм большого порядка, для анализа которых требуются 
существенные вычислительные ресурсы и время, ориентируясь на расчет ферм с 1-2 
панелями.  

 
Рис. 4. Погрешность оценки основной частоты по Донкерлею 

D
   и приближенному методу 

*  

Другая закономерность – наличие изолиний в общей картине распределения частот. 
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Рис. 5. Спектры семейства регулярных ферм порядков  n=1 – 20 

 
 Спектральные изолинии для низких частот показаны на рис. 6.  Прослеживаются и 
спектральные константы  

7 , 9 , 11 ,
, , , 1,2,3,...

i i i i i i
i    Изолинии асимптотически стремятся 

к спектральным константам. 

 
Рис.  6. Низкочастотные спектральные константы и изолинии семейства регулярных ферм порядков n=1 – 30 

Заключение.  Рассмотрена новая схема арочной фермы. Различными методами 
получены две аналитические формулы зависимости основной частоты собственных 
колебаний плоской фермы от числа панелей. Замечено, что точность формул растет с 
увеличением числа панелей. Формула, альтернативная формуле Донкерлея, оказывается не 
только проще, но и точнее. В картине распределения собственных частот семейства 
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регулярных ферм различного порядка выявлены спектральные изолинии и спектральные 
константы, позволяющие получать решения для ферм высокого порядка регулярности по 
данным расчета ферм с небольшим числом панелей. 
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 A scheme of a statically determinate arched truss of a regular type is proposed. The Dunkerley method and its 

simplified version are used to derive the analytical dependence of the fundamental frequency of natural oscillations on 
the number of panels. In the structural model, the mass of the truss is evenly distributed over its nodes, and vibrations of 
the nodes are assumed along the vertical axis. The truss stiffness is calculated using the Maxwell–Mohr formula. The 
results of analytical solutions are compared with a numerical calculation of the first frequency from the frequency 
spectrum of the structure. All analytical transformations are performed in the Maple symbolic mathematics system. To 
generalize the solution to an arbitrary number of panels, the induction method is used. An example calculation shows 
good agreement between the approximate analytical method and the numerical one performed taking into account all 
degrees of freedom of the truss. The natural frequency spectra of a family of regular trusses of various orders are 
analyzed. Spectral isolines and constants are found that make it possible to extrapolate solutions to trusses of a high 
order of regularity. 

 
Key words: planar truss, natural frequency, Dunkerley method, induction, Maple, approximate method, 

Maxwell-Mohr formula, spectral isolines, spectral constants. 
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Описываются методика и её апробация для расчета плит на одностороннем (двустороннем) упругом 

основании  на действие постоянной и временной нагрузок с учетом раскрытия трещин.  Подвижная  нагрузка  
моделирует  передвижение по плите четырехколесной опоры летательного аппарата. Упругое  основание  
моделируется  с помощью пружин, поставленных в вершинах прямоугольного конечного  элемента плиты. При 
каждом положении временной нагрузки определяется рабочая система объекта  «плита на одностороннем 
упругом основании», строятся смешанные линии влияния перемещений характерных точек, траектории 
наибольших растягивающих напряжений,  объемлющие эпюры эквивалентных напряжений по первой и второй 
теориям прочности. Приводится  алгоритм расчета плиты на упругом основании  с учетом раскрытия трещин 
при подвижной нагрузке. 

 
Ключевые слова: плита на упругом основании, основание Винклера, односторонние связи, метод 

конечных элементов, напряженно-деформируемое состояние, траектории (схемы) развития трещин, подвижная 
нагрузка. 

 
Введение. В 1последние годы активное развитие получило строительство 

искусственных покрытий на аэродромах. Увеличение взлетной массы самолетов потребовало 
усовершенствования конструкции искусственных покрытий (взлетно-посадочных полос, 
рулежных дорожек, перронов, мест стоянки самолетов) и, как следствие, совершенствования 
методов их расчета на прочность при  подвижной  нагрузке.  

В строительной механике как науке о прочности и жесткости деформируемых 
твердых тел прочно обосновался и в настоящее время занимает лидирующее положение один 
из численных методов анализа напряженно-деформированного состояния конструкций 
различного класса и назначения – метод конечных элементов (МКЭ).    

Современное состояние МКЭ ориентировано на решение нелинейных задач, часто 
возникающих в инженерной практике.  

Задача расчета железобетонных плит на одностороннем упругом основании при 
подвижной нагрузке относится к классу конструктивно-нелинейных.     

Анализ напряженно-деформированного состояния (НДС) железобетонных 
конструкций следует выполнять по предельным состояниям первой и второй групп. Расчеты 
по предельным состояниям первой группы включают расчет на прочность и   устойчивость. 
Расчеты по предельным состояниям второй группы производятся с учетом возникновения  и 
раскрытия трещин.  Усилия и деформации допускается определять в предположении упругой 
работы железобетонных элементов, с последующей корректировкой результатов расчета 
для учета влияния нелинейности их работы [1, 2]. 

                                                             
1 © Аверин А. Н., Аверина Т. А., Полушкина И. А., 2024 
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Вопросы поведения железобетонных конструкций с трещинами, работающих в 
условиях двухосного напряженного состояния, анализировались в статьях [3, 4]. По 
результатам  опытов с железобетонными   плитами, армированными ортогональной 
арматурой, отмечалось, что  с появлением трещин закон нарастания прогибов существенно 
меняется и данные упругого расчета перестают соответствовать опыту. Вместе с тем 
сопоставление  графиков  траекторий максимальных растягивающих  напряжений со 
схемами развития трещин, полученных по результатам экспериментов,   позволило авторам  
[3, 4]  сделать вывод о том, что   траектории главных напряжений, построенные для упругой 
работы железобетонных плит,  определяют общую направленность развития трещин на 
растянутой поверхности, а величина главных растягивающих напряжений – 
последовательность развития трещин. Это положение использовалось нами  при  
прогнозировании схем развития трещин в плитах с различными условиями закрепления по 
контуру и в пологих оболочках [5, 6, 7]. 

В данной статье мы вновь будем опираться на выводы, сделанные авторами в работах 
[3, 4], но применительно к расчету железобетонных плит на упругом двустороннем 
(одностороннем) основании Винклера. 

Конечно-элементная модель плиты.  Пластины считаются   тонкими, если 
отношение характерного размера пластины  a  к её толщине h  находится в диапазоне 

100...80/10...8  ha . Тонкие пластины относятся к классу   жестких, если отношение 
максимального прогиба maxw  к толщине h  ограниченно величиной из интервала 

5,0...2,0/max hw . При таких малых прогибах основную роль играют изгибные силовые 
факторы (деформациями в срединной поверхности и мембранными усилиями возможно 
пренебречь). 

Железобетонные плиты обычно относят к классу тонких жестких пластин и для 
них справедливы гипотезы Кирхгофа [8]. 

Рассмотрим прямоугольный элемент пластины, изображенный на рис. 1 [9].  
Обозначим через hba ,,   размеры в плане конечного элемента и толщину, а через ,E – 
модуль упругости и коэффициент Пуассона.  

Вектор перемещений, принятых в качестве степеней свободы, имеет вид  

. 

 
 
(1) 

В дальнейшем  компоненты вектора перемещений   узлов пластины будем 
представлять в виде составного списка  

]],,[],,,[],,,[],,,[[ 444333222111
yxyxyxyx wwwwZ  . (2) 

Обозначим через c  вектор коэффициентов 
. (3) 

Поля перемещений зададим с помощью базисных функции (неполный полином 4-й 
степени) 

TxyyxyxyyxxyxyxyxF ],,,,,,,,,,,1[ 33322322 . (4) 
Функцию прогиба в точке конечного элемента пластины  представим в виде 

3
12

3
11

3
10

2
9

2
8

3
7

2
65

2
4321 xycyxcycxycyxcxcycxycxcycxccw  . (5) 

Полином (5) удовлетворяет бигармоническому уравнению равновесия внутри 
элемента, обеспечивает непрерывность перемещений между элементами, однако допускает 
разрыв деформаций в углах поворота между смежными элементами. 
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Рис. 1. Прямоугольный конечный элемент 
пластины 

 
 

 
Рис. 2. Конечный элемент пластины на упругом 

основании 
Матрица жесткости конечного элемента пластины (рис. 1) имеет вид 

 rtK  ,  (6) 
где r – матрица,  

.  
(7) 

Формулы  для вычисления элементов  матрицы r  в обозначениях (7) приведены в работе [9]. 
Упругое (винклеровское) основание можно моделировать с помощью пружин, 

поставленных в вершинах прямоугольного элемента (рис. 2). При этом жесткость каждой 
пружины определяется по формуле  

bakC  )4/1( , (8) 
где ba,  – размеры КЭ, k – коэффициент постели [9]. 

Чтобы получить матрицу жесткости H  для элемента пластины на упругом основании 
(рис. 2), необходимо к диагональным элементам матрицы жесткости (6), соответствующим 
вертикальным перемещениям ),,,( 4321 wwww , добавить жесткость пружин C   

dKH  , 
)0,0,,0,0,,0,0,,0,0,( CCCCdiagd  , 

(9) 

где d – диагональная матрица коэффициентов жесткости пружин. 
Покажем  возможности воспроизведения конечным элементом пластины    на 

упругих опорах форм деформации, которые возникают   при действии на пластину 
простейших нагрузок.  

Вычислим   численные значения элементов матрицы жесткости H  при 
фиксированных   значениях  размеров   конечного элемента hba ,,   и упругих  характеристик

CE ,, .  
Рассмотрим задачу на собственные значения 

VVH   .  (10) 
Найдем  собственные числа   и собственные  векторы V  числовой матрицы H , используя   
стандартную команду системы Maple: ),( VHEigenvals . Компоненты собственного  вектора 

 jV  – это возможные  перемещения узлов ]],,[],,,[],,,[],,,[[ 444333222111
yxyxyxyx wwwwZ    

конечного элемента пластины. 
Отметим, что матрица жесткости H  конечного элемента  пластины на упругих 

опорах симметричная и положительно определенная, следовательно, её собственные 
значения )12,..,2,1(, jj  положительные числа, а собственные векторы  jV   линейно 
независимые и ортогональные. Будем считать, что собственные числа упорядочены по 
возрастанию  1221 ...   , а  номера собственных векторов   1221 ,...,, VVV согласованы с 
номерами  собственных чисел. 
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Построим формы деформации конечного элемента пластины на упругих опорах по  
перемещениям ее узлов, значения которых задаются  компонентами  собственного вектора.  
Скалярно умножив вектор-функцию формы конечного элемента  пластинки  на 
собственный вектор матрицы жесткости  jV , получим поле деформаций (форму), 
отвечающее каждому собственному вектору.  Вектор-функция формы имеет вид [9] 

 
 

 
 
 
(11) 

Ниже приведен упорядоченный список собственных чисел матрицы  Н:  
[[1., 1652.65], [2., 2008.76], [3., 2366.20], [4., 2540.42], [5., 3005.61], [6., 4155.83], [7., 4385.61], 
[8., 4627.79], [9., 35000.0], [10., 48704.6], [11., 76372.4], [12., 88147.3]]. 

На рис. 3 а представлена срединная поверхность пластинки (форма №1), отвечающая 
собственному вектору   

]]175863.0,468051.0.,0[],175863.0,468051.0.,0[],175863.0,468051.0.,0[],175863.0,468051.0.,0[[1 V . 
Уравнение   срединной поверхности пластинки – гиперболический параболоид  

. (12) 

При вычислении полинома (12) слагаемые  с коэффициентами по модулю меньше 710   
отброшены. Отметим, что точки  опирания пластины на пружины не перемещаются, т.е. 
пружины не деформируются. Срединная поверхность пластинки принимает  седлообразную 
форму. Такая форма возникает у пластинки, свободной от закрепления, если  её загрузить 
моментами mM x   по двум противоположным кромкам контура (рис. 3 б). Благодаря 
влиянию коэффициента Пуассона пластина изгибается не только в плоскости действия 
моментов mM x  , но и получает обратный выгиб в перпендикулярной плоскости. 

На рис. 4 а представлена срединная поверхность пластинки (форма №6), отвечающая 
собственному вектору 

]]468051.0,175863.0.,0[],468051.0,175863.0.,0[],468051.0,175863.0.,0[],468051.0,175863.0.,0[[6 V . 
Уравнение срединной поверхности пластинки – параболоид вращения 

. 
(13) 

Перемещения точек  упругого опирания пластины  равны нулю, пружины не 
деформируются. Такая форма возникает у пластинки, свободной от закрепления, если  её 
загрузить моментами constmMconstmM xx  21 ,  по двум противоположным кромкам 
контура рис. 4 б (чистый изгиб пластины). 

На рис. 5 а представлена срединная поверхность пластинки (форма №9), отвечающая 
собственному вектору 

]]0,0,5.0[],0,0,5.0[],0,0,5.0[],0,0,5.0[[9 V . 
Уравнение   срединной поверхности   имеет вид 

 5.09 w  (14) 
Пластинка перемещается как твердое тело, а пружины в угловых точках сжимаются  на 
одну и ту же величину. На рис. 5 б показана схема загружения пластинки (равномерно 
распределенная нагрузка интенсивностью q ,  приведена к узловым силам 4/baqP  ). 
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а) 

 
 

б) 

 

а) 

 

б) 

 

а) 

 

б) 

 

 
Рис. 3. Форма №1 

 
Рис. 4. Форма №6 

 
Рис. 5. Форма №9 

 
На рис. 6, 7 ,8 показаны срединные поверхности пластинок, отвечающие 

собственным векторам:  
 
 
 

Отметим, что абсолютные значения величин прогибов и углов поворота для каждого узла в 
пределах одного собственного вектора одинаковые и отличаются только знаком. 
Соответствующие срединные поверхности пластинок изгибаются по цилиндрическим 
поверхностям 

, 

, 

. 

 
(15) 

Цилиндрическим называется изгиб пластины, при котором её срединная поверхность  
изгибается по цилиндрической поверхности. При этом одна из кривизн изогнутой 
поверхности равна нулю. На рис. 6, 7, 8 упругие связи в угловых точках пластины попарно 
сжаты   и растянуты  на одну и ту же величину. 
 

 
 

Рис. 6. Форма №3 
 

 
 

Рис. 7. Форма 10 

 
 

Рис. 8. Форма №12 

На рис. 9, 10, 11 показаны срединные поверхности пластинок, отвечающие 
собственным векторам  1154 ,, VVV . Соответствующие уравнения срединных 
поверхностей   имеют вид 

, 

, 

. 

 
(16) 
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Отметим, что упругие связи в  смежных узлах пластинок работают на растяжение и сжатие в 
противофазе, а срединные   поверхности   подвергаются деформациям изгиба и кручения. 
 

 
 

Рис. 9. Форма №4 
 

 
 

Рис. 10. Форма №5 

 
 

Рис. 11. Форма №11 

На рис. 12, 13, 14 представлены формы № 2, 7, 8, отвечающие собственным векторам 
 872 ,, VVV . Уравнения изогнутых срединных поверхностей имеют вид 

, 

, 
. 

 
(17) 

Упругие связи в угловых точках пластины (рис. 12, 13 ,14) попарно сжаты  и 
растянуты на одну и ту же величину.   

 
 

Рис. 12. Форма №2 
 

 
 

 
Рис. 13. Форма №7 

 
 

Рис. 14. Форма №8 

Геометрические и жесткостные  параметры плиты. Прямоугольная   плита с 
размерами в плане 4×5.6 м, и толщиной 15,0h м, оперта  по всей площади на двустороннее 
винклеровское основание с коэффициентом постели грунта 10000k  кН/м3.  Модуль 
упругости 71025.3 E  кН/м2; коэффициент Пуассона 0.2 = ߤ; удельный вес материала ρ0= 
2.75 т/м3 = 26.9683 кН/м3.  Плита изготовлены  из бетона класса по прочности на растяжение 
при изгибе не ниже Btb 4.0 и класса по прочности  на сжатие не ниже 30B , согласно ГОСТ 
25912-2015.  Армирование плиты производится в два ряда армирующей сетки (нижний слой 
и верхний слой) с применением арматуры класса А400.  

Расчетные  нагрузки.  Расчет  плиты выполняется  на действие постоянной  и 
временной нагрузок методом конечного элемента. Для плиты используется конечно-
элементная сетка 16×16. Размер КЭ 0.25×0.35 м. 

Интенсивность постоянной нагрузки 045245.40  hq  кН/м2. Под действием 
постоянной нагрузки происходит  равномерная осадка плиты на 0.405мм. 

Схема приложения временной нагрузки подобрана так, чтобы смоделировать 
передвижение по плите четырехколесной опоры летательного аппарата. На рис. 15 показана 
опора пассажирского самолета Boeing 767-300F. 
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Рис. 15. Четырехколесная опора пассажирского самолета Boeing 767-300  

Временная нагрузка прикладывается на четыре участка плиты размерами 1×1.4 м 
(рис. 16). Каждый  загруженный участок  есть  отпечаток пневматики колеса эквивалентной 
нагрузки (пятно нагрузки рис. 17). Участки с временной нагрузкой находятся на расстоянии 
0,5 м вдоль оси x  и 0,7 м в направлении оси y  (рис. 16). Интенсивность поверхностных сил    
на каждом участке   равна 150 кН/м2, равнодействующая 210 кН.  Загруженный участок 
разбивается на   16 КЭ. Поверхностные силы приводится в узлы конечно-элементной сетки 
(рис. 17).  

Временная нагрузка перемещается по плите слева направо с шагом 0.25 м. Таким 
образом,  фиксируется  25 схем различных положений   временной нагрузки на плите.   
Схеме расположения    нагрузки по центру плиты (рис. 16) соответствует порядковый № 13. 

 

 
Рис. 16. Схема приложения подвижной нагрузки по 

центру плиты 
 

 
 
 
 

Рис. 17.   Пятно нагрузки 

Для оценки напряженно-деформированного состояния выберем на нижней )2/( hz  ,  
срединной )0( z  и верхней )2/( hz   поверхностях плиты две группы характерных точек 
(рис. 16). Точки с фиксированными координатами: )8.2;2(1  yxТ  – центр плиты;  

)8.2;0(2  yxТ  – середина короткой  стороны )0;0(3  yxТ  – угловая точка;  )6.5;0(4  yxТ  – 
угловая точка. Координаты точек 5, 6, 7, 8   меняются  в зависимости от расположения 
подвижной нагрузки на плите: );(8,7,6,5 yxТ - центры пятен нагрузки. 
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Алгоритм  расчета  на подвижную нагрузку плиты на двустороннем упругом 
основании Винклера 

1. Фиксируем  положение временной нагрузки на плите.  
2. Формируем вектор узловых сил и решаем систему линейных алгебраических 

уравнений (СЛАУ), определяем вектор перемещений узлов. Поле перемещений  в пределах 
каждого КЭ определяется  как скалярное произведение вектора перемещения узлов КЭ и  
вектора  функции формы. 

3. Вычисляем изгибающие yx MM ,  и крутящие xyM  моменты. 
4. На нижней  (верхней)  поверхности  плиты в центре  тяжести КЭ  вычисляем: 
4.1. Нормальные и касательные напряжения: 

2
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(18) 

4.2.  Главные напряжения, положение главных площадок: 
22
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(19) 

4.3. Определяем вид двухосного напряженного состояния в точке (рис. 18 a, 18 б, 18 в). 

 
Рис. 18. Виды двухосного напряженного состояния в точке поверхности: «двуxстороннее растяжение»; 

«растяжение-сжатие», «двухстороннее сжатие» 
 

4.4. Строим картину напряженного состояния (КНС) – векторное поле главных 
напряжений minmax , . 

4.5. Выполняем переход от двухосного к трехосному напряженному состоянию с 
главными напряжениями σ1> σ2> σ3 по формулам:  

( ;0max  ;0min  ),   03;min2;max1   ; 
( ;0max  ;0min  ),   min3;max2;01   ; 
( ;0max  ;0min  ),   min3;02;max1   . 

 
(20) 

   4.6. Изображаем   траектории наибольших растягивающих напряжений 1 , строим 
схему  развития трещин. 

Под траекторией наибольших растягивающих напряжений будем понимать линию, в 
каждой точке которой касательная совпадает с направлением главной площадки, где 
действует главное напряжение 1 , определяемое по формулам (20). 

4.7. Вычисляем  эквивалентные напряжения по  первой (критерий наибольших 
нормальных напряжений) и второй (критерий наибольших относительных удлинений) 
теориям прочности 

1
1  

эк ,     
)32(1

2  
эк . 

 (21) 
 

 (22) 
4.8. Определяем глобальные максимумы эквивалентных напряжений по всему полю 

напряжений: )2max(2)1max(1 , 
экобэкоб  . Фиксируем КЭ (номера КЭ),  в центрах  

которых эквивалентные напряжения  максимальны. Значения напряжений 1
об , 2

об  – 
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принимаются в качестве ординат  объемлющих  эпюр эквивалентных напряжений  (при 
заданном   положении  временной нагрузки). 

4.9. Определяем  значения перемещений характерных точек срединной поверхности    
и  напряжений в характерных точках нижней поверхности плиты.  Строим графики  
изменения искомых величин в зависимости от положения  временной нагрузки (смешанные 
линии влияния). 

Алгоритм  расчета  на подвижную нагрузку плиты на одностороннем  упругом 
основании. При расчете плиты на одностороннем упругом основании на подвижную 
нагрузку необходимо учитывать включение и выключение упругих опор в момент отрыва 
плиты от основания. Следовательно, будем решать  поставленную задачу как конструктивно-
нелинейную систему, применяя  итерационный алгоритм, предложенный   И.М. 
Рабиновичем [10]. 

На первой итерации алгоритма  полагается, что связи в узлах двусторонние. В 
результате расчета находятся величины прогибов плиты в узлах. По знакам найденных 
прогибов отмечаются те из узловых связей, в которых возникли растягивающие усилия. 
Связи в зоне  растягивающих усилий исключаются из расчетной схемы на второй итерации. 
Итерационный процесс продолжается до тех пор,  пока в системе не останется «неправильно 
работающих» односторонних связей.  Полученная таким образом расчетная схема объекта 
«плита на одностороннем упругом основании» называется рабочей системой (РС). 
Исключение связей приводит к корректировке матрицы жесткости системы «плита на  
упругом основании», однако корректируются только отдельные элементы матрицы 
жесткости, стоящие на главной диагонали. В  этом существенное преимущество модели 
одностороннего упругого основания Винклера. 

Алгоритм И.М. Рабиновича не гарантирует сходимости итерационного процесса и 
может приводить к зацикливанию, кроме того после удаления узловых связей полученная в 
результате система может оказаться геометрически изменяемой [11].  Возможна 
модификация алгоритма, позволяющая избежать зацикливания. В этом случае на итерации 
исключаются связи с максимальной величиной растягивающих усилий, а не все растянутые. 
Для расчета упругих систем с односторонними связями применяют математически 
обоснованные методы, которые сводят данную задачу к решению задачи квадратичного 
программирования [11]. В работе [12] для расчета систем с односторонними связями 
авторами также использовались итерационный алгоритм и   метод квадратичного 
программирования.     

Анализ НДС  плиты  при   различных  положениях временной нагрузки  
На рис. 19 показана схема загружения плиты по центру (схема № 13).  На рис. 20 

представлена    изогнутая срединная поверхность, зеленым цветом отмечен уровень   
равномерной осадки плиты ( ммwq 405.0 ) от действия постоянной нагрузки.   Отметим, что 
прогибы  во всех точках плиты положительны и все упругие связи работают на сжатие, 
т.е.  включены в работу. Таким образом,  рабочая система (РС)  объекта «Плита на 
одностороннем упругом основании» найдена. Рабочую систему с полным набором упругих 
связей в узлах будем называть базисной рабочей системой (БРС). 
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Рис. 19. Схема загружения плиты № 13 

 
 

Рис. 20.  Срединная поверхность плиты 
ммyxwмм 46.6),(405.0   

 
На рис. 21, 22 показаны поля главных напряжений max , min  в точках нижней 

поверхности плиты. На рис. 23 представлено поле эквивалентных напряжений  2
эк . 

Значение )),(maxmax(1 yxоб   , принимается   в качестве ординаты  объемлющей эпюры 
эквивалентных напряжений (5.318 МПа) по первой теории прочности. Значение 

)),(max( 22 yxэкоб
    принимается   в качестве ординаты  объемлющей эпюры 

эквивалентных напряжений (4.378МПа) по второй теории прочности.  

 
 

Рис. 21 
МПаМПа 318.5524.0 max   

 
 

Рис. 22 
МПаМПа 866.4152.0 min    

 
 

Рис. 23 
МПаэкМПа 378.42533.0    

 
На рис. 24 в окрестности точек нижней поверхности плиты показано векторное поле  

напряжений σmax, σmin  – картина напряженного состояния (КНС).  Растягивающие 
напряжения на рисунке отмечены красным цветом, а сжимающие – синим. О величинах 
интенсивности напряжений двухосного  состояния можно судить по ординатам эпюр рис. 21, 
22. Практически во всех точках нижней поверхности плиты  имеет место двухстороннее 
растяжение ( 0;; 3min2max1   ) и только в точках контура плиты (вблизи прямых 
углов) имеет место «растяжение - сжатие» ( min32max1 ;0;   ).  

На рис. 25 показаны траектории наибольших растягивающих напряжений 1 . Линии 
траекторий (площадки, перпендикулярно которым действуют напряжения 1 ) окрашены в 
различные цвета в соответствии с мозаикой интенсивности напряжений 1 . 
Прямоугольниками черного цвета отмечены места приложения нагрузки. Наибольшие 
растягивающие напряжения МПа318.51   действуют на площадках, проходящих через  
центры тяжести четырех  конечных элементов, которые на рис. 25 выделены 
прямоугольниками красного цвета.  
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Рис. 24. Векторное поле σmax, σmin. 
 

 
 

Рис. 25. Траектории  1  

На рис. 26 показано загружение плиты по  схеме  № 4.  На противоположной стороне 
от места приложения нагрузки на срединной плоскости плиты отмечены узлы конечно-
элементной сетки: 75 шт. – красным цветом; 32 шт. – синим; 17 шт. – зелёным. Отмеченные 
узлы  удалялись из объектов «плита на двустороннем  упругом основании»  при поиске 
рабочей системы  на 1-й, 2-й и 3-й итерациях соответственно. Искомая рабочая система 
объекта «плита на одностороннем  упругом основании» получена в результате удаления из 
БРС 124 узловых связей. На рис. 27 представлены    изогнутые срединные поверхности, 
полученные  по результатам  расчетов  плит  на одностороннем )( одностw и двустороннем 

)( двустw основаниях.  

 
 

Рис. 26. Схема нагрузки № 4 и количество связей, 
удаляемых на итерациях при нахождении РС    

(75+32+17=124) 

 
 

Рис. 27. Изогнутые срединные поверхности 
ммyxwмм одност 950.9),(551.4   
ммyxwмм двуст 414.9),(285.1   

 
На рис. 28, 29, 30 показаны  поля главных  напряжений max , min и эквивалентных 

напряжений  2
эк в точках нижней поверхности плиты. 
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Наибольшее значение напряжения  )),(max( 1
1 yxоб    принимается   в качестве 

ординаты  объемлющей эпюры эквивалентных напряжений (5.414МПа) по первой теории 
прочности. 

Наибольшее значение напряжения  )),(max( 22 yxэкоб
    принимается   в качестве 

ординаты  объемлющей эпюры эквивалентных напряжений (5.395МПа) по второй теории 
прочности. 

 

 
 

Рис. 28 
МПаyxМПа 414.5),(228.0 max    

 
 

Рис. 29 
МПаyxМПа 629.0),(835.2 min    

 
 

Рис. 30 
МПаэкМПа 395.52275.0    

 
На рис. 31 в окрестности точек нижней поверхности плиты показано векторное поле  

напряжений max , min  (КНС). О величинах интенсивности напряжений двухосного  
состояния можно судить по значениям ординат эпюр рис. 28, 29. В точках нижней 
поверхности плиты в зоне приложения нагрузки  имеет место двухстороннее растяжение             
( 03;min2;max1   ),  в остальных точка  имеет место «растяжение - сжатие»                          
( min3;02;max1   ).  На рис. 32 показаны  траектории наибольших растягивающих 
напряжений 1 . Линии траекторий (площадки, перпендикулярно которым действуют 
напряжения 1 ) окрашены в различные цвета в соответствии с мозаикой интенсивности 
напряжений 1 .  Наибольшие растягивающие напряжения  1 =5.414МПа действуют на 
площадках, проходящих через  центры тяжести двух  конечных элементов, которые на рис. 
32 выделены прямоугольниками красного цвета.  
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Рис. 31. КНС 

 
 

Рис. 32. Траектории  1  
На рис. 33 показано загружение плиты по  схеме  №10.  На противоположной стороне 

от места приложения нагрузки на срединной плоскости плиты отмечены узлы конечно-
элементной сетки: 24 шт. – красным цветом; 4 шт. – синим. Отмеченные узлы  удалялись из 
объектов «плита на двустороннем  упругом основании»  при поиске рабочей системы  на 1-
й и 2-й итерациях соответственно. Искомая рабочая система объекта «плита на 
одностороннем  упругом основании» получена в результате удаления из БРС 28 узловых 
связей.  

На рис. 34 представлены    изогнутые срединные поверхности, полученные  по 
результатам  расчетов  плит  на одностороннем )( одностw и двустороннем )( двустw основаниях. 

  

 
Рис. 33. Схема нагрузки № 10 и количество связей, 

удаляемых на итерациях при нахождении РС    
(24+4=28) 

 

 
Рис. 34. Изогнутые срединные поверхности 

ммyxwмм одност 541.10),(193.2   
ммyxwмм двуст 414.9),(285.1   

На рис. 35, 36, 37 показаны  поля главных  напряжений max , min и эквивалентных 
напряжений  2

эк в точках нижней поверхности плиты.  

Наибольшее значение напряжения  )),(1max(1 yxоб    принимается   в качестве 
ординаты  объемлющей эпюры эквивалентных напряжений (6.276МПа) по первой теории 
прочности. 
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 Наибольшее значение напряжения  )),(2max(2 yxэкоб
   принимается   в качестве 

ординаты  объемлющей эпюры эквивалентных напряжений (6.238МПа) по второй теории 
прочности. 

 

 
 

Рис. 35 
МПаyxМПа 276..6),(183.0 max   

 
 

Рис. 36
МПаyxМПа 135.3),(570.1 min    

 

 
 

Рис. 37 
МПаэкМПа 238.62345.0    

На рис. 38 в окрестности точек нижней поверхности плиты показано векторное поле  
напряжений σmax, σmin (КНС). О величинах интенсивности напряжений двухосного  
состояния можно судить по рис. 35, 36. В точках нижней поверхности плиты в зоне вблизи 
места приложения нагрузки имеет место двухстороннее растяжение (

03;min2;max1    ), а также  «растяжение - сжатие» ( min3;02;max1   ).  На 
рис. 39 показаны траектории наибольших растягивающих напряжений 1 . Линии траекторий 
(площадки, перпендикулярно которым действуют напряжения 1 ) окрашены в различные 
цвета в соответствии с мозаикой интенсивности напряжений 1 . Наибольшие растягивающие 
напряжения МПа276.61   действуют на площадках, проходящих через  центры тяжести двух  
конечных элементов, которые на рис. 39 выделены прямоугольниками красного цвета.  

 
 

Рис. 38 

 
 

Рис. 39 
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На рис. 40 показан график изменения числа выключаемых   связей упругого 
основания (при поиске рабочей системы) в зависимости от положения нагрузки на плите 
(номера схемы загружения). 

 
Рис.  40 

 
По результатам расчетов были построены графики изменения перемещений 

характерных точек 1, 2, 3  (рис. 41, 42, 43)  в зависимости от положения временной нагрузки 
(смешанные линии влияния). Для сравнения результатов расчета плиты на двустороннем и 
одностороннем основаниях полученные графики накладываем друг на друга (односторонним 
связям отвечает красный цвет, двусторонним  – зеленый). 

  

 
 

Рис. 41. Перемещения т. 1 
 

 
  
Рис. 42. Перемещения т. 2 

 
 

Рис. 43. Перемещения т. 3 

На рис. 44 показан момент перехода нагрузки с плиты  № 1 на рядом  расположенную 
плиту № 2 (точки 1, 2, 3, 4 отмечены красным цветом). На рис. 45 показана изогнутая 
срединная поверхность нагруженной плиты № 1. Плита № 2 равномерно проседает под 
действием сил собственного веса ммwq 405.0 . Таким образом, при переходе нагрузки с 
плиты № 1 на плиту № 2 четырехколесная опора (рис. 15) преодолевает  неровность (высота 
неровности в т .2 равна 541.10 -0.405=10.126 мм, в т. 3, т. 4 – 4 мм). При решении задачи 
колебаний плит на одностороннем упругом основании под действием подвижной нагрузки  
неровность необходимо учитывать при задании профиля проезжей  части в функции 
динамического давления на путь [13,14,15]. 
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Рис. 44. Момент перехода нагрузки на рядом  
расположенную плиту. Схема нагрузки № 16 (24+4=28) 

 
 

Рис. 45 
 ммyxwмм одност 541.10),(193.2   

ммyxwмм двуст 414.9),(285.1   
Объемлющая  эпюра эквивалентных напряжений 1

об  по первой теории прочности 
(зеленый цвет – односторонние связи) представлена на рис. 46. На рис. 47 показана 
объемлющая эпюра эквивалентных напряжений 2

об  по второй теории прочности. На рис. 
48 объемлющие эпюры эквивалентных напряжений по первой (красный цвет) и второй 
(синий) теориям прочности совмещены. 

 

 
Рис. 46. 1

об  
 

Рис. 47. 2
об  

 
Рис. 48. 1

об , 2
об  

 
Трещины понижают жесткость конструкции, облегчают доступ влаги и агрессивных 

газов к арматуре. В процессе образования трещин различают три этапа: возникновение   
трещин, когда они могут быть невидимыми, появление трещин, когда они видны 
невооруженным глазом (шириной 0,05…0,1мм), и раскрытие трещин до предельного 
возможного значения. Для конструкций с обычным содержанием арматуры можно считать, 
что появление трещин совпадает с их возникновением, и поэтому можно говорить о двух 
этапах развития трещин – их появления и  раскрытия. 

 Для систем с односторонними связями характерно полностью обратимое упругое 
поведение (см. рис. 46, 47). Это свойство теряется,  если  допустить возможность  появления  
трещин вдоль траекторий наибольших растягивающих напряжений при перемещении по 
плите сверхнормативной нагрузки.  В работах [16, 17]  фактор   появления трещин в 
элементах  неразрезного тонкостенного стержня учитывался понижением  их изгибной  
жесткости, после чего  корректировалась матрица    жесткости стержня. 

Выводы 
1. Различия в ординатах объемлющих эпюр эквивалентных напряжений,   

вычисленных на основе  первой и второй теорий прочности,  для плит  на двустороннем и 
одностороннем упругом основаниях   незначительны.  Поэтому  момент наступления 
предельного состояния в точках нижней поверхности плиты (момент появления трещин)  
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можно фиксировать по ординатам  объемлющих эпюр, построенных на основе первой   
(второй) теории  прочности с использованием  модели двустороннего упругого  основания. 

2. Модель    двустороннего упругого  основания может также быть использована  при   
расчете плит на подвижную нагрузку с учетом раскрытия трещин.   
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MODELING OF CRACK DEVELOPMENT PATTERNS IN A PLATE ON A SINGLE-
SIDED ELASTIC BASE UNDER A MOBILE LOAD 
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The methodology and its testing for calculating slabs on a one-sided (two-sided) elastic foundation under the 

action of permanent and temporary loads taking into account crack opening are described. The moving load simulates 
the movement of a four-wheeled aircraft support on a plate. The elastic base is modeled using springs placed at the 
vertices of the rectangular finite element of the slab. For each position of the temporary load, the working system of the 
object “slab on a one-sided elastic foundation” is determined, mixed lines of influence of the movements of 
characteristic points, trajectories of the highest tensile stresses, and enclosing diagrams of equivalent stresses according 
to the first and second theories of strength are constructed. An algorithm is presented for calculating a slab on an elastic 
foundation taking into account crack opening under moving load. 

 
 Keywords: slab on an elastic foundation, Winkler foundation, one-way connections, finite element method, 

stress-strain state, crack development trajectories (patterns), moving load. 
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В данной 1работе приведен пример построения ядра сечения для поперечного сечения стержня, 

ограниченного кривой линией. Построение ядра сечения проводится непрерывным методом. Этот метод, в 
отличие от широко известного в классической литературе по сопротивлению материалов – дискретного метода, 
стал применяться недавно, менее 10 лет. Используется он пока только в научных статьях в целях 
популяризации. Единственное отличие непрерывного метода от дискретного – в знаменателях в формулах 
координат ядра сечения. В непрерывном методе знаменателем является отрезок ua  или va , отсекаемый 
касательной на главных центральных осях u, v. В непрерывном методе знаменателем является двучлен 'v uv . 
Как было доказано в источнике [2], для обоих методов эти знаменатели являются тождественно равными. 
Однако, как следует из названий, непрерывный метод позволяет определить координаты ядра сечения 
аналитически, что приводит к тому, что ядро сечения становится гладкой кривой, в то время как в дискретном 
методе ядро сечения является многоугольником, вписанным в гладкое ядро сечения, получаемое непрерывным 
методом. Каковы преимущества и недостатки этих методов? Дискретный метод: преимуществом является 
отсутствие математики в нахождении отрезков ua  и va ; недостатки – необходимость построения в масштабе 
поперечного сечения для измерения отрезков ua , va  и приближенная форма ядра сечения. Непрерывный 
метод: преимуществами являются отсутствие необходимости построения поперечного сечения в масштабе и 
точное изображение ядра сечения; недостатки – дополнительное математическое действие, необходимое для 

вычисления производной '  dvv
du

 в двучлене va , 'v uv . Однако это дополнительное действие очень мало по 

сравнению с определением геометрических характеристик в интегральном виде, которые необходимо 
определять как в дискретном, так и в непрерывном методах. 

 
Ключевые слова: ядро сечения, лемниската, петля лемнискаты, непрерывный метод, геометрические 

характеристики, координаты ядра сечения. 
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Рис. 1. Лемниската 

 
Лемниската – это кривая, имеющая два фокуса F1 и F2, лежащих на оси Ox. Эти 

фокусы отстоят от начала координат O на расстояние a (рис. 1). Уравнение лемнискаты в 
декартовых осях координат: 

 
2 2 2 2 2 2( ) 2 ( ) 0.   x y a x y  (1) 

 
Лемниската имеет две оси симметрии: x и y. Произведение отрезков MF1 и MF2. 
 

2
1 2 , MF MF a  (2) 

 
где M – текущая точка лемнискаты. Координаты точек A и B лемнискаты наиболее 

удаленных от осей y и x: A( 2;0a ), B( 3 ;
2 2

aa ). Полярное расстояние точки M:  

 
2cos 2 .  OM a  (3) 

 
Построение ядра сечения будем проводить непрерывным способом, описанным в [2]. 

В качестве поперечного сечения примем петлю лемнискаты, расположенную справа от оси 
симметрии y. 

Определение геометрических характеристик 
Вторая ось симметрии x позволяет провести расчет геометрических характеристик 

для одной из половин петли, например, для верхней полупетли. 
Центр тяжести петли ввиду ее симметрии относительно оси Ox находится на этой оси. 

Значит, yc = 0. Для определения другой координаты xc нужно найти площадь A и 
статический момент площади Sy. Для нахождения геометрических характеристик будем 
использовать как полярные, так и декартовы координаты. Изобразим на рис. 2 верхнюю 
полупетлю с нанесенными полярными координатами. 
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Рис. 2. Полупетля лемнискаты 

 
Определим площадь полупетли с помощью полярных координат. 
 

;  dA r d dr  
/4 /4 /42

2

0 0 0 0

12cos 2 2cos 2
2 20

      
            

A

r aA dA d r dr d d a  

/4 /42 2 2
2

0 0

/ 4
cos 2 cos 2 2 sin 2 .

02 2 2

  
          

a a aa d d  

2

.
2


aA  

Найдем статический момент yS  полупетли методом интегрирования в декартовых 
координатах (рис. 3). 

; y ср
A

S dA x  2 1( ) ;  dA x x dy  1 2 .
2


ср
x xx  

Из уравнения (1) определим x и y. 
 

   22 2 2 2 22 0;   x y a x y  
(4) 

4 2 2 4 2 2 2 22 2 2 0.    x x y y a x a y  
 

 
Рис. 3. Полупетля лемнискаты в декартовых координатах 

 
Из уравнения (4) определим x, обозначив 2 .x k  

2 2 4 2 2 22 2 2 0;    k ky y a k a y  
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 2 2 2 4 2 22 2 0;    k a y k y a y  

 22 2 2 2 4 2 2 2 2 4 2 2 4 4 2 2
1,2 2 2 2             k a y a y y a y a y a a y y y a y  

2 2 4 2 2 2 2 2 24 4 .       a y a a y a y a a y  

1,2 . X k  Знак «минус» перед корнем принадлежит левой петле. Правой петле 
соответствует знак «плюс». Тогда 

 
2 2 2 2

1,2 4 .   x a y a a y  (5) 
 
Использовав в уравнении (5) знак «минус», получим 1x , а для 2x  надо использовать 

знак «плюс». Таким образом запишем 
 

2 2 2 2
1,2 4 ;   x a y a a y  (6) 

2 2 2 2
1,2 4 .   x a y a a y  (7) 

 
Эти величины 1x  и 2x  указаны на рис. 3. 
Теперь из уравнения (4) определим y, приняв 2 y t : 

4 2 2 2 2 22 2 2 0;    x x t t a x a t  
2 2 2 4 2 22( ) 2 0;    t a x t x a x  

     22 2 2 2 4 2 2 2 2 4 2 2 4 4 2 2
1,2 2 2 2               t a x a x x a x a x a a x x x a x  

   2 2 4 2 2 2 2 2 24 4 .         a x a a x a x a a x  

Так как 2 0 t y , то  2 2 2 24 ;   t a a x a x  

1,2 . y t  
Для верхней полупетли перед корнем надо ставить знак «плюс». Тогда 
 

2 2 2 24 ( ).   y a a x a x  (8) 
 
Возвратимся к определению .yS  

   
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14 4 4
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
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2 2 2 2 2 2
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2 4 2
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2 2


   
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0 /22 3
2 2

2 2 2 2
/2 0

cos ,cos 1, 0 ( sin ) sin
2 2 2 2





          
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 
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3 3 3 3 3/ 2

sin 2 sin sin 0 .
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  
      
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Координата cx  центра тяжести полупетли (петли) – 
3 2

: .
8 2 4
 

  y
c

S a a ax
A

 

Определение осевых моментов инерции xI  и yI  в полярных координатах (см. рис. 2). 
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Главные центральные моменты инерции петли лемнискаты относительно главных 
центральных осей uCv (рис. 4). 

 

 
Рис. 4. Правая петля лемнискаты 
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Координаты ядра сечения: 
 

'
2

' , 
я v
vu i

v uv
 

(9) 2
'

1 ,  
я uv i

v uv
 

2

2 .  я u

я v

dv i u
du i v

 

 
Из рисунка видно, что оси x, u совпадают, а оси y, v параллельны между собой. При 

параллельном переносе осей 
  

,  cu x x  
(10) ,v y  

.  cx u x  
 
Тогда уравнение лемнискаты в главных центральных осях uCv при использовании 

формулы (8) будет иметь вид: 
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 22 2 24 ( ) .     c cv a a u x a u x  (11) 

 
Или 
 

2 2 2 24 .   y a a x a x  (12) 
 

Производная ,
dv dv
du dx

 так как .cx const  Найдем ' .
dvv
dx
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'
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2 42 4

 
   

   

av
a xa a x a x

 (13) 

 
Подставив в уравнения (9) величины u, v, v’ из формул (10-13), найдем координаты 

ядра сечения в табличном виде. При этом разделим отрезок АО на оси x (см. рис. 1) на 10 
равных частей. В таблицу  подставим величины с округлением в четыре знака после запятой. 

Учтем, что 2.
10

 ix i
a

 

 
Результаты расчетов 

 

i  
i i cu x x

a a
 i iv y

a a
 ' 'i iv y  яiu

a
 яiv

a
 яi

яi

dv
du

 

0 -0,7854 0 1 0,1390 -0,0687   
1 -0,6440 0,1387 0,9428 0,1380 -0,0724 2,2953 
2 -0,5026 0,2625 0,7981 0,1313 -0,0813 0,9462 
3 -0,3611 0,3626 0,6142 0,1148 -0,0923 0,4923 
4 -0,2197 0,4359 0,4212 0,0870 -0,1021 0,2492 
5 -0,0783 0,4817 0,2271 0,0496 -0,1080 0,0803 
6 0,0631 0,4998 0,0261 0,0057 -0,1083 -0,0624 
7 0,2046 0,4880 -0,1195 -0,0412 -0,1021 -0,2072 
8 0,3460 0,4403 -0,4922 -0,0880 -0,0884 -0,3884 
9 0,4874 0,3391 -1,0088 -0,1326 -0,0650 -0,7105 
10 0,6288 0   -0,1736 0 -  

 
Используя расчетные величины, приведенные в таблице, изображаем на рис. 5 ядро 

сечения для петли лемнискаты. 
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Рис. 5. Ядро сечения 
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BY A LEMNISCATE 
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Abstract. This paper provides an example of constructing a cross-section core for a cross-section of a rod 
bounded by a curved line. The construction of the core of the section is carried out by a continuous method. This 
method, unlike the discrete method, widely known in the classical literature on the resistance of materials, has been 
used recently – less than 10 years. It is used so far only in scientific articles for the purpose of popularization. The only 
difference between the continuous method and the discrete one is in the denominators in the formulas of the coordinates 
of the core of the section. In the continuous method, the denominator is a segment ua  or va , cut off by a tangent on the 
main central axes u, v. In the continuous method, the denominator is a binomial 'v uv . As it was proved in the source 
[2] for both methods, these denominators are identically equal. However, as the names imply, the continuous method 
allows you to determine the coordinates of the core of the section analytically, which leads to the fact that the core of 
the section becomes a smooth curve, while in the discrete method the core of the section is a multi-gon inscribed in the 
smooth core of the section obtained by the continuous method. What are the advantages and disadvantages of these 
methods? Discrete method: the advantage is the lack of mathematics in finding the segments ua  and va . The 
disadvantages are the need to build a cross-section on a scale to measure segments, and the approximate shape of the 
cross-section core. Continuous method: the advantages are that there is no need to build a cross-section at scale and an 
accurate image of the cross-section core. The disadvantage is the additional mathematical action required to calculate 

the derivative '  dvv
du

 in the binomial va  , 'v uv . However, this additional action is very small compared to 

determining geometric characteristics in an integral form, which must be determined in both discrete and continuous 
methods. 

 
Keywords: cross-section core, lemniscate, lemniscate loop, continuous method, geometric characteristics, 

coordinates of the cross-section core. 
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В данной работе рассматриваются нелинейные вынужденные колебания вязкоупругой пластинки под 
действием вертикальной гармонической силы. Демпфирующие свойства пластинки описываются с помощью 
дробных производных. Уравнения движения пластин представляют собой систему пяти нелинейных 
дифференциальных уравнений относительно трех перемещений и двух углов поворота, учитывающих инерцию 
вращения и деформации сдвига. Для решения используется метод многих временных масштабов. Исследуются 
колебания в условиях сочетания внутреннего и внешнего резонансов. Получены численные результаты 
зависимости амплитуд колебаний от времени для различных значений параметра дробности, величины 
внешней нагрузки и значения начального параметра. Рассматривается влияние размеров пластинки на характер 
изменения амплитуд. 

 
Ключевые слова: модель Кельвина-Фойгта с дробной производной, вынужденные нелинейные 

колебания, внутренний и внешний резонанс, обобщенный метод многих временных масштабов 
 

Введение. 1Изучение динамического поведения элементов конструкций типа пластин 
и оболочек имеет большое прикладное значение в различных областях строительства, 
аэрокосмической и авиационной промышленности.  

С развитием производства новых материалов для композиционных и слоистых 
конструкций вырос интерес к исследованию нелинейных колебаний вязкоупругих пластин и 
оболочек, которые описываются неклассическими моделям [1-6].  Обзору нелинейных 
колебаний пластин и оболочек  посвящены работы [7–9]. 

Согласно классической модели Кельвина-Фойгта демпфирующие свойства 
вязкоупругих пластин и оболочек определяются слагаемыми, пропорциональными 
производной первого порядка по времени от перемещений [10, 11]. Анализ 
экспериментальных данных, полученных при исследовании колебаний подвесных мостов 
Винсент-Томас [12] и Золотые ворота [13], показал, что каждому режиму колебаний 
соответствуют свои значения коэффициентов демпфирования, с увеличением собственной 
частоты колебаний коэффициент демпфирования уменьшается. На основании этого для 
описания процесса внутреннего трения в висячих комбинированных системах [14] было 
предложено использовать дробные производные [15]. Такой подход позволил получить 
результаты, показывающие зависимость коэффициента демпфирования от собственных 
частот, что соответствует экспериментальным данным. Примеры применения дробного 
исчисления в построении модели Кельвина-Фойгта, Максвелла, стандартного линейного 
                                                
1 © Осипова Е. И., Осипов С. А., 2024 
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твердого тела для стержней, пластин и оболочек подробно изложены в обзорных статьях 
Россихина и Шитиковой [16, 17]. 

Колебания систем могут сопровождаться явлениями внутреннего и внешнего 
резонансов, что приводит к обмену энергией между взаимодействующими модами. В 
работах [10, 11] были проанализированы нелинейные колебания металлических пластин в 
условиях внутреннего резонанса под действием гармонических сил. В работе [10] колебания 
описываются 3 уравнениями относительно 3 перемещений. В [11] уравнения движения 
составлены относительно 5 неизвестных, учитывающих деформацию сдвига. 

Исследование нелинейных колебаний пластин в условиях резонансов с 
использованием модели Кельвина-Фойгта, включающей дробные производные, был 
выполнен в работах [18–22]. Россихиным и Шитиковой [18–21] был рассмотрен тип 
внутреннего резонанса, когда одна частота колебаний в плоскости равна (внутренний 
резонанс 1:1 [19, 21]) или в два раза больше (внутренний резонанс 1:2 [18, 20]), чем частота 
из плоскости колебаний. При этом была решена система из трех нелинейных 
дифференциальных уравнений относительно трех перемещений. Авторами также изучены 
комбинационные резонансы аддитивного и разностного типов [21, 22]. В работе [20] 
предложен новый подход к решению системы нелинейных дифференциальных уравнений, 
который позволяет разделить систему так, что линейные части получаются 
самостоятельными, а уравнения взаимосвязаны только нелинейными слагаемыми. В [23] на 
основе обобщенной системы нелинейных дифференциальных уравнений Муштари-Власова-
Доннела, в которой силы диссипации описываются реологической моделью Кельвина-
Фойгта с дробной производной по времени, исследована задача о нелинейных вынужденных 
затухающих колебаниях тонкой прямоугольной шарнирно опертой пластинки под действием 
внешней гармонической силы. В [24] рассматриваются нелинейные свободные колебания 
пластины, уравнения движения которой представлены в виде пяти связанных между собой 
уравнений относительно трех перемещений и двух углов поворота. Определены собственные 
частоты колебаний для пластин разного размера и проведен анализ проявления различных 
типов внутренних резонансов.  

В данной работе выполнен численный анализ задачи о нелинейных вынужденных 
колебаниях прямоугольной шарнирно опертой пластинки под действием гармонической 
силы [25] в условиях сочетания внутреннего и внешнего резонансов. Уравнения движения 
пластинки представлены 5 уравнениями относительно трех перемещений вдоль осей и двух 
углов поворота.  
 

Постановка и решение задачи. Рассматриваются нелинейные колебания шарнирно 
опертой прямоугольной в плане пластинки с учетом деформации сдвига и инерции вращения 
под действием вертикальной гармонической силы. Уравнения движения пластинки [1] в 
безразмерном виде имеют вид 
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 2 2
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1 1 16 , ,
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где ( , , )u x y t , ( , , )v x y t  и ( , , )w x y t  – перемещения точек, расположенных в срединной 
плоскости пластины в направлении осей x , y  и z ; ( , , )x x y t  и ( , , )y x y t  – углы поворота 
нормали у срединной поверхности и в плоскости, касательной к линиям z  и x ; k  – 
коэффициент сдвига;   – коэффициент Пуассона; h  – толщина; t  – безразмерное время; 

1 а b  , 2 h a   – параметры, определяющие размеры пластины; a  и b  – размеры 
пластины в направлениях осей x  и y ; F  и F  – амплитуда и частота внешней 
гармонической силы;    0 0x x y y    – функция Дирака;  1, 2,3, 4,5i i   – коэффициент 
демпфирования, точки обозначают производные по времени, а нижние индексы – 
производные по соответствующим координатам; D  – дробная производная Римана-
Лиувилля порядка   [15] 
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(6) 

Функции перемещений точек пластинки, удовлетворяющие начальным и граничным 
условиям, раскладываем по собственным формам колебаний 
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где  imnx t  ( 1,2,3,4,5i  ) – обобщенные перемещения, соответствующие перемещениям в 
плоскости пластинки, ее прогибу и углам поворота; m  и n  – целые числа, соответствующие 
числу учитываемых мод колебаний, собственные формы имеют вид 
 

 1 , cos sinmn x y mx ny   ,       2 , sin cosmn x y mx ny   ,  

 3 , sin sinmn x y mx ny   , 
(8) 
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 4 , cos sinmn x y mx ny   ,        5 , sin cosmn x y my nx   . 
 
Учитывая  (7-8) и используя условия ортогональности линейных мод в пределах 

областей 0 , 1x y  , приходим к связанным нелинейным дифференциальным уравнениям 
второго порядка относительно imnx  ( 1,2,3,4,5i  ). Первые два уравнения связаны между 
собой линейной частью, с третьим уравнением связь проявляется через нелинейные 
слагаемые. Четвертое и пятое уравнения связаны между собой и с третьим уравнением 
только линейными слагаемыми. Решая линейную задачу на собственные значения, 
определяем собственные частоты колебаний imn  ( 1,2,3,4,5i  ). 

Используя подход, предложенный в работе [20], раскладываем искомое решение по 
собственным функциям и получаем систему пяти нелинейных уравнений: 

 
2 2

1 1 1 1 1 1 3 0X D X X X      ,  (9) 
2 2

2 2 2 2 2 2 3 0X D X X X      , (10) 
 3 3 3 3 13 1 23 2 4 cos 0FX D X X X X f t        , (11) 

2
4 4 4 4 4 0X D X X    , (12) 

2
5 5 5 5 5 0X D X X    , (13) 

 
где 0 0sin sinf F mx ny  , 1 , 2 , 13 , 23  – коэффициенты, зависящие от номеров 
взаимодействующих мод [24]. 

Для решения системы уравнений (9) – (13) применяется метод многих временных 
масштабов [26], в соответствии с которым обобщенные перемещения раскладываются в ряд 
по малому параметру: 
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где 1,2,3,4,5i  ,  – малый безразмерный параметр,  n

nT t – новые независимые 
переменные. Разложение производных выполняется следующим образом [18, 27]: 
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где 0 0D T   , 1 1D T   , 2 2D T   . 

Вязкость среды и амплитуду внешней силы полагаем малыми величинами k
i i i i

    
и 1k

if f  , где i – время ретардации; i  и f – конечные величины. Подставляя разложения 
(14) – (15) в уравнения (9) – (13), приравнивая коэффициенты у слагаемых с одинаковыми 
степенями   к нулю, получаем системы уравнений разного порядка [22, 26]. Решение 
полученных систем уравнений будем искать в виде 
 

       1 1 2 0 1 2 0, exp , expj j j j jX A T T i T A T T i T    , (16) 
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где  1 2,jA T T   1,2,3,4,5j   – неизвестные комплексные функции;  1 2,jA T T  – сопряженные 

функции с  1 2,jA T T , с учетом соотношения  [16–18]  

 0
j ji t i t

jD e i e
   . (17) 

 
Исследуем сочетание внутреннего два-к-одному и внешнего резонансов 
 

1 32   ( 1 2  , 2 32  ) и 3   . (18)
 
Используя на каждом последующем шаге решение с предыдущего шага, исключая 

вековые члены во время интегрирования, получаем систему уравнений для случая с 
вязкостью порядка   при k=1. Для устранения вековых членов в полученных уравнениях  
приравниваем коэффициенты при  1 0exp i T  к нулю. В результате получим следующие 
уравнения: 
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

     , (22) 

   5 1 5 1 5 5 5 52 0i D A T i A


     . (23) 
 
Умножим уравнения  в (19) – (23) на 1A , 2A , 3A , 4A , 5A  соответственно и найдем 

сопряженные к ним уравнения. Представляя функции  i iA T  в полярной форме ii
i iA a e   

 1, 2, 3, 4,5i  , где  1i ia a T  и   1i i T   – функции амплитуд и фаз колебаний, складывая 
каждую пару взаимно сопряженных уравнений и вычитая одно из другого, в результате 
получаем следующую систему уравнений относительно амплитуды и фаз нелинейных 
колебаний: 
 

 2 2 1 2
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
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4 4 4 0a s a 
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5 5 5 0a s a 


, 
1 1 2

1 1 1 1 1 30.5 0.5 cos 0a a        , 

 1
3 3 13 3 1 3 3 30.5 0.5 cos cos 0a f a          , 

2 20.5 0   ,    4 40.5 0   ,   5 50.5 0   , 

(24) 

 
где точка обозначает дифференцирование по Т1, 3 12    – разность фаз колебаний, 

1 sini i i is     , 1 cosi i i i
     , 0.5  ,  1,2, 3i  . 
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Численные исследования. Для численного анализа полученных уравнений (24) 
используется вычислительный комплекс Wolfram Mathematica.  

На рис. 1 и 2 представлены зависимости амплитуд колебаний 1a  и 3a  от времени 1T  в 
безразмерном виде для пластинки с характеристиками: 1 1  , 2 0.1  , 5 6k  , 0.3  , 

0.25  , 1 1 3m n m n    , 2 3m  , 2 5n  , 1 32 13.33   , 3  .  
Влияние величины параметра дробности   на изменение амплитуд свободных и 

вынужденных колебаний приведено на рис. 1, а и на рис. 1, б соответственно. В условиях 
сочетания внутреннего и внешнего резонансов при наличии внешней силы изменяется 
характер поведения амплитуд с течением времени. Это связано с тем, что затухающий 
процесс энергообмена становится нестабильным. С увеличением параметра дробности 
усиливается процесс диссипации и увеличивается период изменения амплитуд колебаний. 

 
а) 

 

б)  
 
 

Рис. 1. Зависимость безразмерных  амплитуд 1a  и 3a  от безразмерного времени 1T   
при 10 30 1a a   для свободных (а) и вынужденных при 15f   (б) колебаний,  

 сплошная линия – 3a ,  пунктирная линия – 1a  
 

На рис. 2, а построена зависимость амплитуды от времен для вынужденных 
колебаний при параметре дробности 0.75   и 10 30 1a a  . На графике показано влияние 
величины вынужденной силы на значения амплитуд в условиях рассматриваемого резонанса 

1 32  , 3   . С увеличением амплитуды внешней силы усиливается дестабилизация  
затухающего  процесса колебаний.  

 
а)  

 

б) 
 

 

 
 
Рис. 2. Зависимость безразмерных  амплитуд 1a  и 3a  от безразмерного времени 1T  при 0.75   

для различных значений вынужденной силы при 10 30 1a a   (а) 
и начальных параметров амплитуды 0 10 30a a a   при 15f   (б), 

сплошная линия – 3a ,  пунктирная линия – 1a  
 

Т 

a1 
a3 

f=0 
f=15 
f=30 

a1 
a3 

Т 

а0=4 
а0=1 
а0=0.
1 

a1 
a3 

Т 

γ=0 
γ=0.25 
 

γ=0.5 
γ=1 


