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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА И СОПРОТИВЛЕНИЕ МАТЕРИАЛОВ 
DOI 10.36622/VSTU.2022.33.2.001 
УДК 624.04 

ФОРМУЛЫ ДЛЯ РАСЧЕТА ДЕФОРМАЦИЙ ПЛОСКОЙ 
МНОГОРАСКОСНОЙ ФЕРМЫ 

 
М. Н. Кирсанов 

 
Национальный исследовательский университет «МЭИ» 

Россия, г. Москва 
 

Д-р физ.-мат. наук, профессор кафедры робототехники, мехатроники, динамики и прочности машин,   
тел.: +7(495)362-73-14,  e-mail: c216@ya.ru  

     
Рассмотрена новая схема плоской внешне статически неопределимой фермы с прямолинейным нижним 

поясом и многократными раскосами. По концам ферма имеет по три опоры. Показано, что при нечетном числе 
панелей ферма кинематически изменяема. Приводятся схема возможных скоростей узлов в этом случае и 
статический критерий вырождения конструкции. Выводятся аналитические зависимости прогиба середины 
пролета от числа панелей, размеров фермы и нагрузки. Получены формулы для усилий в наиболее  растянутых 
и сжатых стержнях. Приводится распределение усилий по стержням конструкции. Для получения 
аналитического решения используется индуктивный метод обобщения частных решений на случай 
произвольного числа панелей. Прогиб рассчитывается по формуле Максвелла-Мора. Рассмотрена нагрузка, 
равномерно распределенная по узлам нижнего пояса фермы, и сосредоточенная нагрузка в середине пролета. 
Получены формулы для величины горизонтального сдвига подвижной опоры. Решение системы уравнений 
равновесия узлов и преобразования метода индукции выполняются в системе символьной математики Maple. 
Найдены кубические асимптотики решений задачи о прогибе.  

Ключевые слова: ферма, прогиб, сдвиг опоры, кратные раскосы, индукция, Мaple, асимптотика, 
неуравновешенная цепь, критерий кинематической изменяемости, формула Максвелла - Мора  

 
Введение. 1Расчет строительных конструкций, как правило, выполняется численно. 

Аналитические решения дополняют численные, выполняя роль тестовых решений удобных 
как для оценки точности численных решений, так и для предварительных расчетов 
проектируемых конструкций. Для регулярных конструкций, содержащих повторяющиеся 
элементы, известен метод индукции, позволяющий получать не просто аналитические 
решения как, например, решения в рядах [1-4], а компактные формулы, справедливые для 
любого порядка регулярности конструкции. В регулярных фермах порядком может быть, 
например, число панелей. Определение регулярности ферм в связи с задачей их оптимизации 
дано в [5,6]. Проблемой поиска регулярных статически определимых стержневых систем 
впервые занялись Hutchinson R.G. и Fleck N.A. [7,8]. В справочниках [9,10] собраны схемы 
плоских регулярных ферм и формулы для усилий в критических стержнях и прогиба. 
Некоторые отдельные решения задачи о прогибе в аналитической форме содержатся в 
работах  [11-14]. Подобные решения известны и для  пространственных ферм [15]. Метод 
индукции применим  для нахождения аналитических оценок первой собственной частоты 
свободных колебаний ферм [16-19]. 

 
 Схема конструкции.  Ферма состоит из n ячеек периодичности, условно называемых 

панелями. Панели имеют по десять раскосов каждая, пять вертикальных и десять 
горизонтальных стержней. Панели взаимно пересекаются по четырем стержням нижнего 
пояса, вершины треугольных панелей соединены стержнями верхнего пояса. Пять опор 

                                                
1© Кирсанов М. Н., 2022 

 



8 

фермы — подвижные шарниры, одна опора — неподвижный шарнир. Общее число стержней 
конструкции, включая стержни, моделирующие опоры,  равно 22 10.sn n    

 
Рис. 1. Равномерно распределенная узловая нагрузка, n=4 

 
 Для ввода информации о структуре и размерах фермы в программу задается система 

координат с началом в левой подвижной опоре (рис. 2). Ввод координат в программу, 
основой которой является метод вырезания узлов, производится в циклах. Координаты узлов 
имеют вид: 

( 5) 5 ( 5) 5

( 1), 0, 1,..,6 5,
(6 1), , 1,.., , 1,..,5.

i i

i j n i j n

x a i y i n
x a i y hj i n j     

    
    

 

 
Рис. 2. Нумерация узлов и стержней фермы, n = 2 

Для определения порядка соединения стержней в шарнирах вводятся 
ориентированные списки, содержащие номера вершин концов стержней: , 1,..,i si n  .  

Стержни нижнего пояса, например, задаются списками: [ , 1],i i i    1,..,6 4.i n    
Остальные стержни нумеруются аналогично. 
Элементы матрицы коэффициентов системы линейных уравнений равновесия узлов  

G  вычисляются по данным координат и спискам концов стержней: 

,1 ,2 ,1 ,2, ,( ) / , ( ) / , 1,..., ,
i i i ix i i y i i sg x x l g y y l i n       

 

где 
,1 ,2 ,1 ,2

2 2( ) ( )
i i i iil x x y y        — длина стержня с номером i. Матрица коэффициентов 

заполняется по строкам. Каждые две строки соответствуют направляющим косинусам 
усилий с осями x, y соответственно: 

,1 ,1

,2 ,2

2 1, , 2 , ,

2 1, , 2 , ,

, ,

, .
i i

i i

i x i i y i

i x i i y i

G g G g

G g G g
  

  

 

                                                         
(1) 

Вектор усилия, приложенный к узлу на одном конце стержня, противоположно 
направлен вектору усилия, приложенному к узлу на другом конце стержня. Отсюда в (1) 
появляется знак минус.  

Система алгебраических уравнений равновесия узлов записывается в матричном виде: 
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,GS T                                                                                (2) 

где S  вектор-столбец всех усилий в конструкции. В число неизвестных включаются и семь 
реакций опор. Длина вектора S  равна числу стержней sn . Такая же длина у вектора внешних 
узловых нагрузок T . Проекции на ось x внешних сил, приложенных на узел i , записываются 
в нечетные элементы этого вектора 2 1iT  , на ось y — в четные элементы 2iT . Решение 
системы линейных уравнений в системе Maple выполняется с использованием обратной 
матрицы: 1 .S G T   

Предварительный расчет показывает, что для ферм с нечетным числом панелей 
определитель  системы (2) обращается в ноль. Это свидетельствует о кинематической 
изменяемости конструкции с таким числом панелей. В качестве подтверждения этого факта 
найдена кинематически непротиворечивая картина распределения возможных скоростей 
узлов (рис. 3). При расчете скоростей узлов используется алгоритм вычисления скорости 
среднего узла iM   двузвенника по значениям скоростей его концов ,j kM M  (рис. 4) . 

 
Рис. 3. Схема распределения возможных скоростей изменяемой фермы, n=3 

 
Рис. 4.  Схема двузвенника для определения виртуальных скоростей узлов изменяемой фермы 
Уравнения кинематического алгоритма имеют вид: 

1

1

2

2

( ) ,

( ) ,

( ) ,
( ) .

xj xi j i

yj yi j i

xk xi k i

yk yi k i

v v y y

v v x x

v v y y
v v x x

   

   

   

   

 

В систему уравнений входят заданные координаты узлов и компоненты скоростей 
точек , .j kM M  

Из решения системы четырех уравнений определяются величины двух угловых 
скоростей и две компоненты скорости точки с индексом i. Алгоритм представим упрощенной блок-схемой: [ , ] [ , , ].xi yik j i v v   

Применительно к рассматриваемой ферме при n = 3 необходимо сначала задать 
угловую скорость произвольного звена, например, звена 23-38, и вычислить компоненты 
скорости узла 38: 
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38 38 23 1

38 38 23 1

( ) ,
( ) .

x

y

v y y
v x x

   

  
 

Учитывая, что в схеме виртуальных скоростей угловые скорости произвольны, 
примем для простоты 1

1 1c  . Таким образом, образуется двузвенник 38-35-22, для 
которого запишем блок-схему 35 35[38, 22] [35, , ].x yv v  Вычисления дают: 
[38,22] [35, 5 , 5 ].h a    

Далее по данным скоростей двух точек получаем следующую скорость: 
[35,21] [32, 5 , 5 ].h a   Здесь использован тот факт, что скорость шарнира 21 равна нулю. 
Для вычисления скорости очередной точки 29 необходимо задать скорость точки 20 
некоторым временным неизвестным параметром. Пусть 20 1.yv Y  Горизонтальная 
компонента скорости узла 20, очевидно,  равна нулю.  Далее имеем блок-схему для 
определения скорости узла 29 по данным о скоростях точек 32 и 20: 

1[32, 20] [29, ( 5 ) / , 5 ].h Y a a a     
Аналогично,  зададим скорость точки 19 в виде 19 2yv Y , для определения скорости 

26 по точкам 29 и 19. Имеем решение 2[29,19] [26, ( 5 ) / , 5 ].h Y a a a     
Процесс последовательного определения скоростей необходимо продолжить до 

исчерпания всех точек. В конце получим следующую блок схему для определения скорости 
шарнира 3: 2[30, 4] [3,0, 30 2 ].a Y    Так как точка 3 неподвижна, то отсюда следует 
уравнение для определения введенного ранее параметра: 230 2 0Y   , откуда находим

2 15 .Y a  Это решение замыкает алгоритм вычисления скоростей. Заметим, что на параметр 

1Y  никаких ограничений в процессе последовательного расчета скоростей не возникло, 
следовательно, картина возможных скоростей определяется с точностью до параметра 1Y . 
Приведем распределение скоростей при 1 0Y  , соответствующее рисунку 3: 

1 2 3 4 12 20 21 22 23

5 6 17 7 18

8 9 10 11

13 14 15 16 19

24 25 28 31 34

26 27 30 33 36

0,
[0,15 ], [0,5 ], [0, 5 ],

[0,10 ],
[0, 10 ], [0, 15 ],

[10 ,5 ], [10 ,0],
[10 , 5 ],

v v v v v v v v v
v a v v a v v a
v v v v a
v v v v a v a
v h a v v v v h
v h a v v v v

        

     
   

      
    
    

29 32 35 38 37

[ 5 ,5 ],
[ 5 , 5 ], [ 5 ,0].

h a
v v v v h a v р

 

       

 

Узлы нижнего пояса перемещаются только по вертикали. 
К рассмотренной ферме для выявления ее изменяемости применим также статический 

критерий неуравновешенной цепи звеньев. Рассмотрим цепь стержней 4-27-8-34-16-29-20 
(рис.  5).  

 
Рис. 5.  Неуравновешенная цепь фермы 
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Если узел 4 загружен силой 1P , то последовательно рассматривая равновесие всех 
узлов цепи, начиная с узла 4, получаем, что независимо от силы  2P , приложенной к узлу 20, 
усилия в указанной цепи однозначно определяются усилием 1P , а из условия равновесия узла 
20 в проекции на ось y следует противоречие. Из условия равновесия этого узла следует, что 
сила 2P  зависит от 1P , а в действительности нагрузки не зависят друг от друга. Для каждого 
узла цепи достаточно составить только одно уравнение: для узлов 4, 8 и 16 это уравнение в 
проекции на ось y, для остальных узлов — в проекции на ось x.  Наличие неуравновешенной 
цепи — статический критерий вырождения конструкции. 

2. Усилия и реакции опор. Примем четное число панелей n = 2k.  В случае нагрузки, 
приложенной к узлам нижнего пояса вектор правой части (2) имеет следующие ненулевые 
компоненты: 2 , 4,...,6 2.iT P i n     Распределение усилий по стержням фермы при 

5 , 2 , 2a м h м n    приведено на рис. 6. Значения усилий отнесены к силе P и округлены 
до двух значащих цифр. Синим цветом выделены сжатые стержни, в которых усилия меньше 
ноля. Красным цветом отмечены растянутые стержни. Некоторые раскосы, при такой 
нагрузке не напряжены (черный цвет). Интересно отметить, что наиболее растянутые 
стержни находятся по краям нижнего пояса, а не в середине пролета, как в фермах с простой 
треугольной или раскосной решеткой.  

 

 
Рис. 6. Распределение усилий в стержнях фермы, n=2 

Помимо численного решения методом индукции можно получить формулы 
зависимости усилий в некоторых характерных стержнях от числа панелей.  

Рассчитывая усилия последовательно для ферм с различным числом панелей, 
получим:  

1 2 1 1 2

1 2 1 1 2

1 2 1 1 2

1: 6 / , 6 / , 6 , 6 / , 11 / (2 ),
2 : 12 / , 24 / , 6 , 18 / , 23 / (2 ),
3: 18 / , 54 / , 6 , 18 / , 35 / (2 ),...

k O Pc h O Pa h V P U Pa h U Pa h
k O Pc h O Pa h V P U Pa h U Pa h
k O Pc h O Pa h V P U Pa h U Pa h

     
     
     

 

Обобщая эти решения по числу панелей, получаем что в боковом стержне верхнего 

пояса усилие равно 1 6 / ,O Pkc h   где 2 2c a h   . Усилие в стержне середины верхнего 

пояса 2
1 6 / .O Pk a h   Усилие в верхнем стержне стойки первой панели оказывается не 

зависит ни от размеров, ни от числа панелей фермы 6 .V P  Усилия в стержнях нижнего 
пояса: 1 6 / ,U Pka h 2 (12 1) / (2 ).U k Pa h   

Таким же образом вычисляем реакции опор: 6 , 0, / 2.A B CY kP Y Y P      
3. Прогиб. Прогиб фермы связываем с вертикальным перемещением среднего узла 

нижнего пояса и вычислим по формуле Максвелла – Мора: 
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7
(1) ( )

1
/ ( ).

sn
P

k i i i
i

S S l EF




 
                                                           

(3) 

где jl  — длина стержня, ( )P
iS  — усилие от действия нагрузки, (1)

iS  — усилие от единичной 
вертикальной силы, приложенной к узлу K, в котором вычисляется прогиб, EF — продольная 
жесткость стержней. Усилия семи опорных стержней не входят в сумму, эти стержни 
приняты недеформируемыми. Последовательный расчет прогиба ферм с различным числом 
панелей n дает следующие формулы: 

3 3 3 2
1

3 3 3 2
2

3 3 3 2
3

3 3 3 2
4

(29 21 8 ) / ( ),
4 (163 35 16 ) / ( ),

(3679 611 472 ) / ( ),
16 (643 179 208 ) / ( ),....h

EF
EF

P a c h h
P a c h h

P a c h h
P a

E
c h

F
EF

   

   

   

   

 

Используя операторы системы Maple, вычислим общие члены полученных 
последовательностей коэффициентов при степенях 3 3 3, ,a c h  . Итоговая формула 
зависимости прогиба от числа панелей и размеров конструкции имеет вид: 

3 3 3 2
1 2 3( ) / ( ),k EP C a C c FC h h     (4) 

где  
4 2

1
4 3 2

2
4 3 2

3

40 3(9 8( 1) ) 4(( 1) 1) 2( 1) 2,

(30 12(2( 1) 5) 2(29 18( 1) ) 32(1 ( 1) ) 11 11( 1) ) / 2,

2(10 4(2( 1) 5) 4(1 3( 1) ) 6(1 ( 1) ) ( 1) 1).

k k k

k k k k

k k k k

C k k k

C k k k k

C k k k k

         

            

            

 

Аналогично, в случае действия на ферму сосредоточенной вертикальной силы в узле 
K  получим решение (4) с коэффициентами: 

3
1

3 2
2

2
3

(16 (23 12( 1) ) 6 6( 1) ) / 3,

2 3(( 1) 1) (10 3( 1) ) 2( 1) 2,

4 (2 (3( 1) 3) 4 3( 1) ) / 3.

k k

k k k

k k

C k k

C k k k

C k k k

      

         

      

 

Для иллюстрации решения в случае распределенной нагрузки на рис. 7 построены 
кривые зависимости безразмерного прогиба от числа панелей:    ' / ( )k sumEF P L   , где 

(6 1)sumP P n  , (6 4) 50 .L n a м    
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Рис. 7. Зависимости безразмерного прогиба фермы от числа панелей 

Интересно отметить, что для небольшого числа k зависимость прогиба от числа 
панелей при разных высотах h предсказуема: чем больше высота, тем меньше прогиб. 
Однако после некоторого числа панелей зависимость обратная — при h = 3 м прогиб 
значительно больше, чем при h = 1 м. 

Кривые имеют асимптоты, значения которых можно вычислить средствами Maple: 
3lim '/ 35 / (12 ).

k
k h L


 

 
4. Смещение опоры.  Под действием вертикальных нагрузок подвижные опоры 

смещаются по горизонтали. Величину этих смещений можно найти по уже разработанному 
алгоритму. В формуле Максвелла – Мора (3) в этом случае в качестве усилий от единичной 
нагрузки следует брать усилия от горизонтальной силы, приложенной к крайней левой 
опоре.  

При нахождении усилий (1)
iS вектор правой части (2) имеет единственную ненулевую 

компоненту: 2 1 1, 1.iT i     Усилия ( )P
iS остаются прежними. В результате индукции 

получим величину смещения: 
2 22 (7 24 8 ) / ( ).A Pka k k hEF    

Смещение опоры от действия сосредоточенной силы в середине пролета имеет вид: 
22 ( 2 2( 1) ) / ( ).k

A Pka k hEF      
Заключение. Рассмотрена новая схема внешне статически неопределимой фермы, 

обнаруживающей при некотором числе панелей кинематическую изменяемость. Методами 
кинематики найдена картина распределения возможных скоростей. Предложен критерий 
неуравновешенной цепи для выявления случая кинематического вырождения фермы.  
Получено простое аналитическое решение задачи о прогибе и смещении подвижной опоры 
при произвольном числе панелей. Полиномы по числу панелей, входящие в решение, имеют 
четвертый порядок. Выведенные формулы для деформаций и усилий в характерных 
стержнях могут служить для проверки численных решений и применяться для 
предварительной оценки проектируемого сооружения.  

 
Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ  22-21-00473. 
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A new scheme of a planar externally statically indeterminate truss with a rectilinear lower belt and multiple 

braces is considered. The truss has three supports at the ends. It is shown that with an odd number of panels, the truss is 
kinematically changeable. A diagram of the possible velocities of the nodes in this case and a static criterion for the 
degeneration of the structure are given. Analytical dependences of the deflection of the middle span on the number of 
panels, the size of the truss and the load are derived. Formulas for the forces in the most stretched and compressed rods 
are obtained. The distribution of forces on the rods of the structure is given. To obtain an analytical solution, an 
inductive method of generalizing partial solutions to the case of an arbitrary number of panels is used. The deflection is 
calculated using the Maxwell – Mohr formula. The load evenly distributed over the nodes of the lower belt of the truss 
and the concentrated load in the middle of the span are considered. Formulas for the magnitude of the horizontal shift of 
the movable support are obtained. The solution of the system of equilibrium equations of nodes and transformations of 
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Предлагается схема статически определимой фермы cо шпренгельной решёткой регулярного 

типа с параллельными поясами. Зависимость прогиба середины пролета фермы от величины нагрузки, 
размеров и числа панелей находится с использованием метода индукции в системе компьютерной 
математики Maple. Усилия в стержнях определяются методом вырезания узлов. Для нахождения прогиба 
используется формула Максвелла – Мора. Находится распределение усилий по стержням конструкции. В 
аналитической форме решается серия задач о прогибе. Общие члены последовательности коэффициентов 
итоговой формулы определяются из решения линейных однородных рекуррентных уравнений. 

Ключевые слова: ферма, прогиб, Maple, индукция, число панелей  
 

Введение 
 Шпренгельные фермы широко используются в строительстве и 
машиностроении. В таких фермах устойчивость сжатых стержней повышается за счет 
уменьшения их расчетных длин. 1 Расчет стержневых конструкций (плоских и 
пространственных) при проектировании в основном выполняется численно методом 
конечных элементов [1]–[3]. Известны также аналитические методы с использованием 
разложений решений в тригонометрические ряды [4]. В справочниках [5], [6] собраны 
различные схемы статически определимых плоских балочных, рамных  и арочных 
ферм, и приведены формулы для расчета их прогиба при произвольном числе панелей. 
Решения получены методом индукции обобщением ряда отдельных аналитических 
решений для ферм с различным числом панелей. Этим же методом получены решения 
для арочных  [7]–[10], решетчатых [11]–[14] и пространственных [15]–[18] ферм. Метод 
индукции применим и для вывода формулы для нижней оценки первой собственной 
частоты колебаний фермы по методу Донкерлея [19]–[22]. Для обобщения решений на 
произвольное число панелей можно использовать системы коммерческих программ 
компьютерной математики Maple, Wolfram Mathematica или свободно 
распространяемые программы Sage, Maxima, имеющие в своем составе операторы 
образования и решения рекуррентных уравнений. Преобразования же и решения 
алгебраических уравнений равновесия узлов могут быть выполнены в любой системе 
компьютерной математики (Derive, Reduce и др.).   

 
1. Конструкция фермы и усилия в стержнях 

 
В настоящей работе предлагается схема плоской фермы, не вошедшая в 

справочники [5], [6]. Одна из опор фермы является подвижным, а другая неподвижным 
шарниром. Ферма имеет длину пролета 4L na , где n — число панелей, каждая из 
которых состоит из двух стержней длиной a в нижнем поясе, шести раскосов, одной 
стойки длиной h и двух стержней длиной a в верхнем поясе. Панели соединены двумя 
                                                
1© Комерзан Е. В., Лушнов Н. А., Осипова Т. С., 2022 
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горизонтальными стержнями верхнего пояса и дополнительной стойкой, соединенной с 
верхним поясом. Общее число стержней в конструкции, включая три опорных стержня, 
равно 14K n . Количество  шарниров в конструкции: 0 7 3n n   (рис. 1).  Рассмотрены 
четыре вида нагрузок, для которых ставится целью вывести аналитические зависимости 
прогиба от числа панелей.  

 
 

 
 

Рис. 1. Ферма. Равномерная нагрузка по узлам верхнего пояса, 4n   
 

2. Расчет усилий 
 

Расчет прогиба конструкции начинается с определения усилий в стержнях. 
Используется программа, составленная в системе символьной математики Maple. 
Стержни и узлы фермы нумеруются (рис. 2). Сначала пронумеровывают стержни 
поясов, затем стержни решетки. В программу вводятся координаты узлов. Начало 
координат выбирается в левой подвижной опоре. Фрагмент программы на языке 
системы символьной математики Maple имеет вид:  

 n0:=7*n+3: 

 for i to 2*n+1 do x[i]:= 2*a*(i-1): y[i]:=0: end:  

 for i to 4*n-1 do x[i+2*n+1]:= a*(i-1)+a: y[i+2*n+1]:=2*h: end:  

 for i to n do x[i+6*n]:= 4*a*(i-1)+2*a: y[i+6*n]:=h: end: 

 x[n0-2]:=0: y[n0-2]:=-2:  x[n0-1]:=x[2*n+1]:y[n0-1]:=-2:   

 x[n0]:=x[2*n+1]+2: y[n0]:=0:  

  
Рис. 2. Нумерация узлов и стержней фермы, 4n   

Схема решетки в программе задается специальными упорядоченными списками 
N[i] номеров концов соответствующих стержней. Выбор начала и конца стержня не 
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влияет на величину усилия или его знак. Ввод структуры решетки имеет вид: 

for i to 4*n-2 do N[i+2*n]:=[i+2*n+1,i+2*n+2]:end: 

for i to n-1 do N[i+6*n-2]:=[2*n+4*i+1,2*i+1]:end:  

for i to n do  

  N[i+7*n-3]:=[i+6*n,4*i+2*n-1]:  

  N[i+12*n-3]:=[i+6*n,2*i-1]: 

  N[i+13*n-3]:=[i+6*n,2*i+1]: 

end: 

 for i to 2*n do 

 N[i]:=[i,i+1]:  

 N[i+8*n-3]:=[i,2*i+2*n]: 

 N[i+10*n-3]:=[i+1,2*i+2*n]: 

end: 

            По данным координат узлов и структуре решетки вычисляются направляющие 
косинусы усилий, входящие в матрицу системы линейных уравнений равновесия узлов. 
Решение системы (усилия в стержнях и реакции опор) получается с помощью 
операторов системы Maple в численной или символьной форме. 
 По результатам численных расчетов можно построить картину распределения 
усилий в стержнях фермы. Расчеты произведены при 3, 3 , 4n a м h м   . Синим 
цветом выделены сжатые стержни, красным – растянутые, черным – ненапряженные. 
Толщина линий пропорциональна модулям усилий в стержнях, отнесенных к силе P. 
Верхний пояс фермы, как можно заметить из рисунка 3, оказался сжатым, нижний — 
растянутым.  
 В случае распределенной нагрузки по нижнему поясу картина распределения 
усилий имеет похожий вид (рис. 4).  Значения усилий в стержнях на рисунке 4 по 
модулю меньше, чем на рис. 3. Дополнительная шпренгельная решетка не напряжена. 
 

 
Рис. 3. Нагрузка по верхнему поясу. Распределение усилий в стержнях, 3n   
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Рис. 4. Нагрузка по нижнему поясу. Распределение усилий в стержнях, 3n   

 
 Также рассмотрим случай нагружения серединных узлов (рис. 5). 

  
Рис. 5 . Нагрузка по узлам в середине решетки. Распределение усилий в стержнях, 3n   
 
Верхний пояс остается сжатым, нижний – растянут. Дополнительные стойки не 

напряжены. Модули значений усилий также уменьшились.  
 Таким образом, наибольшие модули значений растяжения и сжатия стержней 
возникают в ферме при нагружении верхнего пояса. 
 

3. Вычисление прогиба 
 
Прогиб (вертикальное смещение среднего узла в нижнем поясе) определяется по 

формуле Максвелла-Мора: 
3

( ) (1)

1
/ ( )

K
P

kk k
k

S S l EF




   , 

где ( )P
kS — усилия в стержнях от приложения распределенной нагрузки,  (1)

kS — усилие 
от действия единичной силы, kl — длина стержня, EF  — жесткость стержней. 
 Расчет ферм с различным числом панелей показывает, что формула для прогиба 
имеет вид, не зависящий от числа панелей: 

3 3
1 2( ) / ,P C a C c EF                                                    (1) 

где 2 24c a h  . Коэффициенты  1C n  и  2C n  в этой формуле определяются 
методом индукции. 

Рассмотрим случай нагружения верхнего пояса шпренгельной фермы. 
Оператор rgf_findrecur из специализированного пакета genfunc по данным обработки 
серии решений для 12 ферм дает рекуррентные уравнения: 
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n n n

С C C C C C
C C C C
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  

    

    
Приведем фрагмент программы для составления и решения рекуррентных 

уравнений: 

 Nmax:=12: 
 S:=seq(C1[i],i=1..Nmax); 

 Z:=rgf_findrecur(nops([S])/2,[S],t,n); 
 w:=simplify(rsolve({Z,seq(t(i)=S[i],i=1..nops([S])/2)},t)); 

В переменную Z записывается рекуррентное уравнение, Nmax — минимальное 
количество членов анализируемой последовательности. Оператор simplify упрощает 
формулу. С помощью оператора rsolve находим решения этих уравнений в виде 
полиномов четвертого и второго порядка: 

4 2
1 (40 14 3( 1) 3) / 24.nС n n                                                     (2) 

2
2 (4 ( 1) 1) / 8.nC n                                                           (3) 

В случае нагрузки на средний пояс имеем аналогичные зависимости: 
4 2

2
1

2

(20 34 3( 1) 3) / 48,
(2 ( 1) 1) /16.

n

n

C n n
nC

   
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


 

 Точно также находим зависимость для случая распределения нагрузки по 
нижнему поясу фермы: 

2

4 2

2
1 (10 ) /12,

( ) / 4.
n

C
n

n
C




 

 При действии на ферму одной силы в середине пролета коэффициенты имеют 
самый простой вид: 

3
1 2 .(8 ) / , /412C Cn n n     

 В последнем примере степени полиномов меньше, чем в случае распределенной 
нагрузки.  

4. Численный пример. Нагружение верхнего пояса 

С помощью построения графиков для фермы с длиной пролета 4 100L na м   с 
суммарной нагрузкой на верхний пояс 0 (4 1) .P n P  Проиллюстрируем найденную 
зависимость прогиба от числа панелей. Обозначим безразмерный прогиб

0' / ( )EF P L   . На рисунке 6 приведены три кривые, построенные по решению (1) с 
коэффициентами (2) и (3) для случая нагружения верхнего пояса.  
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Рис. 6. Зависимость прогиба от числа панелей. 60L м , —  6I h м ; —  5II h м ;

—  4III h м  
 
Прослеживаются асимптоты кривых. Тангенс угла наклона асимптот можно 

найти с помощью вычисления предела в системе Maple:  
lim '/ / .
n

n h L


   

При малых n  (начало графика) прогиб уменьшается, затем достаточно медленно 
растёт. Анализируя полученные зависимости, заметим что при h = 6 м и количестве 
панелей равном пяти кривая прогиба I имеет явный минимум. С уменьшением высоты 
h экстремум сглаживается, а точка минимума немного смещается в сторону больших 
порядков фермы. 

 
Заключение 

Рассмотрена схема статически определимой плоской регулярной фермы с 
шпренгельной решёткой. Методом индукции получены формулы зависимости прогиба 
от числа панелей для четырех видов нагрузки. Построены распределения усилий по 
стержням решетки. Показано, что зависимости прогиба от числа панелей имеют 
наклонные асимптоты, углы наклона которых вычисляются.  

Примененный в решении поставленной задачи алгоритм вывода формул может 
быть использован и в других аналогичных фермах регулярной структуры. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ 22-21-00473. 
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 A scheme of a statically determined truss with a regular-type trussed lattice with parallel chords is 
proposed. The dependence of the deflection of the mid-span of the truss on the magnitude of the load, the 
size and number of panels is found using the induction method in the Maple computer mathematics system. 
The forces in the rods are determined by the method of cutting nodes. To find the deflection, the Maxwell-
Mohr formula is used. The distribution of forces over the structure rods is found. A series of deflection 
problems is solved in analytical form. The general terms of the sequence of coefficients of the final formula 
are determined from the solution of linear homogeneous recursive equations. 
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Механизмы водородного охрупчивания и деградации свойств конструкционных материалов изучены 

недостаточно глубоко, в частности, это относится к титановым сплавам. Ниже отмечается важность решения 
проблемы прогнозирования поведения нагруженных металлических конструкций с учетом влияния 
водородного охрупчивания. Рассмотрена модельная задача по исследованию напряженно-деформированного 
состояния цилиндрической оболочки, нагруженной внешним давлением и подвергающейся водородному 
охрупчиванию, в форме воздействия агрессивной среды различной концентрации на внутреннюю поверхность 
оболочки. Материал оболочки является нелинейно деформируемым с жесткостными свойствами, зависящими 
от концентрации водорода в конкретной точке. Используются модифицированные определяющие соотношения 
для начально изотропных разносопротивляющихся материалов, сформулированные на основе подхода, 
связанного с нормированными пространствами напряжений. Получены уравнения нелинейного 
деформирования оболочки с учетом влияния водорода и при больших прогибах. Для решения 
дифференциальных уравнений применена конечно-разностная аппроксимация повышенной точности в 
сочетании с двухшаговым методом последовательных возмущений параметров. Приводятся эпюры 
перемещений и напряжений по длине оболочки, а также эпюры концентрации водорода и напряжений по 
толщине оболочки, рассчитанные авторами в специально разработанном программном обеспечении.  

 
Ключевые слова: агрессивная эксплуатационная среда, водородное охрупчивание, диффузия, 

цилиндрическая оболочка, конечно-разностная аппроксимация, начальная изотропия, разносопротивляемость. 
 

Введение 
 

Титан и его сплавы относятся к числу важнейших современных материалов, широко 
применяемых в 1строительстве специальных объектов, атомной энергетике, химической 
промышленности, в судостроении и других наукоемких отраслях жизнедеятельности челове-
ка. Водород при взаимодействии с титановыми сплавами может изменять их свойства как в 
положительную, так и в отрицательную стороны. Негативное действие водорода проявляется 
преимущественно в виде явления водородного охрупчивания, характеризующегося резким 
снижением жесткостных и прочностных свойств титановых сплавов при повышении уровня 
водорода в теле конструкции [1]. 

                                                        
1© Трещев А. А., Кузнецова В. О., 2022 
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В мировой научной и инженерной практике хорошо известно явление водородной 
хрупкости – водородного охрупчивания. В настоящее время под этими терминами понима-
ются все формы отрицательного влияния процесса наводороживания на эксплуатационные 
характеристики металлов и сплавов [2]. Даже относительно небольшая концентрация водо-
рода [3] для ряда сплавов может стать причиной заметного изменения их механических и фи- 
зико-химических свойств в отрицательную сторону и стать причиной возникновения эффек-
та наведенной разносопротивляемости, существенно меняющей механику работы материала. 

В наибольшей степени подвержены водородному охрупчиванию α-сплавы (ВТ1-0, 
ВТ5 и др.) и псевдо-α-сплавы (ОТ4, ВТ4, ВТ18 и др.) [5]. Применительно к титановым спла-
вам влияние водородной хрупкости проявляется в основном в сильном снижении длительной 
прочности, пластичности, ударной вязкости и выносливости. Уменьшение способности ти-
тана к деформированию обусловлено образованием достаточно хрупких гидридов на основ-
ных плоскостях скольжения и двойникования и, как следствие, малой растворимостью водо-
рода в α-фазе при комнатных температурах [4, 5]. В результате происходит уменьшение 
надежности конструкций и деталей, что часто приводит к их преждевременному выходу из 
строя. Причем основная опасность водородной хрупкости заключается в том, что разруше-
ние, вызванное водородом в основном происходит внезапно, что может приводить к серьез-
ным авариям и экономическим потерям. 

Цилиндрические оболочки, изготовленные из сплавов титана, в виде конструктивных 
элементов различных систем коммуникаций, систем, работающих с морской водой, турбин-
ных установок, двигательных комплексов незаменимы в химической, нефтехимической, су-
достроительной, медицинской и многих других отраслях современной промышленности. 
Подобные элементы конструкций активно взаимодействуют с агрессивными водородсодер-
жащими средами, а их высокая стоимость компенсируется высокими эксплуатационными 
показателями и высокой долговечностью. 

Разрушение деталей из титана и его сплавов происходит в том числе при совместном 
воздействии механических нагрузок и агрессивной среды, представляющем собой целый 
комплекс физико-химических процессов, происходящих на поверхности и в объеме исследу-
емого объекта [6]. 

Таким образом, можно заключить, что задача об усовершенствовании моделей расче-
та оболочечных конструкционных элементов из титановых сплавов с учетом воздействия 
агрессивной водородсодержащей среды, эффекта наведенной разносопротивляемости, уче-
том больших прогибов является актуальной и важной задачей современной строительной 
механики. 

В представленной статье рассматривается построение математической модели дефор-
мирования цилиндрической оболочки под воздействием на ее внешнюю поверхность равно-
мерно распределенного давления, а также агрессивной водородсодержащей среды на внут-
реннюю поверхность. Эта модель, очевидно, предоставляет более точную информацию о 
напряжённо-деформированном состоянии конструкции за счет учета «усложненных» 
свойств [7, 11], по сравнению с существующими теоретическими моделями [6, 8 – 10]. 

 
Постановка задачи 

 
Рассматривается равновесие тонкостенной цилиндрической оболочки кругового сече-

ния из α-сплава титана ВТ1-0 (см. рис. 1). Оболочка жестко защемлена по торцам цилиндра, 
и имеет следующие геометрические параметры: длина вдоль образующей L=4 м, радиус 
R=0,6 м (расстояние до срединной поверхности оболочки от центра кривизны), толщина обо-
лочки принята равной h=0,05 м. Внешнее давление принималось в интервале q = 0 ... 28 МПа. 
Параметры Ляме для срединной поверхности и главные кривизны оболочки принимались 
следующими: 



28 

 1А ;   RВ  ;   01 k ;   1
2

 Rk .  

L=4000

w
u


3

1
2

q=28 МПа

1250

h=50

Направление действия 
агрессивной среды

q=28 МПа

Направление действия 
агрессивной среды

 
Рис. 1. Схема модельной задачи для цилиндрической оболочки 

 
Для определения положения произвольной точки на срединной поверхности 

используем пару Гауссовых координат 1  и 2 . Для описания перемещений произвольной 
точки тела цилиндрической оболочки введем триаду u ,  , w  (рис. 1), где u  – перемещения 
вдоль оси образующей оболочки,  – окружные (круговые) перемещения, w – радиальные 
перемещения, соответствующие понятию прогиба для рассматриваемой оболочки. 

Ряд вычислительных экспериментов и теоретические исследования, проведенные ав-
торами работ [7, 11, 12], показали, что наиболее эффективными уравнениями состояния для 
определения механики деформирования конструктивных элементов из титановых сплавов с 
учетом наведенной неоднородности, вызванной диффузионными процессами водорода, ме-
няющейся в зависимости от концентрации агрессивной среды в точке, можно получить из 
потенциала деформаций вида [7, 11, 12]: 

  22
1 )3)()()(())()((  CosEDCBAW eeeee  (1) 

 n
ppppp CosEDCBA ])3)()()(())()([( 22   ,  

где )(eA , )(eB , … )(pA , )(pB , … – материальные функции квазилинейной и 
нелинейной частей кинетического потенциала, зависящие от концентрации водорода. 

Математическая модель формулируется на основе идей, выдвинутых в работах [11, 
13]. При этом напряженное состояние изотропного материала с приобретенными в процессе 
силового нагружения свойствами разносопротивляемости и неоднородности определяется в 
нормированном векторном пространстве, связанном с октаэдрической площадкой 
напряжений. Вектор полного напряжения на октаэдрической площадке 0S  полностью 
задается модулем || 0S  и углами, ориентирующими этот вектор в пространстве, привязанном 
к октаэдрической площадке  и  : 

2 2
0S    ;  0= cos = / S   ;  0= sin = / S   ;  3

ijcos3 = 2det(S ) /  , 

где 3/ijij   – октаэдрическое нормальное напряжение; 2/1)3/( ijijSS  – октаэдрическое 
касательное напряжение;  ijijijS   – девиатор тензора напряжений, )3,2,1(, ji ; ij  – 
символ Кронекера. 

Функции, описывающие механические свойства технически чистого титанового 
сплава ВТ1-0, рассчитаны при помощи интерполяции коэффициентов при фиксированном 
уровне водородонасыщения   (где   – концентрация агрессивной среды – процент 
содержания водорода в среде). Для сплава ВТ1-0 согласно экспериментальным данным [14, 
15] эти материальные функции можно определить следующим образом [7, 11]: 
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 kkkpkkkkek pppVeeeV    

 );()();()();()();()();()( 54231  eeeeeeeeee VEVDVCVBVA   (2) 

 ),()();()();()();()();()( 54231  pppppppppp VEVDVCVBVA    
где ikik p,e  – коэффициенты полиномов i = 0…2; k = 1...5. 

Зависимости между компонентами тензоров деформаций и напряжений могут быть 
определены согласно формулам Кастильяно: 

 
ij

ij
W






 1 ;         
kk

kk
Wе



 1 ; ),3,2,1,,( jikji  . (3) 

Построение более простых и упрощенных определяющих соотношений, учитываю-
щих влияние водородсодержащей среды на механические характеристики титановых спла-
вов, и использование их при расчете элементов конструкций подробно было рассмотрено в 
работах научной школы И.Г. Овчинникова [6, 8 – 10], в которых был решен ряд прикладных 
задач, в том числе и для цилиндрических оболочек [10]. Однако, как показали проведенные в 
работах [7, 11] исследования, выполненные в том числе для развития теории И.Г. Овчинни-
кова, потенциальные соотношения вида (1) обладают существенно более совершенным ап-
паратом учета механизма влияния вида напряженного состояния на механические характери-
стики материалов в самом широком диапазоне их изменения. 

Согласно методике, разработанной в [7, 11, 13], для вычисления констант потенциала 
1W  (1) зависимости между главными деформациями и напряжениями могут быть представ-

лены в виде: 
 m

lllll )(TP       )3,2,1( l , (4) 
где 12  nm ; 

lP , 
lT  – константы, вычисляемые по экспериментальным диаграммам одно-

осного растяжения (верхние индексы «плюс») и одноосного сжатия (верхние индексы «ми-
нус»). Используя зависимости между деформациями и напряжениями (3) и (4) и пренебрегая 
величинами параметров третьего порядка, получены зависимости механических характери-
стик для потенциала вида 1W . Конкретные значения для констант с более подробным описа-
нием процесса их вычисления представлены в работах [7, 11]. 
 

Математическая модель 
 

В представленном тестовом исследовании рассматривались элементы конструкций, 
выполненные из титанового сплава ВТ1-0. Экспериментально установленные диаграммы 
деформирования для этого сплава при испытании на одноосное растяжение и сжатие в зави-
симости от процентного содержания равновесной концентрации молекулярного водорода   
(0; 0,01; 0,03) в испытуемых образцах заимствованы из работ Т.Я. Гервица [14], которые 
приведены на рис. 2. Экспериментально установлено [14], что наводороживание никоим об-
разом не влияет на деформационные свойства сплава в случае отсутствия растягивающих 
напряжений в любом виде. Влияние на эти свойства сказывается только в тех случаях, когда 
в испытуемом образце реализуются растягивающие напряжения в сочетании с любыми (лю-
быми нормальными и касательными), возникающими в других направлениях. Диаграммы 
осевого растяжения представлены в осях универсальных инвариантов – «интенсивность 
напряжений i  и интенсивность деформаций i », причем они явно демонстрируют сниже-
ние сопротивления деформированию с повышением уровня содержания водорода, сопро-
вождающее явление водородной хрупкости. Следует заметить, что характер деформирования 
образцов титана ВТ1-0 в экспериментальных исследованиях позволяет вычислять матери-
альные функции (2) для значений  , превышающих приведенные на рис. 2. 
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Для оценки поведения цилиндрической оболочки при больших прогибах в соответ-
ствии с гипотезами Кирхгофа–Лява и Кармана геометрические соотношения для срединной 
поверхности представляются в виде: 
 2

111 5,0,   u ;      2
2222 5,0,   wk ;      12 1 2 1 2, ,u      ; (5) 

 11 ,w ;       222 , kw  , (6) 
где 1 , 2  – осевые относительные деформации, 12  – сдвиговые деформации, в срединной 
поверхности; 21 ,   – углы поворота нормали к средней поверхности. 

 
Рис. 2. Диаграмма одноосного растяжения сплава ВТ1˗0 при различном содержании водорода,  

согласно экспериментальным данным [14]: 1 - исходное состояние; 2 - при насыщенности 0,01%;  
3 - при насыщенности 0,03% 

 
Зависимости составляющих изгибных деформаций (изменения кривизны и кручение) 

срединной поверхности в зависимости от перемещений определяются традиционным обра-
зом: 
 111 ,w ;   222 ,w ;   211212 ,, ww  , (7) 
где 1 , 2  – кривизны, 12  – кручение (крутка). 

Компоненты тензора деформаций для точек оболочки, отстоящих от срединной 
поверхности на расстояние 3 , определяются через величины деформаций 1 , 2 , 12 , 
кривизны 1 , 2  и кручения 12  следующим образом: 

  11 1 3 1;e = + χ          22 2 3 2;e = + χ          12 3 12= + 2 χ .                    (8) 
Ввиду осевой симметрии рассматриваемой тестовой задачи по силовым и деформаци-

онным параметрам, геометрические соотношения (5) – (8) заметно упрощаются: 
 2

1 1 11, 0,5( , )u w   ;   wk22  ;  
 111 ,w ;   13111  e ;   222 e . (9) 

Кинетические уравнения состояния с использованием зависимостей (1) – (3) с учетом 
осевой симметрии задачи для удобства запишем в матричной форме: 
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Здесь компоненты матрицы податливостей [A] являются функциями концентрации 
водородной среды  . При этом, обращая в уравнении (10) матрицу [A] , получим зависимо-
сти напряжений от деформаций: 

 11 11

22 22
[B]

e
e



   

   
   

;        









)()(
)()(

[B]
2221

1211




BB
BB

, (11) 

где 1[A][B]  ;      3/)2()[(3/)23()(3/)](2)([2{)( 2
4

2
23111  RRRRA   

 2
11 22 0 5 22 04( 2 ) / 9 ] ( )[ Cos3 (1 ) 2 2 2Cos3 2 / ]} / 3;S R S                 

 12 1 3 2 4 5( ) {2[ ( ) ( )] / 3 [ ( ) ( ) / 3] ( )[Cos3 (1 ) 2 ]}/ 3;A R R R R R                  
 2 2

22 1 3 2 4( ) {2[ ( ) 2 ( )] / 3 ( ) (3 2 ) / 3 ( )[ (2 )A R R R R                 

 2
22 11 0 5 22 04( 2 ) / 9 ] ( )[ Cos3 (1 ) 2 2 2Cos3 2 / ]} / 3;S R S               12 21( ) ( );A A   

  2 2 1( ) ( ) [( ( ) ( ) ) ( ) ( ) cos3 ] ( );n
k ek p p p p p pkR L n A B C D E L                    

 1( ) ( );m mL A     2 ( ) ( );m mL B     3 ( ) ( );m mL C     4 ( ) ( );m mL D    5 ( ) ( ),m mL E    
здесь индексы принимают следующие значения – ;, pem  .5...1k  

Очевидно, что уравнения механики статико-геометрической природы не зависят от 
постулируемых уравнений состояния, определяющих физическую природу материалов. По-
этому сохраняется справедливость всех основных положений и зависимости геометрически 
нелинейной теории оболочек, когда усилия и моменты для пологих оболочек, приведенные к 
срединной поверхности, остаются связанными уравнениями равновесия имеют вид [17]: 
 0,, 1211  qSN ;  
 0),(,, 2122122  qHQkSN ;  
 0,, 2111211   SNQHM ; (12) 
 0,, 1222122   SNQHM ;  
 0,, 3222211  qNkQQ ,  
где SNk ,  – усилия в срединной поверхности оболочки; kQ  – поперечные силы; HM k ,  – из-
гибающие и крутящий моменты; mq  – интенсивности внешней нагрузки по соответствую-
щим направлениям.  

Усилия и моменты определяются через напряжения традиционным способом, путем 
интегрирования соответствующих напряжений по толщине цилиндрической оболочки: 
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dH  . (13) 

Осевая симметрия задачи позволяет упростить статические уравнения: 
 0,11 N ;   0, 11111  NQM ;   0, 211  qkNQ . (14) 

Используя процедуры (13) и вычисляя только значимые силовые факторы через ком-
поненты деформаций, получаем: 
 1112121111 )()()(  PKKN  ;  
 1212221122 )()()(  PKKN  ;  
 1112121111 )()()(  DPPM  ,  
где для обозначения жесткостных характеристик оболочки, получаемых интегрированием 
элементов матрицы [ ] [ ]ijB B ( ) , по ее толщине введены обозначения: 
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Так как решаемая задача потенциально содержит сразу три вида нелинейности, то для 
получения решения предлагается прибегнуть к линеаризации системы разрешающих уравнений 
на этапе их построения. Воспользуемся при этом двухшаговым методом последовательных воз-
мущений параметров, предложенным В.В. Петровым с соавторами [16]. Связи деформаций с 
напряжениями в линеаризованной форме представляются следующими выражениями: 

11 11
11 11 22

11 22

e ee = +  
 
 
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;      22 22
22 11 22

11 22

e ee = +  
 
 
 

,                  (16) 

или обращенные связи напряжений с деформациями: 
  11 11 11 12 22B e B e          ;      22 21 11 22 22B e B e          ,            (17) 
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При этом деформации в приращениях запишутся следующим образом: 
 1111 ,,, wwu   ;   wk  22  ;   111 ,w  ;  
 11311111 ,,,, wwwue   ;   wke  222  .  

С целью эффективного исключения нелинейности решаемой задачи по зависимости 
концентрации агрессивной среды от времени, будем полагать, что процесс насыщения ци-
линдрической оболочки водородом до равновесного состояния уже завершился. Тогда рас-
пределение водородсодержащей среды в оболочке можно полагать установившимся (зафик-
сированным для принятого момента времени) и, следовательно, выражения (16), (17) не бу-
дут содержать приращений по величине концентрации [12]. При этом уравнения связи уси-
лий с деформациями срединной поверхности в приращениях преобразуются к виду: 
 1112121111 )()()(  PKKN  ;  
 1212221122 )()()(  PKKN  ; (18) 
 1112121111 )()()(  DPPM  .  

Уравнения равновесия (14) в линеаризованной форме [16, 17] преобразовываются к 
виду: 

0,11 N ;   0,,, 1111111  wNNwQM  ; 

0, 2211  qNkQ  .               (19) 
Вследствие осесимметричности поставленной задачи отсутствует горизонтальная си-

ла при не загруженных ею торцах оболочки, следовательно 01 N . Отсюда получаем 

111 ,MQ    и два уравнения равновесия. Применяя процедуры (13), (15) к уравнениям (17) и 
внося результаты в уравнения равновесия (19), приходим к системе двух дифференциальных 
разрешающих уравнений в линеаризованной форме, удобной для применения метода 
конечных разностей: 
           wkKwwwwuKwwuK  21121111111111111111 ,,,,,,,,,,   
       0,,,, 11111111111212  wPwPwkK  , (20) 
 
         111111111111111111 ,,,,,,2,,,, wwwwuPwwuP    
         121122111211111111111111111 ,,2,,,,,2,,, wkPwkPwwwwwwuP    
        11111111111111111111212 ,,,2,,, wDwDwDwkP    
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         0,,,, 1112222111122  qwPwkKwwuKk  .  
Для обеспечения полноты градиентной системы уравнений (20) дополним её гранич-

ными условиями в приращениях в соответствии с формулировкой модельной задачи, а кон-
кретно, условиями защемления цилиндра по торцам (с учетом осевой симметрии задачи): 

– на торце цилиндра c координатой L=0 м: 0w , 0,1 w , 0u ; 
– на торце цилиндра c координатой L=4 м: 0w , 0,1 w , 0u . 
Для химической адсорбции материалом водорода характерен процесс распада водо-

рода на отдельные атомы, которые затем эффективно проникают в толщу материала кон-
струкции, подвергаемой воздействию агрессивной среды [3, 10]. Экспериментальные иссле-
дования, результаты которых приведены в работах [14, 15], явно демонстрируют, что для ма-
лых перепадов концентрации водорода в среде возможно применение первого закона Фика, 
который утверждает, что количество вещества, проникающее через сечение, перпендикуляр-
ное направлению протекания процесса диффузии, строго пропорционально градиенту кон-
центрации вещества в этом сечении, собственно площади сечения, а также времени протека-
ния процесса диффузии: 

 
3

)(







 DDgradJ , (21) 

здесь D – константа диффузии, 3  – координата, задающая направление диффузии.  

 
Рис. 3. Установившееся распределение агрессивной среды в оболочке по толщине 

после фиксации момента времени перед началом действия механического нагружения 
 
В рассматриваемой задаче физически активная среда контактирует с оболочкой толь-

ко по верхней или нижней поверхности, так что процесс диффузии считаем одномерным. 
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Для титана и его сплавов концентрация практически не влияет на коэффициент диффузии, 
поэтому из первого закона Фика (21) вытекает второй закон [18] в виде: 

 2
3

3
2

3 ),(),(









 tD
t

t
, (22) 

где t  – текущее время. 
Как видно из выражения (22), скорость протекания процесса диффузии во времени 

зависит только от константы D. При односторонней диффузии решение уравнения (22) 
известно и имеет вид: 

 
 


1

22
0331213 )exp()/sin()/2(/)(),(

i
iFhiht 

  
 ii /])cos([ 12   , (23) 
где 2

0 / hDtF   – число Фурье; i – число членов ряда; 1  и 2  – краевые значения концен-
трации среды на противоположных поверхностях оболочки; h – толщина оболочки. 

Граничные условия для описания процесса диффузии под воздействием среды с внут-
ренней стороны цилиндрической оболочки: 
 1),2/(   th  20),2/(   th ,  
где   – равновесная концентрация водородсодержащей среды. Начальные условия для лю-
бой точки оболочки принимают вид 0)0,( z . 
 

Результаты расчета оболочки 
 

Расчёты производились посредством применения пакета прикладных программ, спе-
циально разработанного авторами на основе MATLAB, аналогично работе [12]. На рисунках 
ниже представлены результаты расчёта цилиндрической оболочки, эксплуатирующейся в 
агрессивной водородной среде при разной концентрации от 0 до 0,08%, с использованием 
предложенной авторами модели по схеме, изображенной на рис. 1. 

 
Рис. 4. Прогибы вдоль образующей цилиндра 
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Рис. 5. Горизонтальные перемещения вдоль образующей цилиндра 

 
Рис. 6. Напряжения σ22 вдоль образующей цилиндра по внутренней поверхности оболочки 

 

 
Рис. 7. Напряжения σ22 вдоль образующей цилиндра по внешней поверхности оболочки 
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Рис. 8. Напряжения σ11 по толщине в 
 точке на закрепленном краю оболочки 

Рис. 9. Напряжения σ22 по толщине 
в точке на закрепленном краю оболочки 

Выводы 
 
В результате решения задачи было достоверно установлено, что воздействие водорода 

приводит к существенному изменению механизма поведения сплава титана ВТ1-0 и, как 
следствие, к значительному изменению параметров, характеризующих напряженное 
состояние в оболочечном элементе. Это в свою очередь приводит к различиям в результатах: 
в растянутых волокнах титана до 65-85% для перемещений, и до 30% для напряжений, по 
сравнению с исходным состоянием без воздействия водородсодержащей среды. Подход, 
примененный в настоящей работе, использует достаточно гибкий механизм учета 
разнообразных напряженных состояний и демонстрирует высокую точность согласования 
полученных результатов с экспериментальными данными по деформированию титана и его 
сплавов на примере широко распространенного сплава ВТ1-0. Первоначально учет влияния 
типа напряженного состояния наиболее эффективно применялся в работах [7, 17], на основе 
которых была разработана модель учета наведенной разносопротивляемости, и так как для 
большинства апробированных материалов эффекты, связанные с разносопротивляемостью, 
учитываются с весьма высокой точностью, этот механизм применим и для наведенной 
неоднородности в форме разносопротивляемости, что наглядно продемонстрировано в 
данной статье, а также в работах [7, 10, 12, 17]. 
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The mechanisms of hydrogen embrittlement and degradation of the properties of structural materials have not 

been studied deeply enough, in particular, this applies to titanium alloys. The importance of solving the problem of pre-
dicting the behavior of loaded metal structures, considering the influence of hydrogen embrittlement, is noted below. A 
model problem is considered to study the stress-strain state of a cylindrical shell loaded with external pressure and sub-
jected to hydrogen embrittlement in the form of exposure to an aggressive medium of various concentrations on the 
inner surface of the shell. The shell material is non-linearly deformable with stiffness properties depending on the con-
centration of hydrogen at a particular point. Modified defining relations are used for initially isotropic materials with 
different resistance, formulated on the basis of an approach associated with normalized stress spaces. The equations of 
nonlinear deformation of the shell are obtained considering the influence of hydrogen and at large deflections. To solve 
differential equations, a finite-difference approximation of increased accuracy is used in combination with a two-step 
method of sequential perturbations of parameters. Diagrams of displacements and stresses along the length of the shell 
are given, as well as diagrams of hydrogen concentration and stresses along the thickness of the shell, calculated by the 
authors in specially developed software. 
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Постановка задачи. Рассматривается построение дифференциальных уравнений равновесия в пере-
мещениях идеально упругопластической в отношении сдвиговых деформаций геометрически и физически не-
линейной сплошной среды для плоского деформирования при биквадратичной аппроксимации замыкающих 
уравнений в декартовой прямоугольной системе координат. Построение физических зависимостей при этом 
основано на вычислении секущих модулей объёмного и сдвигового деформирования. 

Результаты. Исходя из предположения о независимости друг от друга диаграмм объёмного и сдвиго-
вого деформирования, рассмотрены пять основных случаев физических зависимостей, зависящих от взаимного 
расположения точек излома биквадратичных диаграмм объёмного и сдвигового деформирования. При аппрок-
симации графиков диаграмм объёмного и сдвигового деформирования при помощи двух отрезков парабол се-
кущий модуль сдвига на первом участке является линейной функцией интенсивности деформаций сдвига; се-
кущий модуль объёмного расширения-сжатия является линейной функцией первого инварианта тензора де-
формаций. На втором участке диаграмм и объёмного, и сдвигового деформирования секущий модуль сдвига 
является дробной (рациональной) функцией интенсивности деформаций сдвига; секущий модуль объёмного 
расширения-сжатия является дробной (рациональной) функцией первого инварианта тензора деформации. Под-
ставляя соответствующие физические уравнения в дифференциальные уравнения равновесия сплошной среды, 
записанные как без учёта, так и с учётом геометрической нелинейности, получаем разрешающие дифференци-
альные уравнения равновесия в перемещениях идеально упругопластической в отношении сдвиговых деформа-
ций геометрически и физически нелинейной сплошной среды для плоской деформации в декартовой прямо-
угольной системе координат. 

Выводы. Полученные дифференциальные уравнения равновесия в перемещениях могут найти приме-
нение при определении напряжённо-деформированного состояния физически и геометрически нелинейных 
идеально упругопластических сплошных сред, находящихся в условиях плоского деформирования, замыкаю-
щие уравнения физических соотношений для которых аппроксимированы  биквадратичными функциями. 

 
Ключевые слова: сплошная среда, плоская деформация, дифференциальные уравнения равновесия, 

биквадратичные замыкающие уравнения, геометрически линейная модель, геометрически нелинейная модель. 
 
Введение. 1Для строительной отрасли наиболее значимыми задачами физически не-

линейной теории упругости и пластичности являются задачи плоской деформации и обоб-
щённого плоского напряжённого состояния. В первом случае задачи связаны в основном с 
расчётом оснований под здания и сооружения, что обеспечивает их надёжность и долговеч-
ность. Во втором случае – в случае обобщённого плоского напряжённого состояния – вы-
полняется расчёт ограждающих конструкций зданий и сооружений: стен, перегородок, диа-
фрагм жёсткости и так далее. Качество проектирования элементов строительных конструк-
ций зданий и сооружений обеспечивается многими факторами, но ключевую роль при этом 

                                                
1© Бакушев С. В., 2022 
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следует отвести моделированию напряжённо-деформированного состояния, то есть матема-
тической модели, описывающей связь между напряжениями и деформациями.  

Одной из наиболее простых, но вместе с тем широко распространённой математиче-
ской моделью является модель идеально упругого тела (модель Прандтля). Применительно к 
сложному напряжённому состоянию аналогом модели идеально упругого тела будет модель, 
в которой зависимость между вторыми инвариантами девиаторов напряжений и деформаций 
описывается кривой с протяжённой площадкой текучести. При этом связь между первыми 
инвариантами тензоров напряжений и деформаций может быть нелинейной. Вполне понят-
но, что записать аналитические выражения для кривых, одна из которых нелинейна, а другая 
тоже нелинейна, но с площадкой текучести, описывающих объёмное или сдвиговое дефор-
мирование, соответственно, представляется чрезвычайно сложной задачей. В силу этого од-
ним из вариантов аналитического описания нелинейных кривых диаграмм объёмного де-
формирования и нелинейных кривых с площадкой текучести сдвиговых диаграмм является 
их аппроксимация при помощи двух отрезков парабол, то есть кривую объёмного деформи-
рования аппроксимируем при двух отрезков парабол и кривую сдвигового деформирования 
аппроксимируем также при помощи двух отрезков парабол, другими словами – при помощи 
биквадратичных функций. Аналитическое описание подобного вида диаграмм при помощи 
билинейных функций для различных случаев напряжённо-деформированного состояния 
сплошных сред дано в работах [1 - 5]. 

Расчёту сплошных сред и массивов, находящихся в условиях плоской деформации, в 
научной литературе уделяется значительное внимание. Так, в работе [6] рассматривается 
плоская деформация разномодульной изотропноупругой сплошной среды при нелинейных 
динамических воздействиях. Связь между напряжениями и деформациями описывается не-
аналитическими функциями инвариантов тензора деформаций. В статье [7] рассматривается 
плоская модель линейно упругого тела при отсутствии постулата о диффеоморфизме, то есть 
предположения о гладкости поля перемещений. В работе [8] получено полуаналитическое 
решение задачи о пористом пространстве с цилиндрическим отверстием в условиях плоской 
деформации. Определяющие соотношения теории пластичности записаны с использованием 
критерия пластичности Грина. Показано, что данный критерий можно использовать как кри-
терий пластичности для материалов, пластические свойства которых зависят от вида напря-
жённого состояния. В статье [9] исследуется напряженно-деформируемое состояние массива 
пород при плоской деформации в случае его объемной несжимаемости и идеально-хрупком 
разрушении. В работе [10] на основе обобщённого (нелинейного) условия Кулона-Мора опи-
сывается предельное равновесие анизотропной разносопротивляющейся среды типа грунтов 
и горных пород, которая имеет упорядоченную анизотропию прочностных свойств. В статье 
[11] продолжено теоретическое обоснование критерия прочности ледовых массивов при его 
плоском деформировании. Рассмотрен числовой пример. 

В данной работе рассматривается построение расчётных дифференциальных уравне-
ний равновесия в перемещениях для случая плоской деформации 

   , ,   , ,   0u u x y v v x y w    физически и геометрически  нелинейной идеально упруго-
пластической в отношении сдвиговых деформаций и нелинейной в отношении объёмных 
деформаций сплошной среды в прямоугольных декартовых координатах при аппроксимации 
замыкающих уравнений физических соотношений биквадратичными функциями.  

Физические уравнения для геометрически линейной модели. Переменный секу-
щий модуль объёмного расширения (сжатия)  ,K K Г , а также переменный секущий 

модуль сдвига  ,G G Г  на первом криволинейном участке диаграмм    и T Г  (рис. 
1) будут вычисляться по формулам [12]: 
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  0 01
1
3

IK K K   ;   0 01
IG Г G G Г  , (1) 

причём  1 0 1
01 2

13
KK  



 ;     1 0 1
01 2

1

T G ГG
Г


 . (2) 

На втором криволинейном участке диаграмм    и T Г  имеем  

  1
1 1

II cK a b 


   ;     1II TG Г
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  



;      
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2 1 1 2 1

1 1 12
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3
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b K
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

 
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  

  
; 

   
 

2 1 1 2 1 2
1 1 1 1 12

2 1

1
3

K
c K

   
  

 

   
   

  
.  (4) 

В формулах (2) и (4) введены следующие обозначения:  0K   начальный модуль объ-
ёмного расширения (сжатия); 0G   начальный модуль сдвига; 1K   начальный модуль 
упрочнения при объёмном расширении (сжатии); 1 1,       координаты конечной точки пер-
вого участка (координаты начальной точки второго участка) на диаграмме   ;  1 1,   T Г   
координаты конечной точки первого участка (координаты начальной точки второго участка) 
на диаграмме T Г ;  2 2,       координаты конечной точки второго участка на диаграмме 
  ;  2 1 2,   T T Г   координаты конечной точки второго участка на диаграмме T Г . 
Начальный модуль упрочнения при сдвиге в силу идеальной пластичности принимается рав-
ным нулю: 1 0G  . 

 

На рисунке обозначено:    первый инвариант тензора напряжений;    первый ин-
вариант тензора деформаций; T   интенсивность касательных напряжений; Г   интенсив-
ность деформаций сдвига. 

Диаграммы объёмного и сдвигового деформирования: 
а) диаграмма  ;  б) диаграмма . 

Пунктирные толстые линии – исходные кривые объёмного и сдвигового дефор-
мирования; сплошные толстые линии – аппроксимирующие отрезки парабол 

  

 

 

 

   

 

 

 

а) б) 
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При плоской деформации в декартовых координатах  xx yy     и 

 2 2 2 22 3
3 2xx yy xx yy xyГ          . Кроме того,  ;   ;   xx yy xy

u v u v
x y y x

  
   

   
   

. 

В зависимости от текущего напряжённого и деформированного состояния по отноше-
нию к точкам излома графиков диаграмм объёмного и сдвигового деформирования возмож-
но сформулировать пять случаев физических зависимостей. При этом, если 

   

1 1

1 1,   
I I

Г Г

d dT Г
K G

d dГ
 

 


 

  , то графики диаграмм объёмного и сдвигового деформи-

рования имеют точки излома (Случай 1 - 4); если    

1 1

1 1,   
I I

Г Г

d dT Г
K G

d dГ
 

 


 

  , то точ-

ка излома графика на диаграмме объёмного деформирования отсутствует (Случай 5). 
 Случай 1. Здесь возможны следующие варианты: 

- 1 1Г  , причём 10     и 10 Г Г  . (5) 

- 1 1Г  , причём 10     и 0 10 Г Г Г   .  (6) 

- 1 1Г  , причём 0 10       и 10 .Г Г   (7) 
В этом случае физические уравнения для плоской деформации в декартовых координа-

тах с учётом формул (1) будут иметь вид: 

    12 ;
3

I I
xx xxK G Г          

 
   

    12 ;
3

I I
yy yyK G Г          

 
 (8) 

  ;I
xy yx xyG Г          2 .

3
I I

zz K G Г      
 

Случай 2. Здесь возможен один вариант: 
- 1 1Г  , причём  1 0     и 0 1.Г Г Г   (9) 

Физические уравнения при этом с учётом формул (1) и (3) будут иметь вид: 

    12 ;
3

II I
xx xxK G Г          

 
 

    12 ;
3

II I
yy yyK G Г          

 
 (10) 

    ;I
xy yx xyG Г           2 .

3
II I

zz K G Г      
 

Случай 3. Здесь возможен один вариант: 
- 11 Г , причём 0 1     и 1 0.Г Г Г   (11) 

Физические уравнения при этом с учётом формул (1) и (3) будут иметь вид: 

    12 ;
3

I II
xx xxK G Г          

 
    

    12 ;
3

I II
yy yyK G Г          

 
 (12) 
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  ;II
xy yx xyG Г           2 .

3
I II

zz K G Г      
 

Случай 4. Здесь возможны следующие варианты:  
- 1 1Г  , причём 1   и 1Г Г . (13) 

- 1 1Г  , причём 0   и 1Г Г . (14) 

- 1 1Г  , причём 1   и 0.Г Г  (15) 
Физические уравнения при этом с учётом формул (3) будут иметь вид: 

    12 ;
3

II II
xx xxK G Г          

 
    

    12 ;
3

II II
yy yyK G Г          

 
 (16) 

  ;II
xy yx xyG Г           2 .

3
II II

zz K G Г      
 

Случай 5. Если  10 Г Г  , то физические уравнения будут иметь вид (8), если 1Г Г , 
то физические уравнения будут иметь вид (12). 

В соотношениях (6), (7), (9), (11), (14) и (15) интенсивности деформаций сдвига 0Г  со-
ответствуют такие компоненты деформации, что 

1xx yy    ; (17) 

объёмной деформации 0  соответствуют такие компоненты деформации, что 

  2 2 2 2
1

2 3
3 2xx yy xx yy xy Г         . (18) 

Дифференциальные уравнения для геометрически линейной модели. Для постро-
ения дифференциальных уравнений равновесия в перемещениях подставим физические 
уравнения (10), (12), (14), (18) в дифференциальные уравнения равновесия плоской деформа-
ции для геометрически линейной модели сплошной среды в декартовых координатах: 

  
0;    0.xy yx yyxx

x yF F
x y x y

     
     

   
 (19) 

В результате получим четыре вида разрешающих уравнений в перемещениях, имею-
щих вид: 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 12 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

0;

0.

x

y

u u u v v vA B C D E F F
x y x y x y x y
u u u v v vA B C D E F F

x y x y x y x y

      
              


                    

 (20) 

Коэффициенты 1 1 1 1 1 1,   ,   ,   ,   ,   A B C D E F  и 2 2 2 2 2 2,   ,   ,   ,   ,   A B C D E F  в уравнениях (20) 
определяются соотношениями: 

     1
4 4 1 2 ;
3 3 3

i j
xx xx yyA K G Г

Г
            
 

    2
1 ;j

xyB G Г
Г
    

 1
4 2 ;
3 xy xx yyC

Г
       1

2 1 ;
3xy xxD

Г
      

 
   1

2 2 ;
3 xy yy xxE

Г
      
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      2
1

1 4 1 2 .
3 3 3

i j
xx yy xx xyF K G Г

Г Г
               
 

 (21) 

 2
2 2 ;
3 xy xx yyA

Г
       2

2 1 ;
3xy yyB

Г
      

 
 

      2
2

1 4 1 2 ;
3 3 3

i j
yy xx yy xyC K G Г

Г Г
               
 

 

  2
2 ;j

xyD G Г
Г
          2

4 4 1 2 ;
3 3 3

i j
yy yy xxE K G Г

Г
            
 

 

 2
4 2 .
3 xy yy xxF

Г
      

В формулах (21): 
- для физических уравнений (8) 

01 01;    ;    ;    i I j I K G     . (22) 
- для физических уравнений (10) 

1
1 012;    ;    ;    ci II j I a G 


       

. (23) 

- для физических уравнений (12) 
01;    ;    ;    0i I j II K     . (24) 

- для физических уравнений (16) 
1

1 2;    ;    ;    0ci II j II a 


       
. (25) 

Таким образом, дифференциальные уравнения равновесия в перемещениях, записанные в 
прямоугольных декартовых координатах, для плоской деформации идеально упругопласти-
ческой в отношении сдвиговых деформаций и нелинейной в отношении объёмных деформа-
ций геометрически линейной сплошной среды при биквадратичной аппроксимации замыка-
ющих уравнений  физических соотношений построены. 

Физические уравнения для геометрически нелинейной модели. Для геометриче-
ски нелинейной модели сплошной среды [13, 14] замыкающие уравнения описываются соот-
ношениями, устанавливающими в самом общем случае перекрёстные зависимости между 
первыми инвариантами тензоров и вторыми инвариантами девиаторов обобщённых напря-
жений и нелинейных деформаций: 

 * * * * *,K Г    ,   * * * * *,T G Г Г  . (26) 

Здесь   *   первый инвариант тензора обобщённых напряжений; *   первый инва-
риант тензора нелинейных деформаций; *T   интенсивность обобщённых касательных 
напряжений; *Г   интенсивность нелинейных деформаций сдвига. 

Используя для аппроксимации замыкающих уравнений (26) биквадратичные функ-
ции, нетрудно получить секущие модули объёмного расширения (сжатия)  * * * *,K K Г  и 

сдвига  * * * *,G G Г  на первом и втором криволинейных участках диаграмм объёмного и 

сдвигового деформирования * *   и * *T Г . Эти секущие модули будут аналогичны со-
отношениям (1) – (4), однако у всех величин, входящих в формулы (1) – (4), нужно проста-
вить звёздочки. 
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Таким образом, *
0K   геометрически нелинейный аналог начального модуля объёмно-

го расширения (сжатия); *
0G   геометрически нелинейный аналог начального модуля сдвига; 

*
1K   геометрически нелинейный аналог начального модуля упрочнения при объёмном рас-

ширении (сжатии); * *
1 1,       координаты конечной точки первого участка (координаты 

начальной точки второго участка) на диаграмме * *  ;  * *
1 1,   T Г   координаты конечной 

точки первого участка (координаты начальной точки второго участка) на диаграмме * *T Г

;  * *
2 2,       координаты конечной точки второго участка на диаграмме * *  ;  * * *

2 1 2,   T T Г  
 координаты конечной точки второго участка на диаграмме * *T Г . Геометрически нели-
нейный аналог начального модуля упрочнения при сдвиге принимается равным нулю: *

1 0G  . 
Для сплошной среды, описываемой геометрически нелинейной моделью, физические 

соотношения для случая плоской деформации будут записываться в форме, аналогичной со-
отношениям (10), (12), (14), (18) (если у всех величин, входящих в эти формулы проставить 
звёздочки). 

Дифференциальные уравнения для геометрически нелинейной модели. Для слу-
чая плоской деформации система дифференциальных уравнений равновесия для геометриче-
ски нелинейной модели сплошной среды в прямоугольных декартовых координатах имеет 
вид [13, 14]: 

 1 1 0;

 1 1 0.

xx xy yx yy x

xx xy yx yy y

u u u u DF
x x y y x y

v v v v DF
x x y y x y

   

   

   

   

                                 


                                

 (27) 

Причём с учётом геометрической нелинейности при плоской деформации в декарто-

вых координатах имеем * * *
xx yy     и  2* * * *2 *2 *22 3

3 2xx yy xx yy xyГ          . Здесь 

2 2
* 1 ;

2xx
u u v
x x x


                   

 
2 2

* 1
2yy

v u v
y y y


      

             
; 

* * .xy yx
u v u u v v
y x x y x y

 
     

    
     

 

Подставляя геометрически нелинейные аналоги физических уравнений (8), (10), (12), 
(16) в уравнения равновесия (27), получим четыре вида разрешающих уравнений в переме-
щениях, имеющих одну и ту же структуру: 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 12 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

0;

0,

x

y

u u u v v vA B C D E F DF
x y x y x y x y
u u u v v vA B C D E F DF

x y x y x y x y

      
              


                    

   (28) 

1 1u v u vD
x y y x

               
. 

Коэффициенты 1 1 1 1 1 1,   ,   ,   ,   ,   A B C D E F  и 2 2 2 2 2 2,   ,   ,   ,   ,   A B C D E F  в уравнениях (28) 
определяются видом физических уравнений и равны: 
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 * * * * *
1

11 1 2 1 2
3

j
xx xx

u u uA A G Г
x x x

  
                                   

 

 
*

* * * *
* *

2 12 1 2
3 3

xy
xx yy xx

u u
Г x Г y


     

                 
 

   
* *2

* * * *
* *

2
2 1 ;

3
xy xy j

xx yy
u u u uG Г
y Г x Г y y

 
   
                  

 

   
* *2

* * * * *
1 * *

2
1 2 1 1

3
xy xy j

yy yy xx
u u u uB G Г
x Г y Г x x

 
    

                               
 

   * * * * * *
*

1 22 2 2
3 3

j
yy yy xx

u u u uA G Г
y y y Г y

    
               

 

*
* *

*

12 1 ;
3

xy
yy

u
Г x


               
 

 * * * * *
1 *

1 22 1 2 2
3 3xy xx yy xx

u u uC A
x y Г y

     
                   

 

 
* * *2

* * * *
* * *

212 1 2 1
3 3

xy xy xy
xx yy xx

u u u u
Г x y Г y Г x
  

      
                              

 

   
* *2

* * * *
* *

2
1 1 2 1

3
xy xyj

yy xx
u u u uG Г
x x Г x Г y

 
   
                               

 

   * * * * * *
*

1 21 2 2 1
3 3

j
yy xx yy

u u u uG Г A
y y x Г x

    
                               

 

*
* *

*

12 ;
3

xy
yy

u
Г y


  
      

 

   * * * * * *
1 *

1 21 2 2 2
3 3

j
xx xx yy

u v v vD A G Г
x x x Г x

                            
 

 
* *

* * * *
* *

212 1 2
3 3

xy xy
xx xx yy

v u v
Г y y Г x
 

     
                     

 

 
*2

* *
* 1 1 ;xy jv vG Г

Г y y



    

            
 

   
* *2

* * * *
1 * *

2
1 2 1

3
xy xy j

yy xx
u v v vE G Г
x Г y Г x x

 
   
                         

 

   * * * * * *
*

1 21 2 1 2 2
3 3

j
yy yy xx

u v vA G Г
y y y Г

    
                             

 

*
* *

*

11 2 ;
3

xy
yy

v v
y Г x


  

               
 

 
*

* * * * * *
1 * *

1 2 11 2 2 1 2
3 3 3

xy
xx yy xx xx

u v vF
x Г y Г x


       

                               
 



48 
 

   
* *2

* * * *
* *

2
1 2 1

3
xy xy j

yy xx
v u v v vA G Г
y y Г y Г x x

 
   
                             

 (29) 

   
* *2

* * * *
* *

2
1 2 1 1

3
xy xy j

xx yy
u v v vG Г
x Г x Г y y

 
   
                               

 

 
*

* * * * * *
* *

1 2 12 2 2 1 .
3 3 3

xy
yy xx yy yy

u v v vA
y x Г x Г y


       

                             
 

   * * * * * *
2 *

1 21 2 1 2 2
3 3

j
xx xx yy

v u uA A G Г
x x x Г

    
                            

 

 
* *

* * * *
* *

211 2 1 2 1
3 3

xy xy
xx xx yy

u u v u
x Г y y Г x

 
     

                                    
 

 
*2

* *
* ;xy ju uG Г

Г y y



 

     
 

   
* *2

* * * *
2 * *

2
2 1 1

3
xy xy j

yy xx
v u u uB G Г
x Г y Г x x

 
   
                        

 

   * * * * * *
*

1 21 2 2 2
3 3

j
yy yy xx

v u u uA G Г
y y y Г y

    
                      

 

*
* *

*

12 1 ;
3

xy
yy

u
Г x


               
 

 
*

* * * * * *
2 * *

1 2 12 2 2 1
3 3 3

xy
xx yy xx yy

v u u uC A
x y Г y Г x


       

                              
 

   
* *2

* * * *
* *

2
1 2 1 1

3
xy xy j

yy xx
v u u uG Г
y Г y Г x x

 
   
                             

 

   
* *2

* * * *
* *

2
2 1 1

3
xy xy j

xx yy
v u u u vG Г
x Г x Г y y y

 
   
                            

 

 
*

* * * * * *
* *

1 2 11 2 2 1 2 ;
3 3 3

xy
yy xx yy yy

u u uA
x Г x Г y


       

                                    
 

   * * * * * * *
2 *

1 22 2 2
3 3

j
xx xx xx yy

v v v vD A G Г
x x x Г x

                       
 

 
* *

* * * *
* *

212 1 1 2
3 3

xy xy
xx xx yy

v v v
Г y y Г x
 

     
                         

 

 
*2

* *
* 1 1 ;xy jv vG Г

Г y y



    

            
 

   
* *2

* * * * *
2 * *

2
2 1

3
xy xy j

yy yy xx
v v v vE G Г
x Г y Г x x

 
    

                      
 

   * * * * * *
*

1 21 1 2 1 2 2
3 3

j
yy yy xx

v v vA G Г
y y y Г

    
                                  

 



49 
 

*
* *

*

11 2 ;
3

xy
yy

v v
y Г x


  

               
 

 
*

* * * * * * *
2 * *

1 2 12 2 2 1 2
3 3 3

xy
xy xx yy xx xx

v v vF
x Г y Г x


        

                         
 

   
* *2

* * * *
* *

2
1 1 2 1

3
xy xy j

yy xx
v v v v vA G Г
y y Г y Г x x

 
   
                                    

 

   
* *2

* * * *
* *

2
2 1 1 1

3
xy xy j

xx yy
v v v v vG Г
x Г x Г y y y

 
   
          

                         
 

 
*

* * * * * *
* *

1 2 12 2 2 1 .
3 3 3

xy
yy xx yy yy

v v vA
x Г x Г y


       

                           
 

В формулах (29): 
- для геометрически нелинейного аналога физических уравнений (8) 
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- для геометрически нелинейного аналога физических уравнений (12) 
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. (33) 

Таким образом, дифференциальные уравнения равновесия в перемещениях для плос-
кой деформации идеально упругопластической в отношении сдвиговых деформаций и нели-
нейной в отношении объёмных деформаций сплошной среды в прямоугольных декартовых 
координатах при биквадратичной аппроксимации замыкающих уравнений для физических 
соотношений с учётом геометрической нелинейности построены.  

Заключение. Построенные в статье дифференциальные уравнения равновесия в пе-
ремещениях для плоской деформации идеально упругопластической в отношении сдвиговых 
деформаций и нелинейной в отношении объёмных деформаций сплошной среды могут найти 
применение при определении напряжённо-деформированного состояния сплошных сред, 
описываемых как геометрически линейной, так и геометрически нелинейной моделью, за-
мыкающие уравнения физических соотношений для которых аппроксимированы  биквадра-
тичными функциями. 
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DIFFERENTIAL EQUILIBRIUM EQUATIONS IN IDEAL ELASTIC-PLASTIC 
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Problem statement. We consider the construction of differential equations of equilibrium in displacements of ide-

al elastic plastic in relation to shear deformations geometrically and physically nonlinear continuous medium for plane 
deformation with biquadratic approximation of the closing equations in Cartesian rectangular coordinate system. The 
construction of physical dependencies in this case is based on the calculation of the secant moduli of volumetric and 
shear deformation.  

Results. Proceeding from the assumption that, generally speaking, the diagrams of volumetric and shear defor-
mation are independent from each other, five main cases of physical dependencies are considered, depending on the 
relative position of break points of the biquadratic diagrams of volumetric and shear deformation. When approximating 
the graphs of volumetric and shear deformation diagrams using two segments of parabolas, the secant shear modulus in 
the first section is a linear function of the intensity of shear deformations; the secant modulus of volumetric expansion-
compression is a linear function of the first invariant of the strain tensor. In the second section of diagrams of both vol-
umetric and shear deformation, the secant shear modulus is a fractional (rational) function of the intensity of shear de-
formations; the secant modulus of volume expansion-compression is a fractional (rational) function of the first invariant 
of the strain tensor. Substituting the corresponding physical equations into the differential equations of equilibrium of 
continuous medium, written both regarding and regardless geometric nonlinearity, we obtain resolving differential 
equations of equilibrium in the displacements of ideal elastic-plastic in relation to shear deformations of geometrically 
and physically nonlinear continuous medium for plane deformation in  Cartesian rectangular system coordinates.  

Conclusions. The obtained differential equations of equilibrium in displacements can be applied in determining 
the stress-strain state of physically and geometrically nonlinear ideal elastic-plastic continuums under plane deformation 
conditions, the closing equations of physical relations for which are approximated by biquadratic functions. 
 

Keywords: continuous medium, axially symmetric deformation, bilinear approximation, geometrical linearity, ge-
ometrical nonlinearity, calculation algorithm.  
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В современных условиях интенсивного развития городских поселений, особенно крупных городов-
миллионников, важной задачей становится своевременное строительство транспортных сетей, обеспечивающих 
как внутригородское, так и междугороднее сообщение. Особое внимание следует уделять проектированию 
маршрутов рельсового транспорта, который осуществляет значительную часть пассажироперевозок в крупных 
городах. Наиболее удобным способом передвижения является метрополитен, прокладка линий которого 
возможна даже в плотной городской застройке. Подвижный состав метрополитена является источником 
повышенного вибрационного фона, который может негативно сказаться на некоторых аспектах городской 
жизни. Важной задачей представляется прогноз воздействия метрополитена на городскую застройку. В 
литературе встречаются различные подходы к решению подобных задач. В данной работе рассматривается 
задача об определении волнового поля в сплошной упругой среде при движении гармонической нагрузки вдоль 
тоннеля в виде балки кругового сечения. В основе решения задачи определения волнового поля лежит 
уравнение Ламе движения точек сплошной однородной упругой среды, из которого выводятся все дальнейшие 
соотношения. Выведены соотношения для напряжений и перемещений в упругой среде в цилиндрической 
системе координат, записанные через волновые потенциалы. 

 
Ключевые слова: метрополитен, вибрация, волновое поле, колебания, грунтовый массив, 

распространение колебаний 
 
Введение  
В последние годы 1в крупных городах наблюдается рост нового строительства и, как 

следствие, интенсивное развитие транспортной сети. Метро – единственный современный 
вид транспорта, маршрут которого практически по кратчайшему пути может быть проложен 
независимо от сложившейся на поверхности застройки. Наряду с удобством пользования 
метрополитеном для пассажиров возникает ряд особенностей эксплуатации, а именно – 
повышенный вибрационный фон [1], [2], который может отрицательно сказываться на 
качестве жизни горожан или влиять на некоторые чувствительные технологические 
процессы [3]–[6]. 

Отечественные и зарубежные исследователи в последние годы уделяют всё больше 
внимания изучению взаимодействия поездов (не только метрополитена, а и наземного 
рельсового транспорта) с основанием и дальнейшим процессам распространения колебаний. 
Значительный вклад в отечественную науку внёс М.А. Дашевский [1], [7]–[10]. 

                                                
1© Митрошин В. А., Мондрус В. Л., 2022 
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В работе [11] приводится методика нахождения волновых полей для всех значимых 
компонентов НДС грунта в виде упругой и вязкоупругой полуплоскости для различных 
плоских расчётных схем. В работе [12] рассмотрены задачи взаимодействия свайного 
фундамента и плоских волн от тоннеля метрополитена. В зарубежной научной литературе 
также уделяется внимание задачам исследования волновых полей [13]–[16]. В данной работе 
на основе фундаментального труда [7] для общего случая выведены записанные через 
волновые потенциалы соотношения напряжений и смещений в упругой среде в 
цилиндрической системе координат. 

Основные уравнения динамики сплошной среды 
Тоннель представляется в виде подкреплённой полости в упругой среде (грунтовом 

массиве). Вводится подвижная система координат 1 z ct   , движущаяся со скоростью 
поезда с в положительном направлении оси z. 

Рассматривается проезд состава через некоторое промежуточное сечение тоннеля, 
когда скорость поезда является установившейся. 

Основным уравнением, из которого выводятся все дальнейшие соотношения, является 
уравнение смещения точек упругой среды (векторное уравнение Ламе): 

      
2

2 2u grad divu rot rot u
t


    


, (1) 

где u – вектор перемещений, λ, μ – постоянные Ламе, ρ – плотность упругой среды. 
В соответствии с [17] векторное поле при соблюдении некоторых условий может быть 

представлено в следующем виде: 
u grad rot   , 

 0div  .  (2) 
 

 
 

Взаимное расположение систем координат, принятых в расчёте 
 

Решение уравнения Ламе сводится к решению волновых уравнений: 
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 

2
2 *

2

2 *
2 *

2

2 0

0

t

t

  
     


      
 

. (3) 

Введём новые обозначения: 

 2
1

2c  



, 2

2c 



,  

 * gradA rotB    (4) 
и затем преобразуем волновые уравнения к виду 

 

2
2 *

2 2
1

2 *
2 *

2 2
2

1 0

1 0

с t

с t

  
   




     

;
 (5)

 * gradA rotB   . (6) 
Дальнейшие расчёты производятся в цилиндрической системе координат  , ,z r  . 
Условие 0div   в цилиндрической системе координат записывается в виде 

 
** *

*1 1 0z r
rz r r r

 
    

  
. (7) 

Согласно [17] векторный потенциал можно представить в виде двух векторов, таких 
чтобы описываемая первым вектором часть поля была касательной к координатной 
плоскости, а описываемая вторым вектором – нормальной. Такой плоскостью может быть 

1 z const   . Таким образом, в соответствии с описанными ранее условиями мы ищем 

следующее разложение: * M N   . 
Учтём, что 

      2 2M grad divM rot rotM rot rotM k M      . (8) 
Для цилиндрической системы координат запишем следующие соотношения: 

 

   

   

* *31 2
1 1 1 1

2 3 2 1 2 2 3 1 3 3

* *3 32 2
1 1 1 1

1 3 1 1 2 2 1 2 1 1 3 3

ha hrotM h h
h h h h h h

h aa hh h
h h h h h h h h

      
                

     
           

. (9) 

Так как в цилиндрической системы координат функции 2

1 3

h
h h

 и 3

1 2

h
h h

 обе не зависят от 

1 , т.е. при коэффициентах Ламе 1 2 31, 1,h h h r   , то после некоторых преобразований 
запишем следующее: 

 
* 2 * 2 * *
1 1 1 1

1 2 21 2 3 31 2

1 1 1rrotM grad a
r r r

            
                            

 (10) 

и 
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     2 2 *
1 1 1rot rotM M a rot h     . (11) 

Тогда уравнение для вычисления *
1  запишется в следующем виде: 

  
2

2 *
1 12 2

1

1 M a rot
с t


  


. (12) 

Для вектора N, перпендикулярного к поверхности 1 z const   , запишем 

 
2 * *

2 2
1 2 2 12

1N a grad
с t

   
       

. (13) 

Окончательно уравнение смещения упругой среды запишется как 

 
2 2

1 1 2
1 12 2 2 2

2 2

1 1u grad grad a grad a
c t c t

      
             

, (14) 

при этом:  , ,u u r   . 
Соотношения для напряжений и деформаций 
Рассматривается задача об определении волнового поля в сплошной упругой среде 

при движении гармонической нагрузки вдоль тоннеля в виде балки кругового сечения. 
Искомые решения для потенциалов 1 2, ,    записываются в виде 

 mii t
me e    , (15) 

 1,2 1,2 mii te e     . (16) 

После некоторых преобразований запишем следующие соотношения для формул 
дифференцирования по t и ξ: 

  
2 2
2 mc

t
 

    


, mi
  


, 

2
2

2 m
 

 


. (17) 

Таким образом, задача сводится к решению системы уравнений Гельмгольца 
относительно потенциалов 1 2, ,   : 

 2
1k   , 2

1 2 1k    , 2
2 2 2k    . (18) 

В общем виде волновое уравнение может быть записано как 

 
2 2

2
12 2 2

1 1 0r k
r r r r
                

. (19) 

Применив соотношения (17) к уравнению смещения упругой среды (14), запишем 

          2 2
1 1 1 2 12 2

2 2

1 1
m m mu grad i grad c a c grad a

c c
               (20) 

где: 1 2 3
1grad a a a

r r
  

   
  

. 

Запишем составляющие вектора смещений в цилиндрический системе координат 
 , ,u r   на основе уравнения (20): 

  22
1 12

2

1
m m mu i c

c
         . (21) 

Обозначим при этом 
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  22
2
2

1
mc

c
    . (22) 

Окончательно запишем выражения для перемещений: 

 

 22 2
1

2
1 2

21 21 1

m m

r m

m

u i

u i
r r r

u i
r r r





    

  
   
  

 
   

  

. (23) 

Компоненты деформаций и напряжений записываются в соответствии с теорией 
упругости [18]. 

Деформации: 

 1, ,r
rr r

uuu u
r r


 

            
; (24) 

 

1 1

1,

r
r r

r
r r

u u u
r r r

u u uu
r r


  

  
   

 
     

 
  

         
   

; (25) 

 rre        ; (26) 

     2 2 2 2 2
1 1m m m m m

u
i i


 

             
 

; (27) 

 

2
1 2

2 22 2 2
1 2 2

2 2 2

r
rr m

m

u i
r r r r r

i
r rr r r

     
             

       
    

   

; (28) 

 
2

21 2 1 2

2 22 2
1 1 2 2

2 2

1

1 1 1

1 1 1 1

r

m m

m

uu
r

i i
r r r r r r r

i
r r r r r r r r r




      
                           

              
                        

  ; (29) 

 

2

2 2 2
21 1 2 2 2

2 2 2

1 1 2 1

2 1 1 1

r
r

m

u u u
r r r r r r

i
r r r r r r r
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; (30) 
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; (31) 



58 

  
2

2 2 1 22 2r
r m m m

u u i i
r r r r



    

          
    

. (32) 

Напряжения получим, подставив в формулы (33) и (34) соответствующие значения 
перемещений (27)-(32): 

 2 , 2 , 2rr rr e e e                  . (33) 

 , ,r r r r              . (34) 
Преобразуем выражение (26), подставив в него формулы (27) – (29): 

 
2

2
1r

rr r
uuue u

r r


 
                  

. (35) 

Обозначим 
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При этом 
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


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


. (38) 

Преобразуем выражения для напряжений (33): 

   2 2 2
22 2rr rr e c e            ; (39) 

   2 2 2
22 2 rre c e            ; (40) 

   2 2 2
22 2 rre c e             . (41) 

Подставляя в (39) – (41) выражения (27) – (29), (35), (36), получим выражения для 
нормальных и касательных напряжений, выраженных через потенциалы 1 2, ,   : 
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; (42) 
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; (43) 

  2 2 2 2
2 1 1 22 2 mc k i k
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; (44) 
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; (45) 
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  2 2 2 21 2
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2 1 2m
m m

ic i
r r r r
                

. (47) 

Полученные выражения в дальнейшем используются для вычисления смещений и 
напряжений на границе тоннеля в соответствии с принятыми для конкретной расчётной 
схемы граничными условиями на контуре тоннельной обделки. 

Заключение 
На основе уравнения Ламе выведены соотношения для напряжений и смещений 

упругой среды в общем виде в цилиндрической системы координат, используемые в 
дальнейшем с учётом заданных граничных условий на тоннельной обделке для определения 
смещений и напряжений в упругой среде в соответствии с принятой расчётной схемой 
тоннеля. 
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DISPLACEMENTS AND STRESSES OF AN ELASTIC MEDIUM IN TERMS 
OF WAVE POTENTIALS 
V. A. Mitroshin1, V. L. Mondrus2 
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An important task is the timely construction of transport networks that provide both intra-city and intercity 
communication. Special attention should be paid to the design of rail transport routes, which carries out a significant 
part of passenger transportation in large cities. The most convenient way of transportation is the subway, the laying of 
lines of which is possible even in dense urban development. However, several technological features of the metro 
rolling stock leads to an increased vibration background, which can negatively affect some aspects of urban life. An 
important task is to forecast the impact of the subway on urban development. There are various approaches to solving 
such problems in the literature. In this paper, we consider the problem of determining the wave field in a continuous 
elastic medium when a harmonic load moves along a tunnel in the form of a circular beam. The solution of the problem 
of determining the wave field is based on the Lame equation of motion of points of a continuous homogeneous elastic 
medium, from which all further relations are derived, the relations for stresses and displacements in an elastic medium 
in a cylindrical coordinate system written through wave potentials are derived.  

Keywords: subway, vibration, wave field, vibrations, ground mass, propagation of vibrations 
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При проектировании железобетонных конструкций таврового (двутаврового) сечения нормами предпи-

сывается не включать в расчёт прочности элемента растянутую полку. В отличие от железобетонных конструк-
ций при проектировании конструкции на основе сталефибробетона целесообразно в расчётах учитывать поми-
мо сжатой растянутую полку, поскольку сталефибробетон обладает высокой прочностью на растяжение, кото-
рую, как и другие его свойства, можно задавать в соответствии с условиями эксплуатации.  

В статье представлены результаты исследований, посвященных определению области включения в 
расчёт растянутой полки сталефиброжелезобетонной плиты перекрытия двутаврового сечения. Для определе-
ния расчётной ширины растянутой полки выполнен численный анализ с рассмотрением значительного количе-
ства сочетаний   параметров переменных, в том числе её геометрии, действующей нагрузки, вариантов фибро-
вого армирования стальной фиброй.  

Ключевые слова: сталефиброжелезобетонная плита перекрытия, железобетонные конструкции, растя-
нутая полка, сжатая полка, численный анализ, параметры исследования 

 
При проектировании железобетонных конструкций таврового или двутаврового сече-

ния область включения сжатой полки в расчёт прочности нормальных сечений определяется 
требованием норм п. 8.1.11 [1]. Растянутая бетонная полка в железобетонных конструкциях 
(ЖБК), как известно, в расчётах прочности не учитывается.  

1Применение конструкционного материала  сталефибробетона, свойствами которого 
можно управлять в соответствии с условиями эксплуатации, позволяет существенно 
сократить размеры сечений элементов [2,3,4,5]. Одним из нетрадиционных решений является 
тонкостенная сталефиброжелезобетонная (СФЖБ) плита перекрытия двутаврового сечения с 
развитой растянутой полкой (рис. 1). Выбор формы сечения плиты основан на 
необходимости создания гладкого потолка и возможности учета в расчетах 
сталефибробетонных конструкций (СФБК) прочности сталефибробетона (СФБ) на 
растяжение Rfbt. Сжатая полка обеспечивает устойчивость тонкостенного ребра и удобство 
устройства конструкции пола (рис. 1). Высота сечения полок и ребра плиты приняты из 
соображений обеспечения эксплуатационных требований при минимизации её веса. 

Тонкостенная сталефиброжелезобетонная плита перекрытия разработана с использо-
ванием материала, свойства которого, в том числе высокую прочность на растяжение, можно 
задавать [3]. Это дает возможность учитывать в расчётах по несущей способности элемента 
на основе СФБ его прочность на растяжение, в отличие от прочности бетона, хотя в норма-

                                                
1© Талантова К. В., 2022 
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тивных документах по проектированию сталефибробетонных конструкций [7,8] этот вопрос 
не рассматривается.  

Прочность сечения в растянутой зоне плиты обеспечивается фиброармированными 
ребром и полкой совместно с регулярной арматурой (при необходимости), устанавливаемой 
в зоне вута (рис. 1). При проектировании плиты возникает вопрос, какую ширину растянутой 
сталефиброжелезобетонной полки следует учитывать в расчётах прочности плиты.  

 
Рис. 1.  Тонкостенная сталефиброжелезобетонная плита перекрытия (поперечное сечение) 

 
q, кН

 
Рис. 2.  Расчетная схема тонкостенной сталефиброжелезобетонной плиты 

 
Для получения ответа на поставленный вопрос были выполнены численные исследо-

вания с целью оценить включение в работу ширины растянутой полки в зависимости от сле-
дующих параметров:  

 ширины растянутой полки (bf);  
 высоты сечения полки (hf);  
 нагрузки на 1 м2 перекрытия (q[кН/м2]);  
 параметров фибрового армирования (длины фибры lf, её диаметра df,, объёмного 

коэффициента фибрового армирования f), при заданном расчётном пролете плиты (l = 5880 
мм) (рис. 2), принятой толщине ребра (bw = 30 мм) и ширине сжатой полки (bf  =94  мм).  

Геометрия вариантов плиты принята на основе анализа результатов эксперименталь-
но-теоретических исследований тонкостенных конструкций на основе сталефибробетона 
[2,3.4].   

Обоснование ширины растянутой полки плиты, включаемой в расчёт прочности эле-
мента, выполнено на основе результатов численного анализа, полей нормальных напряжений 
t растянутой полки плиты в зависимости от перечисленных выше параметров.  

 
Рис. 3.  Растянутая полка с номером конечных элементов 41 



64 

1. Формирование расчетной схемы сталефиброжелезобетонной плиты 
средствами ВК SCAD 

Для получения расчетной схемы сталефиброжелезобетонной (СФЖБ) плиты сред-
ствами BK SCAD последовательно были описаны три пластины – сжатая полка, растянутая 
полка и ребро [8]. Тип элементов: прямоугольный КЭ оболочки № 41. 

При описании пластин учитывался вид схемы: 
– для полок: оболочка XoY;  
– для ребра: балка – стенка XoZ [8]. 
Для каждой пластины вычислялись шаг по оси X и Y и их количество. 
При создании сжатой полки: шаг по оси X – 0,12 м, количество шагов – 49; шаг по оси 

Y – 0,024 м, количество шагов – 4; количество КЭ – 196 шт. 
При создании ребра: шаг по оси X – 0,12 м, количество шагов – 49; шаг по оси Y –

 0,045 м, количество шагов – 4; количество КЭ – 196 шт.  
При создании растянутой полки приняты параметры, приведённые в табл. 1. 
В качестве вутов, предусмотренных по проекту, для растянутой и сжатой полок был 

задан стержень – конечный элемент № 5 (один на полку). Сечение стержня задавалась как 
параметрическое сечение в виде квадрата с площадью, равной площади двух вутов. 

При описании тонкостенной плиты жесткость задавалась с помощью вычисления мо-
дуля упругости СФБ [2] по приведенной ниже формуле, а также толщины для каждой пла-
стины.  

௙௕ܧ = ቀ1 − ௙ቁ  ܧ௕ + 0,3 ௙ܧ௕ , 

где – модуль упругости исходного бетона, МПа 
– коэффициент фибрового армирования, по объему. 

Таблица 1  
Параметры описания растянутой полки плиты 

При ширине 
растянутой полки, 

bf, мм 
Шаг КЭ по оси Х, м Шаг  КЭ по оси Y, 

м 
Количество шагов, 

шт. 
Количество 

КЭ, шт. 
- 0,12 - 49 - 

400 - 0,067 4 196 
600  0,075 8 392 
900  0,113 8 392 
1200  0,15 8 392 
1500  0,188 8 392 

 

  
Рис. 4.  Схема нагружения тонкостенной  сталефиброжелезобетонной 

плиты перекрытия 

bE

f
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Значение толщины пластины (высота растянутой и сжатой полок) принималось 15 мм, 
20 мм или 40 мм. Нагружение плиты равномерно распределенной нагрузкой (рис. 2, 4) опи-
сывалось средствами BK SCAD с помощью «нагрузки на пластины». Значения равномерно 
распределённой нагрузки приняты в двух вариантах 1 и 5 кН/м2.  

Связи в полке устанавливались двух типов:  
– с направлением связей X, Y, Z, Uz; 
– с направлением связей Z. 
 

 
Рис. 5.  Схема расстановки связей в тонкостенной сталефиброжелезобетонной 

плите перекрытия  
 

2. Исходные данные для проведения численного анализа 

1. Геометрия плиты. В исследованиях было рассмотрено 45 вариантов комбинаций 
различной геометрии тонкостенной плиты. В табл. 2 частично показан принцип выбора па-
раметров. 

Комбинировались между собой следующие геометрические характеристики плиты: 
– ширина растянутой полки fb  – 400 мм, 600 мм, 900 мм, 1200 мм, 1500 мм; 
– высота сечения растянутой полки fh  – 15 мм, 20 мм, 40 мм; 

– высота сечения сжатой полки /
fh  – 15 мм, 20 мм, 40 мм. 

2. Значения нагрузки на 1 м2 перекрытия:1 кН/м2 и 5 кН/м2. 
3. Параметры фибрового армирования (3 варианта) представлены в табл. 3.  
4. Класс бетона – 2 варианта – В25, В50. 
5. Значения напряжений были рассмотрены в трех сечениях: 1-1, 2-2, 3-3 (рис.  6). 
Исходные данные, в том числе варианты геометрических характеристик СФЖБ плиты 

(табл. 2), приняты с учетом соблюдения норм [2,7] и требований минимально допустимого 
веса конструкции и стоимости при обеспечении её несущей способности, трещиностойкости 
и жесткости [9], что позволяет их использовать при реконструкции гражданских и историче-
ских зданий, в том числе в стеснённых условиях с применением средств малой механизации. 

При этом все варианты рассмотрены с высотой ребра 180 мм и его толщиной 30 мм, 
высота плиты принята 220 мм в соответствии с высотой железобетонной многопустотной 
плиты перекрытия, применяемой в гражданских зданиях. 
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Таблица 2  

Геометрические характеристики плиты. Фрагмент 

№ п/п  
Длина 
плиты 

, м 

Ширина рас-
тянутой полки 

fb , мм 

Высота рас-
тянутой пол-
ки fh , мм 

Ширина 
сжатой 
полки , 
мм 

Высота 
сжатой 

полки /
fh , 

мм 

fb =600 мм, комбинации значений fh  и /
fh  

10 

6 600 

15 

94 

15 
11 15 20 
12 15 40 
13 20 15 
14 20 20 
15 20 40 
16 40 15 
17 40 20 
18 40 40 

fb =1200 мм, комбинации значений fh  и /
fh  

28 

6 1200 

15 

94 

15 
29 15 20 
30 15 40 
31 20 15 
32 20 20 
33 20 40 
34 40 15 
35 40 20 
36 40 40 

 

Таблица 3 
Параметры фибрового армирования 

№ 
Длина фиб-

ры, fl , м 
Диаметр фибры, 

fd , мм 
Коэффициент фибрового ар-

мирования по объёму, f  

I 45 0,45 0,01 
II 80 0,8 0,008 
III 40 0,8 0,015 

Результаты численного анализа, выполненного на основе принятых исходных данных, 
выборочно приведены в табл. 4-7 и на рис. 6-9. 

Численный анализ был выполнен для 45 вариантов комбинаций геометрии тонкостен-
ной сталефиброжелезобетонной плиты, в том числе при одинаковой высоте сжатой полки (20 
мм) и различных высотах растянутой полки (20, 15, 40 мм); при одинаковой высоте сечения 
растянутой полки (20 мм) и различных высотах сечений сжатой полки (20, 15, 40 мм);  

L
/
fb
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bf

 

hfbf
h'f

 
Рис. 6.  Тонкостенная сталефиброжелезобетонная плита перекрытия. 

Схемы к численному анализу 
 

3. Численный анализ нормальных напряжений в растянутой полке  
сталефиброжелезобетонной плиты (выборочные данные) 

Таблица 4 

Значения минимальных и максимальных напряжений в растянутой полке плиты 
в МПа в зависимости от нагрузки 

Значения 
min, max 

 Плита перекрытия № 3  Плита перекрытия № 8  Плита перекрытия № 13 

Расстояние от торца растянутой полки  
  3000 мм 1080 мм 2040 мм 3000 мм 1080 мм 2040 мм 3000 мм 1080 мм 2040 мм 

1 kN I II III I II III I II III 
min, 124,746 70,183 110,979 126,789 71,263 112,863 119,244 67,098 106,114 
max 132,259 77,05 118,514 134,425 78,245 120,506 126,426 73,64 113,302 

Расстояние от торца растянутой полки  
  3000 мм 1080 мм 2040 мм 3000 мм 1080 мм 2040 мм 3000 мм 1080 мм 2040 мм 

5 kN I II III I II III I II III 
min, 623,731 350,273 555,213 633,946 356,313 564,306 596,222 335,475 530,571 
max 661,293 384,557 592,736 672,123 391,233 602,444 632,128 368,031 566,512 
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Таблица 5 

Значения минимальных и максимальных напряжений в растянутой полке плиты 
в процентах в зависимости от нагрузки 

Значения 
min, 
max 

 Плита перекрытия № 3  Плита перекрытия № 8  Плита перекрытия № 13 

Расстояние от торца растянутой полки 
  3000 мм 1080 мм 2040 мм 3000 мм 1080 мм 2040 мм 3000 мм 1080 мм 2040 мм 

1 kN I II III I II III I II III 
min 100% 100% 100% 101,64% 101,54% 101,70% 95,59% 95,60% 95,62% 
max 100% 100% 100% 101,64% 101,55% 101,68% 95,59% 95,57% 95,60% 

Расстояние от торца растянутой полки 
  3000 мм 1080 мм 2040 мм 3000 мм 1080 мм 2040 мм 3000 мм 1080 мм 2040 мм 

5 kN I II III I II III I II III 
min 100% 100% 100% 101,64% 101,72% 101,64% 95,59% 95,78% 95,56% 
max 100% 100% 100% 101,64% 101,74% 101,64% 95,59% 95,70% 95,58% 

 

Рис. 7.  График зависимости минимального нормального напряжения от высоты 
растянутой полки при нагрузке 1 кН/м2 и высоте сжатой полки 40 мм  

 

Рис. 8. График зависимости минимального нормального напряжения от высоты 
растянутой полки при нагрузке 1 кН/м2 и высоте сжатой полки 40 мм 
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Рис. 9.  График зависимостей минимального и максимального нормального напряжения  

от ширины растянутой полки при нагрузке 1 кН/м2 и высоте сжатой и растянутой полок 20 мм 
 

 
 

Рис. 10.   График зависимостей минимального и максимального нормального напряжения  
от  ширины растянутой полки при нагрузке 1 кН/м2 и высоте сжатой полки 20 мм, 

растянутой полки – 15 мм 
 

 

Рис. 11.  График зависимости минимального и максимального нормального напряжения  
от ширины растянутой полки при нагрузке 1 кН/м2 и высоте сжатой полки 20 мм, 

растянутой полки – 40 мм 

 

30
40
50
60
70
80
90

100
110
120
130
140
150

400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500

На
пр

яж
ен

ие
  в

 р
ас

тя
ну

то
й 

по
лк

е,
 %

Ширина растянутой полки (bf), мм

сигма min сигма max

40

50

60
70

80

90
100

110

120

130
140

400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500

НА
ПР

ЯЖ
ЕН

ИЕ
  В

 Р
АС

ТЯ
НУ

ТО
Й 

ПО
ЛК

Е,
 %

 

ШИРИНА РАСТЯНУТОЙ ПОЛКИ (BF),ММ

сигма min сигма max

30
40
50
60
70
80
90

100
110
120
130
140
150

400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500

На
пр

яж
ен

ие
  в

 р
ас

тя
ну

то
й 

по
лк

е,
 %

Ширина растянутой полки (bf), мм

сигма min сигма max



70 

4. Результаты численного анализа значений нормальных  
напряжений в растянутой полке сталефиброжелезобетонной плиты 

1. Класс бетона (из принятых в исследованиях) и параметры фибрового армирования 
практически не влияют на значения напряжений в растянутой полке. 

2. Значения напряжения при различном фибровом армировании (в принятой области 
армирования) практически одинаковы (максимальное различие составляет 0,45 %). 

3. Высота сжатой полки не влияет на значения напряжений в растянутой полке. При 
минимальном и максимальном значениях толщины в принятых границах сжатой полки (15 и 
40 мм) можно сделать вывод, что при минимальном значении толщины увеличение напря-
жения составляет 1,67%, при максимальной толщине напряжение снижается на 4,40%. 

4. При увеличении толщины растянутой полки значения напряжений уменьшаются 
(рис. 7). 

5. При увеличении ширины растянутой полки значения напряжений уменьшаются 
(рис. 8-11). 

6. Изменение напряжения растянутой полки в зависимости от геометрических харак-
теристик проходит от максимальных значений при минимальной ширине полки (400 мм) до 
минимальных – при максимальной (ширине 1500 мм) по гиперболическому закону. Зависи-
мости напряжений от геометрии полки приведены на рис. 7-11. 

7. Графики зависимости напряжений от рассматриваемых параметров при нагрузке 1 
и 5 кН/м2 идентичны. 

8. На рис. 7-11 представлены выборочные данные значений напряжений в растянутой 
полке. 

5. Область включения в работу растянутой полки  
при расчёте прочности тонкостенной плиты перекрытия 

Картины полей нормальных напряжений растянутой полки тонкостенной 
сталефиброжелезобетонной плиты перекрытия при разной ширине растянутой полки 
представлены на рис. 12. 

а) 

 
б) 

 
в) 

 
г) 

 

Рис. 12.  Картины полей нормальных напряжений растянутой полки тонкостенной  
сталефиброжелезобетонной плиты перекрытия при ширине растянутой полки:  

а) 600 мм; б)  900 мм; в) 1200 мм; г)  1500 мм  
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Заключение 

Оценка результатов численного анализа значений напряжений растянутой полки тон-
костенной сталефиброжелезобетонной плиты перекрытия показала, что ширина растянутой 
полки, вводимая в расчёт, при её ширине 600  bf  1200 мм равна конструктивной ширине 
полки, если bf 1200 мм, то в расчет следует включать (0,55…0,6) bf. 
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When designing reinforced concrete structures of a tee (I-beam) section, the norms prescribe not to include a 

stretched flange in the calculation of the strength of the element. Unlike reinforced concrete structures, when designing 
a structure based on steel fiber reinforced concrete, it is advisable to take into account, in addition to the compressed, 
tensioned flange, in the calculations, since steel fiber reinforced concrete has a high tensile strength, which, like its oth-
er properties, can be set in accordance with the operating conditions. 
The article presents the results of studies devoted to determining the area of inclusion in the calculation of a stretched 
flange of a steel-fiber-reinforced concrete floor slab with an I-section. To determine the calculated width of the 
stretched flange, a numerical analysis was performed considering a significant number of variable parameters, including 
its geometry, acting load, options for fiber reinforcement with steel fibers. 

Keywords: steel-fiber-reinforced concrete slab floor, reinforced concrete structures, stretched flange, com-
pressed flange, numerical analysis, research parameters. 
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Представлен результат комплексной проверки проектной разработки и технических условий 

изготовления объемных блоков типовой (серийной) конструкции железобетона с применением тяжелого бетона 
на соответствие нормативным требованиям по прочности, жесткости и трещиностойкости. 

 
Ключевые слова: испытание, объемный блок, контрольная нагрузка, гидродомкраты, перемещение, 

деформация, прогиб, трещина, прочность, жесткость, трещиностойкость. 
 
Введение. Натурные испытания строительных конструкций остаются на сегодня 

наиболее достоверным способом исследования их свойств [1,2]. Для комплексной проверки 
прочности, 1жесткости и трещиностойкости перед началом серийного производства 
проведено контрольное статическое испытание объемного блока нагружением. Оценка 
прочности, жесткости и трещиностойкости объемного блока проводилась сопоставлением 
фактических значений разрушающей нагрузки, прогиба и ширины раскрытия трещин с 
соответствующими контрольными значениями, установленными нормами проектирования и 
проектной документацией на изделие.  

Объект исследований. Испытуемое изделие представляет собой сборный 
железобетонный объемный блок типа «колпак» [3-5], изготовленный из тяжелого бетона на 
гравийном щебне на заводе объемно-блочного домостроения для зданий с высотой жилого 
этажа 2,88 м. Проектный класс бетона В20. Блок является несущим конструктивным 
элементом сборных объемно-блочных 9-17 этажных зданий. Объемный блок состоит из пяти 
монолитно связанных между собой граней - четырех стен и плиты перекрытия. Размеры 
блока в плане 6,0х3,55 м, высота блока  2,86 м, толщина стен  100 мм, толщина плиты 
перекрытия  160 мм. В трех стенах предусмотрены дверные проемы размером 910х2070(h) и 
1010х2070(h) мм, в четвертой стене  оконный проем размером 1810х1510(h) мм. На 
поперечной стене с двумя дверными проемами блок имеет консоль вылетом 100 мм. 
Армирование стен блока выполнено сварными сетками Ø6А500С/200х200 мм по ГОСТ Р 
52544-2006 посередине сечения. Армирование плиты перекрытия выполнено сварной сеткой 
Ø6А500С/200х200 мм в нижней зоне и отгибами сеток Ø6А500С/200х200 мм на опорах в 
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верхней зоне. Проектный защитный слой бетона для нижней и верхней арматуры (до центра 
стержня)  20 мм. При заведении отгибов верхней арматуры плиты в стены защитный слой (от 
наружной грани стены до центра стержня)  35-40 мм. Перемычки армируются сварными 
сетками из арматуры Ø6-10А500С. Дополнительная стержневая арматура для обрамления 
оконных и дверных проемов Ø8А500С. Монтажные петли из арматурной стали Ø32 мм 
класса А240 по ГОСТ 5781–82.  

Инвентарный объемный железобетонный блок выполнен из тяжелого бетона по 
рабочим чертежам. Проектный класс бетона В30. Размеры блока в плане 6,0х3,55 м, высота 
блока 2,66 м, толщина стен 100 мм, толщина плиты перекрытия 160 мм. В трех стенах 
предусмотрены дверные проемы размером 910х1100(h) и 1010х1100(h) мм, в четвертой стене 
– оконный проем размером 1810х1100(h) мм. Армирование стен и плиты перекрытия 
выполнено по аналогии с основным испытываемым блоком. 

Опалубочные чертежи и схемы армирования испытуемого Б05Т и инвентарного Б06Т 
объемных блоков представлены на рис. 1–5. Монтаж блоков осуществлялся друг на друга с 
опиранием через растворный шов (шарнирное опирание). Проектная марка раствора в швах 
между блоками М200. 

Рис. 1.  Опалубочный чертеж объемного блока 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.  Развертка объемного блока 
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 Рис. 3.  Схема армирования объемного блока 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.  Опалубочный чертеж инвентарного блока  
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Рис. 5. Схема армирования инвентарного блока  

Испытание стен объемного блока. Испытания проводились в соответствии с ГОСТ 
8829–94 «Изделия строительные железобетонные и бетонные заводского изготовления. 
Методы испытаний нагружением» на стенде завода-изготовителя в г. Воронеж, общий вид 
которого представлен на рис. 6. Конструкция стенда позволяет проводить испытания с 
установкой объемных блоков по схеме «в два этажа».  

 

 
 

Рис. 6. Общий вид стенда 
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Испытания объемного блока типа «колпак» проведено на совместные действия 
нагрузки на перекрытие и стены. Общая схема испытания представлена на рис. 7 

 
Рис. 7.  Схема установки блоков для проведения испытаний 

 
Для реализации испытаний по схеме «в два этажа» на испытываемый объемный блок 

был установлен дополнительный инвентарный объемный блок на слое раствора марки М200. 
Верх инвентарного блока перед испытаниями усиливался путем установки металлических 
тяжей по периметру стен. Испытание производилось после набора прочности растворного 
шва. Нагружение блоков производилось гидродомкратами грузоподъемностью 300 т 
производства ЗАО «Трансгидромаш» в количестве 15 шт. Усилия от гидродомкратов 
передавались на верхний инвентарный блок через отдельные металлические балки. Для 
упрощения работы насосной станции гидродомкраты были объединены в группы по две-три 
штуки. На каждый домкрат внутри одной группы подавалась одинаковая нагрузка. 

Схема расположения тензометрических датчиков перемещений и прогибомеров на 
развертке объемного блока представлена на рис. 8.  Схема нагружения инвентарного блока 
гидродомкратами изображена на рис. 9. Схема приложения нагрузок на испытываемый блок 
представлена на рис. 10, в соответствии с ней блок загружался равномерно распределенной 
нагрузкой q по площади перекрытия и нагрузкой G на полосе шириной 100 мм по контуру 
плиты перекрытия.  
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Рис. 8.  Схема расположения тензометрических датчиков перемещений и прогибомеров  
на развертке объемного блока 
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Рис. 9.  Схема нагружения инвентарного блока гидродомкратами  
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Рис. 10. Схема приложения нагрузок на испытываемый блок 

Измерение деформаций стен производилось на базе 500 мм в направлении приложения 
нагрузки, а также над дверными и под оконным проемами в перпендикулярном и наклонном 
направлениях. Деформации растворного шва измерялись на базе 50 мм в направлении 
приложения нагрузки. Деформации стен из плоскости измерялись датчиками перемещений с 
наружной и внутренней сторон блока в точках с наибольшими ожидаемыми прогибами. 
Всего для испытаний было использовано 46 индуктивных датчиков линейных перемещений.  

Анализ результатов испытаний. За разрушающее значение нагрузки принято 
значение, соответствующее 14 ступени нагружения Рtest = 1595 кН/м). На данной ступени 
нагружения происходило непрерывное развитие и чрезмерное раскрытие трещин в стенах 
обоих блоков при практически неизменной достигнутой нагрузке. Исчерпание несущей 
способности стен сопровождалось выкалыванием кусков бетона у опорных зон между 
блоками и смятием растворного шва между блоками. Деформации сжатия по датчикам, 
установленным в плоскости стен в направлении приложения нагрузки, представлены на рис. 
11. Как следует из этих данных, относительные деформации сжатия стен на этапе 
разрушения блока (14 ступень нагружения) достигли значений в диапазоне от 14·105 до 
68,1·105, что существенно меньше предельного значения для тяжелого бетона εb0= 200·105, 
приведенного в СП 63.13330. Характер зависимости деформаций от прикладываемой 
нагрузки на стены не линейный. Относительные поперечные деформации сжатия простенка 
на 14 ступени были примерно в 9 раз меньше продольных и составляли 3,91·105. 
Деформации растяжения по датчикам, установленным по углам дверных проемов по 
направлению главных растягивающих напряжений, достигли максимальных величин 
(6,1÷57,2)·105, в то время как деформации сжатия – (3,1÷75,8)·105. Наибольшие деформации 
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сжатия по датчикам, установленным над дверными проемами перпендикулярно 
приложенной нагрузки, имели значения (2,8÷4,6)·105, в то время как наибольшие 
деформации растяжения составляли (4,8÷6,2)·105. Деформации растяжения под оконным 
проемом в момент разрушения (14 ступень) достигли относительной величины 172,8·105 и на 
последнем этапе испытаний составили 189,2·105. Относительные деформации сжатия 
растворного шва к моменту разрушения достигли величины 724,7·105, на порядок 
превышающей аналогичные деформации стен.  

По датчикам, установленным из плоскости стен, максимальная величина выгиба при 
контрольной нагрузке по жесткости составила 0,64 мм, при разрушающей нагрузке – 2,52 мм 
и в конце последней ступени нагружения достигала величины 2,58 мм.  

Наибольшей деформативностью из плоскости стен обладали простенки по краям 
оконного проема и малые угловые простенки поперечных стен. В целом, выгиб стен из 
плоскости за весь период испытаний не превышал предельное значение, равное 5 мм. 
Диаграмма зависимости перемещений поперечной стены из плоскости от нагрузки, υ1=f(G), 
представлена на рис. 12. График прогибов – рис. 13. 

Первая силовая трещина появилась в стене под оконным проемом при нагрузке 401 
кН/м между 3 и 4 ступенями нагружения. Деформация растяжения бетона в момент 
трещинообразования составила 0,176 мм/м. Ширина раскрытия этой трещины при 
контрольной нагрузке составила 0,20 мм, что не превышало контрольное значение аcont=0,25 
мм. Наибольшей ширины раскрытия 0,4 мм она достигла на 13 ступени загружения. 
Дальнейшего раскрытия зафиксированной трещины не происходило вследствие образования 
на данном участке новых трещин. 

Помимо силовых трещин, образовавшихся в процессе испытаний, велось наблюдение 
за всеми существующими до начала испытаний усадочными и технологическими 
(доэксплуатационными) трещинами. Поскольку  они поддаются ремонту и легко устранимы,  
оценка ширины их раскрытия в процессе нагружения блока производилась по их приросту 
по отношению к ширине раскрытия до начала испытаний. 

Прирост ширины раскрытия доэксплуатационных трещин при контрольной нагрузке 
составил 0,05–0,1 мм. Полная ширина раскрытия отдельных трещин находилась между 
контрольным значением аcont = 0,25 мм 

 

Рис. 11. Диаграмма зависимости относительных вертикальных деформаций сжатия стен от нагрузки, εв=f(G) 
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Рис. 12.  Диаграмма зависимости перемещений поперечной стены из плоскости от нагрузки, υ1=f(G) 

 
Рис. 13.  График зависимости перемещений и прогиба плиты перекрытия от нагрузки на стены 

 
Численные исследования. Проведены численные исследования, посвященные 

определению напряженно-деформированного состояния блока.  
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В ПК Лира САПР 2013 в качестве конечного элемента, моделирующего бетонные 
стены и перекрытия блока, был выбран универсальный физически нелинейный 
прямоугольный конечный элемент – КЭ 241. В качестве конечного элемента, 
моделирующего армирование исследуемого элемента, был выбран физически нелинейный 
универсальный пространственный стержневой конечный элемент – КЭ 210, на каждом шаге 
нагружения которого проверяется несущая способность сечения элемента, при ее 
превышении назначается шарнир по соответствующему направлению. Данные конечные 
элементы описываются коэффициентом Пуассона, двухлинейными диаграммами 
зависимости напряжений от деформаций для сжатия и растяжения. 

Расчет деформаций стен блока выполнен для сечений, расположенных в середине по их 
высоте, при действии нормативной нагрузки. Контрольная нагрузка от домкратов 
прикладывалась на стены через инвентарный блок по схеме в два этажа. Расчетная схема и 
изополя перемещений стен блока представлены на рис. 14 и 15.  

 

 
 

Рис. 14. Расчетная схема загружения блока 
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Рис. 15. Изополя перемещений стен блока относительной осей X и Y 
 
Момент трещинообразования определялся в соответствии с разрушением конечных 

элементов модели при предельных растягивающих напряжениях в бетоне. 
На основании анализа конечно-элементной модели блока образование первой 

нормальной трещины произошло в короткой стене под оконным проемом. Мозаика главных 
напряжений представлена на рис. 16.  

 

Рис. 16. Мозаика главных напряжений N1 
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Выводы. На основании анализа результатов проведенных испытаний нагружением 
объемного блока сделаны следующие выводы и рекомендации: 

- экспериментально определены несущая способность, выгиб и ширина раскрытия 
трещин стен объемного блока. Полученные значения не превышали предельно допустимые; 

- на втором этапе испытаний, при загружении стен гидродомкратами с сохранением 
расчетной нагрузки на перекрытии, разрушение произошло при нагрузке Рtest = 1595 кН/м, 
превышающей контрольную нагрузку в 1,11 раза. Выгиб стен был значительно меньше 
предельно допустимого υult =5 мм и составил 0,64 мм. Величина раскрытия новых трещин 
0,2 мм и прирост ширины раскрытия существовавших до начала испытаний 
доэксплуатационных трещин в стенах 0,05–0,1 мм не превышали контрольное значение аcont 
=0,25 мм. Таким образом, стены изделия с определенным запасом выдержали испытание при 
оценке прочности, жесткости и трещиностойкости по нормируемым показателям; 

- по итогам испытаний можно констатировать, что блок прошел все контрольные 
ступени нагружения без проявления признаков, свидетельствующих об исчерпании несущей 
способности и существенно влияющих на его эксплуатационную пригодность. 
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The result of a comprehensive check of the design development and technical conditions for the manufacture 

of three-dimensional blocks of a typical (serial) reinforced concrete structure using heavy concrete for compliance with 
regulatory requirements for strength, rigidity and crack resistance is presented. 
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В настоящей работе приводится математическая модель, позволяющая оценить напряженно-

деформированное состояние гофрированной водопропускной трубы с учетом влияния одностороннего 
упругого основания грунта засыпки. На основе полубезмоментной теории оболочек представлен вывод 
разрешающих уравнений для перемещений и внутренних усилий. Рассмотрен пример расчета по 
представленной методике. Выполнен качественный и количественный анализ полученных численных 
результатов. Исследуется влияние модуля деформации грунта и геометрических параметров гофрированной 
трубы на её напряженно-деформированное состояние. 

 
Ключевые слова: металлическая гофрированная труба (МГТ), металлические гофрированные 

конструкции (МГК), водопропускная труба, полубезмоментная теория оболочек, упругое основание, 
односторонние связи, ортотропная оболочка, коэффициент постели, упругий отпор грунта. 

 
Введение. Металлические гофрированные трубы (МГТ) представляют собой тонкие 

гибкие конструктивно ортотропные оболочки с малой поперечной жесткостью. Статическое 
равновесие для них обеспечивается за счет упругого отпора грунта засыпки [5, 16]. В работе 
[9] описан 1упрощенный подход к определению НДС гофрированной трубы на основе 
полубезмоментной теории, но без учета влияния упругого основания грунта засыпки. К тому 
же не учитывался односторонний характер упругих связей, расположенных в зоне контакта 
поверхности водопропускной трубы и грунтовой обоймы. В настоящей статье предлагается 
математическая модель, в разрешающих уравнениях которой учитываются указанные 
факторы, и позволяющая получать соответствующие численные результаты. На основе 
предлагаемой методики рассмотрен конкретный пример расчета МГТ и проведен анализ 
зависимости напряженно-деформированного состояния МГТ от её геометрических 
параметров и от модуля деформации грунтовой обоймы. 

 
1. Основные расчетные положения. Применимость полубезмоментной теории 

оболочек к расчету МГТ подробно рассматривалась в работах [9, 10]. При выводе 
разрешающих уравнений приняты основные гипотезы: 

1) нормаль, проведенная к срединной поверхности оболочки до её деформации, 
остаётся перпендикулярной к ней после деформации (гипотеза Кирхгофа-Лява); 

2) оболочка считается тонкой: / 0,05R  ; 
3) длина оболочки как минимум в несколько раз превосходит радиус срединной 

поверхности: L R ; 
                                                        
1© Черников А. В., Козлов В. А., 2022 
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4) характер изменения всех характерных функций (перемещений, напряжений, 
усилий) в продольном направлении полагается существенно более плавным, чем в окружном 
направлении: 2 2 2 2/ /f f      [7]. 

Из четвертой гипотезы вытекает и главная особенность полубезмоментной теории – 
моментное состояние учитывается только в плоскости поперечного сечения оболочки, что в 
целом соответствует реальным условиям работы водопропускных труб. Далее в расчетах при 
учете совместной работы с упругим грунтовым основанием примем ещё одну гипотезу: 

5) модель упругого основания типа Фусса–Винклера. 
Компоненты внутренних усилий 

полубезмоментной теории для 
элементарного элемента оболочки 
приведены на рис. 1. Для компонентов 
перемещений приняты следующие 
обозначения: u  – продольное перемещение; 
v  – окружное перемещение; w  – радиальное 
перемещение. Принята цилиндрическая 
система координат, приведенная к 
безразмерной через коэффициент 
пропорциональности, равный радиусу R  
срединной поверхности оболочки: 1 /s R  , 

2 /s R  .  
 

2. Вывод основных разрешающих уравнений. Запишем основное уравнение 
полубезмоментной теории, принятое в работе [9], полученное во многих монографиях [1, 3]. 

          6

34 8 6 4

4 8 42

, , , ,
2 ,D R F

R Eh Eh
       

 
   

  
  

 

      
  

   
, (1) 

где R  – радиус срединной поверхности оболочки; h  – толщина стенки оболочки; E – модуль 
упругости; D  – цилиндрическая жесткость; h  – приведенная толщина стенки в окружном 
направлении для ортотропной оболочки: 

 
3

212 1
EhD





; гофр3

12 J
h

b


 ; 

  – коэффициент поперечной деформации (Пуассона); гофрJ  – момент инерции 
гофрированной полосы единичной длины; b  – единичная длина для выделенной полосы 
оболочки;  ,F    – функция нагрузки, которая раскладывается на продольную, окружную и 

радиальную составляющие  1 ,f   ,  2 ,f   ,  3 ,f    соответственно: 

        2
1 2 3

2

, , ,
,F

f f f     
 

  
  

   
  

. (2) 

Теперь, чтобы учесть влияния упругого основания грунта, введем дополнительные 
слагаемые к функции нагрузки (2) и запишем её в следующем виде: 

            2 2
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,F

f f f f f         
 

    
      

              
, (3) 

где  2 ' ,f   ,  3 ' ,f    – интенсивности дополнительного давления, которые соответствуют 
тангенциальному и нормальному компонентам упругого отпора. Они связаны с 
перемещениями внешней поверхности оболочки следующими линейными зависимостями: 

 

 
Рис. 1. Компоненты внутренних усилий 
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  2 t' ,f k v     ;  3 n' ,f k w     , (4) 

где tk , nk  – коэффициенты сопротивления грунта окружному и радиальному перемещениям; 

nk  определяем по формуле Б.Г. Галеркина [2], tk  – по рекомендациям Л.М. Емельянова [4]: 

 
гр

n
гр1

E
k

R 


 
; t n0 tank k    , 

где грE , гр ,   – модуль деформации, коэффициент поперечной деформации (Пуассона) и 
угол трения грунта соответственно. 

С учетом (3) и (4) правая часть уравнения (1) становится зависимой от перемещений 
v  и w . Чтобы раскрыть эту связь, запишем перемещения v  и w  через функцию  ,  . 
Все выражения для перемещений и внутренних усилий, записанных через основную 
функцию  ,  , приводятся в работе [9] и в монографиях [1, 3]. Здесь же ограничимся 
формулами для окружного и радиального перемещений: 

  ,1v
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 
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
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Подставляя (5) в (4), а затем (4) в (3) после всех преобразований запишем основное 
уравнение полубезмоментной теории (1) в следующем виде: 
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 
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. (6) 

Решение уравнения (6) выполняется с применением вариационного метода 
Канторовича–Власова [8], интегрирование производится в рядах. Функция  ,  и 
функция i-го компонента нагрузки  ,if    раскладываются в тригонометрический ряд с 
учетом симметрии. После подстановки разложений в уравнение (6), дифференцирования по 
угловой переменной   и после всех упрощений будем иметь следующее обыкновенное 
дифференциальное уравнение для функции  n  , соответствующее n -му члену 
разложения основной функции  ,  : 

          
4 2 324 2 2 4

t n4 2

d
1

d
n

n n
D R Rn n k n k n F
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, (7) 

где  nF   – функция, соответствующая n -му члену разложения функции  ,F   : 

       1 2
2 3

d
d
n

n n n

f
F n f n f


  


      ; 

 inf   – коэффициент для n -го члена разложения нагрузки, определяемый по формуле 
Эйлера [3] 

  1 cos din if q n




 
 

   . (8) 

Уравнение (7) приводится к известному виду для задачи балки на упругом основании: 
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где nj  – приведенный коэффициент перед  n  , второе слагаемое в подкоренном 
выражении соответствует упругому взаимодействию с грунтом засыпки: 

 3 2 44 2 2 2
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
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Дальнейший ход решения аналогичен представленному в статье [9], поэтому запишем 
сразу полученные выражения для перемещений и основных внутренних усилий с учетом 
дополнительных элементов, отмеченных выше. 

         
2

4 2 1 4 33
2

4 cos
4

N
n

n n n
n n

F Ru K j K j K j n
j Eh

     


        
 , (10) 

         
2

1 2 2 4 44
2

1 cos
4

N
n

n n n
n n

F Rv n K j K j K j n
j Eh

     


          
 , (11) 

         
2

2
1 2 2 4 44

2

1 cos
4

N
n

n n n
n n

F Rw n K j K j K j n
j Eh

     


          
 , (12) 

        4
1 3 2 4 22

2
cos

4

N

n n n n
n n

RN F K j K j K j n
j

    


         
 

 , (13) 

    
        

34 2

2 3 1 2 2 4 442
2

1 1 1
412 1

N
n

n n n n
n n

n n F hN R f K j K j K j
R j h
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 
            
  
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 cos n ,  (14) 
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2 1 2 2 4 442
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1
1 cos
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n n n
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n n F hM K j K j K j n
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     



          

 . (15) 

где 1K , 2K , 3K , 4K  – функции А.Н. Крылова [6], 2  и 4  – коэффициенты, полученные в 
процессе вывода разрешающих уравнений [9]: 

     1 ch cosn n nK j j j    ;           2
1 ch sin sh cos
2n n n n nK j j j j j         ; 

     3
1 sh sin
2n n nK j j j     ;           4

1 ch sin sh cos
4n n n n nK j j j j j         ; 

   
   2

sh sin
ch cos

 


 





; 
   
   4

sh sin
2

ch cos
 


 


 


; n

Lj
R

  . 

3. Схема загружения. Принятая схема для гибких 
гофрированных водопропускных труб представлена на рис. 2. 
Она состоит из двух компонентов: активной нагрузки q  и 
реактивного сопротивления грунта 'q . 

Активная нагрузка представлена весом грунта засыпки 
и нагрузкой от подвижного транспорта. При этом она 
принимается равномерно распределенной по поперечнику 
трубы (подвижную нагрузку также можно условно 
представить распределённой, учитывая демпфирующие и  

Рис. 2. Схема загружения 
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распределяющие свойства грунта). Для последующих расчетов активная нагрузка 
раскладывается на нормальную и тангенциальную составляющие по  формулам (16), 
которые затем подставляются в качестве iq  в формулу (8): 

   2
n cosq q   ;    t

1 sin 2
2

q q    .                                      (16) 

Реактивное сопротивление грунта связано с перемещением поверхности оболочки в 
упругом массиве грунта и было учтено ранее при выводе разрешающих уравнений. Важной 
особенностью работы гибких труб, уложенных в земле, является формирование безотпорной 
зоны в области замка. В данной зоне радиальные перемещения направлены к центру 
оболочки, в связи с чем упругое основание начинает работать на растяжение, что 
противоречит физическому смыслу работы грунта. На представленной схеме безотпорная 
зона обозначена центральным углом 2 ' . Для учета особенности одностороннего характера 
работы упругого основания вводится следующее условие для интенсивности упругого 
отпора грунта:  

 2 t' ,f k v     ;  3 n' ,f k w      при 0w  ; 
 2 ' , 0f    ;  3 ' , 0f     при 0w  . 

 
4. Пример расчета. В качестве примера был произведен расчет металлической 

гофрированной водопропускной трубы, исходные данные для расчета приведены в табл. 1.  

Таблица 1 
R  h  L  гофрJ  E    H  гр  грE  гр    
м м м м4/м кПа - м кН/м3 кПа - град. 

0,75  0,002  20,0  73,2 10  82,1 10  0,3  6,0  18,0  38,0 10  0, 4  30, 0  
где H и гр  – высота насыпи и удельный вес грунта засыпки соответственно. 

Результаты расчета НДС для среднего сечения водопропускной трубы приведены на 
рис. 3, 4 и в табл. 2. На рис. 5 приведены сводные эпюры для радиальных перемещений w  и 
изгибающего момента 2M  в зависимости от положения расчетного сечения. 

 

 
Рис. 3. Эпюры осевых (u ), окружных ( v ) и радиальных ( w ) перемещений 
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Рис. 4. Эпюры основных внутренних усилий ( 1N , 2N , 2M ) 

Таблица 2 
Компонент 

НДС 
β = 0  

(замок) 
β = π  

(лоток) 
β = π/2  
(гор.) 

Компонент 
НДС 

β = 0  
(замок) 

β = π  
(лоток) 

β = π/2  
(гор.) 

u  (мм) -0,039 -0,00117 0,00118 1N  (кН/м) 5,679 0,878 -0,878 
v  (мм) -6,921 -1,164 1,343 2N  (кН/м) 14,491 -13,334 16,559 
w  (мм) -14,177 -2,150 2,662 2M (кН∙м)/м -6,272 -0,523 0,973 

 
Рис. 5. Сводные эпюры для радиальных перемещений ( w ) и изгибающего момента ( 2M ) 

5. Влияние модуля деформации грунта на напряженно-деформированное 
состояние МГТ. Для анализа зависимости НДС гофрированной водопропускной трубы от 
модуля деформации грунта засыпки грE  была проведена серия расчетов для различных 
значений модуля деформации. Исследуемый диапазон значений грE  был принят от 4000 кПа 
до 20000 кПа с шагом 4000 кПа. Численные результаты расчета представлены в табл. 3 и на 
рис. 6. 
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Таблица 3 
Компоненты НДС при разных значениях 

грE  
грE  кПа 4000 8000 12000 16000 20000 

2 '  град. 84 82,5 81 80 79,5 
верт.w  мм -17,99 -16,33 -15,65 -15,28 -15,06 

2 (0)M  кН∙м / м -6,272 -6,272 -6,272 -6,272 -6,272 
2 ( )M   кН∙м / м -1,100 -0,523 -0,308 -0,204 -0,146 
2 ( / 2)M   кН∙м / м 1,668 0,973 0,677 0,513 0,41 

1(0)N  кН / м 5,679 5,679 5,679 5,679 5,679 
1( )N   кН / м 2,291 0,878 0,34 0,112 0,011 
1( / 2)N   кН / м -2,288 -0,878 -0,341 -0,113 -0,012 
2 (0)N  кН / м 14,491 14,491 14,491 14,491 14,491 
2 ( )N   кН / м -11,031 -13,334 -13,951 -14,125 -14,15 
2 ( / 2)N   кН / м 12,957 16,559 18,05 18,842 19,32 

 

 
Рис. 6. Сводная эпюра радиальных перемещений w  для различных значений грE  

С увеличением показателя модуля деформации грунта грE  безотпорная зона (2 ' ) 
уменьшилась на 4,5 град., а вертикальный прогиб на 2,9 мм или 16,3%. Полученные 
результаты физически объясняются повышением жесткости грунтовой обоймы, которая 
препятствует свободному перемещению поверхности оболочки. 

Также в представленных результатах прослеживается определенная зависимость 
между компонентами НДС и модулем деформации грунта. Характер зависимости – 
нелинейный затухающий, это можно увидеть на графиках на рис. 7. 
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Рис. 7. Графики зависимости основных компонентов НДС от модуля деформации грунта грE  

Следует отметить, что с увеличением модуля деформации грунта в области основания 
изгибающий момент 2M  значительно уменьшился, в то время как внутреннее усилие 2N  
увеличилось. 

 
6. Влияние толщины гофрированного листа на напряженно-деформированное 

состояние МГТ. Выше была рассмотрена металлическая гофрированная труба, выполненная 
из профиля 152×34×2 мм толщиной 2 мм. Для оценки влияния толщины гофрированного 
листа на напряженно-деформированное состояние водопропускной трубы дополнительно 
были рассмотрены ещё два типоразмера 152×34×3 мм и 152×34×4 мм. Стоит заметить, что 
увеличение толщины листа влечет за собой также увеличение момента инерции сечения. 
Численные результаты расчетов и сводная эпюра перемещений представлены в табл. 4 на 
рис. 8 соответственно. 

 
Таблица 4 

Компоненты НДС при разных значениях h  

h  мм 2,0 3,0 4,0 

гофрJ  м4/м 3,2×10-7 4,8×10-7 6,5×10-7 

2 '  град. 82,5 83,5 84 
верт.w  мм -16,3 -11,4 -8,9 

2 (0)M  кН∙м / м -6,272 -6,271 -6,269 

2 ( )M   кН∙м / м -0,523 -0,835 -1,117 

2 ( / 2)M   кН∙м / м 0,973 1,36 1,688 

1(0)N  кН / м 5,679 5,678 5,675 

1( )N   кН / м 0,878 1,644 2,27 

1( / 2)N   кН / м -0,878 -1,642 -2,267 

2 (0)N  кН / м 14,491 14,483 14,474 

2 ( )N   кН / м -13,334 -12,156 -10,954 

2 ( / 2)N   кН / м 16,559 14,563 12,852 
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Рис. 8. Сводная эпюра радиальных перемещений w  для различных значений h  

Анализируя приведённые численные результаты исследования, можно отметить 
следующие моменты. С увеличением толщины с 2 мм до 4 мм вертикальный прогиб 
сократился почти на 46%, при этом напряженное состояние в замковой части практически не 
изменилось (в пределах 0,1%). В то же время как в лотковой части, так и в области 
горизонтального диаметра наблюдаются более серьезные изменения компонентов НДС: 
изгибающий момент ( 2M ) увеличился в 1,7 – 2,1 раза, продольное усилие ( 1N ) увеличилось в 
2,6 раз, а поперечное усилие ( 2N ) сократилось на 18 – 22 %. Компоненты НДС растут по 
близким к линейным зависимостям по мере увеличения толщины гофрированного листа. 

На сводной эпюре хорошо прослеживается качественное изменение 
деформированного состояния трубы по мере увеличения толщины оболочки. 

 
Заключение. На основе полубезмоментной теории оболочек для металлических 

гофрированных водопропускных труб были получены разрешающие уравнения для 
перемещений и основных внутренних усилий в рядах с учетом влияния одностороннего 
упругого основания грунта засыпки. МГТ рассматривались как конструктивно ортотропные 
тонкостенные оболочки на одностороннем упругом основании типа Фусса-Винклера. 
Рассмотрен пример расчета МГТ, выполнен качественный и количественный анализ 
полученных результатов расчета. На основе предложенной математической модели 
проведено исследование зависимости НДС гофрированной водопропускной трубы от модуля 
деформации грунта засыпки и от геометрических характеристик оболочки трубы. Определен 
характер данных зависимостей и отмечены особенности изменения напряженно-
деформированного состояния конструкции. 

Разработанная методика позволяет построить достаточно универсальную и полную 
математическую модель для расчета и оценки НДС рассматриваемых конструкций. При этом 
она не содержит в себе значительных ограничений и серьезных допущений, что допускает в 
дальнейшем её применение к решению многих прикладных задач, связанных с 
проектированием новых и мониторингом существующих МГТ.  

Для дальнейшего совершенствования расчетного аппарата МГТ требуется 
всестороннее изучение данного типа конструкции непосредственно на всех этапах её 
жизнедеятельности: монтажа на основании, засыпки трубы грунтом и последующей 
эксплуатации сооружения в различных условиях и при различных внешних воздействиях. В 
последнее время этим вопросам стало уделяться больше внимания, появляются работы на 
данную тематику. Так, например, поведение трубы при обратной засыпке рассмотрено в 
работе [11], анализ конструкции с дефектами основания – в работах [9, 14], обследование, 
натурные испытания изношенных труб и поведение труб под воздействием динамических 
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транспортных нагрузок – в работах [15], [13] и [12] соответственно. Развитие в этом 
направлении позволит создать необходимую базу для успешного проектирования данного 
типа конструкций в самых различных условиях, повысит надежность и безопасность этих 
сооружений, а также расширит область знаний в вопросе поведения таких комбинированных 
систем как грунт-оболочка. 
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In this paper, a mathematical model is presented that makes it possible to evaluate the stress-strain state of a 

corrugated culvert, taking into account the influence of a one-sided elastic foundation of the backfill soil. Based on the 
semi-momentum theory of shells, the derivation of resolving equations for displacements and internal forces is 
presented. An example of calculation by the presented method is considered. A qualitative and quantitative analysis of 
the obtained numerical results is carried out. The influence of the soil deformation modulus and the geometrical 
parameters of a corrugated pipe on its stress-strain state is investigated. 
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Рассмотрена проблема выявления повреждений мягкой оболочки покрытия тентовых строительных 

конструкций. Мелкие повреждения имеют тенденцию к быстрому увеличению, приводя оболочку в неработо-
способное состояние и вызывая перенапряжение несущих элементов каркаса. Таким образом, рассматриваемая 
проблема является важной с практической точки зрения, а её решение позволит обслуживающему персоналу 
оперативно предпринять корректирующие мероприятия, не допустив прогрессирующего разрушения тентовой 
конструкции в целом. 

Предложено применение искусственной нейронной сети, прогнозирующей вероятности повреждений 
секторов покрытия. Нейронные сети принадлежат методам машинного обучения, получившим широкое разви-
тие в настоящее время. Они используются для решения сложных задач при наличии неизвестных взаимосвязей 
между факторами. Нейронные сети находят применение в оценке работоспособного состояния строительных 
конструкций. Таким образом, рассматриваемая проблема является актуальной, а выбранный метод её решения 
перспективен с научной точки зрения. 

В работе предложен набор параметров тентовой строительной конструкции, относящейся к так называ-
емым «bending-active»-системам, позволяющий выявить повреждённый сектор покрытия в условиях неравно-
мерных внешних воздействий. Предложены основные параметры искусственной нейронной сети (число скры-
тых слоёв, количество элементов на каждом слое и тип функций активации), необходимые для получения 
надёжного результата. Произведена оценка сети на тестовом наборе данных, подтверждающая её работоспо-
собность. 

Работа вносит вклад в развитие автоматизированных систем мониторинга технического состояния тен-
товых конструкций покрытия зданий. 

 
Ключевые слова: мягкая оболочка, повреждение, искусственная нейронная сеть, конструкция строи-

тельная тентовая, bending-active-система 
 
Введение. Тентовые строительные конструкции состоят из мягкой оболочки, имею-

щей высокую прочность на растяжение, не сопротивляющейся сжатию или изгибу и выпол-
няющей несущие и ограждающие 1функции, а также поддерживающих элементов (каркаса), 
обеспечивающих закрепление оболочки в пространстве и её натяжение [1]. Тентовые кон-
струкции находят применение в покрытиях аэропортов, железнодорожных станций, стадио-
нов и выставочных павильонов [2]. 

Исследуемая конструкция может быть отнесена к так называемым «bending-active» 
системам [3, 4] (рис. 1). Верхний пояс несущего каркаса состоит из гибких стеклопластико-
вых стержней. Имея прочностные характеристики, сравнимые с прочностью обычной строи-
тельной стали ( 185R  MПa), стеклопластик обладает намного меньшей жёсткостью (мо-
дуль упругости 4104.2 E  МПа). Таким образом, стержни верхнего пояса обладают спо-
                                                
1© Чесноков А. В., Михайлов В. В., Долматов И. В., 2022 
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собностью к значительным упругим деформациям. Будучи расположенными в горизонталь-
ной плоскости, прямолинейные стержни верхнего пояса приобретают куполообразное очер-
тание за счёт натяжения стальных тросов нижнего пояса.  

 
Рис. 1. Каркас исследуемой тентовой конструкции: а – исходное ненапряжённое положение,  

б – эксплуатационная форма; 1 – стеклопластиковый стержень верхнего пояса,  
2 - диагональный трос, 3 – кольцевой трос, 4 и 5 – распорки, 6 – связь 

 
Мягкая оболочка укладывается на верхний пояс преднапряжённого несущего каркаса, 

принявшего эксплуатационную форму (рис. 2). Оболочка выполнена из гибкой архитектур-
ной мембраны, состоящей из плетёной основы и полимерного покрытия. Предполагается, 
что основа состоит из полиэфира или стекловолокна, а покрытие выполнено из пластифици-
рованного ПВХ, тефлона или силикона [5, 6]. Оболочка, помимо выполнения ограждающих 
функций, способствует выравниванию усилий в верхнем поясе тентовой конструкции и по-
вышает критическую нагрузку потери устойчивости сжато-изогнутых стержней [3]. Поиск 
формы поверхности мягкой оболочки покрытия рассмотрен в [7]. Анализ подходов к стати-
ческому расчёту «bending-active» систем приведён в [8]. 

 

 
Рис. 2. Покрытие тентовой конструкции:  

1 – мягкая оболочка, 2 – напрягающий трос-подбор 
 
В процессе длительной эксплуатации в мягких оболочках образуются повреждения, 

зачастую скрытые от обзора [9]. Повреждения в виде мелких разрывов возникают, в первую 
очередь, в перенапряжённых зонах у жёстких граней опорного каркаса и в районе точечных 
опор [10, 11]. Вместе с тем старение материала и дефекты изготовления оболочки приводят к 
появлению повреждений как в загруженной внешней нагрузкой, так и в незагруженной зоне. 
Мелкие повреждения имеют тенденцию к быстрому увеличению, приводя оболочку в нера-
ботоспособное состояние и вызывая перенапряжения несущих элементов каркаса тентовой 
конструкции (рис. 3). Таким образом, проблема выявления повреждений мягкой оболочки на 
раннем этапе является важной и актуальной задачей. 
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Рис. 3. Мягкая оболочка покрытия с повреждением:  

a – начальная стадия повреждения; б – распространение повреждения по сектору покрытия; 1 – разрыв 
оболочки, 2 – перенапряжённая зона оболочки покрытия, 3 – перенапряжённые участки рёбер несущего каркаса 

 
Постановка цели и задач. Целью работы является разработка математической моде-

ли, выявляющей повреждения мягкой оболочки покрытия тентовой конструкции на основе 
значений параметров напряжённо-деформированного состояния элементов несущего карка-
са. 

Основными задачами работы являются следующие: 
 выбрать и обосновать параметры напряжённо-деформированного состояния элемен-

тов несущего каркаса, позволяющие выявить повреждение оболочки покрытия в 
условиях неравномерных внешних воздействий; 

 предложить математическую модель в виде искусственной нейронной сети для обна-
ружения сектора покрытия, имеющего прорезь; 

 предложить основные параметры математической модели и оценить её работоспособ-
ность. 
 
Метод. Предлагается математическая модель для выявления повреждений мягкой 

оболочки покрытия тентовой строительной конструкции при помощи искусственной 
нейронной сети. Искусственные нейронные сети принадлежат методам машинного обучения. 
Они позволяют решать инженерные задачи, для которых аналитический подход сопряжён с 
существенными сложностями по причине неопределённости в исходных данных и наличия 
большого количества факторов с неизвестными взаимосвязями между собой. 

Искусственные нейронные сети используются для приближённого анализа простран-
ственных конструкций [12], для аппроксимирования сложных зависимостей и получения от-
сутствующих данных [13, 14], а также для поиска оптимальных параметров на стадии вари-
антного проектирования [13, 15]. Методы машинного обучения применяются для обнаруже-
ния повреждений железнодорожных мостов [16, 17] и для выявления аномалий в работе кон-
струкций, возникающих вследствие внешних воздействий либо наличия внутренних дефек-
тов [18, 19]. 

Искусственная нейронная сеть представляет собой нелинейную функцию, преобразу-

ющую входной вектор  


X  в выходной вектор 


Y . Вектор 


X  включает параметры строитель-

ной конструкции, а вектор 


Y   содержит вероятности ]1...0[iP  того, что сектор покрытия 
]...1[ si  (рис. 4) имеет повреждение: 

T
sPPY ]...[ 1



, (1) 
где s – число секторов покрытия. 
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Рис. 4. Конструкция покрытия: 1 – повреждение мягкой оболочки, 2 – возможное местоположение по-
вреждения; ''' ZYX  и XYZ  – оси глобальной и локальной систем координат соответственно; в кружках обо-

значены номера секторов покрытия в глобальной системе координат 
 
Сеть состоит из входного слоя, ряда скрытых слоёв h  и выходного слоя (рис. 5): 

110 ...  hh NNNN , где jN  – количество элементов (искусственных нейронов), при-
надлежащих слою j, )]1...(0[  hj . 

 

 
 

Рис. 5. Структура искусственной нейронной сети, содержащей два скрытых слоя 
 

Каждый слой j  получает на вход вектор T
Nj j
uuU ]...[ 1



. Для входного слоя 


 XU 0 , в то время как для последующих k  слоёв ( )]1...(1[  hk ) вектора 


kU  содержат 

взвешенную сумму результатов 

1kV  предшествующего слоя: 







 1
)( ][ k
k

k VWU  (2) 

где )(kW  - матрица весовых коэффициентов размером )]1([ 1  kk NN . 

Вектор T
Nj j
vvvV ]...[ 10


 слоя сети j  содержит свободный элемент 0.10 v , а также 

компоненты, полученные применением соответствующей функции активации )(uF j  к эле-

ментам вектора 


jU : 
)(
jj ljl uFv  , (3) 

где ]...1[ jj Nl  . 
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Отбросив свободный элемент вектора 


1hV  последнего слоя сети, получаем искомый 

вектор 


Y : 






 11 ]...[
1 h
T

N VyyY
h

. (4) 

Матрицы весовых коэффициентов )(kW  находятся методом градиентного спуска с ис-
пользованием массива данных tr . Для оценки работоспособности сети применяется массив 

test . Каждый массив, tr  и test , состоит из множества пар векторов 


DX , где 


D  - пра-
вильный результат, который должна генерировать сеть в ответ на соответствующий входной 

вектор 


X : 
T

sddD ]...[ 1


, (5) 

где }1,0{id  - индикатор наличия повреждения: 1id , если i-й сектор покрытия имеет по-
вреждение, и 0id , если повреждение отсутствует, ]...1[ si . 

Элементы матриц )(kW  инициализируются случайными значениями из диапазона 
  1/2...2  kN  [20] и корректируются следующим образом: 

][][][ )()(
qk

kk EWW   , (6) 
где qE  - матрица частных производных функции ошибки qE  по весовым коэффициентам 

)(kW , полученная для текущей комбинации векторов qq DX


  из массива  ; k  - величина 
шага (коэффициент обучения сети, [21]): 

1
1
1 


k

k N
 ; (7) 







1

1

)(

1

1 hN

i

l
i

h
q E

N
E ; (8) 

где )(l
iE  - расхождение  между соответствующей парой элементов ii dy  , принадлежащих 

векторам 


qD  и 


qY : 

])1(1ln[)1(])1ln[()(
iiii

l
i ydydE   , (9) 

где 01.0  - параметр, ограничивающий рост ошибки. 
Пары векторов выбираются из массива tr  в случайном порядке. По исчерпании мас-

сива tr  производится расчёт средней ошибки сети с использованием массива test , элемен-
ты которого не применялись для расчёта весовых коэффициентов: 





C

q
qEC

E
1

1 , (10) 

где C  - объём массива   (число пар векторов 


DX ). 
При необходимости производится новая корректировка матриц W  на всём множестве 

tr , перемешанном случайным образом. 

Абсолютные расхождения между векторами 


D  и 


Y  вычисляются из выражения: 
|)max(|max ii dy   (11) 
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Результаты исследований. Рассмотрена тентовая конструкция, имеющая начальный 
пролёт 12L м и высоту 15.1h м (рис. 6). Число секторов покрытия (и рёбер верхнего поя-
са, разделяющих сектора) принято равным 8s .  

 

 
Рис. 6. Поперечный разрез исследуемой тентовой конструкции:  

обозначения – по рис. 1 
 
Внешняя неравномерная нагрузка действует вертикально на поверхность покрытия: 

половина площади оболочки загружена полной нагрузкой  ]5.1...5.0[fQ кН/м2, в то время 
как оставшаяся часть загружена пониженной нагрузкой frr QkQ  , где ]1...0[rk  - коэффи-
циент снижения нагрузки. Нагрузка связана с локальной системой координат XYZ  (рис. 7), 
которая получена вращением относительно вертикальной оси 'Z  глобальной (неподвижной) 
системы координат ''' ZYX . Глобальная система координат и одно из возможных положений 
локальной системы представлены на рис. 4. 

 

 
Рис. 7. Внешняя нагрузка в локальной системе координат 

 
Предполагается, что мягкая оболочка покрытия может иметь повреждения (прорези) 

одного из секторов (рис. 4). На рис. 8 приведены эпюры изгибающих моментов wM  из плос-
костей рёбер верхнего пояса несущего каркаса. Из рисунка видно, что повреждения покры-
тия вызывают появление пиков на эпюрах моментов. Вместе с тем распределение моментов 

wM  существенно зависит от местоположения повреждения и, как следствие, от расположе-
ния локальной системы координат XYZ , связанной с внешней нагрузкой. 

Относительное местоположение локальной системы координат, необходимое для 
привязки повреждения в глобальной системе ''' ZYX , выявляется отношениями Mvk : 

iviviMv MMk ,
)(

,
)(

, /  , (12) 
где ivM ,

)(  и ivM ,
)(  - изгибающие моменты в плоскости ребра i  верхнего пояса несущего 

каркаса в сечениях  и , ]...1[ si   (сечения обозначены на рис. 8,в). 
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Рис. 8. Тентовая конструкция. Аксонометрическая схема, приведена нумерация рёбер в локальной и 
глобальной системах координат: а, б – повреждение покрытия и эпюры изгибающих моментов wM  в рёбрах 

верхнего пояса; в – обозначение расчётных сечений 
 
Из графиков отношений Mvk , построенных для различных коэффициентов снижения 

нагрузки rk , видно, что 1Mvk  для рёбер, находящихся в зоне полной внешней нагрузки, и 
1Mvk  для рёбер, находящихся в зоне пониженной нагрузки (рис. 9). Исключением является 

случай равномерного загружения покрытия ( 1rk ), когда местоположение локальной си-
стемы координат не определено и может быть принято совпадающим с глобальной системой. 

 

 
 

Рис. 9. Графики отношений Mvk  (12) 

 
Для включения во входной вектор искусственной нейронной сети приняты изгибаю-

щие моменты из плоскости рёбер верхнего пояса в сечении  - iwM ,
)(  (обозначение сечений 

приведено на рис. 8) и отношения моментов в плоскости рёбер iMvk , : 

T
sMvMvsww kkMM ]...;...[ ,1,,

)(
1,

)(  


. (13) 

Принята нейронная сеть, состоящая из двух скрытых слоёв ( 2h , рис. 5). Размеры 

вектора входных параметров 


   (13) и выходного вектора 


Y  (1) при 8s  определяют число 
элементов (искусственных нейронов) входного и выходного слоёв сети: 1620  sN  и 

83  sN . Число нейронов, принадлежащих скрытым слоям, принято: 161 N , 122 N .  

Параметры 


  (13) отмасштабированы (нормализованы) в диапазон ]0.1...0.0[  и 

включены во входные вектора 


X : 

)]min()/[max()]min([
00000 lllllX



  , (14) 
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где ]...1[ 00 Nl   - индекс элемента текущего входного вектора; 
0l



  - вектор, составленный из 

элементов 0l  всех векторов параметров 


 , предназначенных для включения в массив tr . 
Для входного слоя сети принята линейная функция активации: 

uuF )(0 . (15) 
Для остальных слоёв приняты функции активации сигмоидального типа (рис. 10). 

Элементы векторов 


1U  (2) первого скрытого слоя сжимаются в диапазон ]0.1...0.1[  сле-
дующей функцией активации: 

1
1

2)(1 


  ue
uF  , (16) 

где 3  - параметр. 

При этом степень трансформации 


1U  в 


1V  (3) зависит от удалённости элемента векто-

ра 


1U  от среднего (нулевого) значения. 
Для второго скрытого и выходного слоёв принята функция:   

)5.0(3,2 1
1)( 

 ue
uF   (17) 

при 3  и 10  соответственно. 
Данная функция центрирует результат относительно среднего значения искомой ве-

роятности повреждения, равного 0.5, и обеспечивает необходимый диапазон вероятностей: 
]0.1...0.0[ . 

 

 
 

Рис. 10. Функции активации сигмоидального типа 
 
Массивы tr  и test , необходимые для расчёта матриц весовых коэффициентов )(kW  

и для оценки работоспособности сети, получены при помощи лицензионного программного 
комплекса нелинейного статического анализа строительных конструкций EASY-2020 [22]. 

Они включают 1500trC  и 300testC  пар векторов 


DX  соответственно. При этом учтены 
различные внешние воздействия, моделируемые параметрами fQ  и rk  из соответствующих 
диапазонов, а также 8s  вариантов расположения локальной системы координат XYZ , свя-
занной с нагрузкой и поворачиваемой на )/360( s  градусов относительно глобальной оси 'Z . 

Средняя ошибка для тестовых данных из массива test  составила 4104.2 E  (10). 

Абсолютные расхождения max   между заданными векторами 


D  и векторами 


Y , сгенериро-
ванными сетью, вычислены из (11) и проиллюстрированы на рис. 11. 
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Рис. 11. Расхождения max  для массива test  

 
Расхождения max , умноженные на 100%, дают ошибки, выраженные в процентах, по 

отношению к размеру интервала ]1...0[ , которому принадлежат элементы iy  и id . Из рисун-
ка видно, что данные расхождения не превышают 5% для всего массива тестовых данных 

test  и 0.5% для большей части данных. 
 

Выводы 
 

1. Предложено применение математической модели в виде искусственной нейронной 
сети, прогнозирующей вероятности повреждений секторов мягкой оболочки покры-
тия тентовой строительной конструкции, относящейся к «bending-active»-системам. 

2. Предложены основные параметры математической модели (число слоёв искусствен-
ной нейронной сети, количество элементов на каждом слое и тип функций актива-
ции). 

3. Предложен набор параметров тентовой строительной конструкции, позволяющий вы-
явить повреждённый сектор покрытия в глобальной (неподвижной) системе коорди-
нат в условиях неравномерных внешних воздействий. Данные параметры включают 
значения изгибающих моментов из плоскости рёбер верхнего пояса и соотношения 
моментов в плоскости рёбер. 

4. Произведена оценка работоспособности математической модели на тестовом наборе 
данных, который не применялся для расчёта её весовых коэффициентов. Максималь-
ные расхождения в прогнозировании вероятности повреждения секторов покрытия не 
превышают 5%. 

5. Работа вносит вклад в развитие автоматизированных систем мониторинга техниче-
ского состояния строительных конструкций, позволяя обслуживающему персоналу 
оперативно предпринять корректирующие мероприятия. 
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The problem of the damage detection in the soft shell of fabric building constructions is considered. Minor 

damages tend to grow in a short period of time. It results in transitioning the shell into inoperable state and causes over-
stress of the bearer members of the framework. Consequently, the considered problem is practically important. Its prop-
er solution helps maintenance personnel to take corrective measures in due time thus preventing progressive collapse of 
the fabric structure in the whole. 

Artificial neural network is proposed for estimating the probabilities of damages of the roof’s sectors. Neural 
networks belong to machine learning methods which are widely used in our days. They are applied for tackling complex 
problems which include hidden relations between the factors. Neural networks are used for estimation of the functional 
state of building structures. Thus, the considered problem is relevant. The method adopted for its solution is prospective 
from the scientific point of view. 

The set of parameters of the fabric building construction which belongs to so-called ‘bending-active’-systems 
is proposed in the present work. The parameters allow detecting the damaged roof sector subjected to non-uniform ex-
ternal loads. The main parameters of the artificial neural network are also given for obtaining reliable result. They in-
clude number of hidden layers in the network, number of elements belonging to the layers, and the type of the activation 
functions. Validation of the network by using the test dataset confirmed its efficiency. 

The present work contributes to the development of automated systems of structural health monitoring of fab-
ric roof constructions of buildings. 

 
Keywords: soft shell, damage, artificial neural network, fabric building construction, bending-active-system. 
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Исследуется упругопластическое деформирование и находится несущая способность стального плоского 

каркаса на основе принципа предельного равновесия при совместном действии  постоянной нагрузки от соб-
ственного веса конструкции и крановой нагрузки. Выполняется анализ результатов, полученных для выбран-
ных расчётных схем. Даётся обоснование достоверности численной схемы расчёта в применяемом методе. Рас-
чёт выполняется с использованием ПК ЛИРА. 

 
Ключевые слова: стальная  рама, упругопластическое деформирование, принцип предельного рав-

новесия, ПК ЛИРА 
 

В данной работе рассматривается расчёт конструкции из упругопластической стали. 
Достоинством такого материала является довольно высокий пластический резерв сопротив-
ления высоким сверхнормативным нагрузкам, появляющимся в экстремальных условиях 
эксплуатации.  

В 1связи с этим основной целью работы является исследование упругопластического 
деформирования и нахождение несущей способности плоского рамного металлического кар-
каса при  постоянной и крановой нагрузках на основе принципа предельного равновесия, до-
пускающего появление пластических шарниров в сечениях стержневой конструкции [1,2]. 
Расчёт выполняется с использованием  популярного в строительстве ПК  ЛИРА. Данная ра-
бота посвящена совершенствованию полученных ранее результатов [3-7]. 

Исследуется металлический стержневой каркас одноэтажного производственного це-
ха. На конструкцию  действует сочетание следующих нагрузок: 

1) постоянной нагрузки, состоящей из собственного веса подкрановых балок, кровли 
и несущих конструкций;  

2) временной крановой нагрузки, состоящей из вертикальной крановой нагрузки (в 
местах  давления колес тележки крана) и горизонтальной крановой нагрузки (от торможения 
тележки крана). 

Проблемой в  физически нелинейном расчёте в отличие  от линейно-упругого являет-
ся необходимость доказательства достоверности численной схемы определения усилий в 
конструкции [8]. В ПК ЛИРА в упругопластическом расчёте  используется пошаговое воз-
растание нагрузки. В связи с этим  в нашем случае на достоверность численной схемы расчё-
та влияют два параметра: шаг нагружения; точность конечно-элементной сетки (КЭ-сетки) в 
расчётной схеме каркаса. 

                                         
1 © Варнавский В. С., Габриелян Г. Е., Ненашев Д. С., 2022 
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Поэтому с целью обоснования достоверности численной схемы расчёта был выполнен 
подбор конечно-элементной сетки и шага приращения нагрузки. 

Затем по подобранным КЭ-сеткам и шагам нагружения были определены: 
1) локализация и последовательность разрушения элементов конструкции в резуль-

тате  образования  пластических шарниров в колоннах; 
2) значения нагрузок, соответствующих предельному состоянию конструкции. 
В ходе исследований были подобраны шаги нагружения, позволяющие получить до-

стоверные результаты:  ܲ߂ = 0.02Р0,  ܲ߂ = 0.01Р0, ܲ߂ = 0.005Р0. Здесь через Р0 обозначена 
начальная крановая нагрузка для упругопластического расчёта, которая в свою очередь равна 
наибольшей  расчётной нагрузке в линейно-упругом расчете.  

Расчёты проводились для четырёх конечно-элементных схем. На рис. 1-4 изображены  
четыре конечно-элементных разбиения, соответствующие расчётным схемам. Они обозна-
чаются: КЭ-сетка №1, КЭ-сетка №2, КЭ-сетка №3 и КЭ-сетка №4. Применение разных КЭ-
разбиений даёт возможность обосновать достоверность численной схемы решения. 

 

 
Условные обозначения: 

 
Рис. 1. Нагрузки. Расчетная схема. КЭ-сетка №1 

 

Ниже показаны эпюры внутренних усилий для инженерного физически линейного и 
физически нелинейного расчётов при одновременном действии собственной и крановой 
нагрузок.  В инженерном расчёте  использовались проектные значения  постоянной и вре-
менной нагрузок.  
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Рис. 2.  Нагрузки. Расчетная схема. КЭ-сетка №2 

 

 
Рис. 3.  Нагрузки. Расчетная схема. КЭ-сетка №3 
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Рис. 4.  Нагрузки. Расчетная схема. КЭ-сетка №4 

 
В ходе  расчёта конструкции с учётом пластических деформаций стали собственная 

нагрузка не меняется и равна проектной нагрузке из инженерного расчёта.  Крановая   
нагрузка увеличивается до тех пор, пока не будет достигнуто  разрушение каркаса.  Эта 
нагрузка вычисляется  в виде ܲ = k ∙ Р0.  Проектной  нагрузке из инженерного расчета Р0 со-
ответствует коэффициент k = 1. В ходе пластического расчета нарастание крановой нагруз-
ки  моделируется   коэффициентом k. 

Для линейно-упругого расчёта с КЭ-сеткой №2 эпюры продольных сил и изгибающих 
моментов показаны на рис. 5, 6 соответственно. 

Для упругопластического расчёта эпюры внутренних усилий получены для момента 
наступления  предельного состояния каркаса, а эпюра продольных сил ܰ практически не за-
висит от применяемой КЭ-сетки и шага нагружения. Поэтому здесь представлена только од-
на эпюра продольных сил для КЭ-сетки №2 и шага нагружения ܲ߂ = 0.01Р0 на рис. 7. Каче-
ственный вид эпюр продольных сил ܰ для упругого и упругопластического расчётов полно-
стью совпадает. 

Для упругопластического  расчёта эпюры изгибающих моментов М для КЭ-сеток №1, 
2, 3, 4 для шага нагружения ܲ߂ = 0.01Р0  показаны на рис. 8-11 соответственно. 
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Рис. 5.  Линейно-упругий расчет. КЭ-сетка №2. Эпюра продольных сил N, кН 
 

 
 

Рис. 6.  Линейно-упругий расчет. КЭ-сетка №2. Эпюра изгибающих моментов M, кН∙м 
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Рис. 7.  Упругопластический расчет. КЭ-сетка №2. Шаг ∆ܲ = 0,01 ଴ܲ . 

Эпюра продольных сил N, кН 

 

 
Рис. 8.  Упругопластический расчет. КЭ-сетка №1.  

Шаг ∆ܲ = 0,01 ଴ܲ .Эпюра изгибающих моментов M, кН∙м 
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Рис. 9.  Упругопластический расчет. КЭ-сетка №2.  

Шаг ∆ܲ = 0,01 ଴ܲ .Эпюра изгибающих моментов M, кН∙м 
 
 

 
Рис. 10.  Упругопластический расчет. КЭ-сетка №3.  

Шаг ∆ܲ = 0,01 ଴ܲ .Эпюра изгибающих моментов M, кН∙м 
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Рис. 11.  Упругопластический расчет. КЭ-сетка №4.  

Шаг ∆ܲ = 0,01 ଴ܲ .Эпюра изгибающих моментов M, кН∙м 
 

В ходе исследований было установлено, что качественный вид и значения эпюр изги-
бающих моментов М существенно зависят от выбора КЭ-сетки. Мы считаем, что эпюры М 
для КЭ-сеток №1 и №2 (рис. 8,9) являются неточными по следующим причинам: 

1. На правой колонне вид эпюр из упругопластического расчёта принципиально ка-
чественно, то есть во виду, отличается от соответствующих эпюр из линейно-упругого рас-
чёта.  

2. Значения на эпюрах моментов из упругопластического расчёта на правой менее 
загруженной колонне в наиболее нагруженных сечениях и в целом по колонне даже выше, 
чем на левой более загруженной колонне. 

3. Известно, что в нелинейных расчётах, как правило, более точные результаты до-
стигаются на более плотных КЭ-сетках. 

 
Из рассмотрения эпюр моментов для КЭ-сеток №3 и №4 можно отметить: 

1. На обеих колоннах вид эпюр из упругопластического расчёта качественно совпа-
дает с соответствующими эпюрами из линейно-упругого расчёта.  

2. Значения на эпюрах моментов из упругопластического расчёта на правой, менее 
загруженной, колонне заметно ниже, чем на левой, более загруженной, колонне. 

3. Был проведён дополнительный расчёт для ещё более плотной сетки с шагом 
нагружения ܲ߂ = 0.01Р0, в результате которого были получены аналогичные эпюры момен-
тов, близкие к эпюрам М для КЭ-сеток №3, №4. 
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На основе изложенного можно сделать вывод, что обеспечена сходимость результатов 
расчёта по параметру – плотность КЭ-сетки. Следовательно, эпюры моментов, полученные 
для КЭ-сеток №3 и №4 можно считать качественно достоверными. 

Для всех четырёх КЭ-сеток было изучено влияние шага нагружения на результаты 
расчёта. На рис. 11-13 изображены эпюры моментов для шагов ܲ߂ = 0.02Р0,  ܲ߂ = 0.01Р0, 
ܲ߂ = 0.005Р0 для КЭ-сетки №4. Различие в значениях моментов в характерных сечениях для 
различных шагов нагружения не превышает 1 – 3%. Это говорит о достижении сходимости 
результатов расчёта по параметру – шаг нагружения.  

На рис. 14 указаны местоположение разрушения элементов и образования пластиче-
ских шарниров и номера, соответствующие последовательности их возникновения. Пласти-
ческие шарниры образуются в верхней части нижней ветви левой колонны в зоне наиболь-
ших изгибающих моментов. В результате эта часть колонны превращается в механизм, что 
приводит к полному разрушению всего каркаса, т. е. к полной потере его несущей способно-
сти. 

В таблице  приведены номера разрушаемых конечных элементов и значения нагрузоч-
ного коэффициента k для исследуемых трёх КЭ-сеток №2, №3, №4  и трёх шагов нагружения  
ܲ߂ = 0.02Р0,  ܲ߂ = 0.01Р0, ܲ߂ = 0.005Р0. 

 
 

 
Рис. 12.  Упругопластический расчет. КЭ-сетка №4.  

Шаг ∆ܲ = 0,02 ଴ܲ .Эпюра изгибающих моментов M, кН∙м 
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Рис. 13.  Упругопластический расчет. КЭ-сетка №4.  

Шаг ∆ܲ = 0,005 ଴ܲ .Эпюра изгибающих моментов M, кН∙м 

 
Рис. 14.  Упругопластический расчет. КЭ-сетка №3. Шаг ∆ܲ = 0,01 ଴ܲ .  

Местоположение  и последовательность образования пластических шарниров 
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Из анализа результатов, представленных в таблице, можно сделать следующие выводы: 
1. Наиболее точные результаты получены для расчётов с использованием КЭ-сетки 

№3 и КЭ-сетки № 4. Местоположение и порядок возникновения в колонне пластических 
шарниров для этих двух КЭ-сеток при всех трёх шагах нагружения полностью совпадают.  

2. Обе КЭ-сетки №3 и №4 дают близкие предельные нагрузки, соответствующие 
двум стадиям нагружения. Различие в предельных нагрузках, вычисленных при разных ша-
гах нагружения, не превышает 1%. 

В результате проведенных исследований были получены следующие результаты: 
1. Выполнен расчётный анализ стального каркаса  одноэтажного промышленного 

здания  с учётом пластических деформаций материала. Произведена оценка  достоверности 
численной схемы расчёта.   

2. Установлены локализация и порядок разрушения элементов конструкции с учё-
том возникновения в  них пластических шарниров, ведущих к исчерпанию несущей способ-
ности. 

3. Определена предельная нагрузка, соответствующая предельному состоянию всего 
стального каркаса. 
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The elastic-plastic deformation is investigated and the bearing capacity of a flat steel frame is found on the basis 

of the principle of ultimate equilibrium under the combined action of a constant load from its own weight of the struc-
ture and crane load. The analysis of the results obtained for the selected calculation schemes is performed. The substan-
tiation of the reliability of the numerical calculation scheme in the applied method is given. The calculation is per-
formed using PC LIRA. 
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Описываются методика и алгоритм расчета параметров надежности стальной стропильной фермы из 

тонкостенных замкнутых профилей типа «Молодечно» с учетом разброса прочностных характеристик мате-
риалов,  действующих нагрузок, размеров конструкции. 

Приводятся результаты численных исследований зависимостей логарифмических показателей 
надежности фермы от совместного действия постоянных и временных  нагрузок для двух вариантов расчет-
ной схемы конструкции с учетом и без учета изгибной жесткости элементов. 

Ключевые слова: стропильная ферма, тонкостенные профили «Молодечно», статическое нагруже-
ние, показатели надежности, графики зависимости логарифмического  показателя надежности несущей кон-
струкции покрытия.  

 
Введение 

При проектировании многоэлементных несущих систем зданий и сооружений про-
изводственного и гражданского назначения рекомендуется осуществлять проверку  
устойчивости  запроектированных конструкций  при аварийных расчетных ситуациях на 
возможность прогрессирующего  обрушения   [1].  В большинстве алгоритмов, использу-
емых для различных конструкций из стали и  железобетона, применяются  ситуационные 
детерминированные статические подходы с поочередным удалением несущих элементов 
рассматриваемых несущих систем. Такие алгоритмы обладают существенными недостат-
ками, не позволяющими учесть случайную изменчивость параметров несущих элементов 
и действующих  нагрузок [2]. 

Эффективные  алгоритмы расчетов на прогрессирующее обрушение могут быть по-
строены на основе современных достижений теории надежности и теории риска несущих 
строительных конструкций из различных материалов [3-5].       

Первые алгоритмы вероятностного расчета  апробированы применительно к мосто-
вым сооружениям на железных и автомобильных дорогах [6-8]. В статье [9] такой подход 
применялся к косым железобетонным мостам, а в публикации [10] он использовался для 
висячего трубопроводного перехода. Особенности применения указанных алгоритмов 
рассмотрены в статьях [11-12]. 

В данной работе описывается методика вероятностной оценки прочности стропиль-
ной металлической фермы из гнутых тонкостенных замкнутых профилей типа1 «Моло-
дечно» [13]. 

                                                        
1© Сафронов В. С., Ун П.,  2022 
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1. Описание объекта исследования 
Объектом исследования в настоящей статье является известково-газовое отделение 

производственного предприятия в г. Воронеже, представляющее собой отдельно стоящее 
одноэтажное здание, прямоугольное в плане с размерами 40,2х30,0 м (рис. 1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1. План расположения несущих элементов производственного здания 

 
 
 

Рис. 2. Поперечный разрез несущей системы  производственного здания  
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Поперечный разрез несущей системы рассматриваемого одноэтажного здания высо-
той до верха парапета  19,6 м представлен на рис. 2. Кровля здания односкатная с уклоном 
ската 6 градусов. 

Конструктивная схема здания – показанный на рис. 3 рамно-связевой металлический 
каркас. Колонны каркаса –  из прокатных широкополочных двутавров, балки перекрытий и 
площадок –  из прокатных двутавров и швеллеров. 

 
 

 
 
 

Рис. 3. Аксонометрическое изображение несущего каркаса производственного здания 
 

В качестве несущей конструкции покрытия: в осях «А»-«Г» –  фермы пролетом 18 м 
из гнутых замкнутых профилей прямоугольного и квадратного сечения по типовому проекту 
серии   1.460.3-14 Молодечненского завода металлических конструкций [14]; в осях «Г»-«Е» 
–  балки покрытия, которые выполнены из прокатных двутавров и крепятся к колоннам шар-
нирно. Прогоны состоят из швеллеров, горизонтальные связи – из квадратных труб.  

Общая геометрическая неизменяемость обеспечена жестким диском, сформирован-
ным горизонтальными связями по покрытию и профилированным настилам. Пространствен-
ная жесткость рамы в ее плоскости обеспечивается жестким сопряжением колонн с фунда-
ментами, а из плоскости –  системой вертикальных и горизонтальных связей. Несущий кар-
кас производственного  корпуса  опирается на монолитные железобетонные столбчатые 
фундаменты на естественном основании, фундамент печи – свайный ростверк, сваи – буро-
вые. 

2. Методика вероятностного расчета  надежности стропильной фермы 
В рассматриваемом  одноэтажном здании промышленного назначения наиболее важ-

ными несущими  конструкциями  являются металлические стропильные фермы покрытия, 
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выполненные по типовому проекту серии 1.460.3-14, разработанному  ГПИ  Ленпроектсталь-
конструкция [14].  

Для построения методики оценки  надежности металлических ферм покрытия вос-
пользуемся  следующими положениями  теории надежности строительных конструкций   [3-
5]: 

- статистические характеристики  прочности  металла стропильной фермы  представ-
ляются случайными величинами, которые подчиняются нормальному закону распределения 
с параметрами, принимаемыми в зависимости от рекомендуемых  СП 16.13330-2017 «Сталь-
ные конструкции»  нормативных сопротивлений и коэффициентов надежности по материа-
лу; 

- составляющие усилий от действия постоянных и временных нагрузок  считаются 
гауссовскими случайными величинами. Математические ожидания  приняты равными их 
нормативным значениям  по проектным данным. Среднеквадратические отклонения дей-
ствующих нагрузок вычисляются по рекомендуемым    СП 20.3330-2016 «Нагрузки и воздей-
ствия»   коэффициентам надежности  по нагрузкам для обеспеченности Р=0,95. 

В численных исследованиях  расчеты усилий в элементах стропильной фермы выпол-
нялись с использованием линейно деформируемой стержневой конечно-элементной расчет-
ной схемы в двух вариантах:  

- без учета изгибной жесткости стержней несущей конструкции (модель фермы); 
-  с учетом изгибной жесткости стержней несущей конструкции (модель  рамы). 
В первом случае критерием для определения параметров надежности приняты нор-

мальные усилия  в стержнях, а во втором –  суммарные нормальные напряжения при изгибе 
и сжатии (растяжении) в наиболее нагруженных волокнах  тонкостенных замкнутых профи-
лей. Учет снижения несущей способности для первого варианта расчетной схемы выполнял-
ся с помощью зависящего от гибкости коэффициента продольного изгиба.  

Алгоритм  вычислений для параметров  разброса   действующих нагрузок в числен-
ных исследованиях по основному нормативному  сочетанию выполнялся без учета корреля-
ции между нагрузками  по методике, изложенной в  [13]. 

В расчетах сначала определялись количественные показатели надежности для каждо-
го i-го стержня рассматриваемой несущей конструкции в соответствии с принятыми для раз-
личных моделей параметров Тi по формулам: 

1. Характеристика безопасности: 
௜ߚ =

௠Тпред ି௠Т೘ೌೣ

ටఙТпред
మ ାఙТ೘ೌೣ

మ
.                                             (1) 

2. Вероятность отказа: 
 ܳ௜ = 0,5 − Ф(ߚ௜),                                                    (2) 

где Ф(ߚ௜) – функция Лапласа; 
Математические ожидания   расчетных параметров ݉Тпред  принимались в соответ-

ствии с нормативным  сопротивлением материала несущей конструкции, а  среднеквадрати-
ческое отклонение  ϭТпред  принималось различным  по заданному варианту коэффициента ва-
риации материала.  

После завершения вероятностных расчетов для всех  «n» стержней несущей кон-
струкции вероятность отказа ܳК конструкции в целом  определялась в соответствии с теоре-
мой   последовательного произведения независимых случайных событий из выражения:  

                                                             ܳК = 1 − Пଵ
௡(1 − ܳ௜),                                           (3) 

На завершающем этапе вероятностных расчетов определяется логарифмический пока-
затель надежности всей фермы в целом по формуле: 

௄ߩ                                                                    =  lg (1/ܳ௄).                                                    (4) 
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Описанная выше методика может эффективно применяться как при проектировании 
несущих конструкций новой кровли зданий промышленного назначении, так и для оценки 
текущего состояния после длительной эксплуатации сооружения. В последнем случае  име-
ется возможность учета дефектов, вызванных коррозией металла при неблагоприятном воз-
действии агрессивных сред.  

3. Результаты численных исследований надежности  типовой конструкции  
Представленная выше методика  исследования надежности металлической стропильной 

фермы апробирована на примере типовой конструкции из гнутых замкнутых профилей пря-
моугольного и квадратного сечения, изготавливаемых Молодечненским заводом металличе-
ских конструкций [14].   Геометрические размеры рассматриваемой фермы пролетом 18 м  
представлены на рис. 3. Там же показаны поперечные сечения всех несущих элементов  в со-
ответствии с сортаментом стандартных профилей  

 

Рис. 4. Геометрические размеры рядовой стропильной фермы покрытия 
 

Статические расчеты представленной на рис. 4 стропильной фермы  по основному со-
четанию действующих нагрузок, включающих собственный вес ферм, кровли с утеплителем 
и снеговые нагрузки, при осуществлении численных исследований  выполнялись с помощью 
плоской стержневой конечно-элементной расчетной схемы с нумерацией отдельных стерж-
ней, показанной на рис. 5. 

Рис. 5. Стержневая конечно-элементная расчетная схема с нумерацией   стержней 

 
 Геометрические характеристики поперечных сечений  стержней на симметричной от-

носительно среднего узла верхнего пояса половине рассматриваемой стропильной фермы 
приведены в табл. 1. Эти данные использованы при выполнении вероятностных расчетов по  
двум расчетным схемам несущей конструкции  в виде   шарнирной стержневой системы 
(ферма)  и жесткой стержневой системы (рама). 
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Таблица 1  
Геометрические характеристики сечения стержней 

Элемент
фермы 

Номер 
стержня 

Размеры  
в мм 

Пло- 
щадь 
в см2 

Расчетные  
длины  
в м  

Радиусы
инерции 
в см  

Моменты 
сопротив-

ления 
 в см3 

Верхний 
пояс 

24 200х160х8 55 1.50  7,50   297,5 
25 200х160х8 55 1.50  7,50   297,5 
26 200х160х8 55 1.50  7,50   297,5 
27 200х160х8 55 1.50  7,50   297,5 
28 200х160х8 55 1.50  7,50   297,5 
29 200х160х8 55 1.50  7,50   297,5 

Нижний 
пояс 

1 180x140x8 49 3 6,68 230,2 
2 180x140x8 49 3 6,68 230,2 
3 180x140x8 49 3 6,68 230,2 

Раскосы 
 

6 160х120х6 42 1.9 58,5 171,3 
8 160х120х6 42 1.9 58,5 171,3 
9 160х120х6 42 1.9 58,5 171,3 

11 160х120х6 42 1.9 58,5 171,3 
12 160х120х6 42 1.9 58,5 171,3 
14 160х120х6 42 1.9 58,5 171,3 

Стойки 7 160х120х6 42 1.9 58,5 171,3 
10 160х120х6 42 1.9 58,5 171,3 
13 160х120х6 42 1.9 58,5 171,3 

 
Определение максимальных расчетных усилий в стержнях от совместного действия 

нагрузок, от собственного веса несущей конструкции и кровли, а также от снеговых нагрузок 
на покрытие здания осуществлялось с помощью линий влияния в вычислительном комплексе 
ЛИРА.   

В расчетах приняты следующие параметры действующих расчетных значений  нагру-
зок и соответствующе СП 20.3330-2016 «Нагрузки и воздействия» величины  коэффициентов 
надежности  по нагрузкам: 

 от собственного веса стропильной фермы – qф=0,145 кН/м, γf=1,1; 
 от конструкции кровли – qкр=4,43 кН/м2, γf=1,3; 
 от снега на покрытие – qсн=1,27 кН/м2, γf=1,4. 
Расчетное сопротивление металла для стропильных ферм принималось в соответствии 

с типовым проектом  серии 1.460.3-14 для Молодечненской конструктивной формы [14] про-
летом 18 м равным R =320 МПа 

Промежуточные и итоговые результаты вероятностных расчетов для оценки надежно-
сти несущей конструкции   приведены при задании коэффициента вариации прочности мате-
риала несущей конструкции равным υR=0,08 для конечно-элементной модели фермы в табл. 
2, а для модели рамы – в табл. 3. 

В указанных таблицах   представлены для каждого из стержней   на одной из симмет-
ричных половин конструкции расчетные усилия в этом элементе, а также статистические ха-
рактеристики (математические ожидания и среднеквадратические отклонения) определяю-
щих максимальных и предельных параметров напряженного состояния. В последних правых 
столбцах приведенных ниже таблиц даны вычисленные для каждого из стержней характери-
стики безопасности и логарифмические показатели в белах. 

Полученные по данным  табл. 2 и 3  зависимости логарифмических показателей рас-
сматриваемой стропильной фермы в целом  в зависимости от коэффициента вариации проч-
ности материала графически показаны на рис. 6.  
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Таблица 2  
Количественные показатели надежности стержней по расчетной модели фермы 

Элемент 
фермы 

Номер 
стер-
жня 

Расчет-
ное  

усилие 
Ni, кН 

Среднее 
расчет-

ного 
усилия 
mNi, кН 

Стан-
дарт 

расчет-
ного 

усилия 
σNi, кН 

Среднее 
предель-

ного 
усилия 
mRi, кН 

Стандарт 
предель-

ного 
усилия 
σRi, кН 

Характе-
ристика 
безопас-

ности 
βi 

Логариф-
мический  

показатель 
надежности         

ρi 

Верхний 
пояс 

24 -550 446 46.  2026 162 9.37  11.8  
25 -550 446 46.3  2026 162 9.37  11.8  
26 -1191 966 100  2026 162 5.56  7.29 
27 -1191 966 100  2026 162 5.56  7.29 
28 -1517 1230 127  2026 162 3.85  3.77 
29 -1517 1230 127  2026 162 3.85  3.77 

Нижний 
пояс 

1 906 735 76.5 1805 144 6.54  8.36 
2 1398 1134 117  1805 144 3.60   2.36 
3 1552 1259 130  1805 144 2.80  1.45 

Раскосы 
 

6 789 640 66.5  1547 124 6.45  9.36 
8 -589 478 49.7  1547 124 8.02 9.60 
9 450 365 37.7  1547 124 9.14 12.3 
11 -334 270 28.2 1547 124 10.1  11.4 
12 189 154 15.8  1547 124 11.2 11.8 
14 -57 46 4.84  1547 124 12.1  12.0  

Стойки 7 -100 81 8.57  1547 124 11.8  11.2 
10 -101 82 8.70 1547 124 11.8  12.3 
13 -101 82 8.70 1547 124 11.8  12.3 

Таблица  3 
Количественные показатели надежности стержней по расчетной модели рамы 

Элемент 
рамы 

Но-
мер 
сте-

ржня 

Рас-
четное  
усилие 
Ni, кН 

Рас-
чет-
ное  
уси-
лие 
Mi, 

кНм 

Среднее 
расчет-

ного 
напря-
жения 
mσi, МПа 

Стан-
дарт 

расчет-
ного 

напря- 
жения 
σσi, МПа 

Среднее 
пре-
дель-
ного 

напря- 
жения 

mRi, МПа 

Стандарт 
предель-

ного 
напря- 
жения 
σRi, МПа 

Характе-
ристика 
безопас-

ности 
βi 

Логариф-
мический  
показа-

тель 
надежно-

сти         
ρi 
 

Верхний 
пояс 

24 -547 12.2 115 16 368 29 8.09 12.33 
25 -556 8.9 107 15 368 29 8.24 12.31 
26 -1186 14 215 29 368 29 9.23 11.84 
27 -1193 11.4 208 29 368 29 9.31 11.76 
28 -1514 14 263 36 368 29 9.66 11.52 
29 -1516 12.1 258 35 368 29 9.70 11.50 

Нижний 
пояс 

1 905 12.4 195 27 368 29 3.49 3.61 
2 1396 9.9 268 37 368 29 2.15 1.80 
3 1550 7.9 286 39 368 29 1.84 1.48 

Раскосы 
 

6 784 3.6 170 23 368 29 3.98 4.46 
8 -577 0.7 116 16 368 29 8.92 12.23 
9 441 5.7 113 15 368 29 5.11 6.80 

11 -327 3.2 79 11 368 29 8.10 12.32 
12 186 4.9 59 8 368 29 6.18 9.51 
14 -56 3.7 28 4 368 29 7.18 12.46 

Стойки 7 -101 -9.8 -27 -4 368 29 8.37 12.29 
10 -101 -6.6 -12 -2 368 29 8.14 12.32 
13 -100 -1.9 10 1 368 29 7.79 12.12 
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Рис. 6. Графики зависимости  логарифмических показателей надежности   конструкции        
от  коэффициента вариации прочности  материала стержней  

 
Анализ представленных в табл. 2-3 и на рис. 6  данных численных исследований 

надежности типовой стропильной фермы по предложенной в данном исследовании методике 
показывает следующие особенности эксплуатации несущих конструкций из гнутых замкну-
тых профилей прямоугольного и квадратного сечения  

 Характеристики надежности и логарифмические показатели отдельных стерж-
ней несущей конструкции существенно различаются. Наименее надежными являются эле-
менты   нижнего пояса вблизи середины пролета, где логарифмические показатели при ко-
эффициенте вариации υR=0,08 не превышают величины ρi=2,0. Для обеспечения безопасной 
эксплуатации эти элементы следует усилить.  

 Логарифмические показатели надежности несущей типовой стропильной фермы  
в расчетах на основе  шарнирно-стержневой системы модели  близки к аналогичным пара-
метрам, полученным с помощью жесткой стержневой модели. Это объясняется малым влия-
нием на усилия  жесткости соединения в узлах. 

 
Выводы 

Исходя из проведенных исследований можно сделать следующие выводы:  
 предложенная и апробированная  вероятностная методика оценки надежности 

металлических стропильных ферм из гнутых замкнутых профилей прямоугольного и квад-
ратного сечения типа «Молодечно» может эффективно применяться как при проектировании 
новых покрытий зданий производственного назначения, так и при обследовании длительно 
эксплуатируемых зданий с повреждениями от коррозии;  

  для использования предложенной методики в целях оценки надежности ослаб-
ленных коррозией тонкостенных стропильных конструкций потребуется её развитие   для 
учета возможных явлений локальной потери устойчивости  сжатых элементов.  
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Статья посвящена апробированию ранее разработанной авторами методики температурного 
воздействия от влияния солнечной радиации на напряженно-деформированное состояние (НДС) пролетного 
строения с ортотропной плитой. Проведены инструментальные измерения прогибов главных балок в жаркое 
время года. С помощью конечно-элементного комплекса исследовано НДС несущих элементов пролетного 
строения для каждого случая воздействия солнечной радиации с учетом инструментально измеренных 
температур. Определены границы удовлетворительного совпадения результатов расчетов, полученных на 
основании инструментальных измерений прогибов и деформаций главных балок пролетного строения при 
воздействии солнечной радиации и расчета в программе метода конечных элементов. 

 
Ключевые слова: пролетное строение, ортотропная плита, главные балки, солнечная радиация, 

натурные измерения, прогибомер, распределение температуры 
 
Введение. 1 Под воздействием высоких температур механические свойства 

строительных материалов изменяются. Одним из основных источников нагрева 
строительных конструкций является нагрев от воздействия солнечных лучей. Например, 
металлическое пролетное строение автодорожного моста ежегодно воспринимает перепады 
температур при неравномерном нагревании элементов. При влиянии на металл значительных 
температур уменьшаются пределы упругости, текучести и прочности. Поэтому 
температурные и климатические воздействия, меняющиеся со временем в зависимости от 
текущей температуры воздуха и положения солнца, необходимо учитывать при 
проектировании и эксплуатации строительных конструкций.  

Выполнен анализ научных публикаций по теме исследования. В статьях [1-2] 
отмечена необходимость учета влияния солнечной радиации при проектировании пролетных 
строений. Зарубежные авторы в статьях [3-4] исследовали прочность мостовых конструкций 
под воздействием температурных нагрузок. 

Авторами в работах [5-7] выполнен анализ НДС сталежелезобетонного пролетного 
строения от совместного действия солнечной радиации и временной нагрузки с позиции 
сохранности дорожной одежды, взаимного влияния деформирования пролетного строения и 
дорожной одежды. В статье [8] проведены натурные измерения температуры элементов 
находящегося в эксплуатации пролетного строения с ортотропной плитой. Разработана 
конечно-элементная модель пролетного строения, включающая слои дорожной одежды и 
позволяющая учитывать неравномерность распределения температуры. Выполнено 
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сопоставление результатов расчетов НДС,  полученных по рекомендациям нормативных 
документов и на основании натурных измерений. В работах [9,10]  исследуются особенности 
распределения температурного поля на поверхности элементов пролетного строения при 
эксплуатации при близких к нулю  отрицательных температурах. Статья [11] посвящена 
верификации результатов натурных измерений при экстремально высоких температурах с 
использованием двух измерительных приборов. В [12] выполнен сравнительный расчет НДС 
пролетного строения от влияния солнечной радиации в разное время года. В статье [13] 
обобщены положения методики выполнения натурных измерений и даны рекомендации по 
выполнению расчета НДС. В работе [14] выполнен первый этап экспериментальных 
исследований прогибов и деформаций главных балок пролетного строения при воздействии 
солнечной радиации и определен характер изменения НДС пролетного строения в течение 
дня. С помощью разработанной конечно-элементной модели выполнен расчет НДС для 
каждого случая воздействия солнечной радиации с учетом экспериментально полученных 
температур элементов пролетного строения. Сопоставлены результаты, полученные на 
основании экспериментальных исследований и теоретических расчетов. В работе [15] 
выполнен сравнительный анализ особенностей воздействия солнечной радиации на НДС 
пролетных строений с железобетонной и ортотропной плитами. 

На первом этапе погодные условия не позволили провести натурные измерения в 
области высоких температур. Для получения более детальной картины был выполнен второй 
этап исследования в диапазоне высоких температурах. В данной статье описан порядок 
проведения второго этапа натурных измерений в жаркий день лета с целью выявления 
особенностей НДС пролетного строения с ортотропной плитой. 

Цели исследования: 
1. Провести второй этап инструментальных измерений температуры и прогибов 

главных балок под воздействием солнечного излучения при высоких температурах с 
применением разработанной и апробированной методики.  

2. Используя ранее разработанную конечно-элементную модель пролетного строения, 
произвести сравнительный расчет напряженно-деформированного состояния на основе 
экспериментально полученных данных. 

3. Выявить особенности НДС при высоких температурах при инструментальных 
измерениях и численных расчетов  

Используемая методика натурных измерений. В качестве объекта исследований 
выступает металлическое пролетное строение с ортотропной плитой автодорожного моста в 
Воронежской области. Пролетное строение длиной 43,1 м включает в себя две главные балки 
2,4 м, металлическую ортотропную плиту толщиной 12 мм и шириной 11,34 м, а также 
продольные и поперечные вертикальные связи. Многослойная одежда проезжей части 
включает в себя гидроизоляцию, нижний слой из литого и верхний слой из плотного 
горячего асфальтобетона. Конструкция исследуемого пролетного строения с ортотропной 
плитой представлена на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Конструкция исследуемого пролетного строения 
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Общая методика выполняемых натурных измерений подробно изложена в статье [14]. 
Здесь приведем только основные её положения. Первый этап испытаний на объекте 
проводился в течение светового дня 21 июля 2020 года. Были проведены замеры 
температуры в элементах пролетного строения и выполнены инструментальные измерения 
прогибов главных балок при различных температурах воздуха и положениях солнца. 
Измерения проводились при помощи прогибомеров и деформометров, установленных на 
главных балках, испытывающих неравномерный нагрев в течение дня. С помощью 
разработанной и ранее апробированной конечно-элементной модели выполнен расчет НДС 
для каждого случая воздействия солнечной радиации с учетом экспериментально 
полученных температур элементов пролетного строения. Сопоставление результатов, 
полученных на основании экспериментальных исследований и теоретических расчетов, 
показало в большинстве случаев их удовлетворительное совпадение. Выявлены наиболее 
неблагоприятные случаи воздействия солнечной радиации на перемещения главных балок. 

Второй этап натурных измерений был выполнен в один из самых жарких дней лета  
(19 июля  2021 года). На пролетном строении проведены замеры температуры главных балок 
и дорожной одежды и  измерения прогибов характерных сечений главных балок при 
меняющихся с 8:00 до 18:00 температуре воздуха, освещенности и положении солнца. На 
рис. 2 приведены графики изменения температуры в течение дня. 

 
Рис. 2. График изменения температуры в течение дня 

Измерение температуры выполнялось с использованием бесконтактного пирометра 
«Мегеон 16400». Для верификации показаний применялся контактный термометр 
«Мультиметр РМ838». Прогибы главных балок измерялись прогибомерами 6-ПАО системы 
Максимова. На каждом этапе измерялась температура в 9 точках асфальтобетонного 
покрытия пролетного строения и в 6 точках по высоте главных балок при различных 
температурах воздуха и положениях солнца.  Прогибомеры и деформометры 
устанавливались на нижнем поясе двух главных балок в 1/4 длины пролетного строения. В 
летнее время года асфальтобетонное покрытие и левая главная балка Б1 находятся под 
интенсивным воздействием солнечной радиации. Вторая главная балка Б2 находится в тени 
и солнечная радиация не оказывает на нее воздействия.  

Схема точек, в которых производились замеры температуры и схема расположения 
измерительных приборов, показаны на рис. 3. 
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Рис. 3 Схема расположения измерительных приборов на пролетном строении 

Важно отметить, что пролетное строение является внутренне многократно статически 
неопределимой системой, которая наиболее чувствительна к изменению температуры. 

По результатам натурных измерений построены сравнительные диаграммы изменения 
температуры в элементах пролетного строения двух этапов. Диаграмма сравнения 
температур асфальтобетонного покрытия на двух этапах представлена на рис. 4. 

 

 
Рис. 4. Диаграмма сравнения температур асфальтобетонного покрытия на двух этапах натурных 

измерений 

Максимальная температура в асфальтобетонном покрытии и в самый жаркий день 
лета была зафиксирована в 15:00 и составила 51,2 °С. В течение светового дня температура в 
верхнем слое дорожной одежды изменилась на 30,9%. 

Диаграмма сравнения температур главной балки Б1 на солнце на двух этапах 
представлена на рис. 5. 
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Рис. 5. Диаграмма сравнения температур главной балки Б1 на солнце на двух этапах 

Диаграмма сравнения температур главной балки в тени Б2 на двух этапах 
представлена на рис. 6. 

 
Рис. 6. Диаграмма сравнения температур главной балки в тени Б2 на двух этапах 

 
Изменение температуры в главных балках в течение дня имеет схожий характер на 
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38,1 °С. Перепад температуры в одинаковый момент времени между главными балками 
незначительный и составил 8,4%.  
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солнечной радиации, при выполнении расчетов в ряде случаев приводит к расхождению с 
результатами расчетов в соответствии с рекомендациями нормативных документов. 

Графики изменения прогибов главной балки Б1, находящейся на солнце в течение 
дня, полученные на основании двух этапов натурных измерений,  представлены на рис. 7. 

 

 
 

Рис. 7. График изменения прогибов главной балки Б1 на солнце в течение дня 
 
Графики изменения прогибов главной балки Б2, находящейся в тени в течение дня, 

полученные на основании двух этапов натурных измерений,  представлены на рис. 8. 

 
 

Рис. 8. График изменения прогибов главной балки Б2 в тени в течение дня 
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Максимальное перемещение в течение дня главной балки Б1 в 2021 году составило 
6,25 мм, что на 22,08% больше, чем перемещение главной балки Б2. Из особенностей можно 
отметить, что в первой половине дня на обоих этапах измерения наблюдается  сходимость 
перемещений главных балок. Далее на втором этапе можно увидеть резкое увеличение 
перемещений по сравнению с первым этапом.  

 
Результаты численных исследований. Для верификации значений прогибов, 

полученных при натурных исследованиях, был выполнен сравнительный расчет напряженно-
деформированного состояния несущих элементов пролетного строения моста в комплексе 
«ПК Лира САПР». Конечно-элементная (КЭ) модель включает в себя слои  дорожной 
одежды и позволяет учитывать неравномерное распределение температуры по высоте 
поперечного сечения мостового сооружения. Характер распределения температуры в слоях 
дорожной одежды определен с помощью программного комплекса для моделирования 
тепловых полей ELCUT Student. Подробное описание КЭ модели и результаты определения 
распределения температуры в слоях дорожной одежды с помощью программы ELCUT было 
представлено в [13, 14].  

Под действием температур механические свойства металлических несущих 
конструкций меняются незначительно. Однако асфальтобетонное покрытие находится под 
длительным воздействием прямых солнечных лучей, что приводит к изменению 
механических свойств дорожной одежды. Фрагмент с характеристиками материалов, 
использующихся для одежды ездового полотна на мостах, представлены в таблице [16,17]. 

  
Модули упругости материалов для одежды ездового полотна 

Материал 
Модуль упругости, МПа при 

температуре 

00С +100С +200С 
Плотный а/б тип Б 6000 3200 800 

ЩМА 10700 5400 2400 
Литой асфальтобетон 7500 4400 2500 

 
При выполнении расчета метода конечных элементов (МКЭ) были получены 

перемещения и напряжения элементов пролетного строения. Проведен сравнительный 
анализ результатов расчета. Графики перемещений главных балок, полученные по 
результатам инструментальных измерений и численных расчётов в среде КЭ комплекса для 
каждого случая воздействия солнечной радиации, показаны на рис. 9-11. 
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Рис. 9.  Графики перемещений главной балки Б1 по результатам инструментальных измерений и 
численных расчётов 

 

Рис. 10.  Расчетные перемещения главной балки Б1 во втором этапе натурных измерений 
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Рис. 11.  Графики перемещений главной балки Б2 по результатам инструментальных измерений и численных 

расчётов 

В первой половине дня прогибы имеют схожий характер на обоих этапах натурных 
измерений, при этом экспериментальные значения близки к расчетным значениям. Так как 
во второй половине дня температура воздуха на втором этапе выше на 27,6%, чем на первом, 
то перемещения балок существенно возрастают. При этом разница между 
экспериментальными прогибами и расчетными прогибами главной балки на солнце и в тени 
не превышает 0,86 мм, что удовлетворительно в условиях данной работы. 

 
Анализ результатов численных расчетов второго этапа натурных измерений 
1. Температура воздуха и интенсивность воздействия солнечной радиации влияет на 

перемещения главных балок. На втором этапе натурных измерений в жаркое время года 
максимальные перемещения главной балки на солнце на 4 мм выше, чем на первом этапе. 

2. В утреннее время по результатам первого и второго этапа инструментальных 
измерений наблюдается сходимость результатов перемещений главных балок. В дневное 
время наблюдается резкий рост перемещений главных балок на втором этапе. 

3. На обоих этапах измерения характер изменения перемещения главных балок 
подтверждается расчетом МКЭ. При этом лучшее совпадение наблюдается в первой 
половине дня, где разница не превышает 0,3 мм. С повышением температуры в течение дня 
сходимость ухудшается и составляет 2,46 мм.  

 
Заключение 
1. Выявлены особенности изменения НДС пролетного строения в течение дня  в 

летнее время года на основе  анализа результатов двух этапов натурных измерений 
температуры и прогибов несущих элементов. 

2. Разработанная методика позволила выявить значительные дополнительные 
напряжения в элементах пролетного строения при учете неравномерного распределения 
температуры, вызванного влиянием солнечной радиации 
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3. Выявлены неблагоприятные временные и температурные области воздействия 
солнечной радиации, при которых возникают максимальные перемещения главных балок  

4. Определены границы удовлетворительного совпадения результатов расчетов, 
полученных на основании инструментальных измерений прогибов и деформаций главных 
балок пролетного строения при воздействии солнечной радиации и расчета в программе 
метода конечных элементов 
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The article is devoted to testing the previously developed by the authors method of temperature exposure from 
the influence of solar radiation on the stress-strain state of the span with an orthotropic plate. Instrumental 
measurements of deflections of the main beams in the hot season were carried out. With the help of a finite element 
complex, the stress-strain state of the load-bearing elements of the span was studied for each case of exposure to solar 
radiation, taking into account instrumentally measured temperatures. The limits of satisfactory coincidence of the 
results of calculations obtained on the basis of instrumental measurements of deflections and deformations of the main 
beams of the span under the influence of solar radiation and calculation in the program of the finite element method are 
determined. 
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Представлены результаты штамповых испытаний в пространственном лотке с жесткими боковыми 
стенками. На штамп передавались статические и циклические вертикальные центральные и внецентренные 
нагрузки. В опытах использовали армированное и неармированное песчаное основание. Переменными 
параметрами являлись начальная ступень передачи циклической нагрузки, ее значение, эксцентриситет 
приложения нагрузки, смещение армирующего элемента относительно центральных осей.  

Постановка задачи. Проведение экспериментальных и численных исследований армированных 
оснований на действие циклической нагрузки с получением функциональных зависимостей между влияющими 
параметрами нагружения и армирования.  

Результаты. Увеличение абсолютного значения циклической нагрузки привело к возрастанию 
несущей способности армированного основания и снижению значений деформаций за счет уплотнения 
основания в период цикла. При внецентренном приложении нагрузки наибольшие значения несущей 
способности получены при расположении армирующего элемента в зоне действия максимальных касательных 
напряжений. Максимум наблюдался при смещении армирующего элемента в сторону действия нагрузки при 
совпадении оси арматурной сетки с осью действия нагрузки. Несущая способность по сравнению с 
неармированным основанием возросла в 2-3 раза. Практически идентичные значения деформаций получены по 
данным экспериментов и  при использовании программного комплекса Plaxis –3D v20. 

Выводы. Армирование, как показали проведенные испытания, оказывает заметное влияние на 
прочность и деформативность оснований фундаментов, и это должно быть учтено при проектировании и 
строительстве.  

 
Ключевые слова: пространственный лоток, основание, штамп, армирующие элементы, ступенчато-

возрастающая нагрузка, циклическая нагрузка, осадка, предельная нагрузка, эксперименты, численные 
исследования.  

 
Введение. 1Среди многих способов усиления грунтовых оснований широко 

используют армирование объектов разного назначения (плотины, насыпи и выемки дорог, 
основания зданий и сооружений) разными материалами (сталь, дерево, бетон, железобетон, 
композиты, кирпич, щебень) и изделиями (листы, сетки, блоки, сваи) [22,24]. На такие 
сооружения действуют самые разнообразные нагрузки: статические, динамические, 
                                                             
1© Антонов В. М., Леденев В. В., Аль-Накди И. А., 2022 
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температурные, деформационные, кратковременные, длительные, комбинированные, 
знакопеременные, случайные и др. [23]. На практике часто встречаются и более сложные 
случаи нагружения, например, циклическое. Исследований в этом направлении проводилось 
мало. 

В перспективе объемы армированных оснований и сооружений будут возрастать [1-
18], совершенствоваться конструктивно-технологические решения с оптимальным 
достижением заданных показателей [19]. Для этого необходимы экспериментально-
теоретические исследования армированных оснований, изучение причин преждевременных 
повреждений и аварий, анализ опыта возведения эффективных армированных сооружений. 

В лаборатории «Механики грунтов» ТГТУ более 30 лет проводятся исследования 
напряженно-деформированного состояния грунтовых оснований, армированных различными 
материалами при действии различной системы сил.  

В статье представлены результаты лабораторных экспериментов по оценке влияния 
коэффициента асимметрии цикла (пояснения см. ниже), расположения армирующего 
элемента (сетки), величин эксцентриситетов приложения силы e  и сетки se  на несущую 
способность основания и перемещения модели фундамента при действии статических и 
циклических нагрузок. 

Методика постановки и проведения экспериментов 

Целью лабораторных опытов являлось получение данных для совершенствования 
проектирования армированных оснований. 

В задачи экспериментов входило следующее: 
- разработка программы, методики и состава экспериментов; 
- определение функциональных зависимостей между влияющими параметрами: 

величиной и эксцентриситетом статической и циклической нагрузки, размерами и 
расположением арматурных сеток, плотностью песчаного основания; исследование 
характера деформирования и разрушения армированных оснований; 

- сравнение полученных данных с расчетными, полученными МКЭ. 
Эксперименты проводили в двух пространственных металлических лотках с 

жесткими боковыми стенками – лоток 1 с размерами ( h b l  ) 55х55х70 см и лоток 2 с 
размерами 100х85х180 см. Нагрузка на модель фундамента - стальной штамп - передавалась 
рычагами с соотношением плеч (1:5) и (1:10) соответственно. Для измерения усилий и 
перемещений использовали также аттестованные динамометры сжатия и индикаторы 
часового типа ИЧ – 10. Приборы крепили к независимой от лотков реперной раме.  

В качестве модели фундамента использовали жесткий металлический  штамп 
диаметром, std = 120 мм; толщиной stt = 10 мм с гладкой контактной поверхностью с пазами 
по верху для фиксации эксцентриситета силы. 

Основанием штампа являлся мелкозернистый песок из Красненского карьера      г. 
Тамбова. Песок просеивали до однородного по крупности состояния (табл. 1) [21]. 

Таблица 1  

Зерновой состав песка 

Размер частиц, мм 2 1 0,5 0,25 0,1 Менее 0,1 

Зерновой состав, % 0 0,4 1 89,8 8,6 0,2 
 



147 

 Песок в воздушно-сухом состоянии отсыпали в лотке слоями по 50 мм и уплотняли 
равномерно по площади и глубине до   1,53 г/см3. Качество укладки песка контролировали 
режущим кольцом и протарированным плотномером - стальным конусом с углом при 
вершине 30o . Осредненные характеристики основания приведены в табл. 2. [20]. 

Таблица 2  

Основные характеристики песчаного основания 

Наименование Ед. измерения Количество 

Плотность твердых частиц 
грунта, s    

г/см3 2,5 

Плотность в сухом 
состоянии, d    

г/см3 1,37 

Пористость,
( ) / .100%s d sn      

% 45,2 

Коэффициент пористости
( ) /s d de      

- 0,824 

Степень плотности, 
max 0 max min( ) / ( )DY e e e e    

- 3,3 

Степень неоднородности 
гранулометрического 
состава 60 10/uC d d  

- 2,13 

Угол естественного откоса 
при  =1,53 г/см3 

град 32,6 

Угол внутреннего трения 
при  =1,53 г/см3 

град 26,5 

Удельное сцепление при  
 =1,53 г/см3 

кПа 2,3 

Модуль деформации при  
 =1,53 г/см3 

  

- компрессионный МПа 20,1 

- штамповый МПа 1,340  

На требуемой глубине устанавливали армирующий элемент - сетку размером  *s sL B  
(рис. 1).  
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               а)                                                                         б) 

 
Рис. 1. Арматурная сетка (а), штамп с установленной сеткой (б); е - эксцентриситет силы,  

sе - эксцентриситет сетки 

Обозначения и параметры используемые в статье: 

- круглый стальной штамп диаметром std  120 мм; радиус 2 st str d ; толщина штампа 
stt = 10 мм; / 10 /120 0,0803st st stt t d   ;  

- стальные сетки (рис. 1, а); размеры; 1 : ; 1,5s st s stС L d B d  ; 2 : s s stС L B d  ; диаметры 
стержней dsx = dsy = 4 мм, расстояние между стержнями х уs s  35 мм; относительное 

заглубление сетки: 1 0,1s sth d ; 1 1 / 0,1s s sth h d  ; 2 0,2s sth d ; 2 2 / 0, 2;s s sth h d   
эксцентриситет сетки sу se e , относительной эксцентриситет 1 1 / 0,15s s ste e r  , 

2 2 / 0,3s s ste e r  ;  
- нагрузки: iF  - текущая величина, uF  - разрушающая, /i uF F F  - уровень 

статической нагрузки, /с с uF F F  - уровень циклической нагрузки; min max/c cr F F

коэффициент асимметрии цикла; / us s s  - уровень осадки штампа; 0 / sts s d  - 
относительная осадка; р  - давление под подошвой штампа; относительные эксцентриситеты 
силы 1 1 / 0,15o ste e r  ; 2 2 / 0,3o ste e r  . 

В первой серии экспериментов величина нагрузки доводилась до требуемой ступени, 
с которой начиналось циклирование, и составляла 0, 2;0, 4;0,6;0,8iF   от предварительно 
установленной разрушающей uF . По достижению заданной величины iF  проводилось 10 
циклов нагрузка-разгрузка продолжительностью по 10 сек. После каждого цикла нагрузку 
выдерживали 20 мин и затем продолжали испытания по принятой схеме. Далее проводилось 
последующее ступенчатое нагружение до разрушения основания. Величина циклической 
нагрузки сF  также изменялась в пределах (0,2…0,8) от разрушающей. По окончанию 
циклических нагружений осуществлялось статическое ступенчатое нагружение до 
разрушения основания. В опытах на циклическое нагружение minc iF F  - величина нагрузки, 
с которой начинался цикл, maxc i cF F F   - максимальная. Для армирования использовалась 
сетка 1C . 

Результаты экспериментов. Графики зависимости осадок за время цикла от уровней 
циклических нагрузок приведены на рис. 2 и 3, а при р  const = 0,128 МПа для 
армированного основания в табл. 3. 
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  а) 
 

 

 

 

 

 

б) 

Рис. 2. Значения  осадок за время цикла для неармированного основания при разных значениях cF   (а), 
начальная ступень нагрузки, с которой начиналось циклирование F   (б) 

а) 

 

 

 

 

 

б) 

 

Рис. 3. Величины осадок за время цикла для армированного основания при разных значениях cF  (а),  
начальная ступень нагрузки, с которой начиналось циклирование F   (б) 

Таблица 3  

Величины осадок при давлении под подошвой штампа, р = 0,128 МПа 

F  0,2 0,4 0,6 0,8 

cF  0,2 0,4 0,6 0,8 0,2 0,4 0,6 0,2 0,4 0,2 

s , мм 27,3 25,72 24,6 19,9 24,7 21,5 19,2 26,9 20,6 28,9 

В табл. 4 приведены результаты опытов для армированного и неармированного 
оснований при различных величинах коэффициентов асимметрии цикла. 
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Таблица 4  

Предельные величины давлений на грунт и осадок 

F  
 

cF  r  up , МПа  us ,  
мм 

usp , 
МПа 

uss ,  
мм 

us

u

p
p

 us

u

s
s

 

0,2 0,2 0,5 0,07 24,66 0,132 27,3 1,88 1,1 

0,2 0,4 0,33 0,086 27,3 0,141 28,4 1,63 1,04 

0,2 0,6 0,25 
Разрушениe 

0,141 26,6 - - 

0,2 0,8 0,2 0,154 26,1 - - 

0,4 0,2 0,66 0,079 26,1 0,132 24,7 1,67 0,94 

0,4 0,4 0,5 0,075 16,1 0,145 26,2 1,93 1,6 

0,4 0,6 0,4 Разрушениe 0,154 26,4 - - 

0,6 0,2 0,75 0,07 17,4 0,128 27,4 1,82 1,57 

0,6 0,4 0,6 
Разрушениe 

0,154 28,9 - - 

0,8 0,2 0,8 0,128 28,9 - - 

В следующей серии экспериментов к штампу прикладывалась статическая и 
циклическая центральная и внецентренная нагрузки с эксцентриситетом, 1 0,15oe   и 

2 0,3oe  . Основание из песка формировалось аналогично предыдущим испытаниям. 
Результаты экспериментов и расчётов приведены в табл. 5. 

Таблица 5  

Сравнение опытных и расчётных данных 

Относительный 
эксцентриситет, 

oe   

Разрушаю-
щая нагрузка

uF , Н 

Предельные величины осадок us , мм 
 эксперименты расчёты 

Plaxis–3D Midas GTS NX 

0 845 11,04 11,5 7,99 
0,15 604 13,8 13 9,75 
0,30 422 13,2 11 9,6 

В продолжение этой серии экспериментов основание армировали сеткой. 
Армирующий элемент-сетку 2C  устанавливали под штампом на глубинах 1 0,1sh   или 

2 0, 2sh  . Смещение сетки относительно центра штампа принимали 1 0,15se   или 2 0,3se 
(рис. 1). Результаты опытов и расчётов приведены в табл. 6 и на рис. 4. 
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Таблица 6  
Предельные величины статических нагрузок на армированные основания  

и осадок штампа 
Эксцентриситеты Предельная 

нагрузка на 
армир. основ., 

usF , Н 

Предельные осадки штампа, мм 
относитель- 

ные, oe  
относитель- 

ные, se  

эксперименты расчёты по 
Midas GTS NX 

1 0,1sh   
0,15 0 1250 13,3 12,1 

0,15 1550 18,9 14,2 
0,30 1550 14,6 14,4 

0,3 0 800 11,8 7,5 
0,15 1050 10,42 13,4 
0,30 1100 16,6 9,9 

2 0, 2sh   
0,15 0 1050 13 14 

0,15 1500 23,3 20,2 
0,30 1500 15,7 19,8 

0,3 0 650 7,9 8,4 
0,15 1050 12,36 13,25 
0,30 1100 12,8 13,7 

 
На рис. 4 представлена зависимость нагрузка – осадка для неармированного 

основания при статической передаче центральной и внецентренной нагрузки.  

 

Рис. 4. Зависимость осадки штампа от давления при внецентренном приложении нагрузки для 
неармированного основания при :oe 1-0; 2-0,15; 3-0,30 

На следующем этапе исследований рассматривали циклическое приложение нагрузки. 
Нагрузку доводили до 0,6F   и передавали 20 циклов. После этого ступенями увеличивали 
нагрузку до разрушения основания.  

В табл. 7 приведено сравнение результатов опытов и моделирования по значениям 
осадки, соответствующих разрушающей нагрузке.  
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Таблица 7  
Предельные величины циклических нагрузок на армированные основания  

и осадок штампов 
Эксцентриситеты Предельная 

нагрузка на 
армир. основ.,  

uscF , Н  

Предельные осадки штампа, мм 
относитель- 

ные, oce  
относитель- 

ные, sce  

эксперименты расчёты по 
Midas GTS NX 

1 0,1sh   
0,15 0 1300 14,7 17 

0,15 1400 18,75 17,8 
0,30 1500 18,9 17 

0,3 0 900 8,9 10,75 
0,15 1050 12,59 10,7 
0,30 1100 15,3 13,25 

2 0, 2sh   
0,15 0 1050 12,59 10,4 

0,15 1200 14,4 11,9 
0,30 1500 17,9 14,7 

0,3 0 750 13,8 14,9 
0,15 950 14,91 18,2 
0,30 1050 13,8 10,1 

Для сравнения с экспериментальными данными было использовано моделирование с 
помощью конечно-элементных программных комплексов Plaxis–3D v20 и Midas GTS NX. 
Максимальная несущая способность и минимальная осадка получены при совпадении 
центров приложения силы и тяжести сетки ( o sе е = 0,3) (рис. 5 и 6). 

    а) 

 б)  

 

 

 

 
 
 

Рис. 5. Деформация основания штампа при разрушающей статической нагрузке по результатам моделирования 
в программном комплексе Midas GTS NX при: oe = 0,3; 0, 2hs   и es : 0 (а); 0,15 (б). usF  (Н): 750 (а), 950 (б) 
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  Рис. 6. Деформация основания штампа при разрушающей статической нагрузке по результатам 
моделирования в программном комплексе Midas GTS NX при: oe = 0,3; es : 0,3; 0, 2hs  ; и usF = 1050 Н 

Изолинии распределения полных деформаций в основании штампа при циклической 
нагрузке p = 0,088 МПа по результатам моделирования в программном комплексе Plaxis–3D 
v20, s 14,2 мм при 1 0,15se  , s 17,7 мм при 2 0,3se   показаны на рис.7.  

           а)          

 

            б) 

 
Рис. 7. Изолинии распределения деформаций в основании штампа при давлении р = 0,088 МПа, относительное 

расстояние до арматуры 0, 2hs  ;  эксцентриситет силы 0oe   (по результатам моделирования в 

программном комплексе Plaxis–3D v20, 1se = 0,15 (a), и 2se = 0,3 (б)) 
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Выводы 

1. При внецентренном приложении статической нагрузки на неармированное основание 
практически идентичные значения деформаций получены по данным экспериментов и 
расчетов с использованием программного комплекса Plaxis –3D v20. 

2. Наибольшие значения несущей способности получены при расположении 
армирующего элемента в зоне действия максимальных касательных напряжений на 
относительном расстоянии 0, 2sh   от подошвы штампа. Максимальное давление на 
основание наблюдалось при смещении армирующего элемента в сторону действия 
нагрузки, а максимальная несущая способность при совпадении оси арматурной сетки 
с осью действия нагрузки. Несущая способность по сравнению с неармированным 
основанием возрастала до трех раз. Расчетные значения деформаций, полученные при 
использовании программного комплекса Plaxis –3D v20, были близки к 
экспериментальным. 

3. Увеличение абсолютного значения циклической нагрузки привело к возрастанию 
несущей способности армированного основания и снижению деформаций за счет 
уплотнения основания в период цикла. Чем меньше начальная ступень передачи 
циклирующей нагрузки, тем больше суммарная осадка за время цикла. С 
уменьшением коэффициента асимметрии цикла возрастала несущая способность  и 
осадка за период цикла. Для неармированного основания такой тенденции не 
наблюдалось.  
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Abstract. The results of plate tests in a dimensional tray with rigid side walls are presented. Static and cyclic 
centric and eccentric loads were transmitted to the plate. In the experiments, reinforced and unreinforced sand bases 
were used. The variable parameters were the initial stage of the cyclic load transfer, its value, the eccentricity of the 
load application, the displacement of the reinforcing element. 

Problem statement. Conducted experimental and numerical studies of reinforced bases on the effect of cyclic 
loading with obtaining functional dependencies between the influencing parameters of loading and reinforcement. 

Results. An increase in the absolute value of the cyclic load led to an increase in the bearing capacity of the 
reinforced base and a decrease in the values of deformations due to the compaction of the base during the cycle. When 
the load is applied eccentrically, the highest values of the load-bearing capacity are obtained when the reinforcing 
element is located in the zone of maximum tangential stresses. The maximum was observed when the reinforcing 
element shifted in the direction of the load action, when the axis of the reinforcement grid coincided with the axis of the 
load action. The load-bearing capacity has increased 2-3 times compared to the unreinforced base. Almost identical 
values of deformations were obtained from experimental data and using the Plaxis -3D v20 software package. 

Conclusions. Reinforcement, as the tests had shown, has a noticeable effect on the strength and deformability 
of the foundations and this should be taken into account during design and construction. 

Keywords: spatial tray, base, plate, reinforcing elements, step-increasing load, cyclic load, settlement, limit 
load, experiments, numerical studies. 
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В статье рассматривается расчет напряженно-деформированного состояния сформированного слоя из 
глинистых грунтов и дробленых минеральных материалов, остатков поэлементного демонтажа зданий и 
сооружений. Предметом данного научного исследования является механизм структурообразования в 
модифицированных глинистых грунтах с последующим определением физико-механических показателей 
образцов из модифицированных грунтов. На основе расчетной схемы грунтовой подушки, сформированной при 
модифицировании глинистого грунта минеральными обломками шлакоблоков и гашеной извести, произведен 
расчет напряженно-деформированного состояния оптимальной толщины грунтовой подушки с заданными 
параметрами. Предложен механизм структурообразования композита, получены его физико-механические 
свойства, подобраны оптимальные геометрические параметры модифицированной грунтовой подушки  
обломками шлакоблока и гашеной извести. 

Ключевые слова: проектирование конструктивных слоев дорожных одежд, закрепление грунта, 
дисперсные строительные материалы, шлакоблок, контактно-конденсационное твердение, безобжиговые 
технологии, грунтовые подушки. 

 
Введение. 1При строительстве зданий и сооружений используются основания, 

опирающиеся на грунты скального и нескального происхождения. Первые отличаются своей 
монолитностью, однородностью и начальной прочностью, вызванной плотными связями 
между частицами. Вторые содержат частицы различных размеров и составов, часто являются 
обломочными и не имеют жёстких связей [1], и в основном на территории нашей страны 
большая часть грунтов – глинистая (к ним относятся глины, супеси, суглинки и лессы).  

Вышеуказанные грунты имеют малую несущую способность и для строительства 
сооружений на таких «слабых» грунтах необходимо повышение их прочности, 
морозостойкости и снижения деформируемости. Это производится на основе механизма 
укрепления структурных связей. 

С одной стороны, технологии укрепления грунтов – это многогранная проблема и 
следует учитывать агрегатный, минералогический и микроагрегатный состав глинистого 
грунта, а в силу природы их образования они неоднородны. Необходимо для каждого типа 
грунтов подбирать свой, индивидуальный, способ. 

В то же время это – возможность развития инновационных подходов и модернизации 
уже существующих методов укрепления грунтовых оснований [2]. 

Анализ литературных данных. Способы укрепления грунтов разделяются на 
физические, химические и механические. Механический – укрепление грунта различными 
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армирующими элементами. Физический – укрепление грунта с помощью воздействия полей 
сил разной природы. Химический – улучшение свойств грунта за счёт обработки их 
растворами различных химических соединений. Авторами данного исследования выбран 
метод укрепления грунтов при проведении строительных работ оснований дорожных 
конструкций на основе введения модификаторов различной природы: в виде заполнителей, 
химически активных компонентов.  

Анализ применяемых методик и материалов, влияющих на укрепление грунтов, а 
также факторы, ограничивающие применение грунтов и возможные пути улучшения их 
свойств, показаны в табл. 1. 

Таблица 1 
Факторы, влияющие на укрепление грунтов, ограничение применения грунтов и 

возможные пути улучшения их свойств 
 

Факторы 
Требования к ограничению 

применения грунта или другого 
местного материала 

Пути улучшения грунта или 
материала 

Степень 
раздробленности 
(дисперсности) 

При обработке в смесительных 
установках – обломки не менее 40 
мм. При обработке в 
грунтосмесительных машинах – не 
менее 25 

Добавка фракций в 
песчаные, песчано-
глинистые смеси, например, 
молотого шлака 

Ёмкость обмена и 
состава обменных 
катионов 

В зависимости от состава вяжущих 
материалов вводится ограничение 
по ёмкости, обмену и составу 
обменных катионов 

Состав обменных катионов 
изменяется путём добавки 
Ca(OH)2, CaCl2, NaOH, 
Na2CO3 или других веществ, 
с учётом применяемых 
вяжущих материалов 

Минералогический 
состав 

Не допускается укреплять тяжёлые 
суглинки или глины, содержащие 
пирит более 1% или 
монтмориллонит более 50% в 
общей массе грунта или 
укрепляемого материала 

Добавка легкорастворимых 
солей, ПАВ или других 
соединений, 
нейтрализующих действие 
отдельных минералов в 
результате образования 
защитных плёнок на их 
поверхности и повышения 
адгезии вяжущих 
материалов 

pH среды В зависимости от применения 
вяжущих материалов и добавок 
других веществ вводятся 
ограничения на минимальное и 
максимальное значение pH 

При подборе составов 
смесей определяется среда, 
оптимальная для 
применения вяжущих 
материалов. Для получения 
оптимального значения pH 
вводят различные добавки 

Наличие 
легкорастворимых 
солей 

В зависимости от применяемых 
вяжущих вводят ограничение на 
содержание легкорастворимых 
солей 

Путём добавок солей, 
образующих 
водонерастворимые 
соединения 

Наличие органики В зависимости от состава органики 
и применяемого вяжущего 
вводятся те или иные ограничения 
в содержании этих веществ 

Нейтрализация 
химическими добавками, 
например, Ca(OH)2, FeCl3 
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Использование формируемых полускальных пород из укрепленного грунта имеет 
немало преимуществ, выраженных в широком охвате различных грунтов, снижении 
стоимости строительства, в уменьшении сроков строительства, простоте, относительно 
высокой прочности и стойкости (в зависимости от необходимых показателей), податливости 
и решения ряда проблем инженерной геологии, физико-химической механики, 
проектирования составов грунтовых смесей, конструкций оснований дорожных одежд, 
фундаментов зданий и сооружений. 

Инженерные расчёты механики деформируемого твердого тела опираются на 
постулат о том, что между механическими характеристиками изделия и материала, из 
которого оно изготовлено, существует однозначная предсказуемая связь, опирающаяся на 
теоретические и экспериментальные основы [3]. Учитывая то, как формуется содержимое 
объёма, занимаемого силовой частью конструкции [4], возникает вопрос однородности и 
сплошности материалов, которые используются при расчете конструкций из традиционных 
материалов.  

Информация об исследованиях параметров напряжённо-деформированного состояния 
конструкций, построенных на обломочном материале, разрозненна и, соответственно, не 
систематизирована. Как правило, эти исследования проводят, опираясь на натурные 
испытания конструкций, вплоть до их разрушения. При этом для определения параметров 
прочности и жёсткости используется подход, актуальный в рамках гипотез об однородности 
и сплошности материала [5-10]. 

Предметом настоящего исследования является расчет напряженно-деформированного 
состояния конструкции, опирающейся на модифицированный слой глинистых грунтов, 
сформированных с применением обломков каменных материалов, получившихся при 
поэлементном демонтаже зданий и сооружений. Задачами данного исследований является: 

- объяснение механизмов структурообразования в модифицированных глинистых 
грунтах; 

- определение физико-механических показателей образцов модифицированных 
грунтов; 

- создание расчетной схемы грунтовой подушки, полученной при модифицировании 
глинистого грунта каменными обломками шлакоблока и гашеной извести; 

- расчет оптимальной толщины грунтовой подушки в заданном напряженно-
деформированном состоянии. 

Научная новизна заключается в применении комплексного подхода к реализации 
технологии закрепления глинистых грунтов и расчету напряженно-деформированного 
состояния сформированных грунтовых подушек, используемых при устройстве оснований 
дорожных одежд, конструкций оснований фундаментов зданий и сооружений. Системный и 
комплексный подход сочетает в себе оценку энергетического состояния модифицированных 
композитов на основе глинистых грунтов, возможности формирования композитов по 
безобжиговой технологии с учетом поверхностных явлений адсорбции, изоморфизма 
кристаллов взаимодействующих твердых частиц, эпитаксии на границе раздела фаз и другие 
характеристики, определяемые физико-химической механикой, строительной механикой и 
методами математического моделирования расчета напряженно-деформированного 
состояния слоев грунтовых подушек. 

Рабочая гипотеза. Прочность сформированного слоя основания, подверженного 
нагрузке, связана с энергией связи между частицами формируемого материала. При 
формовании полусухих смесей, состоящих из дисперсных минеральных строительных 
материалов, между частицами с гидратными оболочками возникает расклинивающее 
давление – избыточное давление (1): 

0( )h p p    , Дж/м2                                                             (1) 
С термодинамической точки зрения расклинивающее давление есть частная производная 
энергии Гиббса по толщине межфазной прослойки (2):  
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,                                                          (2) 

где π – расклинивающее давление, Дж/м2, h  – толщина межфазной прослойки, м, G – 
энергия Гиббса, кДж/моль, T – температура, К, p – давление, Па, μ – химический потенциал 
Дж/моль (часть свободной энергии, приходящаяся на 1 моль любого химического элемента 
при постоянных давлении, температуре и массе других веществ). 

В процессе прессования полусухих формовочных смесей, составленных из 
полидисперсных материалов, происходит контактно-конденсационное твердение. С 
уменьшением толщины межфазного пространства, заполненного растворами электролитов у 
наноразмерных частиц (коллоидов) происходит деформация диффузной части двойного 
электрического слоя (рис. 1) [11].  

 
Рис. 1. Изменение электрического потенциала φ между двумя одноименно заряженными частицами при 

неперекрытых (а) и перекрытых (б) двойных электрических слоях 
 

Распределение объемной плотности заряда в двойном электрическом слое 
определяется зависимостью (3) 

݌ =  ଴߯ଶ߮ .                                                      (3)ߝߝ−
При этом увеличивается число коагуляционных и кристаллизационных контактов, 

происходит сращивание кристаллических поверхностей взаимодействующих частиц [11]. 
Возникающие внутренние силы и напряжения приводят к объединению материала, 
формованию. 

Материалы и методы исследований. В данном исследовании применялись обломки 
шлакоблока, получившегося при поэлементном демонтаже зданий и сооружений. Данные об 
этом материале представлены в табл. 2. 

Таблица 2 
Характеристика обломков шлакоблока, получившегося при поэлементном 

 демонтаже зданий и сооружений 

Название 
пробы 

pH 
при 

температуре 
(20±5) °С  

pH 
при 

температуре 
70 °С 

Минералогический 
состав 

Водопоглощение 
(%) 

Шлакоблок 
(ШБ) 10 11 

CaCO3 –Кальцит 
CaB3O3(OH)5∙4H2O – 
четырехводный 
пентагидроборат 
кальция  

9 
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Технологически применяемый заполнитель сушился в климатической камере и 
подвергался измельчению в шаровой мельнице в течение 40 – 60 мин. После измельченный 
шлакоблок просеивали через сито фракцией 0,08 мм. Глина подвергалась диспергированию 
циклическим процессом фазового замораживания-оттаивания. Образцы формировались в 
следующей последовательности. Глина, шлакоблок (табл. 2) и известь-пушонка смешивались 
в определенных пропорциях, представленных в табл. 3, добавлялась вода, объем которой 
определялся количеством заполнителя, его водопоглощением, процентным содержанием 
извести и временем прессования.  

Таблица 3 
№ состава 
 
Нагрузка/ 
время 

Состав Общая масса (М) и массовые 
доли компонентов 

Масса компонентов, 
г 

 
№1 
 
40кН/3мин. 
 

Глина - Гл1 
Шлакоблок – 

ШБ 
Известь 

М = 228г 
Глина - 65% 

Известь-пушонка – 5% 
Влажность – 14% 
Шлакоблок – 30% 

 
130 
10 
28 
60 

 
Затем полусухая сырьевая смесь формовалась на гидравлическом прессе МС-500.  
Результаты исследований. Некоторые характеристики прессованных образцов 

модифицированного глинистого грунта представлены в табл. 4. 
Таблица 4 

Средние результаты испытуемых образцов 

 
Результаты физико-механических испытаний прессованных образцов 

модифицированного глинистого грунта на универсальной электромеханической системе 
INSTRON 5982 представлены в табл. 5. 

Таблица 5 
Результаты физико-механических испытаний прессованных образцов модифицированного 

глинистого грунта 

Метка 
состава 

Диаметр 
[мм] 

Площадь 
[мм2] 

Максимум 
Нагрузки 

[кН] 

Напряжение 
при сжатии 

[MPa] 

Деформация 
при сжатии 

[%] 

Модуль 
(Автомат
ический) 

[MPa] 
1 50,00 1963,50 4,46 2,27 2,10 274,22 

 
Для моделирования работы полученных материалов были выполнены численные 

расчеты напряженно-деформированного состояния в ПК Midas GTS системы «фундамент - 
грунтовая подушка из модифицированного каменными обломками шлакоблока и гашеной 
извести - слабый грунт», представленной на рис. 2. Внешние габариты схемы 22,0 х 32,0 м. 
Грунт основания задан упруго-пластичной моделью Мора-Кулона, а фундамент и грунтовая 
подушка – упругой моделью.  

 

Метка 
состава Состав Средняя масса 

образца, г 
Средний объем 

образца, см3 
Средняя плотность 

образца, г/см3 

1 

Глина - Гл1 
Шлакоблок – 

ШБ 
Известь 

228 98 2,32 
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Рис. 2. Общий вид расчетной схемы 
 

Основанием выбран грунт со следующими физико-механическими характеристиками:  
угол внутреннего трения φII=18°, удельное сцепление СII=15 кПа, модуль деформации 
E=4МПа, коэффициент поперечной деформации ν=0,4; удельный вес ƔII=16кН/м3. 

Характеристики фундамента: 
 модуль упругости E=27,5*103 МПа, коэффициент поперечной деформации ν=0,2, удельный 
вес Ɣ=25кН/м3. 

Характеристики грунтовой подушки, полученной при модифицировании глинистого 
грунта: 

модуль упругости E=272,22 МПа, коэффициент поперечной деформации ν=0,25, 
удельный вес Ɣ=23,2кН/м3. 

Расчет выполнен в три стадии: 
Стадия 1. Моделирование начального природного напряженного состояния 

грунтового массива;  
Стадия 2. Устройство грунтовой подушки и фундамента; 
Стадия 3. Приложение нагрузки ступенями с шагом 60кН. 

 
Поиск оптимальной высоты грунтовой подушки 

 В ходе численного эксперимента были составлены 4 расчетные схемы: 
1) фундамент на естественном слабом основании (рис. 3); 
2) фундамент на модифицированной грунтовой подушке толщиной h = 1,5 м (рис. 4); 
3) фундамент на модифицированной грунтовой подушке толщиной h = 1,8 м (рис. 5); 
4) фундамент на модифицированной грунтовой подушке толщиной h = 2,1 м (рис. 6). 

 
 
 

 



164 

 
Деформации по оси Y при максимальной нагрузке в 600кН 

 

  
Рис. 3. Фундамент на естественном основании  Рис. 4. Фундамент на модифицированной грунтовой 

подушке толщиной h = 1,5 м 

  
Рис. 5. Фундамент на модифицированной грунтовой 

подушке толщиной h = 1,8 м 
Рис. 6. Фундамент на модифицированной грунтовой 

подушке толщиной h = 2,1м 
 
Обсуждение результатов. Для сравнения результатов была выбрана точка по центру 

подошвы фундамента. Результаты численного эксперимента были сведены в табл. 6.  
 

Таблица 6 
Результаты расчета деформаций для различных нагрузок, приложенных по центру 

подошвы фундамента 

Нагрузка, 
кН 

Перемещения по оси Y (осадка), м 
На 

естественном 
основании 

При 
подушке 
h=1,5м 

% 
При 

подушке 
h=1,8м 

% 
При 

подушке 
h=2,1м 

% 

1 2 3 4 5 6 7 8 
60 0,0238 0,0302 26,89 0,0313 31,51 0,0325 36,55 
120 0,0428 0,0414 3,27 0,0418 2,34 0,0426 0,47 
180 0,0626 0,0526 15,97 0,0524 16,29 0,0526 15,97 
240 0,0840 0,0637 24,17 0,0629 25,12 0,0627 25,36 
300 0,1081 0,0749 30,71 0,0734 32,10 0,0728 32,65 
360 0,1356 0,0861 36,50 0,0839 38,13 0,0829 38,86 
420 0,1660 0,0973 41,39 0,0945 43,07 0,0929 44,04 
480 0,1992 0,1085 45,53 0,1050 47,29 0,1030 48,29 
540 0,2348 0,1197 49,02 0,1156 50,77 0,1132 51,79 
600 0,2729 0,1309 52,03 0,1262 53,76 0,1233 54,82 
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Примечание. Процентное сравнение выполнено относительно схемы на естественном 
основании. 

Результаты работы получены с использованием научного оборудования Центра 
коллективного пользования имени профессора Ю. М. Борисова (проект №075-15-2021-662). 

Выводы. При проектировании конструктивных слоев оснований фундаментов 
сооружений и дорожных одежд на модифицированных глинистых грунтах важно, чтобы 
частицы извести и глины высокой дисперсности заполняли пространство между частицами 
кремнезема, создавая оптимальные толщины водных пленок. В условиях повышенного 
давления, возникающего при нагружении, образуются совместные плоскости 
кристаллизации, приводящие к появлению Ван-дер-Ваальсовых сил взаимодействия. 
Твердение происходит по механизму эпитаксии (контактно-конденсационное твердение). 

Результаты численного эксперимента показали наличие консолидации грунтового 
массива. Показано наличие оптимальных геометрических параметров грунтовой подушки из 
модифицированного каменными обломками шлакоблока и гашеной извести. Анализ 
напряженно-деформированного состояния конструктивного слоя показал уменьшение 
прогиба фундаментного основания, данное решение позволяет снизить осадку от 24 до 54 % 
по сравнению с аналогичной схемой на естественном основании из немодифицированного 
глинистого грунта. 

Результаты проделанной работы подтверждают многочисленные исследования 
авторов [12] по получению строительных материалов и изделий по безобжиговым 
технологиям. 

Требования действующих норм не рекомендуют применять в качестве основания 
грунты с низкими прочностными и деформационными характеристиками. Данное решение 
позволяет использовать ленточный фундамент в сложных инженерно-геологических 
условиях и выполнить условие пункта г.1 СП 22.13330.2016 «Основания зданий и 
сооружений» о максимальной осадке здания и сооружения. 
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The article discusses the calculation of the stress-strain state of the formed layer of clay soils and crushed 

mineral materials, the remains of element-by-element dismantling of buildings and structures. The subject of this 
scientific research is the mechanism of structure formation in modified clay soils with subsequent determination of the 
physical and mechanical parameters of samples from modified soils. On the basis of the design scheme of the soil 
cushion formed during the modification of clay soil with mineral fragments of cinder blocks and slaked lime, the stress-
strain state of the optimal thickness of the soil cushion with the specified parameters was calculated. The mechanism of 
structure formation of the composite is proposed, its physical and mechanical properties are obtained, the optimal 
geometric parameters of the modified soil pad with cinder block fragments and slaked lime are selected. 

 
Keywords: design of structural layers of pavements, soil stabilization, dispersed building materials, cinder 

block, contact-condensation hardening, non-firing technologies, soil cushions. 
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