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�  ���
�#�  ��#�	���	�  #�
�#�
���  Maple �	�
�	���  #�
�#�
�������  #	����  ���	�#��	�����  ��	��	�  

���#�  �  ���
��  	�	��#� . ,	�����	 , �
	  ���  	���������	#  �����  �������  ���#�  �	������
  #
�	������  ��#� -
���#	�
� . *���#	
���	  ����
���  ��
����� , ����	#���	  ������������	�  �	  ����#  ������
	  ���  �����
	  �	��� . 
��������  �	�#���  ������#	�
�   ��	
���  ���#�   	
  ���#��	�  �  �����  ������� . ,	�����	 , �
	  �������������  
���
��  �  ���
���
��  �
������  ��+��
����	  ������
  	
  �����  ������� .   

 
��9��(!�  ���(� : ������  �
�
������  ��	�������#��  ���#� , ��	
��  ���#� , #�
	�   ����� �� , 

Maple,����#�
�������  ��#����#	�
� , ���
��  �  ���
���
��  �
����� . 
 

M. N.  Kirsanov 
 

THE FORMULA FOR THE DEFLECTION  AND ANALYSIS OF KIN EMATIC VARIA-
BILITY OF THE LATTICE TRUSS 

 
In the system of symbolic mathematics Maple a mathematical model of deformation of a flat truss with six 

supports is constructed. It is shown that, with a certain number of panels, it can be instantly variable. The effect of a 
load uniformly distributed over the nodes of the upper or lower belt is considered. The formula for the dependence of 
the deflection of the truss on the size and number of panels is derived. It is shown that the distribution of compressed 
and stretched rods essentially depends on the number of panels. 

 
Keywords: externally statically indeterminate truss, deflection of a truss, induction method, Maple, kinematic 

variability, compressed and stretched rods. 
 

�  	
�����  	
  ��	�
��  ���	����  ���#  �  �����������#�  �	���#� , ���  �����
�  �	
	���  
���#���#  #�
	�  ������� , ����
��
��  ���#�  ��  �	�
����  ���  ���	�����
����	
	  �������  
������  �  �
������ . �+�  �	�����  
����	�
�  �	������
  �  ���#������  #�
	��  ����� ��  �	� -
#��
�	  �  ���
�#	�  �	#���
���	�  #�
�#�
���  ���  �����
�����	#  �����
�  ����
��
��  ���#  
�  ��	���	����#  ����	#  �������  [1-5]. *���#	
��#  ����
��
��  ���#�  �  ���
��  	�	��#�  
(��� . 1). ���#�  ������  �
�
������  ��	�������#� . %��  	����������  ������  �  �
������  �  �� -
�� ��  	�	�  ��	��	��#	  �	�
����
�  ���
�#�  ���������  ����	�����  �����  ���  ����  ���	� , �� -
�����  �	
	�	�  ���
  �  ������  �  �
������ , �  ���� ��  	�	� . �  ���#�  �  n ������#�  �  �	�	����  
��	��
� , ���
��  �	  �����#�  �	��� , ����	  �
������  – 8 30sn n= + , �������  ��#�  	�	����  
�
������  (��
�  #	�������
  �	�������  	�	��  �  ���  — ������  ���	�������  ������ ), ��� -
�	  ������	�  – 4 15m n= + . $������  ������
	  �	���  ��
������  ���
�������#�  ����#� . 
____________________ 
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��� . 1. ���#�  ���  n=5  

,�	
��  ���#�  	��������
��  �	  �	�#���  "��������  - "	�� . *������  ���
�#�  ���������  ��� -

�	�����  ���	�  �	�����
��  �	  ��	
��##�  [6] �  ��#�	���	�  �	�#� . %��  0
	
	  ��#����
��  �
�����  �  

����  (��� . 2). -����	  �		�����
  ����	��
��
��  �  ���	�  �	�����	�  	�	�� . ���
#��
  ��	��  �		�����
  

�  ��	
��##�  �#��
  ���  

 > for i to 2*n+6 do x[i]:=2*a*i-2*a: y[i]:=0:od:  
> for i to 4 do x[i+2*n+6]:=a*i; y[i+2*n+6]:=h*i;  
>                                  x[i+4*n+11]:=4*n*a+5*a+a*i; 
               y[i+4*n+11]:=5*h-h*i; 
> od: 
>for i to 2*n+1 do  
>    x[i+2*n+10]:=2*a*i+3*a: y[i+2*n+10]:=5*h: 
>od: 

 
��� . 2. ���#�  �	�#	����  ��	�	�
�� , n=1 

 

-��������+��  �	������  ������  �  ���
�#�  ���������  ����	�����  ���	�  	��������
 -
��   �	   �		�����
�#  ���	�  �  �����#  �
������ . *������  �  ���
�#�  Maple ���
  �����
�������  
���������  ���  ������  �	  ����  �
������ .  %��  �����
�  ��	
���  ���	�����
��  �	�#���  "��� -
�����  – "	��  �  ���� : 

7
( ) (1)

1

/ ( ).
sn

P
i i i

i

S S l EF
-

=

D =�   

&�	������	 : 
( )P
iS — ������   �  �
������  	
  ������	�  ��
����� , il  — �����  �
������ ,   

(1)
iS  — ������  	
  �������	�  ���� , ����	����	�  �  ��������  �����
	  �	��� , E — #	����  

����
	�
� ,  
F — ��	+���  �������  �
������ . 2���#  ���
�
� , �
	  ���  �
�����  �#��
  	�����	���  ���
 -

�	�
�  EF. 2��	  	��������	 , �
	  ���  n=1, 3, 4, 6, 8, 9, 11, …  	�������
���  ���
�#�  ������ -
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���  ����	�����  	���+��
��  �  �	�� . 3
	  �		
��
�
���
  ����#�
�����	�  ��#����#	�
�  �	��
��� -

 �� . %��  �	�
���������  ����#�
�����	�  ��#����#	�
�  �������  ���#�  �	�#	����  ��	�	�
��  

(������  n=1, ��� . 3). 4��
�  ������	�  �  �
������  �  0
	�  ���#�  ���	������ . �
�����  11-12, 4-

5 �  16-17 �����
��  #
�	����	  �	�
���
����	 . �
�����  10-11,12-13, 4-3 �  �#  ��##�
������  

�	������
  #
�	������  �	�	�	
�  �	���
  ��	��  #
�	������   ��
�	�  ��	�	�
�� . &�������  

�����  ��	�	�
��  ������	�  / /v c u a= ,  2 2� a h= + . '���	
�����  ���#�  �	�#	����  ��	�	 -

�
��  #	��	  ���
�  ���  ���
��  n, 	
#�������  ���  ���	���
�#��  ���  �������  ���
�#�  ���� -

����� . 

.���#  	����	# , ����#�
�����  ���#�  ���  �	���
�#��  ���������  n ����  

(( 1) 1 10 ) / 4, 1, 2,3,...kn k k= - - + = , #	��	  �	����
�  �	����	��
����	�
�  �������  ���  ��	
���  

�  ���
�  ��  	�+��  ���� .  5�#����	 , �
	  �	�#���  ���  ��	
���  ���  0
	#  �#��
  	���  �  
	
  ��  

���  

3 3

2

( )
2
k kP A a C c
h EF

+
D = .                                                          (1) 

%��  	����������  ���	�	#���	�
�  �  �	����	��
����	�
�  �	0��� ���
	�  ���  3a  �	 -


���	���	��  ��	��������	��
�  18 ���������  �  �	����
�  �	����	��
����	�
�   37, 637, 1249, 

5285, 8225, 21393, 29541, 60385, 77773, 137685, 169497, 272717, 325289, 488905, 569725, 

813673, 931381, 1278445.  &����
	�	#   rgf_findrecur ����
�   genfunc ���
�#�  Maple �	�����	  

������+��  ������	�  	��	�	��	�  ��������
�	�  ���������  ����
	
	  �	����� : 

1 2 3 4 5 6 7 8 94 4 6 6 4 4k k k k k k k k k kA A A A A A A A A A- - - - - - - - -= + - - + + - - + . 

(�
�����	  ��#�
�
� , �
	  �	0��� ���
�  0
	
	  ���������  (1, 4, – 4, – 6 …)  �	������
  

�  �	0��� ���
�#�  ����	
���	
	  (�	  �	���  ���	�	
	  �	����� ) ��������� , �	������	
	  ���  

�������  ���#�  �  ��
��  ������#�  �����#�  [5]. &����
	�  rsolve ���
  �������  �	������	
	  

��������
�	
	  ���������  �  ����  �	���	#�  ��
���
	
	  �	�����  �	  k, �  �	0��� ���
�#� , �� -

����+�#�  	
  ��
�	�
�  k : 

4 3 2(250 (212( 1) 500) (318( 1) 518) 412(( 1) 1) 225( 1) 375) / 24.k k k k
kA k k k k= + - + + - + + - + + - +  

1	0��� ���
  kC  ��	���
�	���
  ���������  1 2 3 4 52 2k k k k k kC C C C C C- - - - -= + - - + , 
�� -

��  �	������	#�  	����
	�	#  rgf_findrecur, �  �#��
  ���  

 
25(2 2(( 1) 1) 5( 1) 7) /4.k k

kC k k= + - + + - +  

5�����#	�
�  ������#���	
	  ��	
���  ' / ( )sumEF P LD = D , ���������	
	  ���  �	�
	�� -
�	�  �����  ��	��
�  ���#�  L=(4n+10)a=100 # �  �	�
	���	� , ��  ������+��  	
  �����  �������  
��
�����  (2 9)sumP n P= + , �����
������  �����#�  ��  ��� . 3. (��	�#� ��  	  �������������  	
 -
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�	��
������  ������  /iS P �  	
�������  �
������  �����
������  ��  ��� . 4. -���	���  ���
�#�  
	�������
��  ������  �
�����  �  �	�	���  ���
��  ���#�  (��������  ����#   ��
	# ), ����	���  
���
���
�#�  — �
�����  �   �����#  �	��� , �	  ��  �  �������� , ���  ����	���	  	����
� , �  #����  
	�	��#�  2 �  3.  

 
��� . 3. 5�����#	�
�  ��	
���  	
  �����  �������  (h - �  #�
��� ) 

 

 
��� . 4. *������������  ������  �  �
������  ���#� , k=1, n=2 

 

%��  ���#�  �  n=5 �������������  ������  ��+��
����	  #����
��  (��� . 5).  ,��  n=3 �  

n=4 ���#�  �
��	��
��  #
�	����	  ��#����#�#  #������#	#  �  ������  �  ���#�  ��  ������
� -

���
�� . -���	���  ���
���
��  �
�����  ����#��
  ����������#	�  #��
	  �  ��������  �����
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�	��� , �  ����	���  ���
��  �	�����
��  �  ������#  �	��� . 1�	#�  
	
	 , ���  n=5 ���
�#�  �
��	 -

��
��  �  ����	��  �  ��������  ��	��
� . ������#  �	�#���  ���  ������  �  
���  ����	���  ����� -


�����  �
������  (��� . 5): �  ��������   �����
	  �	���  US , �  ��������  ������
	  �	���   OS   �  

#����  2-�  �  3-�  	�	��#�   2 3S - : 

2

2

2 3

(10 2(( 1) 5) ( 1) 11) / (8 ),

(10 2(5 3( 1) ) 3( 1) 3) / (8 ),

(10 (7 ( 1) ) ) / (4 ).

k k
U

k k
O

k

S Pa k k h

S Pa k k h

S Pa k h-

= + - + + - +

= - + - - - - +

= + - -  

�  �	��������  ���������  ��	��
  "#�
��+�� " ���
��#��  �  #�	��
���# ( 1)k- , �� -��  

�	
	���  ��	���	��
  �����	�����  �	�	�����  �
������  �  0��
��#�����#�  ������#� . ���
��  

�
�����  �	  �	�������#  �	�#���#  ������
����
��  ��  ��
	����	�
� , ���
���
��  — ��  

��	��	�
� . 

 

 

��� . 5. *������������  ������  �  �
������  ���#� , k=2, n=5 
 
 

(����
�����  #�
	� , ���#�������  ���  ���	��  �����
�����	
	  �������  �  0
	�  ������  

���  �	�������  	����
	�	�  ���
�#�  �	#���
���	�  #�
�#�
���  Maple, �	��	���
  �	����
�  


	����  �������  �  ���  ��	�
����
������  ���#  [7,8]. �  [9] ��������  ���	�  �	�#���  ���  ��	 -


���  ��	��	�  ���#�  #�
	�	#  ����� �� .    

2����	
����������  ����	�  

1. 1�����	�  " .- . �	�#���  ���  �����
�  ��	
���  �  ������  �  ����
��
	�  ���#�  / 
" .- . 1�����	� // "������� ��  �
�	�
����
�� . 2017. 4 (874). � . 20-23. 
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2. 1�����	�  " .- . �	�#���  ���  �����
�  ��	
���  ���	��	�  #�	
	����
��
	�  ��� -
#� / " .- . 1�����	� , ' .- . "���	�  // �
�	�
������  #�������  �  �����
  �		���� -
��� . 2017. 2(271). � . 4–10. 

3. 1�����	�  " .- . *����
  ��	
���  ��	��	�  ����
��
	�  ���#�  �  ��
���#�  	�	��#� / 
" .- . 1�����	�  // .�����	�
�	�  �
�	�
����
�	 . 2017. 6 7. � .15-17. 

4. 1�����	�  " .- . �
�
�������  ������  �  #	�
�����  ���#�  ��	��	�  ���#� / " .- . 1���� -
�	�  // ���
���  
	������
����	
	  ��������
�
�  #	���	
	  �  ����	
	  ��	
�  �# . ��#��� -
��  � .&. "����	�� . 2016. 6  5 (39). � . 61-68.     

5. 1�����	�  " .- . ���	�  �	�#���  ���  ��	
���  ����
��
	�  ���#� , �#��+��  ��� -
���  ����#�
�����	�  ��#����#	�
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,�	����  ���#�  �#��
  ���  	�	�� . /�����  �  �
������  ���	��
��  #�
	�	#  ���������  ���	� , �  �#�+����  
�	�����	�  	�	��  - �  �	#	+��  �	�#���  "��������  - "	�� . "�
	�	#  ����� ��  �  ���	���	�����#  ���
�#�  
�	#���
���	�  #�
�#�
���  Maple �	�����	  	�	�+����  �������  ��  ��	���	���	�  ����	  ������� . ���	��
��  
�	�#���  ���  ������  �  ����	���  ���
��  �  ���
���
��  �
������ . 

 
��9��(!�  ���(� : ���#� , �#�+����  	�	�� , ��
�
���  "	�� , #�
	�  ����� �� , Maple. 

 
A. S. Shirokov 

 
ANALYTICAL CALCULATION OF THE SUPPORT OFFSET  

OF  BEAM TRUSS WITH UPPER SHPRENGELS 
 

A flat truss has two supports. The forces in the rods are determined by the method of cutting the knots, and the 
displacement of the mobile support by the Maxwell - Mohr formula. The method of induction using the computer math-
ematic system Maple obtained a generalization of the solution to an arbitrary number of panels. Formulas for forces in 
the most compressed and stretched rods are obtained.  

 
Key words: truss, deflection, Maxwell - Mohr integral, induction method, Maple. 
 
,�	����  ���#�  �	�  ����
���#  ��
�����  �	�����
  ���
��������  ��	
��  �  �#�+����  �	 -

�������  	�	� . �  ���#�  	���  �	�������  	�	�� , ���
��  ���	�������  (��� . 1). 2	���	�  ��������  
�#��
  ���	�#� ��  	  �#�+����  	�	�� , 
��  ���  ���	�
�	�����#	�  �#�+����  	�	��  �	�  ����
�� -
�#  ��
�����  #	��
  �#�
�  ��	���
�#��  �	�����
��� . *���#�
�����
��  ��
�����  ��  �������  �	�� . 
%��  	����������  
	���	�
����	
	  �#�+����  �	�����	�  	�	��  ��	��	��#	  	�������
�  ������  
�	  ����  �
������  ���#�  	
  ����
���  ��
�����  �  ������  	
  �������	�  ����  �  �����������  �� -
������#	
	  
	���	�
����	
	  �#�+����  ���	�  (�	�����	� ) 	�	�� . ���  ���	����	�����  ��	���	 -
��
��  �  ���
�#�  Maple �	  ��	
��##�  [1]. ,	  0
	�  ��  ��	
��##�  �����  ����  �	������  �����
� -
������  �������  ���  ��	����  [2-8] �  ��	�
����
������  ���#  [9]. 

 

��� . 1. ���#�  ���  n=3 

___________________ 
© $��	�	�  ' .� ., 2017 
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�
�����  �  ����  ���#�  ��#����
��  (��� . 2). �  ��	
��##�  ��	��
��  �		�����
�  ���	�  �  �
���
� -
��  ����
�� , �	
	���  �����
��  ��� ������#�  ���
	��#� , �	�����+�#�  �	#���  �	� 	�  �
������ . 

 

��� . 2. ���#�  ���#�  �  ��	��#��	�����#�  �
�����#�  �  ����#� , n=4 

&�	�����#  �����  n ����	  �������  ���#� . 1�����  ���	����  ������  �	�
	�
  ��  ��
����  
�
������  ������
	  �	��� , 
���  �
	��  �  ���
�  ����	�	� , 	������+��  �����
������  ����
�� . 
,������#  ���
#��
  ��	
��##�  �	���	�����  �
������ : 

 
> for i to 4*n do   N[i]:=[i,i+1]; od:  
> for i to n-1 do    N[i+4*n]:=[6*n+1+i,i+6*n+2];  od : 
> for i to 2*n do 
   N[i+5*n-1]:=[2*i-1,i+4*n+1]; 
   N[i+7*n-1]:=[2*i+1,i+4*n+1]; 
   N[i+9*n-1]:=[2*i,i+4*n+1];  
 od:  
> for i to n do  
   N[i+11*n-1]:=[4*i-1,i+6*n+1]; 
   N[i+12*n-1]:=[2*i+4*n,i+6*n+1]; 
   N[i+13*n-1]:=[2*i+4*n+1,i+6*n+1]; 
 od: 

�	��	�����#��  �	�#��	�  "�������� -"	��  ���  	����������  �#�+����  	�	�� , �	
	 -
���  ��
����
  ���   

3
( ) (1)

1

/ ( )
sn

P
i i i

i

S S l EF
-

=

D =� ,   


��  
( )P

iS  – ������  �  �
������  	
  �������  ���
������	�  ��
�����  P, ����
���+��  ��  ���  

���#� , 
( )l

iS  - ������  	
  �������	�  
	���	�
����	�  ���� , ����	����	�  �  ���	�  	�	�� ,  

il  – �����  �
������ . 
8��
�	�
�  �
������  ��  ���
������ -���
��  EF �����
�  	�����	�	�  ���  ����  �	� -

�
��� �� . ,	�
�����	  ����������  ����	  ��	��
	�  �  ���#� , ��#�
�# , �
	  �������  ������  ���  

�#��
  	���  �  
	
  ��  ���
2

nEF PA a hD =- , 
��  �	0��� ���
�  nA  	������
  ������+��  �	 -
����	��
����	�
� : 6, 28, 82, 184, 350, 596, 938, 1392, 1974, 2700. (��	�����  ���� ��  
rgf_findrecur  ����
�  genfunc ���
�#�  Maple (0
�  ���� ��  
�����
  "�����  ����	  ��
�#�� -

	� ),  �	����#  ��  0
	
	  ����  ��������
�	�  ��������� :  

1 2 3 44 6 4n n n n nA A A A A- - - -= - + - . 
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*������  ���������  �  ��������#�  �����#�  1 2 3 46, 28, 82, 184A A A A= = = = #	��	  
�	����
�  �  �	#	+��  ���� ��  rsolve 
	�  ��  ���
�#�  Maple. (
	
	���  �	�#���  �#��
  ���  

2
nEF PA a hD =- , 
��  

2 (8 10) 3nA n n= + . 

�  ����������#  ���	
�  ���#�  �#������
��  �#�+����  	�	�� . -�  ��� . 3 ������   
������#	�
�  (1) �	�
�	���  ���  a=10. -�  
������  (��� . 3) 	
�	��
����	�  �#�+����  	�	����� -
�	  �����  /EF P¢D = D . 

 

��� . 3. 5�����#	�
�  �#�+����  	
  �	�����
��  �������  

-����#  ������  �  ����	���  ���
��  �  ���
���
��  �
������ .  
&������	 , ����	���  ���
��  (�  	
�� �
�����#  ��������#  ������ ) ���  
��	�  ��
�����  

����
  �
������  �  ��������  ������
	  �	���  �  �	#��	#  2n, �  ����	���  ���
���
��  — �  ���� -

����  �����
	  �	���  �  �	#��	#  9 /2 (( 1) 1) /4nn + - - , n>1 (�# . ��� . 2). �  �	#	+��  ���� ��  
rgf_findrecur   �	�����#  ��������
���  �		
�	����� , �		
��
�
���+��  �	����	��
����	�
�#  
���	#��  ������ . *������  0
��  ���������  ���
  ���� ��   rsolve. -�
�����  ��  ����	���  ��� -

��  �
������  	��������
��  ������#	�
��  ( ) 2(2 ( 1) ) / (2 )nS P n a h- = - - , �  ��  ����	���  ���
� -
��
��  — ( ) 2(2 ( 1) 1) / (2 )nS P n a h+ = + - - , n>1.  

%��  ���������  �������#  �	�#���  ���  ��	
���  (���
������	�  �#�+����  ������
	  �� -
�� ), �	��������  �  [10] ���  ��������#	�  ���#�  #�
	�	#  ����� �� :  

3 3 3 2)( ) / (2n n nEF P A a C c H h hD = + + , 


��  2 2h ac += — �����  ����	�� , �  �	0��� ���
�  �#��
  ���  
24 10( ( 1) 3 620 )/3 n

n nA n= -+ - + , 2 ( 1) 1)/2(8 n
nC n - += - ,  4(1 ( 1) )n

nH = - - . 
 

2����	
����������  ����	� : 
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	�	�  ���
�#�  ��#�	���	�  #�
�#�
���  Maple �	�
�	���  #�
�#�
�������  #	����  �
� -


������  	�������#	�  ��	��	�  ���#� . *���#	
���	  ����
���  ��
����� , ����	#���	  ������������	�  �	  ����#  
������
	  ���  �����
	  �	��� . ��������  �	�#���  ������#	�
�   ��	
���  ���#�   	
  ���#��	�  �  �����  ������� .   
*������  #	��
  ��
�  ���	���	���	  ���  ��	��
��	�����  �
��������  �
�	�
������  �	��
��� ��  �  	 ����  ��� -
������  ������� . 

��9��(!�  ���(� : �
�
������  	�������#��  ���#� , ��	
��  ���#� , #�
	�   ����� �� , Maple  
 

E. V. Domanov 
 

THE DERIVATION OF THE FORMULA FOR DEFLECTION  
OF A GIRDER WITH A CROSS TYPE LATTICE  

 
With the help of operators of the system of symbolic mathematics Maple, a mathematical model of a statically 

determinate flat truss constructed. The effect of a load uniformly distributed over the nodes of the upper or lower belt is 
considered. The formula for the dependence of the deflection of the truss on the size and number of panels is derived. 
The solution can be used in the design of rod building structures and the evaluation of numerical solutions. 

Keywords: statically determinate truss, deflection of a truss, induction method, Maple. 

 
'����
�������  �������  �����  �
�	�
����	�  #�������  �	�����  ���  	 ����  
	��	�
�  

���������  ������� , �	��������  �  ����
��  �
�����
���  ��	
��## , 	��	������  �  	��	��	#  
��  #�
	��  �	������  0��#��
	� , �  ���  ��	��
��	�����  �������
�����  �		������� . *����
��  
��	
��##  ��#�	���	�  #�
�#�
���  (Mathematica, Maple, Maxima �  �� .) ���
  �������  ��  �	 -
�������  ��#���
��  �������  (�	�#�� ) ��	�
	�  ��#��	�  �������	�  #	��  ��  ��#�	�����  �  
�����
���  ��
	��
#��  #�
	��  �������  ���  #�
	��  ���������  ���	�  ���  �����
�  ���# . &��� -
�	  ��������  �����
�  �	�������
 , �
	  �	������+��  �����  
����	�
�  �����
��  ������
   �� -
�	�
�  �	��������  �������  ���	  �� -��  ��	������	�  
�	#	���	�
�  �	�#�� , ���	  �� -��  ����#�  
���	�  	����
�  ���#���#	�
�  ������
�
� . �  ���	
	���  �	��	���  [1] ���
��  
	���	  ��
	��
#  
�  �����
���  ���������  �����  ���	�#��	�����  �
��������  (�  
	#  �����  �  �
�
������  
��	�������#�� ) �	��
��� �� . &����	  ��	�
��  ���	���  �	�#��  ���  ��	
��	�  �	��
��� ��  
���  0
	#  �	��	��  �	����
�  ��  ����
�� . &
���������  �  ���#���#	�
�  #�
	��  �	������
  

���� , ����  �������  �	�����
  ���	�
�
	��	�  ����	  ����#�
�	�  ������ , �����#��  
	���	  ��  
���#��� . ��	�  ��  �  �������  �����  �������  ���  �
������  ��������
  ���#���#	�
�  �	�� -
������  �	�#�� . �  [2-11] �������  0
	�  ������  ���#���
����	  �  ���	��  �	�#��  ��	
���  
��	����  ���#   �	�
�
��
	  �  �	#	+��  #�
	��  ����� �� . 

*���#	
��#  ���#�  ���#�  �  ����
		�����	�  ����
�	�  (��� . 1). �  ���#�  �  n ������#�  �  
�	�	����  ��	��
� , ���
��  �	  �����#�  �	��� , ����	  �
������  – 8 8= +sn n , �������  
��  
	�	����  �
�����  (	���  �  �	�����	�  	�	��  �  ���  �  ����	�  ���	�����	� ),  ����	  ���
������  
������	�  – 4 4m n= + . 
_____________________ 
© %	#��	�  � .� ., 2017 
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�
�

��� . 1. ���#�  ���  n=4. -�
�����  ��  ������  �	��   

%��  	����������  ��	
���  �  ����
	�  �
����  ���	
�  �	��
��� ��  �	  �	�#���  "��� -
�����  - "	��  ��	��	��#	  ���
�  ������  �	  ����  ���	�#����#��  �
������ . *������  �  ��# -
�	���	�  �	�#�  �	����#  �	  ��	
��##�  [12], ��������	�  ��  �����  Maple. �  ��	
��##�  ��	 -
��
��  �		�����
�  ���	�  �  �
���
���  ���#� . -����	  �		�����
  ����	��
��
��  �  ���	�  �	 -
�����	�  	�	�� .  �������  ��#����
��  ����  �����
	  �	���  (�����  ������	 ), ��
�#  ������
	 . 
,������#  �		
��
�
���+��  ���
#��
  ��	��  �		�����
  �  ��	
��##� : 
 
�for i to 2*n+2 do  
  x[i]:=a*i-a:       y[i]:=0: 
  x[i+2*n+2]:=a*i-a: y[i+2*n+2]:=h:  
end: �

-��������+��  �	������  ������  �  ���
�#�  ���������  ����	�����  ���	�  	��������
��  
�	  ��  �		�����
�# . �������  ��������
��  ��	�� ��  Lxy �
������  ��  	��  �		�����
  �  ��  
�����  L[i]: 
 
for i to ns do �
�      Lxy[1]:=x[N[i][2]]-x[N[i][1]]: �
�      Lxy[2]:=y[N[i][2]]-y[N[i][1]]: �
�      L[i]:=subs(a^2+h^2=c^2,sqrt(Lxy[1]^2+Lxy[2]^2 )); end;    
�

5�#���   subs(a^2+h^2=c^2,..) �������  ���  �	#���
�	�  ������  ������
�
� . 5�
�#  �   �� -
��  �	  �����  �
������  ns ���	����
��  ������
���  #�
�� �  G ���������  ����	����� : 
for i to ns do �
��for j to 2 do �
�    t:=2*N[i][2]-2+j: �
�    if t<= ns then G[t,i]:=-Lxy[j]/L[i]:fi; �
�    t:=2*N[i][1]-2+j: �
�    if t<= ns then G[t,i]:= Lxy[j]/L[i]:fi; �
� end; �
end; �

 *������  ���
�#�  ��������  ���������  �	�����
��  #�
	�	#  	���
�	�  #�
�� �    
G1:=1/G: S1:=G1.B1  ���  �����������  	����
	��  LinearSolve �  ���
  ���������  ���  ������  
�	  ����  �
������  �  ��#�	���	�  �	�#� . ,���
���  ���
�  �  ��#�	���	�  �	�#�  �	�������
 , �
	  
���#������  	����
	�	�  ����
�  LinearAlgebra 
�����
  �	����
	  ���#���  ���  ���
� . ,�	
��  

	��������
��  �	  �	�#���  "��������  – "	��  �  ���� :   ( ) (1)

1

/ ( ).
=

D =�
sn

P
i i i

i

S S l EF  5����  	�	����� -

�	 : 
( )P
iS — ������   �  �
������  	
  ������	�  ��
����� , il  — �����  �
������ ,  

(1)
iS  — ������  

	
  �������	�  ���� , ����	����	�  �  ��������  �����
	  �	��� , EF  — ���
�	�
�  �
������ , 
�����
��  	�����	�	�  ���  ����  �	��
��� �� . �	�#���  ���  ��	
���  (���
������	�  �#�+����  
����  �  ��������  ��	��
� ) ���  ����  �����  �������  �#��
  	���  �  
	
  ��  ��� : 
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3 3 3

2

+ +
D = n n n

n

A a B h C c
h EF

.                                                       (1) 

 ,��  	����������  	�+�
	  �����  �	����	��
����	�
�  �	0��� ���
	�  ���  3a  �	
���	 -
���	��  ��	��������	��
�  16 ���������  ��	
���  �  �	����
�  ������+��  ����� :  7, 53, 210, 
574, 1289, 2515, 4468, 7372, 11515, 17185, 24742, 34538, 47005, 62559, 81704, 104920.  &���� -

	�	#   rgf_findrecur ����
�   genfunc ���
�#�  Maple ���  ����	�  �	����	��
����	�
�  �������	  
������	�  	��	�	��	�  ��������
�	�  ���������  ����#	
	  �	����� : 

1 2 3 4 5 6 73 5 5 3- - - - - - -= - - + + - +n n n n n k n nA A A A A A A A . 

�  �	#	+��  	����
	��  rsolve  �	�����	  �������  ��������
�	
	  ��������� , �����+��  
���	#��  �	�#���  ���  �	0��� ���
�  ���  3a  �  �	�#���  (1) 

4 3 2(34 68 44 (5 3( 1) )2 3(1 ( 1) )) / 24= + + + - - + - -n n
nA n n n n .                         (2) 

������������ '���	
���	  ���	��# , �
	  �	0��� ���
  nB  ��	���
�	���
  	��	�	��	#�  ���������  
������������������������������������ 1 2 3 4 5 6 73 3 3 3- - - - - - -= + - - + + -n n n n n n n nB B B B B B B B   
�  �#��
  ���   

3 2(2 3(1 ( 1) )) 3(1 ( 1) ) ( 1) 1) / 4.n n n
nB n n n= + - - + - - - - +                            (3) 

(�
�����	  ��#�
�
� , �
	  ��������
���  ���������  ���  �	0��� ���
	�  nA  �  nC ���� -

���� , �	  �������  ������
  	
  ���������  ���	���  �  �	�����
��  ������ . %��  �	0��� ���
�  

nC  �������  �#��
  ���  
4 3 2(8 16 14 (3 ( 1) )2 ( 1) 1) /8.= + + + - - - - +n n

nC n n n n                                    (4) 
���������  (1) �  �	0��� ���
�#�  (2-4), ������+�#�  	
  �����  ������� , ��
�  �����
�����	�  �� -

�����  ������  	  ��	
���  ���#�  �	�  ����
���#  ����	#���	�  ��
�����  �	  ����#  �����
	  �	��� . 
.�����  ����#	
��#  ������ , �	
��  ������  ����	����  �  ����#  ������
	  �	���  (��� . 2). 
 
 

�
�

��� . 2. -�
�����  �	  ������#�  �	��� , n=4 

 �  "�*�1%9  	����
	��  rgf_findrecur ����
�  genfunc ���
�#�  Maple ����  �������  �� -
������
���  ���������  ���  ����	
	  �	0��� ���
�  �	�#���  ��	
���  (1). &��  	��������  	�� -
���	��#� , ���  ���  �����
	 , 
��  �  ���  ������
	  ������  ��
�������  ���#� . *������  ���  �	 -
0��� ���
	�  ���  ��
�������  ������
	  �	���  	
�����
��  	
  �������+�
	  ����  ����	����#�  
���
��#�#�  �  �#��
  ���  

4 3 2(34 68 20 (3( 1) 7)2 (1 ( 1) )3) / 24,n n
nA n n n n= + + + - - - + -  

3 2(2 3(1 ( 1) )) (1 5( 1) ) ( 1) 1) / 4,n n n
nB n n n= + - - + - - - - +

 
4 3 2(8 16 6 (( 1) 1)2 ( 1) 1) /8.= + + + - - + - -n n

nC n n n n
 

,��
�  ������  ��##�����  ��
�����  ��  ���#�  *P . ������
������  ������#	�
�  ������ -
#���	
	  ��	
���  *' / ( )nEF P LD = D , ���������	
	  ���  �	�
	���	�  �����  ��	��
�  ���#�  
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L=(2n+1)a=100 # �  ��
�����   * / (2 )P P n=  ���  ��
�������  �����
	  �	���  �  * / (2 2)P P n= +  
���  ��
�������  ���	�  ������
	  �	��� , �����
������  �����#�  ��  ��� . 3.  1�����  ���  ��
��� -
��  �	  �����#�  �	���  ��������  �
	�+����# , �	  ������#�  — ����
��	# . ���	
�  ���#�  h 
������  �  #�
��� . ,��  #����  ������  n �������  ����������#	  — ����������  ���	
�  ���#�  
����	��
  �  �#��������  ��	
��� . ,��  n=11 ������  ��	
���  ���������
�� . 5�����#	�
�  �	 -
�����
��  	���
��� . 

�
��� . 3. 5�����#	�
�  ��	
���  	
  �����  �������  

 
"�
	�	#  ����� ��  ���  �	�������  	����
	��#�  ���
�#�  Maple �  [4-11] ��������  

�	�#���  ���  ��	
���  ��	����  ���#  �������	�  �
���
���  �  �����
�����	�  �	�#� . 2	���  
��	����  ������  ���  ��	�
����
������  �	��
��� ��  ������  0
�#  #�
	�	#  �  [13-15]. 
�

2����	
����������  ����	�  
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A.A. Treshchyov, A.V. Romashina 

ABOUT  THE TENSION  CONCENTRATION IN THE PLATE WITH  CIRCULAR  
HOLES MADE OF NONLINEAR ELASTIC ORTHOTROPIC MATERIA L 

 
The problem of stress concentration for the plate with two holes perceiving the uniaxial tension evenly under 

distributed load is analyzed.  The plate is made of the material with different resistance and orthotropy  properties The 
defined rations in normalized stresses are adapted here. Problem mathematical model is constructed using the finite ele-
ment method in simplex form. 

 
Keywords: uniaxial tension, plane stress, orthotropic �������������������  material, stress concentration. 
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���  ! 2 �  �		
��
 -
�
���  �  ��� . 1. -�
�������  ��	�
	�  ���  ��
���	�  ���	�#� �� , �  �����  �  ��#  ���  	�������  
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�

�

�

=

kkjjii

kji

kji

bcbcbc

c0c0c0

0b0b0b

2+
1

;  

2k1k

2j1j

2i1i

xx1

xx1

xx1

det2+ = . 

�����  #����  ����������#�  �  ���	�#� ��#�  �  #�
����	�  �	�#�  �����#��
��  �  ����  
(4). �	�#����	���  �����
	
	  "13  	��	����  ��  ����� �	��	#  ���� ���  7�
����� . ,��  
0
	#  �	
�� �������  0���
��  �	����	
	  0��#��
�  #	��
  ��
�  �����
������  �  ���� : 
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,}{][}{}{}{}]{)][([][}{2

1 dSpNUPUdVUBDBU, T
S

TTTT
V �� --s=             (11) 


��  -dV 	�:�#  0��#��
� ; -S  �	�
��  �������  
���� �  �	����	
	  0��#��
� ; -}{ p  ���
	�  
�������  �	�����	�
�	�  ��
�����  �  ��	�� ���  ��  	��  �����
	�	�  ���
�#�  �		�����
 ;  

-}{ �  ���
	�  �������  ���	�	�  ��
����� . 

%��  ��	��	
	  ���������	
	  �	�
	����  �	����	
	  0��#��
�  �  
	�+��	�  h ����	��#  �  
������+�#�  	�+�#�  ���������  #�
	��  �	������  0��#��
	�  (�	���  #���#��� ��  ���� �	 -
����  (11) �	  ���
	��  }{U  �  ����������  ������������	�  �	�����	�
�	�  ��
�����  �  �	����	 -

	�����#  ���	��#  ����# ):  

                                                                   },{}]{[ PUK =                                                          (12) 


��  Ds= hBDBK T ])][([][][  – #�
�� �  ���
�	�
�  �	����	
	  0��#��
� . 
���
	��  }{U , }{ P  (14) ����#�
�����
��  ���  ���
	�  �������
���  ���	���  ����#�+� -

���  �  ���
	�  �������  ���	�	�  ��
�����  ��  ����
��� . 
*������  ���
�#�  ��
�����������  ���������  ����#�
�����#	�  ������  �  ���
	#  
�	 -

�����	�  #�
�� �  ���
�	�
� , �	������	�  ��	�����#  #�
��  ���
�	�
�  	
�������  �	������  
0��#��
	�  �  �		
��
�
���+��  
��������  ���	��� , ��	���	��
��  #�
	�	#  !����� . (��	����  
����������  ������  �����
��  #�
	�	#  «����#�����  ����#�
�	�  ����
	�
� » �  �	��
����  �  
�	��
	��#  ��
�������# . -�  ����	#  ��
�  ��
�������  ����#�
��  ���������	 -
���	�#��	����	
	  �	�
	����  ����
���  �
	����
��  �
��� �	��	  �  ��	����	�  ��	��#	�
�  
�������
����	
	  ��	 ���� . ��	��#	�
�  	 ���������  �	  ��������#  ���	���  ����#�+����  

�#�����  0
��	�  ����������� : ,}/{)}{}({ 11
u

kkk UUU d<- --  
��  -k  �	#��  �
��� �� ; 

-du  ��
���������#��  
	��	�
�  =du 0,001. 
%��  �����
�� ��  ������� ��  ������	
���	�  #�
�#�
�����	�  #	����  ����#�
�����
��  

���#	�
	�����  ����
���  �  ���#���#�  2a=300 ## , 2b=100 ## , 
	�+��	�  h=20 ##  �  	
����
� -
�#�  ������	#  r=25 ##  �  ����
	����#  #����  ��#�  20 ## , ��
��������  ����	#���	  �������� -
����	�  ���
�
����+��  ��
����	�  ��
������	�
��  �  (�# . ��� . 1) �  ���	�������  ��  �	��#�� -
�	
	  
�����#��	����	
	  �
���	����
��	�	
	  �	#�	��
�  , 36-50. %��  �������	
	  �	#�	��
�  

�����
��  ������+��  #�����������  �����
����
���  [5]: =+
1E  10300 ",� ; =-

1E 11770 ",� ; 

=+
2E 17600 ",� ; =-

2E 18540 ",� ; =+
12E  5250 ",� ; =-

12E 5470 ",� ; =n+
21  0,11; =n-

21
0,136. �  �����
�  ����#�
��������  �	�	����  ����
��� , �  	
��	������  ���
�  ��#�������  �		
 -
��
�
���+�#�  
�������#�  ���	���#�  ��##�
��� . *����
���  ���#�  �  ������  �  ���������#  ��  
�	������  0��#��
�  ���������  ��  ��� . 2 (�����#�  	�	�������  ��#��� ��  ���	� ).  

 
��� . 2 . *����
���  �	����	 -0��#��
���  ���#�  

 
%��  	 ����  �������  ���	�������  ��	��
�  �	#�	��
�  , 36-50 ��  ������  0
����  ��
�������  

����  �����
�  
��  �����
�����  ��	���  ��
����� : � 1 = 10 ",� , � 2 = 15 ",� , � 3 = 20 ",� . (�
�� -
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����	�
�  ��
�����  � 1 ��  ��� . 3 �		
��
�
���
  ������ , 	�	���������   ���	�  1, � 2 –  ���	�  
2, � 3 –  ���	�  3. *������������  ���������� , �����
������	�  ���	���#�  �����#� , �		
��
 -
�
���
  ����������	#�  �������  ���  	��	�	����  	�
	
�	����  #�
�����	� . $
���	���  ��� -
���  – ������� , �	��������  ��  	��	��  �����
������	�  #�
�#�
�����	�  #	���� , ���
���� -
+��  ��	����  ����	
�	���  (���������  	�
	
�	���  �  ����������  ���	�#� �	����  ����	 -

�	���  ��  ���
  ����	�	��	
�����#	�
�  #�
������ ). 

 
��� . 3. -	�#������  ����������  ��	��  - 1 ���  ���
������  (�# . ��� . 2):  

� ) �	  ����#  419-430; � ) �	  ����#  585-503 
 
(�  ��� . 3, � , �  ����	 , �
	  ���  ��	���  ��
�����  � 1 ����	  ��	�����
��  ��	��
��  ����	 -

�	��	
�����#	�
�  �	��#���  , 36-50 (����������  11s  �  22s   ����	  	
�����
��  	
  ������� , 
�	��������  �	  ����������	�  
�	��� ). .�� , �  �	��  �	� ��
�� ��  ����������  (�	  ����#  430-

590, �# . ��� . 2) 	
�����  ����������  11s  	
  ����������	
	  �������  �	�
�
��
  15,2 %. ,	  
#���  ����������  ��
�����  �������  ����	�	��	
�����#	�
�  �
��	��
��  �	���  	+�
�#�# : 
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24,9 % ���  ��������  ��
�����  � 2 �  36,7 % ���  – � 3. *���� �  ����������  22s  �  ����	
���	�  

�	��  #	��
  �	�
�
�
�  38,4%. -�  ���  3, �  ����	 , �
	  �	  �����  503-585 	
�����  ��������  

����������  11s  	
  ������  ����������	�  
�	���  �	�
�����
  17,3 % ���  ��������  ��
�����  

� 1, 27,4 % - ���   � 2 �  37,2 %-  ��� –� 3. 
*�����
�
�  �������  ����#	
����	�  ������  ���  ���
�  ���	�������  ��	��
�  #�
������ , 

�	��������  �  �	#	+��  ������	
���	�  �  ����	�  ���	
�  #�
�#�
�����	�  #	����  (���  	��������  
����������  ����	� ), �  ������� , �	������	�  ���  	��	�	��	
	  	�
	
�	��	
	  #�
������  �  �	#	 -
+��  �	����	 -0��#��
�	
	  ����
�  ANSYS Mechanical APDL 17.2, ����	�	  �	
�����
��  #����  

�	�	� , 
��  ���  ����� �  ��������  11s  �  �	��  �	� ��
�� ��  ��  ��������
  1,3 %.  
 

 !(�$!  
 

(�  ������9����  ������
�
	�  #	��	  �����
�  ���	�  	  
	# , �
	  �����
  �������  ����	 -
�	��	
�����#	�
�  ����	��
  �  �����
�����#  �	
����	�
�#  ���  ����������  	��	����  �� -
���
����
��  ���������	 –���	�#��	����	
	  �	�
	����  ����	���	������  0��#��
	�  �	� -
�
��� �� , �	����
��+����  	��		��	#�  ���
������ . 3
	  	�	����	  ��#�
�	  ��	�����
��  �  
���	�����
����	�  ����	�
�  �  	
����
��# . /��
  ������#	�
�  ���	�#� �	����  �  ��	��	�
 -
���  �����
����
��  	
  ����  ���������	
	  �	�
	����  ��	��
  �����
������  �	������  �  �� -
����
�
�  ������	�����  �  �	0
	#�  ��	��	��#  ���  �	�������  �	�
	������  ������
�
	�  ���� -
������  �����
	� . 

2����	
����������  ����	�  
 

1. .��+��  ' .' . .�	���  ���	�#��	�����  �  ��	��	�
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��������	�  ����
��
����	�
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�
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	��  ���'�5
  /�
���	   
�)  �������/	5
  �
)	���/���� ��8=�
��  �
����
��  

 
-�  	��	��  ����������  �		
�	����� , �����	������  �  ���	
��  "�
����	  - ." ., .��+���  ' .' ., ���  	�
	 -


�	����  ����	�	��	
�����+����  ����  ����#	
����  �	�
��	���  ������  	  �	��
������  �	��������  ���
�	�  ��� -
�
���� . ,��  	����������  ����#�
�	�  ���������	 -���	�#��	����	
	  �	�
	����  ���
����
��  �������  �	����� -
�	
	  ����
� . (�������
��  �������  ����	�	��	
�����#	�
� . 

 
��9��(!�  ���(� : 
�	���  ����
	�
� , ���
���  ����
��� , ����	�	��	
�����+����  	�
	
�	����  #�
���� -

�� , #�
������ , ��	�	����  �	�������  
 

I.A. Sudakov, A.V. Tzvetkova 

SELF-INDUCED VIBRATIONS OF CIRCULAR PLATES FROM ORT HOTROPIC DIF-
FERENTLY RESISTING MATERIALS �

The problem of natural vibrations of circular plate for orthotropic different resistant environments Based on the 
physical relations suggested by A. M. Martchenko and A.A. Treshchyov was analyzed. While determining deflected 
mode parameters the transverse shear influence is under consideration. Different resistance affect is researched. 

. 
Keywords: theory of elasticity, circular plates, different resistant orthotropic materials, self-oscillations 

 
�  ���
	�+��  ���#�  �	���	�  ���#����  ������
��  �������  ����
������  ������  �����  

	�������  ��	 ����  ���	�#��	�����  0��#��
	�  �	��
��� �� , ���	�������  ��  #�
�����	� , 
�#��+��  ��������������  ��	��
�� . 5�����#	�
�  #�����������  �����
����
��  	�
	
�	��	
	  
#�
������  	
  ����  ���������	
	  �	�
	����  	
�	��
��  �  �����  
����  ����� . (����
�	 , �
	  ���  
���������	
	  �	�
	����  #	��
  	����
�  ���
	���	  �����	�  �������  ��  ����#�
��  ���
�	�
� , 
��	��	�
� , ����
���	�
�  �  �	������
� , �
	  �����
  ����	
	  0����
�  ���  ����  #�
�����	�  ��� -
����
  �  ������	#�  	�������  ��	 ����  ���	�#��	����� .  

2	������
�	  ��+��
���+��  
�	���  ���	�#��	�����  ����	�	��	
�����+����  ����  
�#��
  ���  ��+��
������  ���	�
�
�	� , 
����  ��� : 

-  �����
  �������  ��	����  ���	�  ���������	
	  �	�
	����  ���  	����������  ���
�	�
�  
#�
������ ; 

-  �����������  �  �����
�  ���	����  �  ���	
�� �������  ������#	�
�� ; 
-  �	���	�  �	�����
�	  �	��
��
 , ��	��+��  �  	��������+��  �		
�	����� ; 
-  �������  	
��������� , ����������#��  ��  ���	��������#��  �	��
��
�  #�
�����	� ; 
-  �����  	����
�  ��
	����	�
�  �	
�� ���	�  ���	�#� ��  ���  ���������� . 
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�  ����	�  ���	
�  ���	�����
��  �	��	�  �  �	�
�	����  	��������+��  �		
�	�����  	�
	 -

�	����  ����	�	��	
�����+����  ���� , ��	�	����  	
  �����
���  ���	�
�
�	� , �����	������  
�  ���	
��  [2, 3]. -�  	��	��  �����
��  ����������  ������#	�
��  ���	����
��  �	�
��	���  ���� -
��  	  �	��
������  �	��������  ���
�	�  ����
��� . 

*���#	
��#  ���
���  ����
����  �������  
	�+���  ������	#  R ��  	�
	
�	��	
	  ����	 -
�	��	
�����+�
	��  #�
������ , 	������+�
	   �����������	�  ����	
�	���� . 5�����  ��	��	  
����#�
����
�  �   �����������	�  ���
�#�  �		�����
 .  

,��  �������  �	�
������	�  ������  �������  
���� �	����  ���  ����	
	  ������  ������	 -
�����  
����������  
��	
��� : 

1)  �	�#����	�  �  �������	�  ��	��	�
�  ����#�+����  w  ��  ������
  	
  �		�����
�  z
)0e( z = ; 

2)  �	�#���  �  �������	�  ��	��	�
�  �	���  ���	�#� ��  �	�	�������
��  ��  �
	�  ry  	
�	 -

��
����	  	��  r  �  qy  - 	
�	��
����	  	��  q ; 

3)  ���  	����������  ����#�
�	�  ���������	
	  �	�
	����  �������#  �	�#������  ����� -

�����  zs  ��������
��#  �����  ��  #��	�
� . 

&�������  ��  0
�  �����	�	����� , �  	�+�#  ������  ��������  ����
��� , �	����#  

)t,,r(z)t,,r(u)t,z,,r(u rr qyqq q×+= ; )t,,r(z)t,,r(u)t,z,,r(u r qyqq qq ×+= ; 

)t,,r(w)t,z,,r(uz qq = .         (1) 

���������  ���  ���	�#� ��  �  ���
	#  �����
��  
��	
��  ���#�
  ���  

r,rr ue = ;   r/ur/ue r, += qqq ;   0ez = ; 

                 
r/uu ,zz,z qqqg += ;   z,rr,zrz uu +=g ;   r/uur/u r,,rr qqqqg -+= .        (2) 

�  �����  �  	���	�  ��##�
����  �	�
������	�  ������  ���� �� , �����
������+��  ����� -
����	 -���	�#��	����	�  �	�
	����  ����
��� , ����
  ������
�  
	���	  	
  ��������	�  �		����� -

�  r , 
	
��  ���  	
������  	
  ����  ����#�+����  �  ���	�#� ��  #	��	  ������
�  [1] 

)t,r(z)t,r(u)t,z,r(u rr qy×+= ;   )t,r(w)t,z,r(uz = ; 

                          r,r,rr zue qy×+= ;   r/zr/ue r qq y×+= ;   qyg += r,rz w .                (3) 

�  ��	���	���	�  	�
	
	�����	�  ���
�#�  �		�����
  ���	�  ����
	�
�  ���  	�
	
�	��	
	  
����	�	��	
�����+�
	��  #�
������  ���  ������	�  ����	���#� ��  ���
��##  ���	�#��	�����  
������
��
��  ������
�  ������+�#  	����	#  [2] 

+++++= 2222111122112211111111111111 )](BA[)BA(e saasa  

33331111331133 )](BA[ saa +++ ; 

+++++= 2222222222221122111122112222 )BA()](BA[e sasaa  

33332222332233 )](BA[ saa +++ ; 

++++++= 223322223322331133111133113333 )(BA()](BA[e saasaa  
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333333333333 )BA( sa++ ; 

12121212121212 )2BA(e ta+= ;   13131313131313 )2BA(e ta+= ; 

23232323232323 )2BA(e ta+= .        (4) 

4���	  ��������#��  �����
����
��  	�
	
�	��	
	  #�
������  ����	  180, 


��  ijkmA , ijkmB  - �	#�	���
�  
���	�	�  ��
���
	
	  ���
� , ���  	����������  �	
	���  �	�
� -


	��	  ��	�
�����  	��
	�  �	  	��		��	#�  ���
������  �  ���
��  �  �����������  
������  	���  

����	
�	���  �  �	�  �
�	#  45° �  ��#  �  ��	��	�
��  ����
	�  ��##�
���  ����	
	  #�
������ . ,�	 -

����  ����
����  �
�����
���  	���� 	�  	�
	
�	��	
	  #�
������  ��  	��		��	�  ���
������  �  

���
��  �		������	  ��	��  #�
���������  	���  1x , 2x , 3x  �  �	�  �
�	#  45° �  ��# , #	��	  �	����
�  

2/)E/1E/1(A kkkkkk
-+ += ;   2/)E/1E/1(B kkkkkk

-+ -= ; 

2/)E/E/(A jijjijiijj
--++ +-= nn ;   2/)E/E/(B jijjijiijj

--++ --= nn ; 

++-+= ++-+
jiijijijij E/1E/1[(25,0)E/1E/1(A  

)]E/E/(2E/1E/1 ijiijiji
--++-- +-++ nn ; 

--+--= -++-+
ijiijijijij E/1E/1E/1[(2125,0)E/1E/1(2B  

)]E/E/(4)E/1 ijiijij
--++- --- nn ,����� � (5) 


��  ±
iE , 

±
ijn  - #	����  ����
	�
�  �  �	0��� ���
�  �	������	�  ���	�#� ��  �  ������������  

�		
��
�
���+��  
������  	���  ����	
�	��� ; 
±
ijE  - #	����  ����
	�
�  �  ������������  �	�  �
 -

�	#  45° �  �		
��
�
���+�#  
�����#  	��#  ����	
�	��� . 

,����
��  ����������  �		
�	�����  (4) �  ���	���  ��##�
���  ����#�
�����#	�  ������  

����	��
  �  ���	��  	  
	# , �
	  
���	�  ����������  �  ����	#  ������  �#��
  
	���	  
��  ���������  

�	#�	���
�   

                                          
	



	
�

�

	



	
�

�
×

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
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�

�

	



	
�

�

rz

r

1313

22221122

11221111

rz

r

C

CC

CC

e

e

e

t
s
s

qq ,                                     (6) 


��  0��#��
�  #�
�� �  �	��
���	�
��  	��������
��  ������+�#  	����	# : 
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11111111111111 BAC a+= ;   22222222222222 BAC a+= ;   

)(BAC 2211112211221122 aa ++= ;   13131313131313 2BAC a+= . 

5��������  ���������  (6) 	
�	��
����	  ���������� , �	����#  

r/)zu(D)zu(D r12r,r,r11r qq yys ×+×+×+= ; 

r/)zu(D)zu(D r22r,r,r12 qqq yys ×+×+×+= ; 

)w(D r,44rz qyt += ,          (7) 


��  �	0��� ���
�  ijD  ������
  	
  �����	 -#�����������  ��	��
�  #�
������ : 

))C(CC/(CD 2
iijjjjjjiiiijjjjii -= ; ))C(CC/(CD 2

iijjjjjjiiiiiijjij --= ;  (i, j = 1, 2) 

131344 C/1D = .           (8) 

&������	 , �
	  �����
��  ��  	��	��  
�  ���  ����  ����������  �		
�	�����  ��  ��	��
  ��#��� -
���  �  ���������  ��������  ���
�	�  ����
���� , �	0
	#�  	��  �����
�  �  
���� �	��	#  ����  [1]: 

0
r

)NN(
N r

r,r =
-

+ q ;   0w
g
h

r
Q

Q tt,
r

r,r =×-+
g

;   

0
12
h

g
Q

r
)MM(

M tt,

3

r
r

r,r =×--
-

+ y
gq .    (9) 

5�������  ��
�
�������  �����
����
�� , ���
������  ������  �  #	#��
	�  	��������
��  


���� �	���#  	����	# : 

                     
�

-
=

2/h

2/h
kk dzN s ;  �

-
=

2/h

2/h
kk zdzM s ;   ),rk( q= ;  �

-
=

2/h

2/h
rzr dzQ t .                (10) 

%��  �	��	
�  ���
�#�  ��������+��  ���������  ��	��	��#	  ����
�  ���	���  ��##�
���  
�   ��
��  ����
���  ( 0r = ) 

0ur = ,   0=qy ,   0wr, =  

�  
��������  ���	���  ��  �	�
���  ( Rr = ) �  ������#	�
�  	
  ����  	������� . 
 

-����#�� , ���
�	�  ��+�#�����  

0ur = ,   0=qy ,   0w = . 

5�����  ��	��
��  �  	����������  �	��
������  ��������  	
�	��
����	  
��#	������	�  
���
	
�  w . ,��  0
	#  	�������
���  �����
����
�����	
	  ���������  �����  0. %��  �������  �� -
�
�#�  �������� �������  ��������� , �����  ��	��	�
�  ���������  ���  ����������  �	#�	 -
���
	� , ���	�����
��  �	����	 -����	�
���  ����	���#� ��  �	������	�  
	��	�
� . (�
�
���	 -
�����  �	  
	�+���  ����
���  ���	����
��  �	  �������  ��#��	�� . 
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 !(�$!  

-�  	��	��  ����������  �		
�	����� , �����	������  �  ���	
��  "�
����	  - ." ., .�� -
+���  ' .' ., ���  	�
	
�	����  ����	�	��	
�����+����  ����  ���	�����  #�
�#�
�������  �	�
� -
�	���  ������  	  �	��
������  �	��������  ���
�	�  ����
���� . ,��  	����������  ����#�
�	�  
���������	 -���	�#��	����	
	  �	�
	����  ���
����
��  �������  �	������	
	  ����
� . (���� -
���
��  �������  ����	�	��	
�����#	�
� . &������  #�
	��  �������  ������ . ,��������  ����� -
���+��  ��������� . 
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��
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�  #�
	�  ��
���	�� ��  �	  �	0� -
�� ���
�  �	�#�  ("(1� ), ������	
�����  ' .� . 1	�	��	 , �  ��#��	�  �	0��� ���
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�	�����  ���
 -
�����
	  �  ������#�  �	��	�#���  ������	�  ��	��	�  	����
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����  ��#���  �	��	���
  �	����
�  
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����#�
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A.A. Chernyaev 

 
SOLUTION OF BI-VARIATE PROBLEMS OF THEORY OF ELASTI CITY AND STRUCTURAL 

MECHANICS BY INTERPOLATION METHOD WITH APPLICATION OF CONFORMAL 
 RADIUSES 

There are analyzed some bi-variate problems of the theory of elasticity and construction mechanics connected 
with one-coherent convex area and described by differential equations  of elliptic type of the second and fourth order: 
stability, free oscillations s and a cross bend of plates, oscillations and cross bending of membrane,  prism beam  tor-
sion. For definition of the problems connected with the integral physical – mechanical characteristics (critical forces, 
main frequency of oscillations, maximal bending, geometric rigidity of section) there was suggested to apply the meth-
od of interpolation according to the  coefficient of a form ("(1� ) developed by  A.V. Korobko changing coefficient 
of form by the ratio of internal to external conform radiuses of flat area . Such change raise the accuracy of received 
solutions up to  1,5…2 times.       

 
Keywords: bi-variate problems  of the theory of elasticity and construction mechanics, plates, membranes, pris-

matic bar, stability, oscillations, bending, torsion, interpolation method of form coefficient, an interpolation method on 
the relation of conformal radiuses. 
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�
���� , ���  �
	�	��  �	
	�	�  �������	  	���
� , �  ���  ���
��  �#��
  ��	���	�����  
����� -
���  ���	��� , 0����
�������  ����
���� , ���
�	  ��+�#������  �	  �	�
��� , �	�  ����	#���	  
������������	�  ��
����	�  �  ���  ���
��  ����� . �	  ����  	�
������  �������  ���	�����
  ��� -
���������  #�
	�� , �  �	�����  ���
�  ��������� . 

����� �	����  #�
	��  � . *�
 � , 2.! . !�������� , � ., . .�#	����	 , 3 . .���� � ,  
7 .� . 1��
	�	����  �  �� . [1] ���#���#�  �  	��	��	#  ���  ����
��	�  �  ����  ���#	�
	������  �  
��������	
	  
���
	������ ; 	��  �	�
�
	��	  ��	���  �  
���	�#�� , �	
��  ������  �	#�����	 -
������  
��������  ���	���  �	  �	�
���  ����
��	� . 

"�
	�  R-���� ��  *���9�� , #�
	�  �	��	�� �� , #�
	�  �	#��������+��  ��
���	�  �  �� . 
�  ���	
	���  �������  �����
��  �	���  �����	�
�
�����#�  �	  ���������  �  ����� �	���#�  �  
��������#� . &����	  	��  
����  �	�
�
	��	  
���	�#��  �  �  �	������
��  �������  �����#��� -
#�  �  ������# , ��������#  �	  ��	���#�  �	�#�#�  ����
��	�  �  �	#�����	�����#�  
������� -
#�  ���	���#� . 

4��������  #�
	��  (#�
	�  �	������  ����	�
��  ("1* ), #�
	�  �	������  0��#��
	�  
("13 ), #�
	�  
��������  0��#��
	�  ("!3 ) �  �� . [2]) ���  	����������  ���	�	�  
	��	�
�  �� -
�����  
�����
  �����������  #	+���  3�" . ,��  ��  ���	���	�����  ��	���	��
��  	��	���
 -
���  �����
 , ���  �	
	�	#  ��
  �	�#	��	�
�  	
�����
�  �	�������  ���	#	
	  �������  ���  �� -
#������  
�	#�
��������  ����#�
�	�  �  �	�#  ����
��	� . .�#  ��  #����  �  ���
	�+��  ���#�  0
�  
#�
	��  (����#�+��
����	  "13 ) �����
��  ����	���  �����	�
�������#�  �  ��������
��  �  
�	���#�����  ��	
��##���  �	#�������  ANSYS, SCAD, APM Civil Engine� ring �  �� . 

�  
��  ������� , �	
��  ��	��	��#	  	����
���	  �	����
�  	 ����  ���	
	�	�  ��
�
���� -
�	�  �����	 -#���������	�  �����
����
���  (�"= ) ���  ��  
�����
��  ���	���  
	��	�
�  ���� -
��� , �
	  	�	����	  ��
�����	  ��  �������	�  �
����  ��	��
��	����� , ���
	  ���#����
  
�	#�
 -
��������  #�
	�� . .����  #�
	��  �	��	���
  ������
�  �������  ��	����  �������� �������  
��������� , ��  
�����
  #	+���  3�"  �  ��	��
��  �  
�	#�
������	#�  #	�����	�����  �	�#�  
��	��	�  	����
�  (����
���� ). ,��  0
	#  �������
��  
�	#�
��������  �����
����
���  �	�#�  
	����
� , ���
����+��  �  �	��  	��	��	
	  ��
�#��
� , �	  �	
	�	#�  	 ������
��  ���	#��  �� -
����� . �����  
�	#�
��������  #�
	�	�  ������
  	
#�
�
�  ��	����#�
��������  #�
	�  
((5," ), ���#�������  �������  ���#���	  �����
��#�  #�
�#�
���#�  ! . ,	���  �  ! . ��
�  [3] 
���  �������  ���	
	���  �����  #�
�#�
�����	�  ������ , �  ���  �������  ���#�����  �����  �
�	 -
�
����	�  #�������  �  
�	���  ����
	�
�  – 	���#  ��  ��
	�	�  ���
	�+��  �
�
��  [4]. 2	���  ��� -
����
����#  �����
��  #�
	�  ��
���	�� ��  �	  �	0��� ���
�  �	�#�  ("(1� ) [5], ������	 -

�����  ��	����	�	#  ' .� . 1	�	��	 , �	
	���  �
��  �	
������#  �����
��#  (5," . �  0
��  #� -

	���  �  �����
��  
�	#�
������	
	  ��
�#��
�  ���  	����������  ��
�
�������  �"=  ����
��	�  
���	�����
��  ��
�
�������  �����
����
���  �	�#�  ��	��	�  	����
�  – �	0��� ���
  �	�#�  Kf. 
3
�  
�	#�
��������  �����
����
���  ���	���	������  �  #�
�#�
�����	�  ������  ! . ,	���  �  ! . �9
�  
[3], �  
��#��  «�	0��� ���
  �	�#� » ������  � .( . 1	�	��	 . ,	��	����  �  0
	�  �����
����
��	� , 
��  ��	����#�
�������#�  ��	��
��#�  �  ���	�	#���	�
�#�  ��#������  ���  ���������  
�	#�
�� -
������  ���	����	������  	����
�  #	��	  �	����	#�
���  �  ���	
��  [3 - 5]. 

�  ���
	�+��  �
�
��  ���  �������  �����  
��������	�  
�	���  ����
��	�  ������
��
��  
���	���	��
�  �	���  
�	#�
��������  ��
�#��
  – ������#�����  
�	#�
��������  �����
��� -
�
���  �	�#�  ��	��	�  	����
�  �  ����  	
�	�����  ���
�����
	  �  ������#�  �	��	�#���  �� -
����	�  r r� . !	�	��  	  ���
�����#  �	��	�#�	#  ������� , �����  �  �����  �	�����#����#  �
	  
#����#����	�  �������� . 3
	
  ��
�#��
  ����	
����  �	0��� ���
�  �	�#� . 1	��	�#���  �� -
�����  �	  	
�����	�
�  ���	�	  ���	�����
��  ���  �������  #�	
��  ����������  �����  #�
� -
#�
�����	�  ������ , 
���	 - �  �0�	����#��� , #�
��
	
���	����#���  �  �� . [3, 6], �  ���  	
�	 -
�����  �  
�	���  ����
��	�  �������  ����  ���	���	����  �  1994 
	��  ���  ������	�����  �����  
��
	����	�
�  [7]. 
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-(�*���!�  &�$���  ������  �"��+���� , ��2��*!�  +��*���������*�  *���$�*�  
 

*���#	
��#  �����
���  �������� �������  ���������  ���#�����  �����  
�	���  ����
	 -
�
� , �
������	������  �	  ��������  	�+�	�
�  �
���
��� : 

– 
�����  �������� �������  ���������  0����
�����	
	  
���  ��
���
	
	  �	�����  (1), 
�������+��  ������  �	������	
	  ��
��� , ��	�	����  �	�������  �  ��
	����	�
�  ����
��	� ;  

– 
�����  �������� �������  ���������  0����
�����	
	  
���  �
	�	
	  �	�����  (������ -
���  ,����	�� ) (2), �������+��  ������  �	������	
	  ��
���  ���
���
��  #�#���� , ��	�	����  
�	�������  #�#����  �  ������  ��������  ����
	
	  ����#�
�����	
	  ����� : 

	



	
�

�

=D-DD

=b-DD

=-DD

,0wqwD

,0wwD

,0qwD

222

222

22

0

  (1)  

2

2 2

2

0,

0,

2 0.

w q p

w w

w

l

� D + =
	
D + =�

	 D + =


   (2) 

�  ����������  (1) �  (2) �����
�  ������+��  	�	�������� :  
)1(12EhD 23 n-=  –  �������������  ���
�	�
�  ����
����  (E – #	����  ����
	�
�  #�
������  

����	
	  �	�� ; h – 
	�+���  ����
���� ; > – �	0��� ���
  ,����	�� ; ;  – 	����
	�  7������ ; 
Dm2

ï
2 w=b  – �	��
����	�  ��������  �������� �����	
	  ���������  �	�������  ����
��	� ; 

pm2
ì

2 w=l  – �	��
������  ��������  �������� �����	
	  ���������  �	�������  #�#���� ; 
w – ���  ����
����  �  #�#�����  ���� ��  ��	
��	� , ���  �����  – ���� ��  ���������� ;  
q – ��
������	�
�  ����	#���	  ������������	�  �	������	�  ��
�����  ��  ����
����  ���  #�# -
����� ; q0 – ��
������	�
�  ������  ����	#���	
	  ���
��  ����
���� ; p – ��
������	�
�  ������  
����	#���	
	  ���
������  #�#����� ; ?# – ���
	
�  ��	�	����  �	�������  #�#����� ; m – #�� -
��  ����� �  ��	+���  ����
����  ���  #�#����� . 

,����
���#  ���� ��  ��	
��	�  (�  ���������� ) �  ����  ��	���������  #����#����	
	  
��	
���  w0 ��  ���������  ���� ��  f(� , � ), ��	���
�	���+��  ���	���  1 @ f(x; y) @ 0: 

)y,x(fw)y,x(ww 0== .       (3) 

,	��
����  ��  �  �������� �������  ���������  �  ��	��
�
���	���  ��  �	  ��	+���  	��� -
�
�  A (��	+���  ����
���� , #�#�����  ���  �	������	
	  �������  ����� ) �	����#  ������+��  
���������  ���  	����������  �		
��
�
���+��  ��
�
�������  �"=  �  ����#�
�����#��  ���� -
���  [4, � . 231]: 
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DDD=

DD=w
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� �� �

� �� �

� �

;dAfdAfDq

,dAfdAf
m
D
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,dAf
D
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222
êð,0

222
ï0
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ï0

  (4)   

	
	
	




	
	
	

�

�

D-=

D-=w

D-=

� �

� �� �

� �

,dAfA2)w(

,dAfdAf
m
p

)(

,dAf
p

qA
)w(

2
á0

22
ì0

2
ì0

  (5) 


��  (w0)�   – #����#������  ��	
��  ����
����  (#�#����� ); (w0)#  – #����#������  ��	
��  
#�#����� ; q0, ��  – ���
�����	�  ������  ���  �	
���  ��
	����	�
�  ����
���� ; (w0)�  – #���� -
#����	�  ��������  ���� ��  ����������  ����� . 

 
<�&��� -*���*��������4  �����+�4  (  $(�*���!�  &�$����  ������  �"��+����  

�  ����2����*  ���7��*�!�  ��$����(  
,������#  ���	�  ���� �	�����	�  ������#	�
�  ���
�����	
	  ������  ���  �	
���  ��
	� -

���	�
�  ����
��	�  q0, ��  	
  ��������  	
�	�����  �	��	�#���  ������	� , �	����
�����  ���  
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	����
�� , 	
����������  ��  �	�
��	# , �	��������  �  ���	
�  [7]. �  ���	
�  [3, � . 139] �  �	#	 -
+��  ����� �	��	
	  �����
�������  �	��
����	
	  ��������  �������� �����	
	  ���������  
��	�	����  �	�������  #�#�����  A2 �  �	��	�#�	
	  �����
�������  ���
����	�
�  ��  	����
�  
���  	
	��������  ��  ���������  ���
  �	�����	  ������+��  ��������
�	 : 

�+g+g+
£l

2
33

2
22

2
1

2
2

ccc

j
,                                              (6) 


��  j = 2,4048… – ������  �	�	��
������  �	����  ��������	�  ���� ��  J0(x); � k – �	0��� � -
��
�  ����	�����  �  �
�����	�  ���  ���� �� , 	��+��
����+��  ����#�	 -	��	�����	�  �	� -
�	�#�	�  	
	��������  	����
�  #�#�����  ��  ���������  ���
  |B| < 1; 

( ) ...cccczf 3
3

2
210 +z+z+z+==w ;                                         (7) 

Ck – 	
�	�����  ��
�
���	� , ��������#��  �����  ������
�  ����������  ���� �� : 

[ ] [ ]�� rrrrrr=g -
1

0

2
0

1

0

1k22
0

2
k d)j(Jd)j(Jk ,                                    (8) 


��  )(rt j=r  – ����#�����  ���� ��  ��	
��	�  f = g(D) �  �����#�  ��	��� , �	�	���#�  �	�
���  
#�#����� ; t = r(E) – �	����	�  ���������  �	�
���  #�#����� . �  ���������  (6) ������
�	  �	 -
�
�
��
��  ���  ���
�	�  #�#����� . ,��  k F  G A2 �  0
	#  ���������  �
��#�
��  �  ��	�#�  ��� -
�
��
����	#�  �������� . ,��  0
	#  ��	�	�
�  ��	��#	�
�  ����  �  ���#���
���  ��+��
����	  �� -
����
  	
  �
�����  «��������	�
� » (�  �#����  ����	�
�  �	�#�  #�#�����  �  ���
�	� ): ��#  
«���������� » �	�#�  #�#����� , 
�#  ���
���  ��	��
��  0
	
  ��� . 

�  ���
	#  �����
�	�  #�#�����	�  ����	
�� , �	
����	  �	
	�	�  �	��
����	�  ��������  
�������� �����	
	  ���������  ��	�	����  �	�������  #�#�����  A2, �  
	��	�
��  �	  ���#�� -
�	
	  #�	��
��� , ����	  �	��
����	#�  ��������  �������� �����	
	  ���������  ��
	����	 -
�
�  ����
����  �	��
	�����	�  �	�#�  �  �������	  	���
�#  �	�
��	#  H2 	
  ����
���  ������  
����	#���	
	  ���
�� , �	�#�  �	
	�	�  �	������
  �  �	�#	�  #�#����� , ��������
�	  (6) #	��	  
��������
�  ���#���
����	  �  ������  ��
	����	�
�  ����
����  [7, � . 88]: 

 

�
�

�
�
�

�
g+×

£

�
k

1

2
kk

2

2

êð,0

c1r

Dj
q

�

,                                                  (9) 


��  r�  – ���
������  �	��	�#���  ������  	����
� , ������  #	����  ����	
	  �	0��� ���
�  
����	�����  (7): r�  = |� 1|. ���������  (9) �	��	���
  ���	��
�  ��������  ���
�����	
	  ������  
�������	  	���
��  �	��
	�������  ����
��	� , ����	#���	  ���
��  �	  �	�
��� , �  ���	�	�  

	��	�
��  ���  ���������  �	���	
	  �����  ����	�  �  ����	������  (7) (�	�����  5…8). &��� -
�������  �	0��� ���
	�  � i �����
��  ������  ��	���#  �  
���	�#��#  ��	 ���	# , �  	�	����	 -
�
�  ���  ����
��	�  ��	����  �	�# , �
	  ��+��
����	  ������
  0����
���	�
�  ���	���	�����  
���������  (9). &����	  0
	
  ���	�
�
	�  #	��	  ���	�	��
� . 

%��  ����������  n-�
	����� , ��	���	�����  
���
	�����  �  �	#��������  	����
��  
����������	  ������
�	  [3, � . 330]  

rrA �p= ,                                                      (10) 

��  A – ��	+���  	����
� ; r�  �  r  – �		
��
�
����	  ���
������  �  �������  �	��	�#���  ����� -
��  	����
�� . ,��	������  ���������  (9) �  ��9
	#  (10) [7, � . 96-97], �	����#  
 

A
D
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c1r

kD
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1
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kk

2
êð,0 ×
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�

,                           (11) 
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��  k – ���	
	���  ����	���  �	��
��
� , 	���+��+��  0
	  ���������  �  ������
�	  ���  ���
���  
����
��	�  (�  ������  �������	
	  	�������  k = j2 = 5,783, �  ������  ���
�	
	  ��+�#�����   
k = 14,790). -�������
�	  (11) ���
  ���#�
	
������  
	����  �������� . /��������  �  ����	�� -
���  	
	������+��  ���� ��  ����  ������  ����  ����  �  ���������  ���  ��	��
��  ���������
	  
�������  	
�	�����  �	��	�#���  ������	�  �  	���
�	#  ���� , �	�����#  #����  �
�	
	�  ���� -
�����  [7, � . 97]: 

A
D

r
r

kq
1

êð,0 ×�
�

�
�
�

�p£
-�

.                                                (12) 

���������  (12) ��
���������
  ���	�	#���	�
�  �  ������  ��
	����	�
�  ����	#���	  ��� -

��  �	  �	�
���  ����
��	� : ����)����  ��������	&  ��
�����  rr� , ��
�"�������  
��  �2�� -
��� , ������"����
  ��������  ��������� , ��������  �
��������	�  ���������� , ����
���' -
(��  ����"���  �����"������  ������  ���  ������  ����
"������  q0, ��  (�����
��"����'  3��� -
�����  D �  ���(�
�  A ���������  �"�����  ��
���	�� ). 3
�  ���	�	#���	�
�  �	��	���
 , ��  
�����  �������� �����	
	  ���������  ��	�	���	
	  ��
���  ����
��	� , �  ����#�
�����  ����  
0��#��
�����  
�	#�
��������  ������ , ���������  �  ������	#  ��#������  	
�	�����  �	� -
�	�#���  ������	�  rr�  	 �����
�  ���  �����
������ , 
��  �  �	�����
������  �
	�	��  ��� -
�#�
�����#	�  ������ . 

������
  	
#�
�
� , �
	  ���������  (12) �����
��  �����	�
�
������  ���������  (9), �	 -
��	����  �  �9#  �#��
��  ������#�����  ����#�
�  rr� , �  
	  ���#�  ���  �  (9) �#��
��  ���#�����  
��������  r� . ,��  ���	���	�����  �	�#���  (12) ��	��	��#	  ��������	��
�  ����  �	�#�  ��� -
�
���� , �  ���  ���	���	�����  (9) 
�����
��  �+9  ���
���
�  �  #���
��  ����
���� . 

'�����  ������
�
	�  �������  �����  ��
	����	�
�  ����
��	�  ��������#�  #�
	��#�  �	 -
����� , �
	  ��  	
��	�����  	
  ������� , �	�����#��  �  �	#	+��  ��������
��  (12), �	��
  #	�	 -

	����  �����
��  �  ����������
��  �	  10…15 % ���  ����#�  ��
���
��  ����
��	� . ,���9#  
0
�  	
��	�����  ��	�	� �	������  	
�	�����  �	��	�#���  ������	� . ,	0
	#�  �  	�+�#  ��� -
���  ��������
�	  (12) #	��	  �����
���
�  �  ����  ������
��   

A
D

kq qêð,0 ×= ,                                                       (13) 


��  ( )rrfkq �=  – �	0��� ���
  ��	�	� �	�����	�
� , ������+��  	
  
��������  ���	���  ��� -

�
����  �  ��  �	�#� , �����
�����+��  �	�	�  ������#���	�  ��������  ���
�����	
	  ������ . 
�����  #�
�#�
�����	�  ����	
��  ���������  (2) �  (1) �  ���
	#  (13) ��  #	��	  �����
� -

��
�  �  ������+�#  ���� : 
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mD
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,
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)k()w(

ïï0
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ïwï0

  (14)     
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×=w

×=

w

,Mk)w(

,
mA
p

)k()(

,
p

qA
)k()w(

áá0

ïì0

ìwì0

 (15) 


��  ( )rrfk ii �=  – ���������  ��������  �"= , ������+��  	
  
��������  ���	���  ����
���� , 
#�#�����  ���  �������  �����  �  ��  �	�#� . 

 
�&�"���*����������  �(����(�  �  &�����*�������  �&*�����4  ����2���4  

���7��*�!�  ��$����(  "��  +��*����������  "���;��&�(���4�  

,������#  �����
���  ��  �����	�  �  �����	��	�  ��
���
���  �	  
�	���  �	��	�#�	
	  
	
	��������  �  #�
�#�
�����	�  ������  �	�#���  ���  ���	������  ���
�����
	  r�  �  ������
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r  �	��	�#���  ������	�  ���  ����  	��	�������  	����
��  �  �������#  �	�
��	#  [3, � . 314, 
330]: 

– ���  ���
�  �������  a : 
ar =� , ar = ;                                                        (16) 

– ���  ����������  n-�
	����� : 
( )

L

n
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2
1
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2
1
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n11!
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n
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1
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� +�
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�
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�

+
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+
,                  (17) 


��  n  – ����	  �
	�	�  ��������	�  #�	
	�
	���	�  	����
� ; L  – �9 ����#�
� ; )x(Ã – ! -���� ��  
(!�##� -���� �� ); 

– ���  ��	���	�����  
���
	�����	�  �  �
��#�  pa , pb , pg: 
( ) ( ) ( ) r×gba×p= fff4r� ,                                                 (18) 


��  ( )
( ) ( )

21

x1

x

x1

x
xÃ

1
xf



�
�



�
�

-
=

-
; r  – ������  	������	
	  ���
� ; 

– ���  ����	���������  
���
	�����	�  �  a  = b  ���������  (18) ���#�
  ���  
( ) ( ) r×ga×p= ff4r 2� .                                              (19) 

5�������  ������
	  �	��	�#�	
	  �������  r  ���  
���
	�����  	����
��  �	����#  ��  �� -
�������  (10): 

rAr �p= ;                                                      (20) 
– ���  ����	���������  
���
	�����	�  ��  ���������  (20) �  ���
	#  (18) �	���  ���	
	���  

���	����	�����  �	����#  

r
hctg

r
2

�p
×a

= ,                                                           (21) 


��  a  – ������  �
	�  ���  	��	�����  ����	�������	�  
���
	���	�  	����
� ; h – �9 ���	
� ; 
– ���  ���#	�
	�����  
���
	�����	� :  

r4
c2sin

r
2

�p
×a

= ,                                                         (22) 


��  a  – �
	�  ���  
��	
�����  
���
	������ ; c  – �9 
��	
����� ; 
– ���  �	#�	�  �  �
�	#  pa : 
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�
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�
�

�
�
�

� a
-

p
= ,                 (23) 

– ���  0�����	�  �  �	��	��#�  a �  b (a @ b): 

( )
1

1n
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1
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1nn 2

q21qrr
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= ��� , 
2
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r

+
= ,                   (24) 


��  ( ) ( )22 babaq +-= ; 
�	�#���  ���  	����������  ���
�����
	  �	��	�#�	
	  �������  r�  ���  ���#	�
	�����	�  �  

�	��	��#�  a �  b (a @ b) �#��
  ���  
2

1n

n2

q21b
2

r
-¥

=

�
�

�
�
�

�
+

p
= �� ,                                                     (25) 


��  baeq p-= . 
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%��  	����������  ������
	  �	��	�#�	
	  �������  r  ���  ���#	�
	�����	�  �����
���#  
���
�#�  ��������+��  ���������  	
�	��
����	  r  �  I , �	��������  �  �	#	+��  �	�#���  
1���
	����� –$��� �  �  �
�
��  [8]: 
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!k!1k2

!!1k2
sin

r
b

;cos
!k!1k2

!!1k2
cos

r
a

k2

0k
k2

2
2

k2

0k
k2

2
2

                                         (26) 


��  a �  b – �
	�	��  ���#	�
	������ , ������������  �		
��
�
����	  	��#  �  �  y; I  – ��
�#��
  
�	#��������  �����  – 
	���  	�����	�
� , 	�����#�  �	
	���  ���  �	��	�#�	#  	
	��������  
�����
  �������  ���#	�
	������ ; ���  0
	#   ��
�  ���#	�
	������  �	������
  �  �����	#  �	 -
	�����
 , �  �
	�	��  �����������  �		�����
��#  	��# ; �����
	  (-1)!! = 1. 

,	  �	�#���#  (16)…(26) ����  �	����
���  ��������  �	��	�#���  ������	�  �  ��  	
�	 -
�����  rr� . -�  	��	�����  �	��������  ������
�
	�  ����  �	�
�	���  
������  ��#������  	
 -
�	�����  �	��	�#���  ������	�  rr�  �  ������#	�
�  	
  �����
���	
	  ���  ����	�  	����
�  
�	 -
#�
������	
	  ����#�
��  (��� . 1-7). 

 

  
 

��� . 1. ,���������  	����
� : 

� ) 
�����  )n(frr =� ; � ) 	�+��  ���  

 

��� . 2. *	#��������  	����
� : 

� ) 
�����  )(frr a=� ; � ) 	�+��  ���  
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��� . 3. *���	���������  
���
	�����  

	����
� : � ) 
�����  )(frr a=� ; � ) 	�+��  ���   

 

��� . 4. ,��#	�
	�����  
���
	�����  

	����
� : � ) 
�����  )(frr a=� ; � ) 	�+��  ���  

 

 

��� . 5. ,�	���	�����  
���
	�����  	����
� : 

� ) 
�����  );(frr ba=� ; � ) 	�+��  ���  

 

  

 

��� . 6. ,��#	�
	�����  	����
� : 

� ) 
�����  )ba(frr =� ; � ) 	�+��  ���  

 

��� . 7. 3����
�������  	����
� : 

� ) 
�����  )ba(frr =� ; � ) 	�+��  ���  

 

�  ������  ���	
��  ��
	�	�  �	  ����#�
�����#	�  ��	���#�  [7, � . 105; 10, � . 36] ����  ��
� -

�	�����  
����������  ����#	�����  	
�	�����  �	��	�#���  ������	�  rr�  �  �	0��� ���
	#  

�	�#�  Kf, �	
	���  �����
�����
��  ��  ��� . 8. -�  0
	#  �������  
	���  3, 4, 6, 8 �  0 �		
��
 -

�
���
  ��������	�  3-�
	���	� , 4-�
	���	�  (������
�	� ), 6-�
	���	� , 8-�
	���	�  �  ���
�	�  

0,8
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3 5 7 9 111 G

0,9139
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� )
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� )
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	����
�# . 1�����  I–II �	#�#	  ���������  	����
��  �������
  ��	���	�����  �	��
	�������  

	����
� , ���  �
	�	��  �	
	���  �����
��  �������	�  	�����	�
�  (�  ��  �����  ��
�  	�����	 -

�
� ). 

 

 
1	0��� ���
  �	�#�  ��	��	�  	����
�  	
�	��
����	  ���	
	�	�  
	���  a, ����+��  ���
 -

��  	����
�  Kfa, �����
�����
  �	�	�  �	�
�����  ��
�
���  [4, � . 64, 65]: 

�=
L

f h
ds

minK ,                                                             (27) 


��  ds – ��������  0��#��
  �	�
���  	����
� , h – ������������� , 	��+�����  ��  
	���  «a»  
�  ��������  0��#��
�  ds (��� . 9, � ). �  ������  #�	
	�
	���	�   

,)ctgctg(
h
l

minK
n

1i
ii

n

1i i

i
f ��

==

b+a==                                           (28) 


��  n – ����	  �
	�	�  #�	
	�
	������ , �  	�
������  	�	��������  �������  ��  ��� . 9, � . 
�  #	�	
�����  [4, � . 117–119] �	��	��	  ������	����  ��	��
��  �	0��� ���
�  �	�#� . 

!����������  ������  ������#	�
��  rr�  – 1 f  �	��	���  �	����
�  �  ��	�#����	��
�  ����	
�� -

���  ��	��
��  �  	
�	��
����	  	
�	�����  rr� . ��	�#������#  	��	��	�  ��  0
��  ��	��
�  – 

��	��
�	  ����
	�	����  	
��������	�
�  ���
	  #�	���
��  ��������  rr� : ���  ���3�����  ��� -

"���
  ����)����  rr� , ���
����������  �  ����
�����	&  ���&  rr�  – � f, 
��  �
�������	&  �2 -

�����
  �  �	����	�  ��������  ������"���  �  
��&  ������ : ���&�''  �������  �2����'�  ����� -
��������� , ���  ������	  ������
  ����'���  ��������
  ����3����� , �  ��3�''  – 4�����	 ; 

��  "��	��&������	&  �2�����
  ��3�''  �������  �2����'�  �������������� .  

(��	�����  0
	  ��	��
�	 , ��  	��	�����  ������#	�
�  (13) #	��	  ��	�#����	��
�  ����	 -

�����  ��	��
��  	  ����
	�	����  	
��������	�
�  ���
	  #�	���
��  ��������  ��
�
�������  
�"=  �  ����#�
�����#��  �������  
�	���  ����
	�
� : ���  ���3�����  ���"���
  ����������	&  

 

� ) 

 

� ) 

 

��� . 8. !������  «	
�	�����  �	��	�#���  ������	�   

rr�  – �	0��� ���
  �	�#�  Kf » 

��� . 9. 1  	����������  
�	0��� ���
�  �	�#�  
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5�-  �  �������������	&  
������	&  ��
�"�&  ������  ��������� , ���
��������	�  �  ����
� -
����	&  ���&  F – rr� , ������"���  �  
��&  ������ : �
��  ��  ������  (���&�''  ���  ��3�'' ) �2 -

����'�  ���"����  ����������	&  5�-  
��  �2�����
  �  �����  n-���������� , ���  ������	  �� -
���	&  ����'���  ��������
  ����3����� , �  
����'  (��3�''  ���  ���&�'' ) �2����'�  ���"� -
���  5�-  
��  �2�����
  �  �����  4������� ; 
��  ��
�" , �������	&  �  �2�������  �  �����  ����� -
�����	&  "��	��&����������  �
��  ��  ������  (��3�''  ���  ���&�'' ) �2����'�  ���"����  5�-  

��  �2�����
  �  �����  ��������������� . 

-�  ��� . 10, �  0
�  ���	�	#���	�
�  �����
�����
��  ���  	��	��	�  ���
	
�  �	�������  
���
�	  ��+�#������  ����
��	� . -�  ��� . 10, �  ���  ���������  ����	
�����  ���	�	#���	�
�  
�	������  ���  ������#	�
�  «	��	����  ���
	
�  ��	�	����  �	�������  (?0)�  – �	0��� ���
  
�	�#� ». (�  �������  �	�	�	  ����	 , �
	  	����
�  �	�#	����  ��������  	��	��	�  ���
	
�  ��	 -
�	����  �	�������  ����
��	� , �����
������	�  �  ������#	�
�  	
  	
�	�����  �	��	�#���  �� -
����	�  rr� , 	��������  �����
����	  ��� , ��#  ���  ���	���	�����  �	0��� ���
�  �	�#� . ��� -

�	��
����	 , �
	�
  	����
� , �
	  �  ���	���	�����#  ��
�#��
�  rr�  
	��	�
�  ������� , �	���� -

�#��  �  �	#	+��  #�
	����  "(1�  ���  ����
��	�  ��	���	���	�  �	�#�  �  �������#  �	�
� -
�	# , ����
  ��+��
����	  ���� . 

� ) � ) 

��� . 10. !��������  ������  ���  ���
�	  ��+�#������  ����
��	� : 

� ) «	��	����  ���
	
�  ��	�	����  �	�������  (?0)�  – 	
�	�����  �	��	�#���  ������	�  rr� »; 
� ) «	��	����  ���
	
�  ��	�	����  �	�������  (?0)�  – �	0��� ���
  �	�#�  Kf » 

 

�  ���	���	�����#  #�
	����  "(1�  �	������  ������#	�
�  ���  	����������  �	0��� � -
��
	�  kw �  ����������  (13)-(15): 

– ���  ������	�  ��
���	�� ��  –  

( )
( ) ( )

( )12
12

1
1 wwww kk

rrrr

rrrr
kk -×

-

-
+=

��

�� ,          (29) 

– ���  �
�����	�  ��
���	�� ��  –  

( )

n

ww rr
rr

kk �
�
�

�
�
�
�

�
=

1
1 �

�
,   

( )
( ) ( )( )12

12

ln

ln

rrrr

kk
n ww

��
= ,    (30) 


��  kw1 �  kw2 – ��������  �	0��� ���
�  kw ���  ����	�  �  �
	�	�  «	�	���� » ����
��	� , �	
	���  
	��������
��  �	  ����	���#����+�#  ���� ��#  ( )rrfkw �= ; rr�  – 	
�	�����  �	��	�#���  
������	�  ���  ������	�  ����
���� ; ( )1rr�  �  ( )2rr�  – 
	  �� ,  ���  «	�	���� » ����
��	� . 

-1102 (6 0)� ,

,���������  n-�
	������ ,
.���
	������ , *	#��

3������

,��#	�
	������
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!���������  ��������  �  �
�������  ��
���	�� ��  	�	����  �������   �	������  ��  ��� . 8. 
-�  ��#  
	���#�  1 �  2 	�	�������  «	�	���� » ������� , ������  I ����������
  ����
��
��� -
��#  ��������#  kw, ������  II – �����������#  ��������# , �	�����#�#  �	  �	�#���#  (29) �  (30). 

� ) 

 

� ) 

 
� ) ��������                                       � ) �
�������  

 
��� . 11. 7�������  �  �
�������  ��
���	�� ��  

«	�	���� » �������  �	  	
�	�����  �	��	�#���  ������	�  
 
/��*�� . .�����
��  	�������
�  #����#������  ��	
��  ���
�	  ��+�#����	�  ��������	 -


��##�	�  ����
����  	
  ����
���  ����	#���	  ������������	�  �	  ����  ��	+���  ��
�����  ���  
������+��  ���	����  ������ : 	��	�����  a = 1 #, ���	
�  h = 0,5 #, �
	�  I  = 60° (��� . 12), 

	�+���  ����
����  t = 5 ## . "�
�����  ����
����  – �
��� : #	����  ����
	�
�   
E = 2,06·105 ",� , �	0��� ���
  ,����	��  > = 0,3. (�
������	�
�  ��
�����   
q = 15 �- /#2. 

 

 
��� . 12.  1  ���#���  �����
�  ��������	
��##�	�  ����
����  

 
&��������#  �
	�  �	#������	�  ����
����   

( ) ( ) ( ) 0arcsin arcsin 1 arcsin 0.5 30h aa l= = = =  

 �  	
�	�����  �
	�	�  ���#	�
	���	�  ����
����  
2a b a h l= = = . 

&
�	�����  �	��	�#���  ������	� : ���  ������	�  ����
����  rr�  = 0,7007; ���  «	�	� -

��� » ����
��	�  ( )1rr�  = 0,7222 �  ( )2rr�  = 0,5277. «&�	���� » �������  ���
�  ��  �����	�����  

[4] �  ���� : kw1 = 0,635 �  kw2 = 0,423. 
&��������#  ���	#	�  ������� : 
– �  �	#	+��  ������	�  ��
���	�� ��  (29) 

( )
( ) ( )

( ) ( )1
1 2 1

2 1

0,7007 0,7222
0,635 0,423 0,635 0,612

0,5277 0,7222w w w w

r r r r
k k k k

r r r r

- -
= + × - = + × - =

- -

� �

� �
, 

– �  �	#	+��  �
�����	�  ��
���	�� ��  (30) 

r / r
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2

1

 kw2

   kw

 kw1

 kw

r / r
(r / r ) 2(r /r ) 1 r / r
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1

I

   kw

 kw2

 kw

 kw1
r / r

(r / r) 2(r / r ) 1

h=0,5 #b

 a a  a=1 #

I 1I =600



43 
 

( )

1,2947

1
1

0,7007
0,635 0,611

0,7222

n

w w
r r

k k
r r

� � � �
= = =� � � �� � � �� �

�
�

, 


��  
( )

( ) ( )( )
( )

( )
2 1

2 1

ln ln 0,423 0,635
1,2947

ln 0,5277 0,7222ln
w wk k

n
r r r r

= = =
� �

. 

&��������#  ��	+���  ������	�  ����
����  – A = 0,5 #2 �  ��   �������������  ���
 -
�	�
� : 

( ) ( )
3 11 3

2 2

2,06 10 0,005
2358,1

12 1 12 1 0,3

Et
D Í ì

n

× ×
= = = ×

- -
. 

&��������#  ���	��
�	�  ��������  #����#����	
	  ��	
��� : 
– �  ������  ������	�  ��
���	�� ��  

2 3 2

0
15 10 0,5

0,612 0,973
2358,1w

qA
w k ì ì

D
× ×

= = × = , 

�
	  	
�����
��  	
  �	������	
	  ������
�
�  �  �	#	+��   "13   w0 = 0,981 ##  ��  –0,82 %; 
– �  ������  �
�����	�  ��
���	�� ��  

2 3 2

0
15 10 0,5

0,611 0,972
2358,1w

qA
w k ì ì

D
× ×

= = × = , 

�
	  	
�����
��  	
  ������
�
� , �	������	
	  �  �	#	+��  "13 ,  w0 = 0,981 ##  ��  –0,92 %. 
,����������  ���#��  �	�������
 , �
	  ������� , �	�����#��  �  �	#	+��  ������	�  �  

�
�����	�  ��
���	�� �� , �	  	
�	�����  ����
������  ��  	
�����
�� . �����  �	�����  ��	 -
�
	
�  �  ��
��
����	�
�  ������	�  ��
���	�� ��  ���	#�����
��  ���	���	��
�  �#���	  �� . 

2��	  ��	�����	  �	�	�
�������  ��������  #����#����	
	  ��	
���  �������	  	���
��  
�  ���
�	  ��+�#������  ��������	
��##���  ����
��	�  �  ��������#�  
�	#�
�������#�  �� -
��#�
��#� , �	
	���  ����  �	������  �  �	#	+��  ��
���	�� ��  �	  	
�	�����  �	��	�#���  
������	� , ��
���	�� ��  �	  �	0��� ���
�  �	�#�  ("(1� ) [132] �  "13 . '�����  ������
�
	�  
�	����� , �
	  ���  ��
���	�� ��  �	  	
�	�����  �	��	�#���  ������	�  �	
����	�
�  �������  
�  1,5…2 ����  #����� , ��#  ���  ��
���	�� ��  �	  �	0��� ���
�  �	�#� . ,��  0
	#  	
��	�����  
������
�
	� , �	��������  �  �	#	+��  ��
���	�� ��  �	  	
�	�����  �	��	�#���  ������	� , 	
  
�	��������  �  �	#	+��  "13  �  ���
��  �����
���  ������� , ��  ��������
  ±2…3 %.  

 
 !(�$!  

,��  ���	���	�����  #�
	����  "(1�  �  ��
���	�� ���  «	�	���� » �������  �	  	
�	�� -
���  �	��	�#���  ������	�  �	�����
��  �������  �  �	
����	�
��  #�����  �  1,5…2 ���� , ��#  
�  ��
���	�� ���  �	  �	0��� ���
�  �	�#� . 

 
2����	
����������  ����	�  
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APPLICATION OF CORE INDEXES AT THE ASSESSMENT OF LI MITING STATE  OF �EC-
CENTRICALLY COMPRESSED WITH STANDARD VELOCITY PRISM S FROM FINE 

GRAINED CONCRETE  
 

Deflected mode of the prisms from fine grained concrete at eccentric load with different eccentricities is calcu-
lated. The defined equal internal forces are in interfaces of fiducial intervals of the average destroyed loads. 

 
Keywords: eccentric compression, fine grained concrete. 
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1             (7) 
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��� . 2. 3����  ���	�#� ��  �  ����������  ���  4�� � �����		  
 
 
5���
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���	������  �  	��
��  ��  ��� ��
����	�  ���
��  ����#  ��  #���	������
	
	  �� -
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����
�
  

4 � ?P �/  

*�������+��  
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392,3 
5,0 0,05 236,9±17,7 1,0632 
10,0 0,10 207,9±14,7 1,0745 
15,0 0,15 185,3±13,7 1,0825 

 
1. )�(���*���%  "���&����4  ST U!  ��  >��:�����������  
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���                                  A�  4! � � � � � � 4 � Z � � 4%;     (20)  
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A;  4! � A �  4! � A ;  456! � ������ � Z[\]. ,   (21) 
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��������  �	
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��� . 3. 5�����#	�
�  �	����
���  A;  4!  	
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����
 ��  
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��##  MathCAD. ,��  ������	#  Cm , �� -
�������	�  �	  (17) ���	�#� ��  
 @q

 4! , �����������  ����#�
���  >mY, >mrs$  �  t mY 4! D � , 
t mrs$  4! g �  #�
	�	#  �	��  [7] �
	����
   >mrs) , >mrs% , …, �	  >m , ���  �	
	�	#  ��	���
�	 -
���
��  
���	����� : 

ut m  4!u v � � �� "w x: � y�       (32) 
�  ��  (29) 	��������
��  �		
��
�
���+��   7m  4! . 
,��             n � o  �  7z"%  4! g 7 z")  4! D 7 z  4!        (33) 
�  ��
������  Vo � �� o W �#��
  #��
	  0��
��#�#  ���� ��  7m  4! � Cm . %��  ����������  �		
��
 -
�
���+��  0
	#�  �	�
	����  �����
����
��  ���������#  ������
�����  ��
���	�� ��  [8]. 
��	��#  ��������#��  ����#�����  { �  C � Cz"% ! O/  �  ���	��#�  ��������#�  { � �� �� ��  ���� -
��#	�
��  7m  4! � | $ � | ) � { � | %� { %  �  �	0��� ���
�#�  
 | $ � 7 z"% , | ) � ��� �  �� � 7 z"% � � � 7 z") � 7 z ! , | % � ��� �  7z"% � � � 7 z") � 7 z ! .  (34) 

 %����  ���	��# : 

�	�	�����  0��
��#�#�  { 4 � �| )  � � | %!/ ;        (35) 

#����#����	�  ������  n}~7  4! � | $ � | ) � { 4 � | %� V{ 4W%;     (36) 

�	0��� ���
  ����������  C;  4! � C z"% � O � { 4;       (37) 

����	�����  ���	�#� ��  
 @<
 4! � 
 ;  4! � C;  4! ;      (38) 

����#�
�  >;  4!  ��  ���������  (27); 

����	����
���+��  7;  4!  �	  �	�#���  (25). 
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2.1. ������  (  ������  U � •� •€   • ‚ � •� ••€y !  "��  ST •� •€ ! � ƒ� •„…•  
&��������# : 
����������  (13) - � ;  ���� ! � ����� � ������ � ����	�� �,� , 
���	�#� ��  (14) - 
 ;  ���� ! � ���� � �� "# � ������ � ������� � �� "# , 
����#�
��  (15) – &;  ���� ! � ������  

� � �� ! � ������ � ;  ���� ! �
�����

������ �  ������� � �� "# ! )�$223 � ��������� �,� 0 

���  n � �� 	� �  �  O� ����  �	0��� ���
�  Cm � � � n � O� ����� ����� ����0  
���	�#� ��  
 m � 
 ;  ���� ! � Cm � ������� � �� "# � ���� � ������	 � �� "# � ��	���� �

�� "# , ������� � �� "# . 
,��  n � �  C3 � ������	 � �� "#  �  ������  >3Y � ��	��	�� � �� "% �� ")  �  

 >3rs$ � ��	��		� � �� "% �� ")  ����#  �#�
�  ��  �������  (31) 5 3Y ���� ! � ���� � �� "2 ��� � � D
�  �  5 3rs$  ���� ! � ����� � �� "2 ��� � � g � . 
 .�����  �  �����������  † � � � � � � � �  #�
	�	#  �	��  [7] �
	����#  ����#�
�  

>3rs) �
>3Y � 5 3rs$ � > 3rs$ � 5 3Y

5 3rs$ � 5 3Y
�  

�
��	��	�� � �� "% �  ����� � �� "2 ! � ��	��		� � �� "% � ���� � �� "2

����� � �� "2 � ���� � �� "2 � ��	��	���� � �� "% � ") � 

���  �	
	�	#  �	  (31) �	����#   5 3rs) � �� �� � � g � � �� "w ��� � � . 
.��  ���  ���	���  (32) ���	����
�� , 
	 , �	��
�����  >3 � > 3rs)  �  ���������  (29), ���	 -

��#  ������  7ms3  ���� ! � ������	� �� . 
&��	����  ������
�
�  �	��������  ����������  �  �����
	�  ���  n � 	� �  �����
������  

�  
��� . 3. 
.���� �  3 


 �
� �� 3 

4 A;  4!  � ;  4! , 
",�  


 ;  4!
� �� # 

,���#�
�  n  Cm  
 m
� �� # 

>m  4! �
�� %, 
# -1 

>m  4! , 
�-  � ;  4! , 

",�  
&;  4!  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 

392,3 
 

0,050 
 

1,0630 
 

27,840 
 

1701,86 
 

15509000 
 

2,0883 
3 1,15 1957,14 1,48545168 236,884 
4 1,20 2042,23 1,59202104 237,153 

5=k 1,25 2127,32 1,70254070 236,756 
‡ 1,1952 2034,063 1,58161884 237,156 

 �  ��
������  VCms3sz"% � Cmsˆsz W ���  7z"% � 7 ms3 � ������	� �� g 7 z") � 7 ms` �
�������� �� D 7 z � 7 msˆ � �������� ��   
��	���
�	���
��  ���	���  (33) ��+��
�	�����  0��
��#�#�  ���� ��  7m  ���� ! � Cm . 

 %����  	��������# : 

 �	0��� ���
�  (34) - | $ � ������	� �� , | ) � ������ �� , | % � ������� �� ; 

 �	�	�����  0��
��#�#�  - { 4 � ������ � �  ������ !/ � ������� ; 

������  (36) - n}~7  4 � ���� ! � ������	 � ����� � ������� �  ������ ! � 

�  ������� ! % � �������� �� ; 

�	����
���  (37) - C;  4! � C 3 � O � { 4 � ���� � ���� � ������� � ������  (�����  �  �����  

��� . 4); 

���	�#� ��  (38) - 
 @<
 4 � ���� ! � ������� � �� "# � ������ � ���	���� � �� "# , ���  �	 -


	�	�  ��  �������  (27) �	����#  ����#�
�  >;  ���� ! � ���������	 � �� "% �� ") , �  �	  �	�#���  
(25) - ����	����
���+��  7;  ���� ! � �������� �� . 
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(�����#	�  ��������	�  �	�
	����  ����
  �����
�����	  ���� ��#� : 
���	�#� ��  
 ‰; 4 � ���� ! � ���������	 � �� "% �  ?‰� ��� � � ! � ���	���� � �� "# ,  (39) 

����������  � ‰; 4 � ���� ! � ����� � 
 ‰; � �������� � �
 ‰;�
%�$223

    (40) 
�  
 ‰; 4 � ���� ! , � ‰; 4 � ���� !  �  
��� . 4 �  �		
��
�
���+�#�  0����#�  ��  ��� . 4 

.���� �  4 

 �� �� 3 4 

 
.	���  Š 1 2 3 4 5 ‡ 

1		�����
�  ?‰, #  -0,050 -0,025 0,000 0,025 0,050 0,02900* 

392,3 0,050 

 ‰; 4! � �� �  �	  (39) 452,44 847,85 1243,23 1638,66 2034,06 1701,86 

� ‰;  4! , ",�  �	  (40) 12,59 20,64 25,75 27,80 26,73 27,84 

* �		�����
�  ?;  ���������  �	  �	�#���  
 ;  4! � > ;  4! � �? ; � ��� � �� � 
 @<
 4! .  (41) 

 

 
��� . 4. 3����  ���	�#� ��  �  ����������  ���  e=0,050 

 
,	�	�����  ���
�����	�  �����  ?X � �����6y  	��������	��  ��  ������
��  ����  ����	�  

���
�  ������#	�
�  (39) - >;  4! � �? ; � ��� � �� � 
 @<
 4! � � ,      (42) 

�   ?X‹ � ������6y  – ���  �������  �  � � � � ��6y  ��  ������	 -����
	
	  #�
������ . 
 

2.2. ������  (  ������  U � •� ƒ•   • ‚ � •� ƒ• * !  "��  ST •� ƒ• ! � ƒ� •Œ•ƒ  
 
*�����
�
�  ����������  ����#�
�	�  >m  ���� !  �  ������   7m  ���� !  ���  0��
��#������  

�����������  � ;  ���� !  �  ���	�#� ���  
 ;  ���� ! , ����#�
���  � ;  ���� !  �  &;  ���� ! , �	0��� � -
��
��  Cm � � � n � O  �  n � 	� �� � , ��
�   O� ���� , ���	�#� ���  
 m  ���������  �  
��� . 5. 

 
.���� �  5 


 �� �� 3 4 A;  4!  � ;  4! , 
",�  


 ;  4!
� �� # 

,���#�
�  n  Cm  
 m � �� # >m  4! �
�� %, # -1 

7m  4! , 
�-  � ; 4, 

",�  
&;  4!  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

392,3 0,100 1,0791 28,262 1727,64 15257300 2,0883 

4 1,20 2073,17 2,00150726 209,178 
5 1,25 2159,55 2,11009826 209,562 

� � o 1,30 2245,93 2,22084611 209,355 
‡ 1,25749 2172,49 2,12655079 209,569 
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/��	���  ��+��
�	�����  0��
��#�#�  (33) ���� ��  7m  4! � Cm  ���	����
��  �  ��
���� -
��  VCms`sz"% � Cms#sz �W. 5����  �	  (35) �  (36) �		
��
�
����	  �	������  ��������  ����#���	�  
{ 4 � ���	���  �  ������  n}~7  ���� ! � �������� �� . &�
������  �����
����
���  ��������	
	  

�	�
	����  'C; � 
 @<
� >;  ���� ! � 7;  ���� ! (  �����
������  �  
��� . 6. 

.���� �  6 
 


 �
� �� 3 

4 
 

.	���  Š 1 2 3 4 5 ‡ 
1		�����
�  ?‰, #  -0,050 -0,025 0,000 0,025 0,050 0,02908* 

392,3 0,100 

 ‰; 4! � �� �  �	  (43) 45,94 577,58 1109,21 1640,85 2172,49 1727,64 

� ‰;  4! , ",�  �	  (44) 1,43 15,50 24,52 28,19 26,29 28,262 

* �		�����
�  ?;  ���������  �	  �	�#���  (41). 
 
 
�  �	#	+��  ������#	�
��  

 
 ‰; 4 � ���� ! � ���������� � �� "% �  ?‰� ��� � � ! � �����	� � �� "# ,   (43) 

�     � ‰; 4 � ���� ! � ����� � 
 ‰; � �������� � �
 ‰;�
%�$223

   (44) 
	���������  �  ��������  �  
��� . 6 ���	�#� ��  
 ‰; 4!  �  ����������  � ‰; 4! , 0����  �	
	���  
��	�������  ��  ��� . 5. 

 
 

 
 

��� . 5. 3����  ���	�#� ��  �  ����������  ���  e=0,100 
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2.3. ������  (  ������  Ž � •� ƒ€  �• • � •� •ƒ€y�  "��  ‘ ’  •� ƒ€ ! � ƒ� •Œ•…  
 

(��	����  ������  �  ��
��	�������  �	  #�
	����  � . 2 �����
����
���  �����
������  �  

��� . 7. 

.���� �  7 

 �� �� 3 4 A;  4!  � ;  4! , 

",�  

 ;  4!
� �� # 

,���#�
�  n  Cm  
 m � �� # >m  4! � �� %, 
# -1 

7m  4! , �-  
� ; 4, ",�  &;  4!  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

392,3 0,150 1,0793 28,267 1727,96 15254200 2,0883 

5 1,25 2159,95 2,35816417 185,211 
6 1,30 2246,35 2,46850817 185,427 

� � o 1,35 2332,75 2,58026702 185,121 
‡ 1,29565 2238,901 2,45893927 185,429 

)�*������ . ,��  0�� ��
����
�
��  4 �	����  ���	�	
	  4�� �
 ��  �#��#  �  ��������  �� -
�	�#� ��  ������  ����	�   
 D �� 
 g �� � ��� � �� ! � � 
 m g > m � � ! , �	0
	#�  �  �����
���  ���� -
������  ���������   
 m � > m � � ! � ,  
 m � > m � � ! �f) ,  
 m � > m � � ! �f%  ��#����#  ��   >m � � �

 m ! � ,  >m � � � 
 m ! �f) ,  >m � � � 
 m ! �f% . 

�  �	�	������  ������#  ��������  	 : 
�	�	�����  0��
��#�#�  (35) - { 4 � ������� ; 
������  (36) - n}~7  4 � ���� ! � ����	��� �� ;  
���� ���  
 ‰; 4 � ���� ! � ��	������� � �� "% �  ?‰� ��� � � ! � �������� � �� "# ,  (45) 

�     � ‰; 4 � ���� ! � ����� � 
 ‰; � ����	��� � �
 ‰;�
%�$223

.    (46) 
 �  
��� . 8 �������#  ������
�
�  ����������  ���	�#� ��  
 ‰; 4 � ���� !  �  ����������  
� ‰; 4 � ���� ! , ��  ��� . 6 �	�
�	�#  �		
��
�
���+��  0���� . 

.���� �  8 

 �� �� 3 4 

 
.	���  Š 1 2 3 4 5 ‡ 

1		�����
�  ?‰, #  -0,050 -0,025 0,000 0,025 0,050 0,02922 

392,3 0,150 

 ‰; 4! � �� �  �	  (45) -220,04 394,70 1009,43 1624,17 2238,901 1727,96 

� ‰;  4! , ",�  �	  (46) -6,56 11,20 23,23 28,16 25,67 28,267 

 

 
 

��� . 6. 3����  ���	�#� ��  �  ����������  ���  e=0,150,  
�		�����
�  ?;  �	  (41), ?X �	  (42), ?X‹  ���  ����
	
	  #�
������  
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2.4. ���(�����  "�������!�  ��&��%����(  
 
���������  ����	����
���+��  7; �
 �� 4�  �  	��
��#�  ��������+�#�  ��
�����#�  

+�  4! N O+�   ���	����	  �  
��� . 9 �  ��  ��� . 7. 
.���� �  9 

��
 �
� �� 3 

4
� ?P �/  

 

-�
����� , �-  &
��	�����  
*����

��
 -
���  �

A;  4!  

&��
���  
+�  4! N O+�  

O;  4! � 7;  4! � +�  4!  “ ;  4! � ”
O;

+�  4!
• � ���–  ' O;  4! (

%

, �-  

1 2 3 4 5 6 7 
392,3 0,05 237,2 236,3±17,7 0,9 0,38 0,81 

0,10 209,6 207,9±14,7 1,7 0,82 2,89 
0,15 185,4 185,3±13,7 0,1 0,05 0,01 

 J = 2,7 J = 3,71 
 

 
 
 

��� . 7. ���������  �����
���  �  	��
���  ��������+��  ������ : 

K - �������  	��
���  ����  +�  4! ; 

L – �����
���  ������  7 ;  4! 0 

- �	����
������  ��
������  +�  4!  

 
 
 
 
 

 
-��
�������  �����  \  4!  ���  4 � ����� ����� 4 56� ����  �		
��
�
���+��  \?  4!  ���  ��� -

 ��
����	  ���#��#��  0��#��
	�  ��  ������	 -����
	
	  #�
������  �����
������  ��  ��� . 8. 
 
 

 
 
 

��� . 8. -��
�������  �����  ���  ���������  0�� ��
����
�
��  
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 !(�$!  
 
,��  ��� ��
������  �	�����
����  �  0�� ��
����
�
	#   4 g 456 � �����		  �����	���	  

	�������
�  �	0��� ���
  ����������  0��
��#������  ����������  � ;  4!  �  ���	�#� ��  
 ;  4!  

������#	�
�  —� � 
— �	  ���������  �  ����#����#  ������	#  ��	��	�
�  � � �
 ��  �  �		
��
�
�� -

�+��  
 � �
 ��  �	�#���  

o;  4! � � � ����� � 4 �  4X! = =56/ ,     (22) 
�  �  ��������  456 � �����		 v 4 � �����  �����#�
�  

o;  4! � o ;  456! � ������ � Z[\]. .    (21) 
/�
��	�������  ���  0
	#  ����	����
���+��  ���
������  ���  7;  4!  ���	��
��  (�# . 


��� . 9 �  ��� . 7) �  
���� ��  �	����
������  ��
�����	�  �������  	��
���  ��
�����	�  ����� -

���+��  ��
���	�  +�  4! . 
-��
�������  �����  \  4!  ����	��
��
��  (�# . ��� . 8) �����  �   ��
��  
����
�  �	����� -

�	
	  �������  �	  ���������  �  \?  4!  0��#��
	�  ��  ������	 -����
	
	  #�
������ .  
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V.P. Volokitin, O.A. Volokitina, A.V. Eremin 
 
  
USE OF SPHERICAL STAMP PRESSING-IN METHOD FOR DEFIN ITION OF DEFORMATIVE - �
STRENGTH PROPERTIES OF ASPHALT CONCRETE BLANKET ON BRIDGE STRUCTURES. 

 
Method of determination of the deformation-strength characteristics of asphalt concrete grouted asphalt revet-

ment of bridge structures based on spherical stamp [pressing -in into elastic half –space, accelerating efficiency and 
rising the quality assessment trustworthiness of their construction. 

 
Keywords:� spherical stamp; elastic modulus; angle of internal friction; coefficient of adhesion; bridge con-

struction, coating, deformation, strength, layer, asphalt concrete. 
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• ��+�
�  ��������+��  �	��
��� ��  	
  #���������	
	  �	�����
���  �  �����
��  ��	�  
���	�� ; 

• ��+�
�  ��������+��  ����+��  �	��
��� ��  	
  ���#��  �
#	�������  �	�����
��� ; 
• 	����������  �	#�	�
�	�
�  �  ���	����	�
�  ��������  ��  ��9
  �	��	�
�  �  ���	�	�� -


	�
�  �	���
�� . 
*��	
�  �	���
��  �  ��	 ����  0������
� ��  	��+��
����
��  ���  ������  �����
	����
 -

�	#  �	�����
���  ���  
�����	�
���  ��
���	� , 
��  �  ���#�
�������  ���
	�	� . ,	#�#	  �	� -
����
���  ��
	
�����	�
� , ��	��	��#	  �����#�
�  �	  ���#����  ���������� , �	������+��  �  
�	���
��  �  ������
�
�   ����������  �	�������  
�#����
��� , �  
����  ���������� , ������� -
#��  ��������#  ����  �  �	���  ���  ����#���	#  ��#	���������  �  	

������� , � , ��	#�  
	
	 , 

�������������  �#������  �	��  �  �	���  ���  ��	����  ��
	#	����� . 3
	  �����
�����#  	��� -
�	#  ��
������
  	 ����  ��  �������  ��  0������
� �	��	 -��	��	�
���  �	����
���  #	�
	� . 

�  ���
	�+��  ���#�  �	���	�  ���#����  �
��	  �����
���  	 ����  ���	�#� �	��	 -
��	��	�
���  �����
����
��  ������
	��
	����  �	���
��  ��  #	�
	���  �		�������� , ��  	� -
�	�����  �	
	���  #	��	  	�������
�  ���	�
�	�
�  �	�����	�����  ���	�#� ��  �  ����������  
�  ��	����#���	  �����
�  #��� , ����	
���+��+��  ��  �����
��  [1].  

-�  
���+��  #	#��
  �  �	�#�
���	�  ��
���
���  	
��
�
���
  #�
	� , �	��	���+��  
	�������
�  	��	����  ���	�#� �	��	 -��	��	�
���  �����
����
���  ���  ���������   ��	�
 -
�	�
�  �	���
��  �  ��	 ����  �	�
�	��  �����
��  �
�	�
����
��  #	�
	���  �		������� . 

�  ��+��
���+��  �	�#�
���	�  ����  
���	����� , ����:�����#��  �  ������
	��
	��  �	  
!&�.  9128-2013, ,-�.  184-2016, �  �	
����	  #�
	����  	 ����  	��	����  �	����
����  �
	  
��	��
�  (!&�.  12801-98) �	������  ��  �	�	�  	�����������  ���		
��
�
���  #����  �	����
� -
��#�  ��	��
� , �����
������+�#�  ������
	��
	�  ���  �	�	��	 -�
�	�
������  #�
����� , �  
� -
#�  ��	��	��#�#�  �����
����
���#� , �	
	���  �	����  �	�
�	���	��
���  �  ��	 ����  �
�	� -

����
�� . .����  ���		
��
�
���  ��������
��  �  
	# , �
	  ������
	��
	� , ����#�
�����#��  ���  
�	�	��	 -�
�	�
������  #�
����� , �����
������
��  
�#����
��	�  ���
	
	������  �  ������� , 
�����	�
��  ����	�	
	  �	�
��� , ��	
�	�
�� , �	�	����+����# , ���������#  �  ��	��	�
�� , 
	��������#	�  ���  
�#����
����  00 � , 200 � , �  500 � . &����	  �  	��	���#  �����
����
���#  
������
	��
	��  
����  	
�	��
�� : #	����  ����
	�
�  ���  �
�
�����	#  ��
�������  ���  ��� -
������  
�#����
���� , ��	��	�
�  ���  ��
��� , ���
������  
�����  �  � �������  #����  ���
� -
 �#� . (  �  
	# , �  ���
	#  ������  ���	�����#��  ���#�  ����
����  	���� 	�  ��+��
����	  	
�� -
���
��  	
  ������	�  ���	
�  ������
	��
	��  �  �	�	��	#  �	���
��  [2,3]. 

��+��
���+��  #�
	��  ��  �	��	���
  �	#������	  	�����
����	��
�  ��	�	
�������  
��	��
��  ������
	��
	�� . 

�  �����  �  0
�#  ���  ��	��������	���  	��
  	����������  ��	��	�
���  �����
����
��  
������
	��
	��  ��������#�  #�
	��#�  �  �	�����  ���	���� . (�����	�����  �	������ , �
	  
��	��	��#	  �#�
�  ��������  ��  
	���	  	  ��������  #����#����	
	  ��	
��� , �	  �  	�  	���
����  
����  #��
�  ��
������� . 3
�  ������  �	��	���
  ��
��	��
�  ��������  #����#����	
	  �  #� -
��#����	
	  ������	�  �������� , �  
����  ���
�
����+��  ���������� . �  �
	
� , ����  �����	 -
����  #�
	����  	����������  ��	��	�
���  �  ���	�#� �	����  �����
����
��  ������
	��
	� -
�	
	  �	���
��  ��  #	�
	���  �		��������  �  ���	���	�����#  �����������  ���������	
	  
�
�#�� , �	
	���  	��	����  ��  	����������  ���	�#� �	��	 -��	��	�
���  ��	��
�  ����
	
	  
�	����	�
����
��  [4,5]. 

8��
���  �����������  �
�#�  ������	#  R ��
�����
��  �	�  �	�����
���#  ����  Q �  
����
	�  �	����	�
����
�	  (��� . 1). ,���#�+����  	��+��
����
��  �	  	��  OZ, ����������	�  
���
��  �	����	�
����
�� . /���
	�  �	����	�
����
�	  �����
������
��  #	����#  ����
	�
�  # 
�  �	0��� ���
	#  ,����	��  n. ,��  	 ����  ����	�����  �
�#��  ����#�
�����
��  	����
�  �	 -
����������  W, �	�����+��  
	���  �#�+���	�  �	�����	�
�  S �	���  ����������� . 
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��� . 1. *����
���  ���#�  ���  �����������  ���������	
	  �
�#��  

  
,��  �����������  �
�#��  	������
��  ���
	���  ��	+���� . *�����  	�����	�
� , 	
���� -

�����+��  0
�  ��	+���� , �����  �  (3). 
/��������  ����	�����  �#��
  ���  

( , ) , .Q p x y dx dy= ��
W

                                                (1) 

,���#�+����  
	���  �	�����	�
�  S ��	��  	��  z 	�������
��  ������#	�
��  
( , ).x yw d j= -                                                     (2) 

*�����  ��	+����  	�������  �  (3) �  ����#�+����  ���������	
	  �
�#��  d (4) �  ������ -
#	�
�  	
  ����	����	�  ����  Q �#��
  ���  

           
1 323 (1 )

4
Q

� R
E

n� �× -
= × ×� �

� �
,                                                (3) 

2
323 (1 )

4
Q

E R

n
d

� �-
= ×� �

×� �
.                                                (4) 

,��  �����
���  ���������  d  �  Q �������  (5) #	��
  ��
�  ���	���	���	  ���  	 ����  
#	����  ����
	�
�  ������
	��
	����  �	���
��  ��  #	�
	���  �		�������� . 

2(1 )
0, 75

Q
E

R

n

d d

× -
= ×

× ×
.                                                 (5) 

 
,��   ������	#  ��
�������  �
�#��  �	�
	���	�  ��
����	� , �  ������
�
�  ���	������  

	�
�
	����  ���	�#� ��  �  ����������  ��	+���  �	�����	�
�  	�������  �	�  �
�#�	#  �	�#� -
���
��  	����
�  ��
��	��������  ����������  nz yzs s= , �	
	���  ��  ����	��	��
  ����
��  �� -

���
����
��  �	��
���
���	
	  ��	�  �	���
��  �  #	
�
  �����
����	��
�  �
	  ��	��	�
���  
��	��
��  [4, 5]. ,��  ��	��	���
�	#  ����	�����  ��
�����  ��	���	��
  ���	������  	�
�
	� -
���  ���	�#� ��  �  	����
�  ���
�	�
�  ����������
��  �  � 1��  �	  � '

1��
'. /
	�  ���
�����
	  


�����  - �	�
	�����  �	���  ���
�	�
�  -  ����
  	�������
���  ��##���	�  	�
�
	��	�  ���	� -
#� ���  �  �		
��
�
����	  ������	#  � . ,��  0
	#  ��	�#��	��������  �	�����	�
�  ��	��
  �  
#���#�#�  �������  ��	��	�	��	�
�  #�
������  ��	� , �  ����
�����	�  	
��
�
���  	�
�
	����  
���	�#� ��  �	��	���
  ����#�
����
�  �	��
���
�����  ��	�  ���  ������  �����������  ���  
����
	�  �	����	�
����
�	 . "�
	�   ��������	
	  �����������  ���������	
	  �
�#��  ���  
���#����  ���  	����������  �
��  ���
�����
	  
�����  �  ����  � �������  �  �	��
���
���	#  
��	�  �	���
��  #	�
	�	
	  �		������� . ,��  0
	#  ����#�
��������  #	����  �����������  ��� -
������	
	  �
�#��  �  ����
	����
�������  �����  (��� . 2).  
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n l1
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Q
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A
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��� . 2. "	����  �����������  �
�#��  �  �	����	�
����
�	  
  
*���#�
�����  ����������  ��  	������+��  �	����  �� , #	��	  ��
��	��
� , �
	  ��  ��� -

�	�  �	�����	�
�  ��������
��  ��	�
��  ����  ���
�� , �
	  �	��	���
  �  �		
��
�
���  �  
�	����  
"	��  �	�
���
�  ���  ���������  ����	�����  ���  ��
��	�����#��  ����������  �  ���  ����	#  
��
������� : 

sin(45 2) 2 (45 2)y C tgs j j× - = × × + ,                                       (6) 

   1 sin(45 ) 2 (45 2) sin(45 2)2 jC tg C ljs j j× - = × × + + × × - ,                      (7) 


��  s1 �  s y  - �		
��
�
����	  ����������  ���  ����	#  �  �	���  n –  ���	�  ��
������� ;  
j  - �
	�  ���
�����
	  
����� ; 
�  - � �������  #����  ���
� �#�  #�
������  ��	� ; 

�˜  - ��##�����  ���	�#� ��  �	���  n –  ���	�  ��
�������   
      j oj nl l d= � + ,                                                  (8) 


��  loj - 	�
�
	����  ���	�#� �� ; 

nd - ����
��  ���	�#� �� . 
*������  ���
�#�  
��
	�	#�
��������  ���������  �	��	���
  	�������
�  �
	�  ���
 -

�����
	  
����� : 

2

1

1 1
(45 2) ( )

2 4 2 ( )
y j

y

l
tg

s
j

s s

×
+ = - + +

× -
.                                (9) 

,	����
���  � �������  	��������
��  ��  ����	
	  ���������  ���
�#�  ���������  ����	 -
�����  (6) ���  ��
��	�����#��  ���������� . 

/��
����  ���#�  �  �	�����
�	  ��
������� , ����
��  �  ����	  - ����
��  ��	��
��  #�
� -
����	�  �  ���	�����  
�	���  �������
����	�  �	������
�  �  �		
�	�����  2	�� #���  - �	�� -

����  ���  #	�����	�����  ����
	����
�������  ��	��
�  #�
�����	�  	�+��  	
�	��
������  
���	�#� ��  �	�
���
   

          [ ]
2

, lg
( 1)

lg
p

t
tn t

y �

n
e

E E R N
s s

e = + × × - ,                      (10) 


��  R - ������   ��	��	�
�  #�
������  ��  ���
�� ;  
Ey �  � % - #	����  ����
	�
�  �  ���	�#� �� ; 
�  - ����������  ���
�� ; 
N - ����	  ��
������� , �	
	���  �	����  �������
�  #�
�����  �	  ���������� ; 
n - ������	����	�  ����	  ��
������� ; 
t - ���#�  ����
���  ���������� ; 
tp - ���#�  ������� ��  ���������� . 
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,�	��������	���  �	��������  �  ������
�
�  ����
����  ������
	��
	��	
	  �	���
��  
�����
����
��� , �	��������  �����#  #�
	�	# , ������
  	
#�
�
� , �
	 , 
��  ���  ������
	��
	�  
�  ��������  ���	����  ���	
��
  ���  ����
	 -����	 -����
�����  #�
����� , ���  �����������  ��� -
������	
	  �
�#��  ����
	 -����	 -����
�������  ��	��
��  ������
	��
	��  ����
  	
����
���  �  
�		
�	�����  ����
��  7 �  	�
�
	����  8��� . ���	�#� �� , �  �  #��
��  �	�����
���  �
�#��  #	 -
��
  ��
�  �������	�  �		
�	�����  ���
�  #��������	�  ���
�  ������
	��
	�� , �	0
	#�  ���  
��
�������  �
�#��  �
�
�����	�  ��
����	�  ��������  �	����
����  ���	�#� ��  �  ���������  

	����  �	���
��  ����
  �����
����	  	
����
���  ���
  	
  ���
� . 3
	
  ���	�
�
	�  ��	��
��  �  
#���#�#�   �������#  ��
�������#  ���������	
	  �
�#��  �
������
	�  ��
����	�  �  	��	�  

	���  ����
���� . �  ������  ��	��	���
�	
	  �	�����
���  ��  �	����	�
����
�	  ���
��#  ��� -
�������#  �
�#�	#  �  �	�
	���	�  ��
����	�  ��	���	��
  ���	������  	�
�
	����  ���	�#� -
 �� , �  #��
�  �	�
��
�  ��	���	��
  ��	
�	�  �����
����  �
�#��  �  �	�����	�
�  ������
	��
	 -
�� , �  ��	�#��	��������  �����  ��	��
  �  #���#�#�  �������  ��	��	�	��	�
�  #�
������  ��  
������
�
�  ����
���� . ,���
�����	�  	
��
�
���  	�
�
	����  ���	�#� ��  ���  �	�������  
 �����  ��
�������  �	��	���
  ����#�
����
�  ������
	��
	�  ���  ����
	�  �	����	�
����
�	 , 

 .� . ��������
��  ���	
�  #�
������  �  ����
	�  �
���� . 

"����#����	�  ��������  �������� , �	
����	  ������
�
�#  ��	��������  ����
����  #� -

	�	#  �����������  ���������	
	  �
�#�� , ����	�  1,5 � �� � ��������	���	  �   ��
��  ��	+����  
�	���������� ; ��  	�����	�
�  �	�
��
�  �  �	�����	�
��  ��������  ��������  �����	� . 3����  
�������������  ��������  �����
�����
  �	�����	�
�  �	������ , �
	  ���������
��  �  �������� -
�����  ����������  	
  ����
���  �	����  ��
	#	����  (��� . 3). 

 

 
 

*�� . 3. *������������  ����������  �  �	���  	
  * ��   
�	�  ����
���#  ���	�	
	  �
�#��  

 
 

%��  	����������  ���	�#� �	��	 -��	��	�
���  ��	��
�  ������
	��
	��  �  ������
	�� -

	����  �	���
��  ���	���	�����  �����������  �
�#�  ������	#  63,5 ##  �  #����#����	  ��� -
��������#	�  ��
����	�  �������	�  200 �
� . 

,��  	����������  ���	�#� �	��	 -��	��	�
���  ��	��
�  �  ��
�����  ���	����  ���  
��	�  �	���
��  ��������  �	
�������  �  �������  ��������  ��  �	�����	�
�  �
�#��  	
������ -
������  ��
���	�  �	�	� , 
 .� . ��  �	����  
	�+���  ��	� . �  ��	�  	������  
������  �	
�������  
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�
�#�� , ������  	
����
��  �  ��
�����  �	��  ����
  ������
�  	
  �����	�
�  ���� ��  +����	��	�  
�	�
�����+��  �#��� . 

�  ���	��
	����  ���	����  	����������  ���	�#� �	��	 -��	��	�
���  �����
����
��  
��	���	���	��  ��  �
�����
���   �������������  	���� �� . ,��  0
	#  ��
�����  �	��  ��  ���	 -
����  ��  �������  	���� 	�  �  ������
�
�  ����
����  	���� 	�  �  ���	��
	����  �  ��
�����  
���	����  �����
����	������  �	�
�
	��	  ���	�	�  ��	��#	�
��  [3, 4]. 

%�����  #�
	�  �	��	���
  
����  	�������
�  ��
��	��������  ���������� , �
	�  ���
 -
�����
	  
�����  �  � �������  ���  ������
	��
	��  ���  �  ���	��
	����  ���	���� , 
��  ���	���� -
�
����	  ��  �	���
���  ������
������  �		������� . ,��  0
	#  	 ����  ����
  ��	���	��
���  
���  ���������  
�#����
���� , ��  ��������  �	���
�� . �  #��
�� , 
��  �#��
��  ����
	���  �� -
�	�#� �� , #	��	  ����
  	����
���	  	�������
� , ��  ���
  �����  ���
	�	�  	��  ��	���	��
  �  
�����  #���  ��	��	��#�  ���  �	�������  ����
	��
	����	�
� . 

 
 5 �-5  

 

,�����
��#��  #�
	�  ���  	 ����  ��	��	�
���  �  ���	�#� �	����  �����
����
��  �� -
����
	��
	����  �	���
��  #	�
	���  �		�������  �	��	��
 : 

1. /��	��
�  	����
���	�
�  �  �	����
�  �	�
	����	�
�  	 ����  �����
��  �
�	�
����
��  
�	���
�� , 
��  ���  �����	��
��
��  ��	���	��
�  ���������  �	����
����  ��  ������  0
� -
��� : ���  �	��	��  �#��� ; �	  ��	��# , ���
�#  ��  �#���
���  �  ���	�����
����	  �  ��
�� -
���  ���	���� ; ���  ��
�	��
��  �	���
��  ���  �
	  ���������� ; 

2. ,����#�
�  	����
�����  �������  �	  ��������  ��#������  �  �	�
��  �#���� , 
���	�	 -

��  �������  �  ���	
����� ; 

3. 3������
����+�#  	�
����� ��#  �	����
�  �	���� , 	�:��
�����  �  �	�
	������  ���	� -
#� ��  	  
�����	�
�	 -0������
� �	��	#  �	�
	����  �  �����
����
���� , �		
��
�
���+��  

���	�����#  ���	����	�
�  �������� , �  
����  ������	��
�  �������������  �  ���	���	�� -
���  �����
� , ���������#��  ��  �	��������  �  ��#	�
  �	�	����  �		������� .  

 

2����	
����������  ����	�  
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	���  �		�������� : 	
����
������  �  ���� -
������  	��
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���  �����
����
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���
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����
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���
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��
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�
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��	��	�
���  �����
����
��  ������
	��
	����  �	���
��  ��  #	�
	���  �		�������� / 
� ., . �	�	��
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	��  -�<������ 
	��  �  	
'��.�		����  /���5   

/���).�6  ,
���  .���)�3���		�'�  3
��,	�'�  ����
  
 

-�  ���#���  
��	�	
	  �		�������  ���	���	����  #�
	����  �	����	 -0��#��
�	
	  (13 ) #	�����	�����  
���������	 -���	�#��	����	
	  �	�
	����  #	�
	�	�  ���
�	�  �	��
��� ��  	
  ����
���  �	�
	�����  �  ���#�� -
���  �	������  ��
���	� . -�  	��	��  �	�	�
�������  �	��������  �  �	#	+��  ���������  ������
	�  ��	�
��� -
�
������  13 -�  �����
���  ���#  ��	��
���  �
�	����  	�	��	����  ����	���  ��	�
��   #	����  ���  	�������  ��
�� -
����	�
�  ���
�  ��	�����  ���
� .  �  ���	���	�����#  �	�����	�
��  �������  ������	  ����	�	�����  �	  �����  �  
������  ��	��
�	
	  �
�	����   ����	���  �����������  �������  ���
� .    

 
��9��(!�  ���(� : �����	��
	����  ���  ������
#�����  #	�
 , ���
�  ��	�����  ���
� , ���������	  �� -

�	�#��	����	�  �	�
	���� , ������ , ��	
��� , �	�����	�
�  ������� , �	������  ��
����� , �����  �������� , 	��� -
���  ������� . 

V.S. Safronov, N.A. Barchenkova, I.A. Popova 
 

MODELING OF DEFORMATION AND LOADING OF THE CONCRETE  BEAM BRIDGE 
ROAD WAY SLAB 

 
The method of the finite – element modeling of slab bridge deflected mode under constant and temporal 

wheels loads was tested taking typical constructions as an example. Basing on the comparison of the received with the 
help of different variants of spans spatial finite- element calculation schemes the simplest model for description of road 
way slab was proved.  The most stressed slab sections location along length and width s studied with application of in-
fluence surfaces  

 
Keywords: reinforced concrete bridge without diaphragm, road way slab, deflected mode, forces, influence 

surface, wheel load, movement line, dangerous sections. 
  

 (�$����  
 

�  �����	��
	����  ���	����  ��
	�	�	����  #	�
��  ���
�  ��	�����  ���
�  �����
��  
����#�  	
��
�
�����#�  0��#��
�#� , 	
  ������	�
�  �	
	���  ������
  ���	����	�
�  ��	�����  
�	  
�����	�
��#  �		�������#  ��
	#	�����  �	������	�  
���	�	�:�#�	�
�  [1].  
____________________________________________ 
© ����	�	�  � .� ., 2������	��  - .' ., ,	�	��  ( .' ., 2017 
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-��������	 -���	�#��	����	�  �	�
	����  ���
�  ��	�����  ���
�  �  �����	��
	����  ���	� -
���  #	�
��  	��������
��  	�	����	�
�#�  �	��������  ����+��  0��#��
	�  ��	��
���  �
�	� -
��� , ��
�  ����	�	�����  
������  ���	� , ���
�	�
���  ����#�
�	�  �  
 .� ., �	
	���  ��  ���
� -
���
��  �  ���	#�����#��  �	�#�
�����  �	��#��
��  [2, 3],#�
	�����  ���  ��	��	�
���  ����� -

	�  ���
� . �������  ���������  	�	����	�
��  ����	���  �	��	  #	��
  ��
�  ���	����	  �� -
�	���	�����#  �  ��	��	�
���  �����
��  ��	�
����
������  �	����	 -0��#��
���  #	�����    
��	��
���  �
�	����  [4-5]. .����  �����
���  ���#�  �	�
�
	��	  ��	�
	  ��������
��  �  �	��� -
#�����  �������
������  �	#�������  7(*' -�',*  [15-16], MIDAS, SAP2000 �  
 . � . 3
	
  
�	��	�  �	��	���
  �����
�  ������  ���  ����
�����	
	  ���#������  ��	���#�  ���
�  	������ -
���  ���  �	�������  �����
	�  �  �	���������  [6], ���
���
�  �������  �������	�  ���
�  ���  
���������  ���
�  ��	�����  ���
�  [7] �  ����#�������  0����
�  ���  ��������  
�����	�
���  
�����
�  [8], �������  ��������	�
�  ���
�	�
���  �����
����
��  �  ���������+��  ��	�	� -
�	�
�  ����#�
�������  ���  �	���#�����  ��
	#	�����  [8].  

�  ���
	�+��  ���	
�  ����#�
�����
��  #�
	��������  �	��	��  ���#������  �	����	 -
0��#��
���  �	#�����	�  ���  ��������  ���������	 -���	�#��	����	
	  �	�
	����  ���
�  ��	 -
�����  ���
� , �	
	���  �	��	���
  ���	���
� : 

·  	�	��	������  ���	�  �����
���  #	�����  �����	��
	����  ���	����  ���  ������
 -
#�����  #	�
	� , �	��	���+��  �����
�  �������������  ������  �  ���
�  ��	�����  �� -
�
�  �	  �����  �  ������   ��	��
���  �
�	���� ; 

·  �	�
�	����  �	�����	�
��  �������  ������  �  ���
�  ��	�����  ���
�  ���  ���������   
�����
�����  
	���  ���
� ;  

·  ������  �������������  ������  �  ������  �	���  ��	��
�	
	  �
�	����   	
  �	�#��
�	
	  
����
���  �	�
	�����  �  ���#�����  �	�����
��� . 

�"������  �;?����  �����$�(���4  

*���#�
�����
��  ���	�	  �����	�
������	�  ��  ��
	�	�	
��  *�  ��	�9
�	�  �
�	����  
��
	�	�	��	
	  #	�
� , ���	�����	�  �  �		
��
�
���  �  
��	��#  ��	��
	#  �	���	���	��
�  
�����  3.503.1-81[14] ����	�  24 # �  
�����
�#�  ! 11,5+2� 1,5 (��� . 1). &�	  �	�
	�
  ��  ��
���� -
�����#��  �  ��
	#  2,4 # ���
�   	�����	���  ���  ������
#�����  ���	�  
���	�	
	  �������  �� -
�	
	�  123 �#  �  ��������
����	  �����
��#	�  ��#�
��	� , 	�:���������  #����  �	�	�  �	  
�����  #	�	��
��#�  ����
��#� .  

 

 
 

��� . 1. ,	��������  
��	�	
	  ��	�9
�	
	  �
�	����  �  
�����
�#�  ! 11,5+2� 1,5 
 
,	  
��	�	#�  ��	��
�  ���  ��	��
�	�  �
�	����  ��������
��  ��  �������  �  �	� ����  

����
�� , ��  �	
	���  #����
��  
	�+���  �
����  ����� : ��  ������#  ����
��  
	�+���  �
����  
�	�
�����
  160 ## , ��  �	� ����  – 260 ## . 

�  ��	��
�  ������#	
����  �����  ����  
��	�  – �������  �  ��	#���
	���� , �	�������  
	
�����
��  �������#  	��	�
	�	����  ������	�  ��#�
���  ��  ���
�  ��	�����  ���
� . $�����   
���
�  ���  �������  ���	�  �	�
�����
  174 �# , ���  ��	#���
	����  – 140 �# .  
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�  �����
��   �	�
	�����  ��
���	�   ��
�#   ���  ��	��
�	
	  �
�	���� , �	
	���  �	�
	�
  ��  
�	��
����	
	  ����  ���	� , #	�	��
���  ����
�	�  �  �	�	��	
	  �	���
�� . ,��   ��	��  �	�
	�� -
���   ��
���	�  �����
�	�  ��������  �	�
����	 : ���  �	�	��	
	  �	���
��  –  5,97 �- /#2; ���  
���
�  – 4,86 �- /#2; ���  
������  ���	�  – 8,47 �- /#. ,��  0
	#  ���  �������  �	���  �����  ���  
	
�����  �  ����  ���
�  �	��
��� ��  ���  ��	��
��  �	������   �����
�	�  ���#� . 

�;����(����  ���������  *�$���  "�������+�  �������4  

,��  ������	
��  �	����	 -0��#��
�	�  #	����  [9-10] ����#�
�����#	
	  ���������
#�� -
�	
	  ��	��
�	
	  �
�	����  ���
����
��  ���	���  ����	�
�  �  ����
��
����	#�  ���������	 -
���	�#��	����	#�  �	�
	����  ���
�  ��	�����  ���
�  �  �	���  ����	�	�����  ���	�  �  #	�	 -
��
���  ����
�	�  ��  �	��������  �	  �����  �  ������ .  

*����
���  ���#�  ��	��
�	
	  �
�	����  �����
�  �  ����  ���
�	 -�
������	�  ���
�#�  �  
���	���	�����#  ����  �
�����
���  
��	�  �	������  0��#��
	�  (13 ) ��  �����	
���  ,1  7( -
*' -�',*  2014 [15]: 

·  ���#	�
	�����  ����
����
��  13  (	�	�	���  �  �����	�  �������	� ) �  ���
��  �
�����#�  
��	�	��  �  ���� , ����	��
��#��  �  
	���	�
����	�  ��	��	�
�  �  #	�������+��  ���
�  (13  41); 

·  �
��������  13  �  ���
��  �
�����#�  ��	�	��  �  ����  (13  10), #	�������+��  �����  �  
 ��	#  �  ��	�	�����  �9�
�	�
�  ���
�  ���  ���
�� . 

%��  	�:��������  13  	�	�	���  �  �
������	
	  13  ���	���	����  ��	 �����  «�9�
�	�  
��
���� », ���
����+��  ����#�	�  ���	
�	�  �	�	�����   ��
��  
����
�  �����  �  	��  ���
�  
(��� . 2).  

�
�

��� . 2.  ���#�  ���
�	 -�
������	�  13 -�  #	����  

 
(��	����  �	����	 -0��#��
���  ��
��  �����#�����  �	
����	  ����������#   �  [16] ���	 -

#���� ��#  ������+��  ���#��	� : �  ��	�	���	#  �����������  ���	����	  ���������  ��  20 �� -
�
��  (23,6:20=1,18 #), �  �	������	#  – �  ���
	#  
����  �	��	�����  ����
�	� , �	�	����  �	� -
��  �����  �  #	�	��
���  ����
�	�  (
 .� . 1,04 #; 0,7 #, 1,0 #; 0,7 #; 0,7 #; 1,0 # �  
 .� .), ���  �	 -
������+��  ��
	�  ���	  ���	����	  �
�+����  ���	��	�  �		
��
�
����	  �  2, 4 �  8 ��� . 

�  ����	�  �
	�	��  #	�
�  ������  �������	 -���	�������  
��������  ���	��� , �	
	���  
�����+��
  ���  ��������  ����#�+����  (X, Y, Z), �	  ��������
  ���  �	�	�	
�  (UX, UY, UZ); 
�  �  ���	�  – �������	 -�	������� , �����+��+��  
	���	  ���
��������  ����#�+����  (Z). 

%��  	�	���
����	
	  �
	������  ���#��	�  �	����	 -0��#��
�	�  ��
��  ��	��������  ��� -
��
�  ��  �	�
	�����  ��
�����  [11-12]. �	��
������  ���  ���
�  �  �	�	��	
	  �	���
��  ���
� -
�����  �  ����   ����	#���	  ������������	�  �	  ��	+���  �������  �	�����	�
�  ���
�  ��
����� , 
���  �����	��
	����  ���	�  – �  ����  ����	#���	  ������������	�  ��
�����  �	  ��  ����� . *� -
����
�
�  �����
	�  �����
������  �  
��� . 1. 



67 
 

.���� �  1 
�	�	�
�������  #����#������  ��	
��	�  �  ������  �  ���
�  ���  ������  ����#�
���  ��
��  

 

*��#���  13 , #2 
Wmax, 
##  

Mx,max,  
�-M# /# 

M � ,max, 
�-M# /# 

���#�  
������ ., 

 #��  
(��	���� , �	  ���	#���� ��#  [13] 

(1,18́ 1,04; 1,18́0,7; 1,18́ 1,0) 
-31 8,23 2,57 0,23 

�
�+����  �  2 ����  
(0,59́ 0,52; 0,59́0,35; 0,59́0,5) 

-31 
8,64 

(5,0 %) 
4,50 

(75,1 %) 0,50 

�
�+����  �  4 ����  
(0,295́ 0,26; 0, 295́0,175; 0, 295́0,25) 

-31 8,71 
(0,8 %) 

4,84  
(7,5 %) 

1,50 

�
�+����  �  8 ���  
(0,1475́ 0,13; 0, 1475́0,0875;0, 

1475́ 0,125) 
-31 8,73 4,92 5,92 

 
(�
����+��  #	#��
�  " � ,max ���  �
�+����  ���	��	�  ��
��  #����
��  ��  �	���  ��#  ��  

5 %, �
	  ����#�  �������
����	 , �  ��	
���  Wmax ����
������  	�
��
��  ����#����#� . ,��  
0
	#  �������	 , �
	  ���  �	�������  �
��������  ��������  " � ,max, �	
��  �	
����	�
�  ��  ��� -
�����
  7,5 %, ��	��	��#	  �
��
�
�  ��
��  �  2 ���� . ����	��
����	 , ���  �������  
	���	  ��
� -
���+��  #	#��
	�  " �  �  ��	
��	�  #	��	  	
������
���  ���	��	�  ��
�	� , �  ���  ��	��	��#	 -
�
�  ���
�  ��
����+�
	  #	#��
�  " �  ����	  ���	���
�  ��  �
�+����  �  2 ���� . %	�	���
����	  
��
��	����	 , �
	  �	  #���  �
�+����  ��
��  �����
����	  ����������
��  ���#�  �����
� . ,	0
	 -
#�  ����	���  ������������#  �����
��  ������
  �
�+����  ���	��	�  13  ��
��  �  2 ���� . 

�  ��	 ����  #	�����	�����    ��	��
�	
	  �
�	����  ���	  ����#	
���	  3 ������
�  	���� -
���  �	��������   �������  
������  �����	��
	����   ���	� : 

� ) 	��������	�  ���
���	�	�  �������  (��� . 3, � ); 
� ) 	��������	�  ���
���	�	�  �������  �  �
	�+���	�  �������  �	��	�  ��  2 �#  ���  ���
�  

��������
����	
	  ����������  �  �����	��
	����  ������  �	  ���	#���� ��#  [16] (��� . 3, � ); 
� ) 
���	�	�  �	������	�  �������  �����  �	  
��	�	#�  ��	��
� – �  ����
��
����	�  �	�#	�   

��
�  �  ������  �	��  �����  �  �����
����	
	  �	��������  �����  �  ���
	�  (��� . 3, � ). 
 

 
 

��� . 3. ������
�  	�������  �	������	
	   �������  �����  ��	��
�	
	  �
�	����  
 

%��  ���������  
���  ������
	�  	�������  �	��������  �������  ���	�  ����  ���	�����  
�����
�  ��	��
�	
	  �
�	����  ��  ����
���  �	�
	�����  ��
���	�  �  ,1  7(*' -�',*  2014. *� -
����
�
�  ����������  �������  �  
��� . 2. 
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.���� �  2 
�	�	�
�������  #����#������  ��	
��	�  �  ������  �  ���
�  ���  ������  ������
��   

	�������  �	��������  �������  ���	�   

.��  �����  Wm�� , 
##  

Mx,min, 
�-M# /# 

Mx,max, 
�-M# /# 

M � ,min, 
�-M# /# 

M � ,max, 
�-M# /# 

1 ������
  31 -0,29 8,64 -4,01 4,50 

2 ������
  30,3 
(-2,3 %) 

-0,30 
(3,4 %) 

8,47 
(-2,0 %) 

-3,99 
(-0,5 %) 

4,45 
(-1,1 %) 

3 ������
  
31 

(0 %) 
-0,28 

(-3,4 %) 
8,67  

(0,3 %) 
-4,00 

(-0,2 %) 
4,58 

(1,8 %) 
 
�  �����  �  
�# , �
	  �����������  ���  ������  �����
���  #	�����  ��	
���  Wm�� , �  ��� -

���   Mx,min, Mx,max, M� ,min, M� ,max	
�����
��  ��  �	���  ��#  ��  3,4 %,  ����		�����	  ���	���	 -
��
�  ������  ��  ����#	
������  ������
	�  �����
�	
	  �������  ���	�  ���  ����	���  ��	�
	�  
���  ������� �� . 

���"��$�����4  "��+�;�(  �  ������  (  "����  ��  "����4��!�  ��+��&��  

-�  ��� . 4-8 �����
������  
����������  ������
�
�  �����
�  ��	��
�	
	  �
�	����  ��  
����
���  �	�
	�����  ��
���	�  �  ����  ��	�	���  ��	
��	� , ��
����+��  #	#��
	�  " �  �" �  �  
�		
��
�
���+��  �#  0����  �  ������#  �	������	#  ������� . 

(�  �����������  ��  ��� . 4 
�����	�  ����	 , �
	  ���
��������  ����#�+����  W(x,y) 
��	��
�	
	  �
�	����  	
  �	�
	�����  ��
���	�   ����	#���	  �	����
��
  �  ��	�	���	#  ������ -
�����  �  ����
������  ����#����  �  �	������	# . 

(�
����+��  #	#��
�  " �  (��� .5 �  6) �����#��
  �	�	��
������  �������� , �	
	���  
�	����
��
  �  ��������  ��	��
�	
	  �
�	����  �  �	������	#  ����������� , ���  0
	#  	��  �� -
��	���	  �#������
��  ������  ���	� . 3
	  	�:�����
��   �	�������#  ���
�	�
�  ���
�  �  �	��  
	�������  ��  ��	�	�����  ����� . 

 
��� . 4. (�	�	��  ����#�+����  �	  Z (Wm�� =31 ## ) 

 
�  #��
��  	�������  ���
�  ��	��
�	
	  �
�	����  ��  ��	�	�����  �����  ��
����+��  #	 -

#��
�  " �  (��� . 7) �����#��
  	
�� �
������  �������� , �  ��  0����  �  �	������	#  �������� -
���  (��� . 8) �#��
  ���		�������  �	�#� . ,��  0
	#  ��  �	��	�����  ����
���  �����
��  0����  
" �  �		
��
�
���
  	���
����  0����  #	#��
	�  �  �	��	���	�  ����� , �  �   ��
��  ���
�  – ���  �  
�����  �  ����
�#�  ��	#���
	���#�  	�	��#� . 

,	��������  	���
����  0���  ��
����+��  #	#��
	�  �		
��
�
���
  	�+������
�#  
�����
�������#  	  �����
���  -%�  ���
�  ��	��
�	
	  �
�	����  �	�  ����
���#  �	��
����	
	  
���� . 3
	  �	��	���
  �����
�  ���	�  	�  ������
�	�
�  �����
	�  �    �����
��  �	����	 -
0��#��
�	�  #	����  ����
��
����	�  ��
������	�
�  0��#��
	�  ��	��
�	
	  �
�	����  . 
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��� . 5. (�	�	��  ��
����+��  #	#��
	�  " �  
(" � , min=-0,294 �-M# /#, " � , max=8,64 �-M# /#) 

 

 
��� . 6. 3����  ��
����+�
	  #	#��
�  " �  �  ������#  �	������	#  �������  

 

 
 

��� .7. (�	�	��  ��
����+��  #	#��
	�  " �  
(" � , min=-4,01 �-M# /# , " � , max=4,50 �-M# /#) 

 

 
 

��� . 8. 3����  ��
����+�
	  #	#��
�  " �  �  ������#  �	������	#  �������  
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���"��$�����4  "��+�;�(  �  ������  (  "����   
��  $����(�4  (��*���!�  ������!�  ��+��&��  

 
�  �		
��
�
���   �  ���	#���� ��#�  �-�,  2.05.03-84* [4] �  �����
��  ������	��  ��� -

�
���  ��  ��	��
�	�  �
�	����  �	�#�
���	�  ���#���	�  ���
������	�  ��
�����  �  ����  �	��� -
�	
	   ��
����	��	
	  ��
	#	����  -1 -80 	�+�#  ���	#  80 
� , 
��  �	�����
���  ����	
	  ��  8-#�  
�	���  #	�����	���	��  �	����	
	����	�  ���	�  98 �-  (10 
� ) [13]. 

,��  0
	#  ���������  ������  -%�  ���
�  ���	������  �  ,1  7(*' -�',*  2014 ��  	��	 -
��  	������	�  ����  �	����	 -0��#��
�	�  �����
�	�  ���#� . �  �����
��  �����#�����  ������ -
+�#�   ��������  �����  ����#�+����   ��
��  ����	�	�����  ��
����	��	
	  ��
	#	����  -1 -80 
�  ����  ���
�  ��	��
�	
	  �
�	����  (�# . ��� . 1): 

I.  %�������  �	  ����  �	�	��  ��	����  ��  ����
	����  5,04 # �	  ���
� , ����	�	����	�  
#����  
�����#�  �����#�  22 �  23 ��	��
�	
	  �
�	���� . 

II.  %�������  �	   �	�	��  ���	����	�
�  ��  ����
	����  3,44 # �	  ���
� , ����	�	����	�  
#����  
�����#�  �����#�  21 �  22 ��	��
�	
	  �
�	���� .   

III.  %�������  ������  ��	�	���	�  	��  ��	�����  ���
�   ��  ����
	����  7,04 # �	  ���
� , 
����	�	����	�  #����  
�����#�  �����#�  23 �  24 ��	��
�	
	  �
�	���� .    

,	  ������
�
�#  ���	�������  �����
	�  ��������  �	��  ����	�	�����  ����	���  
�����������  ����
�	�  ���
�  ��	�����  ���
�  ���	��	
	  #	�
� , �  �	
	���  ������
  	�� -
+��
���
�  ��	�����  ��	��	�
�  ���  ��	�������  ����
����  
�����	�
���  �		������� .  

�	�	�
�������  #����#������  ��
����+��  #	#��
	�  �  ���������  ��������  ���
�  
��	�����  ���
�  	
  ����
���  	���	��	�  �	����	�  ��
�����  -1 -80  �����
������  �  
��� . 3. 

 
.���� �  3 

�	�	�
�������  #����#������  ��	
��	�  �  ������  �  ���
�  
�  ������#	�
�  	
  ����	�	�����    ��
��  �	���  ��������  �   ��
��  ��
����	��	
	  

��
	#	����  ��  ��	�����  ���
�  
�����	�
�	
	  �		�������  
 

-	#��  
�����  

��������   

,	�	�����  
-1 -80 

Wmax, 
##  

Mx,min, 
�-M# /# 

Mx,max, 
�-M# /# 

M � ,min, 
�-M# /# 

M � ,max, 
�-M# /# 

I 

�  	�	��  4,99 -1,71 6,71 -12,5 17,9 
�  ��
���
�  

��	��
�  
11,2 -1,03 9,54 -7,91 24,2 

�  ��������  
��	��
�  

16,0 -0,991 11,0 -7,70 29,2 

II  

�  	�	��  5,59 -4,40 
(�0  6 21) 

8,69 -26,40 
(�0  6 21) 

25,40 

�  ��
���
�  
��	��
�  12,5 -1,10 11,2 -8,67 26,6 

�  ��������  
��	��
�  18,3 -1,03 

12,50 
(�0  6 731) -9,34 

29,90 
(�0  6 747) 

III  

�  	�	��  4,85 -0,706 4,00 -5,63 9,52 
�  ��
���
�  

��	��
�  
11,0 -0,99 7,07 -7,74 17,7 

�  ��������  
��	��
�  

15,6 -1,17 9,06 -8,44 23,50 

,����"���� . $ �����
����
  ��2����  �  ���2��&  ������	  ������  ����"�	&  4��������  ���"����
  �������� -
�������
  ��
���  ����������  �������� , 
��  �����	&  ������������	  ����������	�  ����2�'(��  
������	 .  
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(�  ������ , �����������  �  
��� . 3, ������
 , �
	  ����	���  �����
	����
�	�  �	  ��
� -
���+�#  #	#��
�#  �����
��  �����  ��������  II, ����	�	������   ������  ����  ��	�����  ���
� . 
,��  ����	�	�����  	���	��	�  ��
����	��	�  ���#���	�  ��
�����  -1 -80  ����	�����   	
�� -
 �
������  ��
����+��  #	#��
�  " �  �  " �  �	������
  �  #��
�  ����	�	�����    13  6  21 ������   
	�	��	
	  �������  �������   �����  21, �   �	�	��
������  ��
����+��   #	#��
�   " �  �  " �  –  �  
13  6 731 �  6 747 13 , ���	��+����    �  ��������  ��	��
�  ���
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S.Y. Gridnev, I.S. Podlesnykh 

CALCULATION OF DEFLECTED MODE OF STEEL REINFORCED  CONCRETE SPANS 
WITH ACCOUNT OF TEMPERATURE EFFECT IN THE ROAD BASE  LAYERS 

 
A finite-element model of a span structure with a road surface was developed, taking into account their interaction. 

The calculated analysis of steel-reinforced concrete span deflected mode and road base with consideration of the temperature 
change on blanket thickness was fulfilled. The nature of change of the maximal tensile stresses in the upper layer of asphalt 
concrete from a point of safety is under investigation. The modern types of blanket structure design, its various parameters and 
schemes of loading are used. One of the reasons of longitudinal fracture appearance in blanket upper layer over the main span 
beams is revealed. Interaction of the main beams compliance on the blanket deflected mode and blanket influence of a span 
structure deformation is studied. 

Keywords: steel-reinforced concrete span, finite element model, road base, temperature effect, blanket 
strength, longitudinal fracture 
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�"������  �;?����  �����$�(���4 . �  �����
��  	�:��
�  ������	�����  ������	  �	�
� -

	��	  �����	�
������	�  �  ����
���  #	�
	�
�	����  �
��������	��
	��	�  ��	��
�	�  �
�	����  
L = 42,5#, ������	
���	�  ��  	��	��  
��	�	
	  ��	��
�  �����  3.503-50-1 «,�	��
���  �
�	����  
���  ��
	�	�	����  #	�
	� , �
��������	��
	����  ���������  �  �����������  �  ���	�  �	����� , 
��	��
	#  42,5 # �	�  
�����
  ! -10». ,	������	�  �������  �
��������	��
	��	
	  ��	��
�	
	  
�
�	����  �  	��	���#�  ���#���#�  �	�����	  ��  ��� . 2. -���+��  �	��
��� ��  �����
�����
  
�	�	�  ���  �������  ���	��	�
����
��  ���
���	���  �
������  �����  ���	
	�  2,48 #, 	�:��� -
������  �  �	#	+��  ���
���  ��	�	�  �  �����	��
	��	�  ���
	�  ��	�����  ���
� . !������  ��� -
�� , ����
	����  #����  �	
	��#�  �	�
�����
  7,6 #, 	�:�������  #����  �	�	�  �	�������#�  �  
��	�	����#�  �����#� . %��  ��������  
������  ���	�  �	  ����  ��  �����  ��
��	�����  �����  
���
�	�
� . 8����	��
	����  ���
�  ��	�����  ���
� , 
	�+��	�  �  ��	��
�  16 �# , 	�����
��  ��  

������  �����  �  ��	
	� . 
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��� . 2. ,	������	�  �������  �
��������	��
	��	
	  ��	��
�	
	  �
�	����  
 
�"������  ��"��%&��*��  �@  *�$��� . %��  �	������  �����
�	�  #	����  ���	���	�� -

����  ������+��  �	������  0��#��
�  (13 ):  
� ) ���  
������  ���	� , ��	
	�� , �	#���
���  ���	�  �  �����  ���
�	�
�  - 13  	�	�	��� ;  
� ) ���  #	�����	�����  �����	��
	��	�  ���
�  �  �	��
��� ��  �	�	��	�  

��  - 	�:�#���  13 ; 
� ) ���  #	�����	�����  ��	�	�����  �  �	��������  ������  - �
������	�  13 . 
�   ����  �	�������  ����	���  
	��	�  ���
���  -%�  ��
��  13  ��	��  �	�	��	�  	��� -

��  ���  
�����#�  �����#�  �
�+����� . *�����	
�����  �  ��	
��##�	#  �	#������  #	����  ��	 -
��
�	
	  �
�	����  �����
������  ��  ��� . 3. 

 
 
 

��� . 3. 13  #	����  ��	��
�	
	  �
�	����  

 
&��	����  ��������#��  


���  �	��
��� ��  �������  ��	��  
�	�	��	
	  �	���
��  ���������  
�  
��� . 1 �  2 �  	��	���#�  ����� -

����
���#�  [6, 7]. ,��  �����
�  
������
	��
	��  ���	���	�����  

#	����  ����
	�
�  ���  ���
������ , 
��  ���  ��	�	�����  
��+���  �  ������#  ��	�  �	���
��  
�	������
  	
  �	��������  ���
�
����+��  ����������  [8]. 

.���� �  1 
1	��
��� ��  �������  ��	��  �	���
��  
��  I 

 

��	�  .	�+���  
��	� , ##  

"	����  
����
	�
� , 
�- / #2 

1	0��� ���
  
,����	��  

&�:�#���  
��� , 
 /#3 

*����
���  ��	��	�
�  
��  ���
������  ���  
��
���  ���  00� , ",�  
(�- /#2) 

'�����
	��
	�  
��  2 50 4501534 0,22 2,3 0,8 (804,4) 
N����	��	 -
#��
�����  ������ -

	��
	�  

60 10703652 0,22 2,3 1,2 (1197); 

!���	��	�� �	����  
��	�  10 686700 0,3 1,8 – 
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.���� �  2 
1	��
��� ��  �������  ��	��  �	���
��  
��  II 

��	�  .	�+���  
��	� , ##  

"	����  
����
	�
� , 
�- / #2 

1	0��� ���
  
,����	��  

&�:�#���  
��� , 
 /#3 

*����
���  ��	��	�
�  
��  ���
������  ���  
��
���  ���  00� , ",�  
(�- /#2) 

7�
	�  ������
	��
	�  50 8502906 0,22 2,3 1,2 (1197) 
N����	��	 -
#��
�����  ������ -

	��
	�  

60 10703652 0,22 2,3 1,2 (1197); 

!���	��	�� �	����  
��	�  10 686700 0,3 1,8 – 

 
����  �&*�����4  ��*"������! . ,��  ���	������  �����
	�  �  ����	#  ������  ���#�#  


�#����
���  �	�	��	�  	�����  ���  00� , �	
	���  �	�
	����  �	  
	�+���  �	�	��	�  	����� . 
�	  �
	�	#  ������  ���
��#  
�#����
���  ��#����+����  �	  
	�+���  �	�	��	�  	��� -

�� . .�#����
���  �  ��	��  �	�	��	
	  �	���
��  �  ������#	�
�  	
  
�#����
���  �	�����  �� -
������#  �	  �	�#���  O. - . 1	������  [9]: 
   0,71 ,,% %�=  (1) 

��  %,  – 
�#����
���  �	���
�� ; %�  – 
�#����
���  �	����� .  

,��  �������  
�#����
���  ���  
	�	��  �	�	���  �  ��#���  ���#�  
	��  %�  = -6.50� , 
�# -
����
���  �	���
��  %�  = -4,620� . 

%��  �	�������  �������������  
�#����
�����  �	���  �  ������
	��
	����  ��	��  �	 -
�	��	�  	�����  
�#����
���  ������
����
  �����
������  �  �		
��
�
���  �  �	�#��	�  [10]: 
 ( )  –7,727 ,z ,% %exp z=  (2) 


��  Tz - 
�#����
���  �	���
�� , °� , z – 
	�+���  ��	� , #. 
*������������  
�#����
���  �	  
	�+���  ��	��  �	���
��  ��	������	  ��  
������  

��� . 4. 

 
 

��� . 4. *������������  
�#����
���  �	  
	�+���  ��	��  �	���
��  



79 
 

%�����  �  ��	��	��#�#�  �����
����
���#�  #�
�����	� , ���	�����+����  ���  	��� -
��  ���	�	
	  �	�	
��  ��  #	�
�� , �����
������  �  
��� . 3-4 [11, 12].  

.���� �  3 
"	����  ����
	�
�  #�
�����	�  ���  	�����  ���	�	
	  �	�	
��  

"�
�����  
"	����  ����
	�
�  ("�� ) 

���  
�#����
���  
-100�  00�  +100�  +200�  

,�	
���  � /�  
��  2 8600 6000 3200 800 

N"'  12800 10700 5400 2400 

7�
	�  ������
	��
	�  10250 7500 4400 2500 

.���� �  4 
,�	��	�
�  ��  ���
������  ���  ��
���  #�
�����	�  ���  	�����  ���	�	
	  �	�	
��  

"�
�����  
,�	��	�
�  ��  ���
������  

���  ��
��� ("�� ) ���  
�#����
���  
-100�  00�  +100�  +200�  

,�	
���  � /�  
��  2 1,1 0,8 0,45 0,2 
N"'  1,65 1,2 0,55 0,25 
7�
	�  ������
	�� -

	�  

1,55 1,2 0,50 0,30 

 
� �������  �	�����	�
�  �����	��
	��	�  ���
�  �  �	��
��� ���  �	�	��	�  	�����  

	����������
��  �	�����
�	#  	�+��  ���	�  �	���
��  �  �����	��
	��	�  ���
� . ,	��������  13  
#	����  �	�	��	�  	�����  �  ���
	#  ��#������  
�#����
���  �  ��	��  �����
������  ��  ��� . 5. 

 

��� . 5. 13  #	����  �	�	��	�  	�����  �  ���
	#  ��#������  
�#����
���  �  ��	��  


����&  ��&��%����(  �������!�  �����$�(����  

���	����  ������  ���������	
	  �	�
	����  	�����  ���	�	
	  �	�	
��  ���  �	���� -
�
���  �	�#�
���	�  ��
����� . ,�	�������  �����
  ��  ����
���  ��
���	�  	
  ��
	
�����	�
���  
�����
� , ��������  �  ����  �	�	�  '1 . -�  ��� . 6 ��	������	  ����	�	�����  
������  ��
�����  
'1  �  �	������	#  �������  �  ��������  ��	��
� . 
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��� . 6. ,	������	�  ����	�	�����  
������  ��
�����  '1  �  ��������  ��	��
�  

 
���������  ���	�#� ��  �	������	
	  �������  �	�  ����
���#  
������  ��
�����  '1  ���  

���
�  �  ���  ���
�  �	��
���	�
�  
������  ���	�  ��	��
�	
	  �
�	����  �����
�����	  ��  ��� . 7. 
 

 

��� . 7. %��	�#� ��  �	������	
	  �������  �	�  ����
���#  
������  ��
�����  '1  

 
�������  ��#������  
�#����
���  �  ��	��  �	�	��	�  	�����  ��  ������	  �  ��+� -

�
����	#�  ����������  ��	
��	�  
������  ���	� , 	����	  ���
  ��  �	��
���	�
�  ��������
��  
��  �	��������  ���	�#� ���  ��	��
�	
	  �
�	���� . *���� �  #����  #����#�����#�  ���
�
� -
���+�#�  ����������#�  �  ������#  ��	�  ������
	��
	��  �	�
�����  20 %. ,��  ���
�  ��	��  
�	�	��	�  	�����  ��������
��  �#��������  ��	
��	�  ��	��
�	
	  �
�	���� .  

,�	�������	  ���������  �	���  ����������  �  ������#  ��	�  �	���
��  �	�	��	
	  �	 -
�	
��  ���  ���������  ���#��  ��
�������  �  �  ���
	#  ��#������  
�#����
���  �	  ���	
�  �	 -
�	��	�  	����� . ,	��  ����������  �  ������#  ��	�  	�����  ���	�	
	  �	�	
��  
��  II ���  ���� -
��#  �	�	�����  ��
�����  '1  (������  
����	�  �����  �  ��	
	�� ) ��	�������  ��  ��� . 8. 
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��� . 8. ,	��  ����������  �  	�����  ���	�	
	  �	�	
��   

��  II ���  ������#  �	�	�����  ��
�����  '1 : 

� ) ���  ���
�  
�#����
��� ; � ) �  ���
	#  
�#����
���  

"����#������  ���
�
����+��  ����������  ���  
�����#�  �����#�  �	�
����� : 
 670,07 �- /#2 ���  ���
�  
�#����
��� ; 780,37 �- /#2 ���  ���
�  
�#����
��� . *���� �  #����  
������
�
�#�  �	�
�����  	�	�	  14,13 %. 

,	��  ����������  �  ������#  ��	�  	�����  ���	�	
	  �	�	
��  
��  II ���  ������#  ��� -
�	#  �	�	�����  ��
�����  '1  (���  
����	�  ����	�  �  ��	
	�	# ) ��	�������  ��  ��� . 9. 

 

��� . 9. ,	��  ����������  �  	�����  ���	�	
	  �	�	
��   

��  II ���  ������#  ����	#  �	�	�����  ��
�����  '1 : 
� ) ���  ���
�  
�#����
��� ; � ) �  ���
	#  
�#����
���  
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"����#������  ���
�
����+��  ����������  ���  
�����#�  �����#�  �	�
����� :  
448,61 �- /#2 ���  ���
�  
�#����
��� ; 558,48 �- /#2 ���  ���
�  
�#����
��� . *���� �  #����  
������
�
�#�  ���������  19 %. 

���������  #����#������  ���
�
����+��  ����������  �  �������  ��	��  �	��
��� ��  
�	�	��	�  	�����  ���  ���
�  
�#����
���	�  ��
�����  �����
�����	  ��  ��� . 10. 

 

��� . 10. ���������  #����#������  ���
�
����+��  ����������  �  �	��
��� ���  �	�	��	�  	�����  
���  ���
�  
�#����
���	�  ��
����� : 

� ) 
��  I; � ) 
��  II 

"����#������  ���
�
����+��  ����������  ���  
�����#�  �����#�  ���  ���
�  
�#�� -
��
���  �	�
����� : 666,94 �- /#2 ���  ������
	��
	��  
���  2 (���  �	���
�#��  804,4 �- /#2); 
780,37 �- /#2 ���  ��
	
	  ������
	��
	��  (���  �	���
�#��  1197 �- /#2). *���� �  #����  �� -
����
�
�#�  	��������  14,54 %. *�����
�
�  ���������  ������	�����  ���������  �  
��� . 5. 

.���� �  5 
���������  �	��������  ������
�
	�  

 

1	��
��� ��  
�	���
��  

"����#������  ���
�
����+��  ����������  	
  ��
	#	�����	�  ��
����� , 
�- /#2 

�	��
������  ���  

2��  ���
�  
�#����
���  ,��  ���
�  
�#����
���  

�������  �	�	 -
�����  

1������  ��� -
�	�  �	�	�� -
���  

�������  
�	�	�����  

1������  
����	�  �	 -
�	�����  

.��  I 52,8 607,36 285,59 666,94 349,51 

.��  II 94,41 670,07 448,61 780,37 558,48 

 !(�$!  "�  ��&��%����*  �������!�  �����$�(����  

1. -��������	 -���	�#��	����	�  �	�
	����  �������  ��	��  	�����  ���	�	
	  �	�	
��  
������
  	
  ���	�#� ��  �����	��
	��	�  ���
�  �  �	�
���  ��	��
�	
	  �
�	����  
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2. ,��  ���
�  ��#������  
�#����
���  �  ��	��  �	�	��	
	  �	���
��  #����#������  ��� -

�
����+��  ����������  ���  
�����#�  �����#�  ����������
��  ��  14-20% �  ������#	�
�  	
  
�	�	�����  ��
�����  

3. '�����  ���������	 -���	�#��	����	
	  �	�
	����  �	�	��	�  	�����  ��
��	��� , �
	  
����	�����  �����������  #����#������  ���
�
����+��  ����������  �  �	���
�#	#�  ����� -
��  ��	��	�
�  ��������
��  �  �	��
��� ��  �	���
��  
��  II �  ������#  ��	�  ������
	��
	��  2 
���  ���
�  �	�����
���  
�#����
���  (666,94 �- /#2 ���  �	���
�#��  804,4 �- /#2).    

 
)���9�����  

 
*�����	
�����  13  #	����  �
��������	��
	��	
	  ��	��
�	
	  �
�	����  �  ���
	#  �	� -

#��
�	�  ���	
�  �  �	�	��	�  	����	�  �	��	���
  ������	��
�  ��#������  
�#����
���  ��	��  
�	�	��	�  	�����  ��  -%�  ��	��
�	
	  �
�	����  �   ��	#  �  	 �����
�  �������  ���������  �� -
��#�
�	�  ��  �	�����	�
�  	�����  ���	�	
	  �	�	
�� . /��
  �  13  #	����  ��	��  �	�	��	�  
	�����  ����	��
  �  �#��������  ��	
��	�  ��	��
�	
	  �
�	���� . ,	������  ��	��	��#	�
�  
���
�  ��#������  
�#����
���  �  ��	��  �	�	��	�  	����� . *�����
�
�  ���������  ������	�� -
���  �	������ , �
	  �  ������#  ��	�  �	�	��	�  	�����  �  �	���  ���  
�����#�  �����#�  �	����� -
�
  #����#������  ���
�
����+��  ���������� , �
	  #	��
  ����
���  	��	�  ��  ������  �	���� -
�	�����  ��	�	�����  
��+�� .  

 
2����	
����������  ����	�  
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STRENGTH OF ROAD BRIDGE SLAB SPAN REINFORCED WITH F LOOR SLAB 

The method and results of calculation of the road bridge slab span strength with account of the affect of  
resistance compatibility with loads of prefabricated and monolithic parts of composite section and also the parameters 
of concrete strength properties variation and reinforcement. The results of calculation compare with the data of natural 
static tests of bridge structure. 

Keywords: slab reinforced bridge, prefabricated – monolithic structure, probabilistic assessment strength, 
logarithm of strength performance, variation of materials strength and loads. 
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�  �	���#�����  �	�#�
�����  �	��#��
��  [1-2] �����	�  ��	��	�
���  �����
����
��  
#�
�����	�  �  ����
���+��  ��
���	�  ���
����
��  �	�����	  �  �	#	+��  �	0��� ���
	�  
������	�
�  �	  #�
������  C �  �	  ��
�����#  Cf.   ���������  �  2015 
	��  !&�.  27751-2014[3] 
���	#�����
  
����  ���	�����
����	�  ���	���	�����     ���	�
�	�
���  #�
	��� , ���
���� -
+��   �
�
��
�������  �����
����
���  ��	��	�
�  #�
�����	�  �  ��
���	� , 	����	  ���  0
	
	  
��	��	��#�  ���	���	������  #�
	���� . �  ���
	�+��  �
�
��  �	�	�
�����
��  #����  �	�	�  �  
�  �����#�  ��
�����  �
�
�������  ����
����  ���  ���	��
����	����	
	  �����	��
	��	
	  
���
�	
	  ��	��
�	
	  �
�	����  ��
	�	�	��	
	  #	�
�  ���  �	��	�� : ��
��#����	������  �  
���	�
�	�
���  - ��  	��	��  #�
	��  �
�
��
�������  ����
���� .  

 
1. /������(��  �  �;?���  �����$�(���4  

�
&�:��
	#  ������	�����  �����
��  ����
	�  ��	��	 -#	�	��
�	
	  �����	��
	��	
	  

���
�	
	    ��	��
�	
	  �
�	����  #	�
�  ��  #	�
���	�  ��	+����  ��	
���   -���
	�	���	�  
!3�  �	�  �	���#�����  ���#�����  ��
�����  ' 14 �  - 14. ,�	�	�����  ������  �  �	������	�  
�������  	��	
	  ��  	�����	���  ��	��
	�    #	�
�  �����
������  ��  ��� . 1. 

 

�

��� . 1. ,�	�	�����  �  �	��������  �������  	��	
	  ��   ��	�9
	�  #	�
�  

-���+��  �	��
��� ��  ��	��
�	
	  �
�	����  ���	�����   ��  �	��#�  ��	����  �����	 -
��
	����  ���
  �	��	�  ����	�  8,2 # �  �������#   0,9� 0,25 #. -��  ��	#���
	���#�  	�	��#�  
��	����  ���
�  �#	�
��	����  �	  �������	�  ���#� . "����  �	�	�  ��	����  ���
�  	�:����� -
��  #	�	��
��#�  �����	��
	���#�  ����
��#�  #����  ���
�#� . 1�	#�  
	
	 , �	����  ��	� -
���  ���
  ������#	
���	  ��
�	��
�	  ���������	�  ���  ��	#���
	���#�  	�	��#�   ������ -
�	�   �����	��
	��	�  #	�	��
�	�  ���
�  
	�+��	�  0,125 #. '�#��	�����  ��	����  ���
 , 
��	#���
	����  ����
�	�  #����  ��	���#�  ���
�#� , �  
����   �	��	���	�  ���
�  �  ����	�  
�
	�	��  �	�����	  ��  ��� . 2. 

 

 

��� . 2. '�#��	�����  �	��
��� ��  
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�  ���	����#	#  ������	�����  	 ������	��  �������  �
�����  �	�#��
�	
	  �	��	
�� -
�����  ����
���+�#  ��
�����#  ��	��	�  �  #	�	��
�	�  ���
��  �	�
���	
	  �������  �  ���� -
#�
�	�  �����	��  ��	��	�
���  �����
����
��  ��
	��  �  ��#�
���  ��  ����+��  ��	�	��	�
�  
��	��	 -#	�	��
�	�  �	��
��� �� .   

���	����#��  ������	�����  �	�
	�
   ��  ����  ���
�� : 
1. & ����  ��	��	�
�  #	�
	�	
	  �		�������  �  ��
��#����	����	�  �	�
��	���  ���  

����	�  
�����  ����������  �	�
	����  �  �		
��
�
���  �  ����
���+��  �	�#�
���	�  �	��#�� -

� ���  [1-2]; 

2. &����������  ����#�
�	�  ���9��	�
�  #	�
	�	
	  �		�������  �  ���	�
�	�
�	�  �	 -
�
��	���    �  �		
��
�
���  �  �	�	�����#�  
�	���  ���9��	�
�  �  
�	���  �����  �
�	�
������  
�	��
��� ��  [7-9]. 

�  ������	������  ���  ���	��  �����
���  ���#  ��  �	��	�
��  	�:�������	�  �  ��	�	�� -
�	#  �����������  ���������	�  �	��
��� ��  ���	�����
��  ������  ��
�����  �
�
�������  �� -
��
���� .   

,��  	����������  ����	�  ����������  #	�
�  	��������
��  ���	�
�	�
�  	
���� , �		
��
 -
�
���+�
	  �	�����	�����  �  ����+��  �	��
��� ��  ����	
	  ��������	
	  �	�
	���� . %��  �	 -
�
�	����  #�
	����  ���	�
�	�
���  �����
	�  �������  ������+��  
��	
��� :  

·  ��	��	�
���  �����
����
���  ��
	��  �����#��
��  ��������#� , �������������#�  �	  
�	�#����	#�  ���	��  �  �		
��
�
���  �  ��#������#�  ���  ��
���	#  	�����	�����  �  2016 
	��   
�����  ���9#	���#�  �
�
������#�  ����
����#� ; 

·  ��	��	�
���  �����
����
���  ��#�
���  ���
��
��  ��������#� , �������������#�  �	  
�	�#����	#�  ���	�� ; 

·  �	�
	�����  �  ���#�����  ��
�����  �����#��
��  ��������#�  �  �������������# , 	
�� -
���+�#  ���	��  !�����  

·  
�	#�
��������  ���#���  �	��
��� ��  �  ��#��	�����  ���
��
��  �������#  ��
��#��� -
�	����	 . 
 

2. -����*�����(���!�  ����B�  "��������  *����(�+�  ���������4  
 

�  �		
��
�
���  �  � . 8.1.8 �,  63.13330.2012 ����9
  �����	��
	����  ��
����#��  0�� -
#��
	�  ��	���	��
  ��  ������+�
	  ���	���  ��	��	�
�  M<Mult , �	
	�	�  ������#�
�����
  �� -
�	���	�����  �		
��
�
���+��  ���	�����#�#  #�
������#  �����
���  �����
����
��  ��	��	 -
�
�  #�
�����	�  �  �����
���  �	�
	�����  �  ���#�����  ��
����� . ,��  0
	#  ����
�� ��  ��� -
������  ��������  ��	��	�
�  �  ��
���	�  ���
����
��  	�	����	����	  �����  �	0��� ���
�  
������	�
�  �	  #�
������  �  ��
�����# . 

,���������  ��
����+��  #	#��
�  Mult ���	��#  �	  �����
�	�  �	�#��� : 

   k �™- � š › � � � ~ � '� $ �
e

%
( � š œY� | œ

• �  � $ � } •!     (1) 
�  �����
��  ���
�������  0
���	�
�   �	�����
��   �����������#��  �	�
	�����  ��
���	�  

���  ��
�	��
��  ��	��	 -#	�	��
�	�  �	��
��� ��  ��	��
�	
	  �
�	���� : 
- ��  1-# 0
���  ��	����  ���
�  ��	��
�	
	  �
�	����  �	������#��
  1 ���
�  �	�
	���	�  

��
����� : �	��
������  ���  �  ���  #	�	��
�	�  �������	�  ���
� ;   
- �	���  �	�
������  ��
	�	#  �������	�  ���
�  ��	��
�	�  ��	��	�
�  ��
�����  ���
�	�
�  

���
�  �	����
��
 , �����  #	�
����
��  �	�	�  #	�
	�	�  �	�	
�	 . ,	0
	#�  ��  2-# 0
���  ������ -
���  ���
�  ��	��
�	
	  �
�	����  �	������#��
  �
	���  ���
�  �	�
	���	�  ��
�����  – ���  0�� -
#��
	�  #	�
	�	
	  �	�	
��  �  ���#�����  ��
����� . 

,�	�
����
������  �����
  ��	��
�	
	  �
�	����  ���	������  �  ���	���	�����#  ���
� -
�� ��	����	
	  ��	
��##�	
	  �	#������  «7(*' -�',*  2013 PRO» �	  ��� �������	����	�  
�����
�	 -
��������	�  ���
�#	�  ,1  «7(*' -�',*  2013 "	�
 ». 
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,��  #	�����	�����  ����+��  0��#��
	�  ������
����#	
	  ��	��
�	
	  �
�	����  �� -
�	���	������  ������+��  
���  �	������  0��#��
	� , ��	��+��  �  13  �����	
���  �	#������  
«7(*' -�',* »: 

- �������������  �
������	�  13  �  ���
	#  ����
	���  ���	�#� ��  (13  10); 
- �������������  ���#	�
	�����  ��	����  	�	�	������  13  (13  41); 
- 	��	���	�	�  0��#��
  �����  �	����	�  ���
�	�
�  (13  51). 
�  �����
�	�  13  #	����  ��	��
�	
	  �
�	����  �
��������  13  ���	���	������  ���  �� -

��	���#� ��  ���	��	  ����������  ����
�	�  ���
�  , 1-, 9, �  ��	����  	�	�	������  13  - ���  
	�:��������  ��  #����  �	�	�  �  �	������	#  ����������� . 

�  �����  �  ��	���������	�
��  ���  	 ����  �	�#��
�	
	  �	��	
�������  ��	��	�  �  #	�	 -
��
�	�  ���
��  ��	��
�	
	  �
�	����  ���	�������  ��
�����  �
�
�������  ����
���� . �  ���� -
�
��  ����
�
����	�  ��
�����  ���	���	������  ��
��������  ��#	�����  "'5  – 551605 �  1' -
"'5  – 65115, �	
	���  ��
������������  �  ��������  ��	��
� . �	�	�
�������  ��#�������  ���  
����
�����  �  �����
���  �  �����	�	�����  �	��	
	  	�:��������  (10=1,0) #	�	��
�	�  �  
��	��	�  ���
��  ��	��
�	
	  �
�	����  ��	
��	�  ���
  �  ������#  �������  ��������	  ��  ���  3.  
-�  
	#  ��  �������  �	������  ���#�  ��
��	���  ���#����#��  ���  ��#������  ��	
��	#��	�  
"����#	�� . -��	
	�	�  ��������  #	��
  	�:����
���  ���	�������
�	#  	�:��������  ��	� -
�	�  �  #	�	��
�	�  ���
��  �	��
��� �� , ���������#  �  �	��	
�������  
������  ��	��  �	 -
�	��	
	  �	���
��  �  ��������#  �����	�	#  ��	��	�
���  �����
����
��  #�
�����	� . 

 

 

��� . 3. �	�	�
�������  ��#�������  �  �����
���  ��	
��	�  ���
    
�  ������#  �������   ��	��
�	
	  �
�	����  ���  ��
�������  ����
�
����	�  ��
����	�    
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%��  ��	��	�
���  	 ��	�  �	��
��� ��  ���	�������  �	  ���	���	����	�  13 -�  �����
 -
�	�  ���#�  ��	��
�	
	  �
�	����  �����
  ��
����+��  #	#��
	�  	
  ����
���  �	�
	�����  �  
���#�����  ��
���	�  ���  ������
�  �	��	
	  	�:��������  ��	��	�  �  #	�	��
�	�  ���
��  �	� -
�
��� ��   (1 0=1.00). &��   �����
������  �  
��� .  1. 

.���� �  1 
"����#������  ��
����+��  #	#��
�  �  �������  ��������  ���
  ��	��
�	
	  �
�	����  
 

-	#��  
���
�  

(�
����+��  #	#��
�  (�-# ) 
�  ������#  �������  ���
�  	
  ����
���  

��##�����  ��
��� -
�+��  #	#��
�  	
  
�	�
	�����  �  ��� -
#�����  ��
���	�  �	�
	�����  ��
���	�  ���#�����  

��
���	�  

����  
��	����  

���
  

����   
�������	�  

���
�    

����   
#	�
	�	
	  
�	�	
��  

A14 - 14 A14 - 14 

, 1 49,4 22,0 37,7 240,0 211,2 349,1 320,3 
, 2 55,5 24,8 40,3 252,0 238,9 372,6 359,5 
, 3 55,5 24,7 38,4 242,4 221,5 361,0 340,1 
, 4 55,4 24,2 37,1 220,3 205,9 337,0 322,6 
, 5 55,4 23,4 36,7 210,7 195,0 326,2 310,5 
, 6 55,5 22,2 37,2 215,3 199,6 330,2 314,5 
, 7 55,6 20,7 38,3 213,3 195,0 327,9 309,6 
, 8 49,7 17,1 35,3 176,6 161,1 278,7 263,2 
, 9 36,1 11,7 26,3 123,8 110,6 197,9 184,7 
  
-���+��  ��	�	��	�
�  �	  ��	��	�
�  �	�#������  �������  �����
���  ����
�	�  �����	 -

��
	��	�  ���
�  �  ��������  ��	��
�	
	  �
�	����  #	�
�  �	�
�����
 : 
      � ) ���  �	��	#  	�:��������  ��	��	�  �  #	�	��
�	�  ���
��  ��	��
�	
	  �
�	����  (10=1,0): 

• , 1, , 8: " ���� =520 �-# ;   , 2÷, 7: " ���� =599 �-# ;   , 9: " ���� =292 �-# ; 
     � ) ���   �	��	#  	
��
�
���  	�:��������  ��	��	�  �  #	�	��
�	�  ���
��  ��	��
�	
	  �
�	� -
���  (10=0): 

• , 1, , 8: " ���� =220 �-# ;   , 2÷, 7: " ���� =239 �-# ;   , 9: " ���� =292 �-# . 
 �	�	�
�������  �����������  �  
��� . 1 #����#������  �  ���������#�  ��������#�  ��� -

�	��
  �  ���	�� , �
	  ���  �	��	#  	�:��������  ��	��	�  �  #	�	��
�	�  ���
��  ��	��
�	
	  
�
�	����  �  �	��
��� ��  �#��
��  ��+��
������  ������  ��	��	�
� , �  ���  �
	  	
��
�
���  �� -
��+��  ��	�	��	�
�  ���	�
�
	���  ���  �	�����
��  ����
���+��  ��
���	� .  %��  �	��	��	
	  
�������  �������  �	�#��
�	�
�  �	��	
�������  ��
�����#  ��	��	�  �  #	�	��
�	�  ���
��  �	 -
�
���	
	  ������� , �  
����  ����#�
�	�  �����	��  ��	��	�
���  �����
����
��  ��
	��  �  ��#� -

���  ���	�����#  ���	�
�	�
���  �	��	��  �  ����#�
�����#	�  ������ . ,��#����#��  �  ����� -
�	������  �����
���  ��
	��
#�  �  ������
�
�  �����
	�  ���	����  �  ������+�#  ������� ��

 
3.  ���4�������4  �:����  �����  ��&��2���4  *����(�+�  ���������4  

 
,����
��  ���  �	�
�	����  �������
����	
	  ��
	��
#�  	����������  ���	�
�	�
�  	
 -

����  ���	�����#  �����	�	����� , 	��������  �  �������  1 ���
	�+��  �
�
�� . -���   �����
�� -
����  �	����	��
����	�
�   ����������  �  ���	�����#��  �����
���  �	�#��� . 

�������  �	  �����#  �
�
�������  �����
	� , ���	�������  �  ���	���	�����#  	������	�  
����  �	����	 -0��#��
�	�  �����
�	�  ���#�  �	��
��� ��  �  �����
���  ��������  �	�
	�����  
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�  ���#�����  ��
���	� , 	��������
��  #�
�#�
�������  	�������  �  ������������
�������  	
 -
��	�����   ��
����+��  #	#��
	�   �  	
�������  ���
��  �	  �	�#���# : 

�����������������������������nžŸ‰ �
ž  ¡

)f)*#`�¢  ¡
�0                                               (2) 

                                           � žŸ‰ � n žŸ‰� £Ÿ‰��                                                                       (3) 


��  k Ÿ‰�� ��
����+��  #	#��
�  	
  ����
���+��  �����
���  ��
���	� , £Ÿ‰ - �	0��� ���
  �� -
��� �� , �	
	���  ��������
��  �����  �	�#�
�����  �	0��� ���
  ������	�
� �¤P‰ �	  �	�#���  

                                £Ÿ‰�  ¤ P‰� �!¥�*�	  .                                                                                    (4) 

&
#�
�# , �
	  �����������  
���#  	����	#  �
�
��
�������  �����
����
���   ������   
����
  	�����	��#�  ���  ��#������  �	�#��
�	�
�  �	��	
�������  ��	��	�  �  #	�	��
�	�  �� -
�
��  ��	��
�	
	  �
�	���� . 

%����  	��������
��  #�
�#�
�������  	�������  ��	��	�
�  ��
	��  �  ��#�
���  �����  
�	�#�
�����  �	��	
�������  ��	��	�
�  ��
	��  �  ��#�
��� : 

                                    n ¦› �
¦ §¨

)")*#`�¢ ©§
��                   (5) 

n ¦œ �
¦ ª¨

)")*#`�¢ ©ª
��*                   (6) 

������������
�������  	
��	�����  ��	��	�
�  ��
	��  �  ��#�
���  ��������
��  �	  
�����#  ���
�����
	�  ��  ���	�����#��  ���  �
�	�
����
��  ��#�
���  �  ��
	�  �����  �	0��� -
 ���
�  ����� ��  ��  �	�#�� :   

� › � n ¦› � £¦› 0                                                 (7) 

� œ� n ¦œ � £¦œ*                                                                                              (8) 

,	  ����������#  �����
����
���#  ��	��	�
�  #�
	�	#  �
�
��
�������  ����
���� , 
���  �	
	�	#  �������  ��  3�"  #������  ���������  ��������  ��
	��  �  ��#�
��� , �����  ��  	� -
�	��  	������	
	  �  ���	
�  [13] ��������	
	  ���	�#� �	��	
	  ��
	��
#�  ���  ����	
	  ��  �
� -
�����	������  �������  ��	��	�
�  	��������
��  ���������  ��������  ����������  ��
���� -
+��  #	#��
	�  �  ���
	#  ���	�������
��  	�:��������  ��	��	�  �  #	�	��
�	�  ���
��  �	� -
�
��� �� . 5�
�#  �	  ��	�#��	�����#  #������#  ����������  ��
����+��  #	#��
	�   ��	�� -
�	��
  ����������  #�
�#�
�������  	�������  �  ������������
�������  	
��	����� , �	
	���  
���	�����
��  �  ���������#  ���  	 ��	�  ����	�  ����������   �������  �	�#��
�	�
�  �	��	 -

�������  ��
�����#  ��	��	�  �  #	�	��
�	�  ���
��  �	�
���	
	  ������� , �  
����  ����#�
�	�  
�����	��  ��	��	�
���  �����
����
��  ��
	��  �  ��#�
��� .   

,���#�
�� ,  	 ������+��  ����  ���������� , ��������
��  �  �	#	+��  ���� ��  
7������  ��  �����	�	�����  �	�#����	�
�  �������������  �������  ��	��	�
�  �	  �	�#���# : 

-���	�
�	�
�  ���������� : 

« �
)

%
� 5  &!0        (9) 


��  ;  – �����
����
���  ���	����	�
� , ������  	
�	�����  #�
�#�
�����	
	  	�������  �  �
�� -
���
�  �������  ��	��	�
� , �	
	���  ����� : 

& �
m¬ "m ¬ 

­ ®¬
¯ f® ¬ 

¯
0        (10) 

- ���	�
�	�
�  ���	
����	
	  ���� �	���	�����  (������	�
� ): 
� � � � «0          (11) 
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- �	
����#�������  �	����
���  ������	�
� : 

° � ±² '
)

³
(*                       (12) 

4. ��&��%���!  (���4�������+�  ����B��  ��$B������  

-�  	��	��  	������	
	  ����  ��
	��
#�  ���	�����  ���	�
�	�
���  	 ����  �����  ��� -
�������  #	�
	�	
	  �		�������  ��  �	�#��
�	�  ����
���  �	�
	�����  �  ���#�����  ��
���	� .   
-�  ��� . 4 �����
�����  
�����  ������#	�
�  �	
����#�����	
	  �	����
���  ������	�
�  ���  
����	���  ��
������	�  ��	��	 -#	�	��
�	�  ���
�  , 2 �  ������#	�
�  	
  ��������  �	0��� � -
��
�  1 0, ���
����+�
	  �
�����  �	�#��
�	
	  �	��	
�������  ����
���+�#  ��
�����#  ��	� -
�	�  �  #	�	��
�	�  ���
��  �	��
��� �� . �  �����
��  �����
�  ���	#�����#��  �  ����
���+��  
�	�#�
�����  �	��#��
��  [1-2] ��������  �	0��� ���
	�  ����� ��  ���  ��
	��  >b=0.135 �  
�
������	�  ��#�
���  >s=0.08. ,	  �����
���  �����
������	
	  
������  ����	 , �
	  �  �	
���� -
#�����	#  ����  ����#�
��  ������	�
�  ������	  ������
  	
  �	0��� ���
�  �	�#��
�	�
�  1 0 

�	��	
�������  ��	��	�  �  #	�	��
�	�  ���
��  �	��
��� �� .  

 

��� . 4. *����
���  ������#	�
�  �	
����#�����	
	  �	����
���  ������	�
�  
	
  ��������  �	0��� ���
�  10, ���
����+�
	  �
�����  �	�#��
�	
	  �	��	
�������   

����
���+�#  ��
�����#   ��	��	�   �  #	�	��
�	�  ���
��  �	��
��� ��  
 

%��  �������  �������  �����	��  ��	��	�
���  �����
����
��  ��
	��  �  ��#�
���  ���	� -
����  ���������  ������	�����  ������#	�
�  ����#�
�	�  ������	�
�  ���  	
��	�����  �	0� -
�� ���
	�  ����� ��  	
  �	�#�
�����  �������� . -�  ��� . 5 �����
������  �	��������  �  ���	 -
�
�	�
���  �����
��  
������  ������#	�
�  �����
����
���  ���	����	�
�  H ���  ����	���  
��
������	�  ���
�  , 2 ��	��
�	
	  �
�	����  ���  ���������  ��������  �	0��� ���
	�  ����� -
 ��  ��
	��  �  ��#�
��� . �  �����
��  �����#��	��  �	��	�  	�:��������  ��	��	�  �  #	�	��
�	�  



92 
 

���
��  �	��
��� �� . &
#�
�# , �
	  ���  ���
�  ���	��	
	  	�:��������  #	�	��
�	�  �  ��	��	�  
���
��  ��	��
�	
	  �
�	����  �����
��  �	�����#��  
�����	�  �	������
�� .   

 

 

��� . 5. !�����  ������#	�
�  �����
����
���  ���	����	�
�   

	
  �	0��� ���
	�  ����� ��  ��	��	�
���  �����
����
��  ��
	��  �  ��#�
��� . 

 

 !(�$!  
 

·  ,�����
��#��  #�
	����  ���	�
�	�
�	
	  �����
�  ������	�
�  ��	��	 -#	�	��
�	
	  
���
�	
	  ��	�9
�	
	  �
�	����  ��
	�	�	��	
	  #	�
�  ��  �	�#��
�	�  ����
���  �	�
	�����  
�  ���#�����  ��
���	�  �����
��  �����������	� , 
��  ���  �	��	���
  ����
�  0
���	�
�  ��  
����	�����  �  ��9
	#  �������	�  �
�����  	�:��������  ��	��	�  �  #	�	��
�	�  ���
�� , �  

����  �����	��  ��	��	�
���  �����
����
��  ��
	��  �  ��#�
��� .  

·  ,	  ������
�
�#   ���	�������  ���	�
�	�
���  �����
	�  �	�����	 , �
	  ���9��	�
�  
�������  �������
����	  ������
  	
  �����	��  ��	��	�
���  �����
����
��  ��
	�� , �	  �  ��� -
��
����	�  �
�����  	��������
��   �����
�	�  �	0��� ���
�  ����� ��  ��#�
��� . 

·   &�	�+�����  �	����
���  ������	�
�  �	�
���	
	  ������� , �  �	
	��#  	
�	��
��  �� -
���
����
���  ���	����	�
�  �  �	
����#�������  �	����
���  ����� , ���
�
  �	  ������#  �  �� -
�����#  ������#	�
�#   �	  #���  ����������  �
�����  �	�#��
�	
	  �	��	
�������  ��	��	�  �  
#	�	��
�	�  ���
�  �	�
���	
	  ��	��	 -#	�	��
�	
	  �������  ����
���+�#  �	�
	����#  �  
���#����#  ��
�����# . 
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��  #	�����	�����  0�	�� ��  ������9��	 -���	�#��	����	
	  �	�
	����  ���	���  ������	�  
#�	
	0
�����  ������  �  ��	 ����  �	��������  �  �	#	+��  �	#������  (�����	���	  ���������	 -
���	�#��	����	�  �	�
	����  �  ��#��	�����  0��#��
	�  ������	�  ������  �  ����
�����	�  �
���
��	�  ���  �����
�  
�	  
���� �	��	�  ���#�  �  �����
�  �  ���#������#  #	����  «"&-.'8 -,7)� ». *�����	
���  ����
�������  �� -
�	#���� ��  ���  �����
�  #	�	��
���  ������  �  ����
�����	�  �
���
��	� .  

��9��(!�  ���(� : ��	�
����
������  ������ , ���������	 -���	�#��	����	�  �	�
	���� , #	�
�����  �
� -
��� , �����
  �  ���
	#  �
�����	�
� , ��#��	�����  0��#��
	�  ������� . 

 
S. Y. Strukov, S. V. Efryushin, A.V. Glushkov 

 
INVESTIGATIONS OF DEFLECTED MODE OF MONOLITHIC REIN FORCED CON-

CRETE FRAME ELEMENTS OF MULTISTORIED BUILDING WITH ACCOUNT OF ITS 
CONSTRUCTION STAGES 

 
The article deals with deflected mode of multistory buildings pressure frames during their construction by the 

ICR "LIRA-SAPR 2013". The deflected mode and reinforcement of buildings frames elements with irregular structure 
while designing according to the traditional scheme and application of module "MONTAGE PLUS" is researched.  
Practical recommendations for design of monolithic buildings with irregular structure are developed. 

Keywords: spatial frame, deflected mode, assembles stage, calculation with account of staging, reinforcement. 
 
%��  �����	��
	����  ������ , �  �	
	���  ��
�����  	
  �	��
����	
	  ����  ����+��  �	� -

�
��� ��  	�������
  ��+��
����	�  �������  ��  ���������	 -���	�#��	����	�  �	�
	����  0�� -
#��
	�  �������  �  �	�
�����
  60-65 % ��������  	��	��	
	  �	��
����  ��
���	�  �  �	  80-85 % 
��##�  ���
����	  ����
���+��  ��
���	� , ��������  �  �����
��  �	  
���� �	��	�  #�
	����  �  �  
���
	#  �
�����	�
�  �	��������  �	�
�
	��	  �����	 . %�����  ���
  ����	���  ���	  �����
�����  
�  #�	
	0
�����  ��������  �  ����
�����	�  �
���
��	� , �  �	
	���  �����������������  ��
�� -
�	�  �  ������  #����  	
������#�  ���
�#�  #	
�
  �����
����	  #���
���  �  ������#	�
�  	
  
���
�	�
�  �	��
��� ��  	
�������  ���
��  �		������� . 
_____________________________________________ 
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-���
�����	�
�  �
���
���  ����+��  �	��
��� ��  ����	���  ���	  �����
������  �  �������  �	 -
������	�  0
���	�
� , �
	  	��������
��  ��  
	���	  	�:�#�	 -������	�	���#�  �������#�  
������ , �	  �  
���	�����#�  �	  �	������  �	�  �  ���	�	�  	
���
	��	�
��  ���  ���#�+����  ��	 -

��	�	������  ����
�� . 5	��  �	��
��� ��  �  ���	�	�  	
���
	��	�
��  ����	��
��
��  #����  
�	�����#�  	
����#� , �������#�#�  �	  ���	
�  ������  (
 .� . �  �������  ���
�  ���	
�	
	  ��� -
��� ), �  
����  ���  ������#  �	�����#  	
���	#  �		�������  (0
�� , ����	�	������  �	�  �	��� -

��# ). 

�  �����
��  	�:��
	�  ������	�����  ����  �������  2 #	�	��
���  �����	��
	����  ��� -
����  �������	�  0
���	�
�  �  ����
�����	�  �
���
��	� . ���������  �����
����
��  ����  ����� -
�	�  ��������	  �  
��� . 1. 

.���� �  1 
&��	����  �����
����
���  ��������#��  ������	�  

 
6  
� /�  

,���#�
�  ���������  1�����  6 1 1�����  6 2 

'��*����������  ��������������  �������(  
1 1	�����
�	  
��	���  ��� ��  2 
2 *��#���  ����	�  ��� �� , # 18� 30; 18� 36 18� 30; 18� 36 
3 ���	
�  0
��� , #  3 
4 4���	  0
����  �  �	���#�	�  ���
�  1 
5 4���	  0
����  �  �����#�	�  ���
�  ������  

(�	�  �����  �	#�+���� ) 
25 29 

6 4���	  
����������  0
����  1 
7 ���	
�  
��������	
	  0
��� , #  2,1 


�������������  ����1��  �  �+���$�91��  ��������:��  
8 ���
��������  ����+��  �	��
��� ��  8����	��
	����  �
���  �  ��	�	���	#  

�  �	��������  ������������  
9 *���
	����  #����  �
���#�  *������	�  
10 .	�+���  �
�� , ##  200 
11 1����  ��
	��  �
��  � 25 
12 .	�+���  #����0
�����  �������
�� , ##  200 
13 1����  ��
	��  #����0
�����  �������
��  � 25 
14 .��  �����#��
�  �����#��
���  ���
�  ��  ����
	#  	��	 -

�����  
15 .	�+���  �����#��
�	�  ���
� , ##  1500 
16 1����  ��
	��  �����#��
�	�  ���
�  � 40 
17 .��  	
������+��  �	��
��� ��  .�����	����  ������ : 

-
��	������
  300 ## ; 
-#����������  ��
�  100 ## ; 

-	��� 	�	����  ������  120 ##  
18 "�
�����  ���
������
�����  ����
	�	�	�  !��	������
  
19 -���������  
��������	
	  0
���  %��  ���#�+����  �	##����� ��  �  	�	 -

���	�����  
20 .����������  0
��  �����
��  �	�	�   

�  ���	�	�  	
���
	��	�
��  
��
  %�. &
������+��  �	� -

�
��� ��  ���	�����  ��  
#	�	��
�	
	  �����	�� -

	�� . .	�+���  ����� -

���  �
��  – 300 ## . 
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&�	������  
��� . 1 
6  
� /�  

,���#�
�  ���������  1�����  6 1 1�����  6 2 


�������������  +�����(!�  ����(��  "��1�$��  ��������%��(�  
21 =����
����
���  
���
	�  	��	�����  1. ��
���	�  �	��
������  ����� -

���
��  ����	���	����   
(� =41 �,� , R=21°; C=19 �- /#³; 
� =14 ",� ; >=0,35; h=1.0 #) 

2. ,��	�  #�����  ��	
���  #��	�	 -
�	����+�����  (� =3 �,� , 
R=36°; C=18,2 �- /#³; � =38 ",� ; 
>=0,30; h=2,2 #) 

3. ,��	�  �������  �����	�
� , 
��	
��� , ����+�����  �	�	�  
(� =1 �,� , R=38°; C=20,2 �- /#³; 
� =51 ",� ; >=0,30; h=7,4 #) 

 
*����
���  #	����  ������	�  ����  �	�����  �  ���
�#�  ����
��
���	
	  ��	��
��	����� , 

�	�#		����	�����  �  �����
	�  �',�(* -3D ��	
��##�	
	  �	#������  «7(*' -�',*  2013». 
%��  ��	�������  �����
�  �  ���
	#  �
�����	�
�  �	��������  �������  ���  ���	���	���  

#	����  «"&-.'8 -���� », �	
	���  ���
  �	���	��
���  �	�#	��	�
�  #	�����	��
�  �		�� -
����	�  �	�������  0��#��
	�  �����
�	�  ���#� . %�����  ��	�	�  �����
�  �	��	���
  �	����
�  
����	���  ��������  ���
���  ���������	 -���	�#��	����	
	  �	�
	����  0��#��
	�  ������� , 

 .� . ����	#�  0
���  �	��������  ������  (����� : #	�
���	�  �
���� ) �		
��
�
���
  ��	�  ����� -
���  	��	����  ����#�
�	�  �����
�	�  #	���� , �	
	���  ����������  �  ���	���#  ���	
�  0�� -
#��
	�  �������  �  ����
��
����	�
� . 

.����  ���  �����
�  �������  �  ���
	#  �
�����	�
�  �	��������  ���
����	��  ��#������  
#	����  ���	�#� ��  ��
	�� , ��
�#  ��������  �	0��� ���
� , �	
	���  ����������
��  �  ���
	#  
��#������  ��	��	�
�  ��
	��  �	  ���#��� . 

,�	 ���  �	�������  ������  �	�
	�
  ��  61 #	�
���	�  �
����  (���  �������  ���	
	�  25 
0
���� ) �  65 #	�
�����  �
����  (���  �������  ���	
	�  30 0
���� ), �	
	���  �	�����
��  �  ��� -
���+��  �	����	��
����	�
� : 

·  �	��������  �����#��
�	�  ���
� ; 
·  �	��������  ��������  �
��   	�	���	
	  0
��� ; 
·  �	��������  ���
�  �������
��   	�	���	
	  0
��� ; 
·  �	��������  �
��  1 0
���  (�	0��� ���
  �  #	����  ���	�#� ��  ��
	��  0,5); 
·  �	��������  ���
�  �������
��  1 0
���  (�	0��� ���
  �  #	����  ���	�#� ��  ���  ��
	 -

��  �
��  1 0
���  �����#��
��  �����#  0,9; �	0��� ���
  �  #	����  ���	�#� ��  ��
	��  
���  ���
�  �������
��  �����#��
��  �����#  0,5); 

·  �	��������  �
��  2 0
���  (�	0��� ���
  �  #	����  ���	�#� ��  ���  ��
	��  �
��  1 0
���  
�����#��
��  �����#  1,0; �	0��� ���
  �  #	����  ���	�#� ��  ��
	��  ���  ���
�  ���� -
���
��  1 0
���  �����#��
��  �����#  0,9; �	0��� ���
  �  #	����  ���	�#� ��  ��
	��  
���  �
��  2 0
���  �����#��
��  �����#  0,5);  

%���������  ��#������  �	0��� ���
�  ���  #	����  ���	�#� ��  ��
	��  ����+��  �	� -
�
��� ��  #�	
	0
���	
	  �������  �����#��
��  �	  ���#� , ����	
���	�  	������	�  ����  (���  
1-
	  �  2-
	  0
���� ). 

·  ,��  �	��������  ����+��  �
��  6-
	  0
���  �������
��  �	��������  	
������+��  �	� -
�
��� ��  �  ���
������
�����  ����
	�	�	�  ��  1-# 0
���  ������ . �  ��	
��##�	#  �	# -
������  «7(*' -�',* » �	��������  	
������+��  �	��
��� ��  �  ����
	�	�	�  #	���� -
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���
��  ����	�����#  ������������	�  ��
�����  	
  �	��
����	
	  ����  #	�
����#	
	  
0��#��
�  �  �		
��
�
���+��  #��
�  ��
��	���  ������  0��#��
	� . �	��������  	
��� -
���+��  �	��
��� ��  ��  1-# 0
���  ����������
��  	��	���#���	  �  #	�
��	#  ���
�  
�������
��  ��  6 0
���  ������ . 

  %���������  �	��������  ����
	�	�	�  �  	
������+��  �	��
��� ��  �	  ���	
�  ������  
��	���	��
��  �	  ���#� , ����	
���	  
	� , �
	  	�����	  ���� , 
 .� . �	��������  ����+��  �	� -
�
��� ��  ��  n-# 0
��� , 	
������+��  �	��
��� ��  �  ����
	�	���  �	�����
��  ��  (n-4) 0
���  
������ . 

·  -�  �
����� , �	
	���  ������
  ��  �
�����  �	��������  ���
�  �	���
��  ������ , ��  ��� -
���  �����������
��  
	���	  ����  ��
�����  	
  �	��
����	
	  ����  	
������+��  �	� -
�
��� ��  �  ����
	�	�	�  ��  ��������+��  0
���� .  

·  ,	���  �	��������  ����  ����+��  �  	
������+��  �	��
��� ��  ��  ��������#��  ������  
�����������
��  ���  �	�	���
������  ��
����� : 	
  �	��
����	
	  ����  �	��
��� �� , 
�	�� , ��	��� , ���#����� , ���
	���  �  ��
�	���  ��
����� ) 
,��  �����
�  �������   
���
	�	�  	��	�����  �������	��  �  #	�����  ,��
������  �	  ��� -

���+�#�   �	0��� ���
�#�  �	�
��� : � 1=5120 �- /#�; � 2=33693 �- /#. 
4������	�  ������	�����  ���������	 -���	�#��	����	
	  �	�
	����  0��#��
	�  #	�	��
 -

���  ������	�  ��	�	���	��  
	���	  ��  ��
�����  	
  �	��
����	
	  ����  ����+��  �	��
��� ��  �  
�	��
����	
	  ����  	
������+��  �	��
��� ��  ������� , 
 .� . �#���	  0
�  ��
�����  ��	��
  ����	���  
��+��
������  �����  �  ���������	 -���	�#��	����	�  �	�
	����  0��#��
	�  ������	� . 

 

����&  (�������%�!�  "���*�1����  �����  �������(  

'�����  ��	�	���  ���
��������  ����#�+����  (�	  Z) ���  �����
�  �	  	��	#	#��
�	�  

�	���  �	�������
 , �
	  #����#������  ���	�#� ��  �	����	
	����  ��  �	�������  0
����  ��� -
���	� . ���
��������  ���	�#� ��  ������	� , ������
�����  �  ���	���	�����#  #	����  «"&- -
.'8 -���� » �	�������
  �	�������	  ����  ���
���  ���	�#��	����� . "����#������  ���
� -
�������  ����#�+����  �	����	
	����  �  ���	��   	�	���	
	  0
���  ������  ���
�	
	  ����  ��� -
��� , �	
	��#  �����
��  ���
����	 -���
	�	�  ���� .  

*�����
�
�  �����
�  ������	�  �	�������
 ,�
	  «
���� �	���� » #�
	����  �����
�  ���
  
����������  #����#������  ��������  ���
��������  ����#�+����  
	���  ������	� . 
"����#������  ����� �  �  ���
��������  ����#�+�����  �	�
�����
  11,4 % �  ��������
��  ���  
���������  ������
�
	�  �����
�  ���  �������  6 2. 

 

����&  	-�  "���  *��$�>����!�  "�����!���  

(�������#�#�  ���
	��#�  ���  �������  ���������	 -���	�#��	����	
	  �	�
	����  
���
  #����0
�����  �������
��  ��������  ��
����+��  #	#��
�  "�  �  "�  �  ���
��  
�������
�� . *�����
�
�  �����
�  �	  «
���� �	��	� » #�
	����  �  �  ���
	#  �
����  �	��������  
�	�������
 , �
	  ��
����+��  #	#��
�  �  ���
��  #����0
�����  �������
��  �#��
  ������ -
��
����	  	�����	���  ��������  (����� �  �  ��������  5 ��	 ��
	� ), �  �	��  ����	�	�����  ��� -
���  #	#��
	�  �	  ��	+���  ���
�  
����  �#��
  �	�	���  ���#��� . 


����&  	-�  ����1��  ����  
(�������#�#  ���
	�	#  ���  �������  ���������	  ���	�#��	����	
	  �	�
	����  ���� -

+��  �
��  �����
��  ����������  N�  (�- /#�) �  Ny (�- /#�). '�����  ��	�	�����  ��  ���#���  ����  
��#��  ��
��������  �
�� : �  ��	�	���	#  �����������  �	  	��  «" » (	�	�������  ��  ���#�  �� -
��#   ��
	# ) �  �  �	������	#  �����������  �	  	��  «13» (	�	�������  ��  ���#�  ������#   �� -

	# ). -�  ��� . 1 �����
������  ���#�  ����	�	�����  ��������#��  �	��
��� ��  ��  �����  
��	 -
�	
	  0
��� . 



99 
 

 

��� . 1. ���#�  ����	�	�����  ��������#��  �
��  ��  �����  
��	�	
	  0
���  

,	  ������
�
�#  �����
�  �	  ���#  #�
	����#  ���	  ��	�������	  ���������  #����#��� -
���  ��������  ����������  Nx �  Ny �	  ����	#�  0
���  ���  �
���  �	  	��  «" » �  ���  �
���  �	  
	��  «13». -�  	��	�����  ���������  ��������  ����������  �  ��������  ����	
	  0
���  ����  
���������  ����� �  #����  ����������#�  ���  «
���� �	��	# » �����
�  �  �����
�  �  ���
	#  
�
�����	�
�  �	�������� . -�  ��� . 2-3 �����
������  
������  ����� �  #����  ����������#�  �  
��������#��  �
����  �	  ���#  #�
	����#  �����
�  ���  �������  ���	
	�  25 0
���� . 

 

 
��� . 2. *���� �  #����  ����������#�  Nx, Ny (%) �  �
���  �	  	��  «" » �������  6 1  

�	  ���#  #�
	����#  �����
�  
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��� . 3. *���� �  #����  ����������#�  Nx, N�  (%) �  �
���  �	  	��  «13» �������  6 1  
�	  ���#  #�
	����#  �����
�  

,	  �����#  ������
�
�#  �����
	�  #	��	  �����
�  ���	�  	  
	# , �
	  �����
  �  ���
	#  
�
�����	�
�  �	��������  	�������
  �����
����	�  �������  ��  ���������	 -���	�#��	����	�  
�	�
	����  �
��  �������  ���	
	�  25 0
���� . =����
��  ��#������  ����������  N�  �  Ny  ���  
�
�� , �����	������  �	  	��#  «" » �  «13» ��	� : �	  19 0
���  ����� �  #����  ����������#�  
����
������  	
��
�
���
 , �  ��  �	������+��  0
����  ���������� , �	��������  ���  �����
�  �  
���
	#  �
�����	�
� , �
��	��
��  #�����  �	  ���������  �  ����������#� , ����������#�  ���  
«
���� �	��	# » �����
� . %�����  ����� �  �������
  ���������
���  �  �	������#  0
���#  ��� -
���  �  �	�
�
��
  ��	��  #����#������  ��������  ��  25 0
���  ������� . 

'���	
�����  �	��	�  �  �������  ������
�
	�  �����
�  ���  ���#����  �  ���  #	�	��
���  
�
��  �������  ���	
	�  30 0
���� . �
	�
  	
#�
�
� , �
	  �  �����
��  	�:��
	�  ������	�����  ����  
�������  
�  ��  ��#��  �
��� , �	
	���  	
	�������  ��  ��� . 1. -�  ��� . 4-5 �����
������  
���� -
��  ����� �  #����  ����������#�  �  ��������#��  �
����  ���  ����  #�
	�����  �����
�  ���  
�������  ���	
	�  30 0
����  �  
���������#  0
��	#  �	������	�  ���
�	�
� . 5���  «#���� » ��  
������  
�������  �	�������
 , �
	  ����������  ���  �����
�  �  �	#	+��  #	����  «"&-.'8 » 
�	���� , ��#  ���  	��	#	#��
�	#  �����
� . 

 

��� . 4. *���� �  #����  ����������#�  Nx, Ny (%) �  �
���  �	  	��  «" » �������  6 2 
�	  ���#  #�
	����#  �����
�  
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��� . 5. *���� �  #����  ����������#�  Nx, N�  (%) �  �
���  �	  	��  «13» �������  6 2 
�	  ���#  #�
	����#  �����
�  

 
,	  �����#  ������
�
	�  �����
	�  #	��	  �����
�  ���	�  	  
	# , �
	  �����
  �  ���
	#  �
� -

����	�
�  �	��������  	�������
  �����
����	�  �������  ��  ���������	 -���	�#��	����	�  �	 -
�
	����  �
��  �������  ���	
	�  30 0
���� . =����
��  ��#������  ����������  N�  �  Ny  ���  �
�� , 
�����	������  �	  	��#  «" » �  «13», ��	� , ���  �  ���  �������  ���	
	�  25 0
���� . *�������  �� -
������
��  �  �	#���  0
��� , �  �	
	�	
	  ������  ����� �  ����������
�� . ,��  �����
�  �������  �  
30 0
����  �  
���������#  0
��	#  �	������	�  ���
�	�
�  �  ���
	#  �
�����	�
�  �	��������  
����������  �  ����#�
�����#��  �
����  �������
  �#�����
���  �������  �  21-22 0
���  �  ���� -
�����  �  	��	#	#��
�	�  #�
	���	�  �����
� . "����#������  ����� �  ��������
��  
����  ��  

��������	#  0
���  ����#�
�����#	
	  ������� , �	  �	  ���������  �  ������	#  ���	
	�  �  25 
0
����  ��������  #����  ����������#�  �  ����#�
�����#��  �
����  �
��	��
��  �+�  �	���� .  

%�����  ���
  #	��	  	�:����
�  �	����#  �	�����
�	#  0
����  (��  5 �
�� ) �  �������#  

��������	
	  0
���  �	������	�  ���
�	�
� . 

 

����&  ��&��%����(  "�$;���  ��*����!  (  >��*�����  �������(  

,	  ������
�
�#  �����
�  ���  
����  ��	�������  �	��	�  ��#�
���  �  0��#��
��  ����#�
 -
�����#��  ������	� . %��  �����
�  ��#��	�����  ��������
����	  ����  �	�����  �����
���  �	 -
��
����  ������  �  �		
��
�
���  �  
���	�����#�  [1, 2]. 

*�����
�
�  �����
�  
�����#	
	  ��#��	�����  ���
  #����0
�����  �������
��  �  #	 -
�	��
���  ����+��  �
��  ���  	�	��  ������	�  ���  ����  #�
	�����  �����
�  �	�������
 , �
	  
�	�	�������  �  ,�1  7(*' -�',*  2013 ��#�
���  ��  ��	���
�	���
  
���	�	
������#  
���	 -
�����# . .���#  	����	# , ����� �  �  ���������	 -���	�#��	����	#  �	�
	����  ���  ���
����� -
���  �
��  �  ���
  #����0
�����  �������
��  �	#��������
��  ��
��	��	�  ���	���  ��#�
���  
���#�
�	#  12 ##  (#���#������  �	  �	��
���
����#  
���	�����# ). 

�	�������	  ����  ���
���  ��������
��  ���  �������  ������
�
	�  �	��	��  ��#�
���  �  
�����#��
���  ���
��  ������	�  6 1 �  6 2. ,��  ���	���	�����  #	����  «"&-.'8 -���� » 
��������
��  ��#������  ���#��	�  �	�  �	�	���
����	
	  ��#��	�����  ���
 , �  
����  �#�+����  
0
��  �	� . %�����  ���
  
��
  �  ����  ����  ���	��#��	�����  ����� -���	  ����
�	�  �����#��
 -
�	�  ���
�  (�  ����	��
����	 , �  ������#��	�����  ���
��  ����
�	� ). �  �����#��
���  ���
��  
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��������
��  
����  �#��������  �	�  �	�	���
����	
	  ��#��	�����  ���  �����
�  �  ���
	#  
�
�����	�
�  �	�������� . 

,	  ������
�
�#  �	��	��  ��#�
���  ����  ���������  ����� �  �  #����  ��#�
��� , �	
	���  
���#����
��  ���  �	�	���
����	
	  ��#��	�����  �����#��
���  ���
  ������	� . *�����
�
�  
�����
	�  �����
������  �  
��� . 2-3. 

.���� �  2 
*���� �  �  #����  �	�	���
����	�  ��#�
���  �  �����#��
�	�  ���
�  �������  6 1 

*���	�	�����   
�	�	���
����	�  

��#�
���  

"����  �	�	���
����	�  ��#�
��� , �
  
*���� � ,  

% ".���� �	���� " #�
	�  �����
�  
*����
   

�  ���
	#  �
�����	�
�  

-��  �	  =  1574,6 1439,4 8.59 
-��  �	  /  1738,9 1366,2 21,43 
����  �	  =  2379,8 2295,3 3,55 
����  �	  /  1971,1 1869,1 5,17 

���+�  7664,4 6970 9,06 
 

.���� �  3 
*���� �  �  #����  �	�	���
����	�  ��#�
���  �  �����#��
�	�  ���
�  �������  6 2 

*���	�	�����  �	 -
�	���
����	�  �� -

#�
���  

"����  �	�	���
����	�  ��#�
��� , �
  
*���� � ,  

% ".���� �	���� " #�
	�  �����
�  *����
   
�  ���
	#  �
�����	�
�  

-��  �	  =  2071,7 1827,6 11,78 
-��  �	  /  1796,9 1571 12,57 
����  �	  =  2856,4 1942,5 31,99 
����  �	  /  2121,5 1460,6 31,15 

���+�  8846,5 6801,7 23,11 
 

 !(�$!  "�  ��&��%����*  �������!�  �����$�(����  ��"�4����� -
$�7��*���(����+�  �����4��4  >��*����(  *��+�>����!�  ����&�;�����!�  �������(   

�  ����+��4����  ����������  
 

1.  «.���� �	���� » #�
	����  �����
�  ���
  ����������  #����#������  ��������  
���
��������  ����#�+����  
	���  ������	� . "����#������  ����� �  �  ���
��������  
����#�+�����  �	�
�����
  11,4 % �  ��������
��  ���  ���������  ������
�
	�  �����
�  
���  �������  6 2. 

2.  «.���� �	���� » #�
	����  �  ���
	#  �
����  �	��������  �	�������
 , �
	  ��
����+��  
#	#��
�  �  ���
��  #����0
�����  �������
��  ������	�  ������  �  ����
�����	�  �
��� -

��	�  �#��
  ��������
����	  	�����	���  ��������  (����� �  �  ��������  5 ��	 ��
	� ), 
�  �	��  ����	�	�����  ������  #	#��
	�  �	  ��	+���  ���
�  
����  �#��
  �	�	���  
���#��� . 

3. =����
��  ��#������  ����������  N�  �  Ny  ���  ����+��  �
��  ���  ������	�  �������	�  
0
���	�
�  �	�	�
���# . *�������  ��������
��  �  �	#���  0
��� , �  �	
	�	
	  ����� �  
#����  ����������#�  �  �
���  �������
  ���������
��� . ,��  �����
�  �������  �  30 0
� -
���  �  
���������#  0
��	#  �	������	�  ���
�	�
�  �  ���
	#  �
�����	�
�  �	��������  
����������  �  ����#�
�����#��  �
����  �������
  �#�����
���  �������  �  21-22 0
���  
�  ���������  �  	��	#	#��
�	�  #�
	���	�  �����
� . "����#������  ����� �  ��������
 -
��  
����  ��  
��������	#  0
���  ����#�
�����#	
	  ������� , �	  �	  ���������  �  ����� -
�	#  ���	
	�  �  25 0
����  ��������  #����  ����������#�  �  ����#�
�����#��  �
����  
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�
��	��
��  �+�  �	���� . %�����  ���
  #	��	  	�:����
�  �	����#  �	�����
�	#  0
����  
(��  5 �
�� ) �  �������#  
��������	
	  0
���  �	������	�  ���
�	�
� . 

4. *���� �  �  ������
�
��  �	��	��  ��#�
���  �  ���
��  #����0
�����  �������
��  �  #	 -
�	��
���  �
���� , �	��������  �	  ���#  #�
	����#  �����
� , �	��	�
��  ���������
��  �  
�����  �  ��	��	��#	�
��  ��
��	���  ��#�
���  �	  
���	�	
������#  
���	�����# . 

5. ,��  ���	���	�����  «
���� �	��	� » #�
	����  �����
�  ������
�
�  ��#��	�����  ����� -
#��
�	�  ���
�  	
�����
��  	
  ������
�
	� , �	��������  ���  �����
�  �  ���
	#  �
�����	 -
�
�  �	�������� : ��������
��  ���  �#�+����  �	�  �	�	���
����	
	  ��#��	����� , 
��  �  
�#��������  �	�����
��  ��#�
���  ���  �����
�  �  �	#	+��  #	����  «"&-.'8 -���� ». 

6. �  ����������#  �����  0
����  �  ������ , �  	�	����	  ���  �������  0
����  �	������	�  
���
�	�
� , ���	���	�����  «
���� �	��	� » 
���	�	
��  �����
�  ����
  �  ����	������  
�  ������
�
��  �����
�  �	  ���������  �  ������
�
�#� , �	�������#�  �  ���	���	�����#  
#	����  «"&-.'8 ». ,	0
	#�  ���  �����
�  
����  ������	�  ���#������  ����	
	  #	�� -
��  ��	��	��#	  ���  �	�������  ������	�  ���
���  ���������	 -���	�#��	����	
	  �	 -
�
	����  �  �	����
�	
	  �	��	��  ��#�
���  �  0��#��
��  ������� . 
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