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М.Н. Кирсанов 

 
РАСЧЕТ ПРОГИБА СИММЕТРИЧНОЙ БАЛОЧНОЙ ФЕРМЫ  

В АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФОРМЕ 
 

Приведены формулы для величины прогиба среднего пролета и консольных частей плоской статически 
определимой упругой фермы под действием равномерной и сосредоточенной нагрузки в зависимости от разме-
ров фермы и числа панелей. Получены некоторые асимптотические оценки.  

 M. N. Kirsanov 
ANALYTICAL DESIGN OF SYMMETRIC BEAM GIRDER 

There are given the formulas for deflection value of middle span and cantilever parts of statistically determinate elastic 
plane girder under the impact of even and concentrated load depending on the truss size and planes number. There are 
obtained some asymptotic estimation. 

 
Частные решения для напряженного и деформированного состояния стержневых кон-

кретных конструкций с заданным числом элементов, например стержней, имеют ограничен-
ный практический интерес. Если же ферма имеет регулярный тип, то получение аналитиче-
ского компактного решения, дающего зависимость ответа не только от размеров и нагрузок, 
но и от числа стержней, теоретически возможно. Известные аналитические решения для ре-
гулярных статически определимых ферм с произвольным числом панелей [1-3], как правило, 
получены методом индукции по одному параметру — числу панелей. Для получения линий 
влияния [4,5] и  некоторых пространственных ферм [6] необходим более сложный вывод с 
индукцией по двум параметрам. Это же относится и к рассматриваемой ферме, где один па-
раметр определяет число панелей в среднем пролете, другой — в консольных частях (рис. 1).  

 
Рис. 1. Ферма, k=2, n=3 

 _____________________ © Кирсанов М.Н., 2016 
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Математическая модель Рассмотрим случай четного числа панелей в среднем пролете фермы и с одинаковыми 
консольными частями. Ферма содержит 2(n+k) панелей, m=4t  стержней (включая три опор-
ных стержня), где 2( ) 1t n k   . Усилия в стержнях фермы определяем методом вырезания 
узлов. Для этого по координатам узлов (шарниров) составляется матрица направляющих ко-
синусов. Начало координат помещаем в крайний левый шарнир нижнего пояса, ось x направ-
ляем горизонтально, ось y – вертикально:  
 ( 1), 0, , 1,...,i i t i i tx x a i y y h i t       .  
 
 Затем указываем номера узлов по концам стержней, условно представляя их вектора-
ми V . Направления этих векторов можно выбирать произвольно, на значение усилий и на 
их знак это не влияет. Стержни нижнего и верхнего пояса, 1,..., 1i t  : 

1[ , 1], [ , 1]i i tV i i V i t i t       ; стойки, 1,...,i t : 2 2 [ , ],i tV i i t    раскосы консольных ча-
стей фермы, 1,...,i k :  3 2 [ 1, ],i tV i t i      3 2 [ 2 1, ],i t kV i t k i t k         раскосы среднего 
пролета, 1,...,i n :  3 2 2 [ 1, ],i t kV i k i t k         3 2( 1) [ , 1].i t k nV i k n i t k n            

Опорный стержень, моделирующий левую подвижную опору, задается  вектором 
[ 1, 2 3]mV k t   , неподвижную - векторами: 2 [2 1, 2 1]mV n k t      и 1 [2 1, 2 2]mV n k t    

.  
 Проекции стержней-векторов на оси координат: ,1 ,2, ,i ix i V Vl x x   ,1 ,2, i iy i V Vl y y   опреде-
ляют направляющие косинусы - коэффициенты уравнений равновесия узлов (шарниров) в 
проекциях.  Матрица направляющих косинусов G  имеет компоненты: ,12 1, , / ,iV i x i iG l l   

,12 , , / ,iV i y i iG l l ,22 1, , / ,iV i x i iG l l   ,22 , , / ,iV i y i iG l l   2 2
, ,i x i y il l l  . Решение системы уравнений 

равновесия узлов GS B  в зависимости от правой части, в которую входят  действующие  
нагрузки, дает выражения для усилий в стержнях. Решение в системе компьютерной матема-
тики Maple может быть получено в символьной форме.  

Решение Прогиб определяем по формуле Максвелла – Мора: 
    3 , ,1

1

m i P i i
i

S S l
EF




  ,                                               
где ,i PS  – усилие в стержне i от действия внешней нагрузки, ,1iS  – усилие в стержне i от дей-
ствия единичной силы, приложенной в середине пролета к узлу нижнего пояса по направле-
нию перемещения, EF – жесткость стержней, il  – их длины. Суммирование ведется по де-
формируемым стержням (опорные стержни приняты жесткими). В результате оказывается, 
что для любых значений k  и n решение имеет один и тот же вид: 

3 3 3( , ) ( , ) ( , )( , ) 22
k n k n k nk n

A a H h C cP h EF
   ,          (1) 

где 2 2c a h   — длина раскосов.  Коэффициенты A, H, C зависят только от чисел k  и n.  
Решение задачи при различных значениях k  и n показывает, что коэффициент C зави-

сит только от числа панелей n: 2
( , )k nC n . Это решение оказалось достаточно простым, метод 

индукции и анализ последовательности коэффициентов не потребовались. Несколько слож-
нее получился вывод общего члена последовательности коэффициентов при 3h . Для этого 
надо было сначала зафиксировать один из двух определяющих натуральных параметров, 
например k, и получить методом индукции соответствующий общий член последовательно-
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сти коэффициентов по n. При k=1 с помощью операторов  rgf_findrecur  и   rsolve  систе-
мы Maple в результате анализа решений для восьми ферм с последовательно увеличиваю-
щимся числом n имеем 2

(1, ) 4 5nH n n   . При k=2 решение отличается только одним слага-
емым: 2

(2, ) 4 9nH n n   . Аналогично, 2
(3, ) 4 13nH n n   , 2

(4, ) 4 17nH n n   . Закономер-
ность образования свободного члена в этих выражениях очевидна: 2

( , ) 4( ) 1.k nH n n k     
Аналогично, но значительно сложнее (требуется уже последовательность десяти ферм) при 
нахождении ( , )k nA  получаем сначала коэффициенты при фиксированных числах k:

2 2
(1, ) (5 11) / 6nA n n  , 2 2

(2, ) (5 35) / 6nA n n  ,..., 2 2
(6, ) (5 251) / 6nA n n  . Замечая, что коэффи-

циенты отличаются только одним слагаемым (обозначим его z), с помощью оператора 
rgf_findrecur  получаем рекуррентное уравнение, которому удовлетворяют члены последова-
тельности 11, 35, 71, 119, 179, 251: 

( , ) ( 1, ) ( 2 , ) ( 3, )3 3k n k n k n k nz z z z     . 
 

Решение этого уравнения дает оператор rsolve. В итоге имеем коэффициент при 3a :  
 

2 2
( , ) (5 6 ( 1) 1) / 6.k nA n n k k       

 
Заметим, что решение легко обобщается на случай разных сечений стержней. Выделим, 

например, три группы стержней, выразив площади их сечений через некоторую заданную F. 
Стержни  верхнего и нижнего поясов длиной  a  с сечениями 1 1/F F  ; стойки длиной h и 
площадью 2 2/F F   и раскосы длиной c  и площадью 3 3/F F  . Формула (1) примет вид 

 
                               

3 3 3( , ) 1 ( , ) 2 ( , ) 3( , ) 22
k n k n k nk n

A a H h C cP h EF
     .                                         (2) 

 
Коэффициенты остаются прежними. Приведенный алгоритм решения может быть при-

менен для вывода формул и для других типов нагрузок: распределенных по нижнему поясу, 
сосредоточенных на консолях и в середине пролета и др. 

 
Анализ 

 
Зафиксируем суммарную нагрузку на ферму 0 (2 2 1)P n k P   и ее общую длину 

2( )L n k a  . Обозначим безразмерный прогиб фермы 0' / ( )EF P L   . Кривые зависимости про-
гиба (1) при разных длинах консолей  изображены на рис. 2 при L=100 м, h=3 м. Отрицательные про-
гибы при малых n объяснимы — консольные части под действием вертикальной нагрузки вызывают 
изгиб среднего пролета вверх. При k =1 этот эффект отсутствует, с удлинением консолей 
-усиливается.  
Опыт получения и анализа точных решений для ферм  [1-6] показывает, что если на кривых 
решений есть какие-либо особенности, например экстремумы, то найти их аналитические 
выражения, как правило, невозможно. Решение же (1), обладающее точкой пересечения с 
осью абсцисс,  предоставляет исследователю редкую возможность найти эту точку в явном 
виде. Приравнивая нулю (1), получаем для k следующее квадратное уравнение:  

2 3 2 3 2 2 3 2 2 2 3 3 3( 4 ) (5 1) / 6 ( ) (4 1) 0.k a n k a n h a n n n c h h n          
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Рис. 2. Прогиб в зависимости от числа панелей 
 

Рост прогиба с увеличением числа панелей в среднем пролете замедляется, однако на 
горизонтальные асимптоты кривые не выходят. Это проверяется оператором limit системы 
Maple, который дает асимптоты с углом наклона lim '/ / (2 )n n h L  .  Заметим, что эта оценка 
не зависит от числа панелей на консоли k. 

Усилия в верхнем поясе балочных ферм традиционно отрицательные и стержни сжаты, 
а стержни нижнего пояса растянуты. Однако эта закономерность не относится к рассматри-
ваемой ферме с консольными участками. Для заданной равномерной нагрузки в зависимости 
от соотношения длины среднего пролета и длин консолей знак усилия может меняться. Не 
прибегая к методу индукции методом сечений, получим усилие в среднем стержне верхнего 
пояса фермы: 2 2

, ( ) /t k n PS Pa k k n h     . При 2 (1 )n k k   верхний пояс сжат.  
 

Выводы 
 
Математический пакет Maple совместно с методом индукции позволил получить и про-

анализировать точную формулу для прогиба фермы. Это решение может быть полезным как 
некоторый тестовый результат для оценки численных решений, в том числе при  численном 
решении статически неопределимой фермы,  основной системой для которой является рас-
смотренная конструкция. Кроме того, этот результат пригодится и практическому инженеру 
для приближенной оценки прогиба системы. В полученном решении скрыта также возмож-
ность оптимизировать ферму выбором наиболее рациональных сечений стержней поясов и 
решетки с использованием формулы (2). 
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ФОРМУЛЫ ДЛЯ РАСЧЁТА ПРОГИБА ВСПАРУШЕННОЙ БАЛОЧНОЙ  

РАСКОСНОЙ ФЕРМЫ С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЧИСЛОМ ПАНЕЛЕЙ  
Методом индукции и при помощи системы компьютерной математики Maple выводятся формулы для 

определения усилий в элементах фермы и прогиба в зависимости от числа панелей и геометрических параметров. 
Конструкция рассматриваемой фермы является раскосной, с параллельными поясами, с приподнятой серединой. 
Нагружение осуществляется сосредоточенной силой. Вывод формул осуществлен для больших и малых углов 
наклона поясов. 

 
D.V. Tinkov 

FORMULAS FOR DESIGN OF DEFLECTION OF BEAM GIRDER WITH ARBITRARY 
NUMBER OF PANELS 

 
To determine the stress in girder members and  deflection  in dependence on panels number and geometrical 

parameters there were introduced the formulas by the method of induction and with the help of computational math 
system Maple. The under observed structure girder is with diagonal element members. These formulas are for both big 
and small inclination angles.  

 
При расчете регулярных шарнирно-стержневых конструкций на жесткость возможно 

определить прогиб как функцию не только геометрических размеров стержней, но и количе-
ства панелей [1–4], обзор некоторых аналитических решений для плоских ферм дан в [5]. 

 
1. Схема и расчет Рассмотрим расчётную модель раскосной вспарушенной фермы балочного типа (с 

приподнятой серединой) (рис. 1). 

 
Рис. 1. Расчётная модель, 4n   __________________ 

© Тиньков Д.В., 2016 
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Угол наклона поясов  , длина перекрываемого пролёта L . Расстояние между ниж-
ним и верхним поясом b , длина панелей a , количество панелей в половине пролёта n . Эле-
менты между собой соединены шарнирно. Ферма нагружена силой P , приложенной к цен-
тральному узлу нижнего пояса. Собственный вес не учитываем. Выведем формулу прогиба 
точки приложения нагрузки. 

Длина раскосов равна 2 2c a b  . Длина элемента верхнего пояса, примыкающего к 
центральной стойке, – a  , где tgb  . Длина центральной стойки – cosd b  . Пролёт 
равен 2 cosL na  . 

Для удобства расчётов введём обозначения сил по их положению в ферме: стойки, рас-
косы, элементы поясов. Силы в стойках обозначим njN , где первый индекс n – количество 
панелей в половине пролёта, второй индекс j  – номер панели ( 1...j n ). Силы в раскосах – 

njR . Силы в элементах нижнего пояса – njT . Силы в элементах верхнего пояса – njS . 
В силу симметрии достаточно рассмотреть половину фермы. Схема обозначений уси-

лий в элементах конструкции приведена на рис. 2.  
 

  
Рис. 2. Схема обозначений усилий в элементах, 4n    

Методом вырезания узлов, проходя по всем узлам от опорного до центрального, соста-
вим уравнения равновесия и определим усилия. В частном случае для одной панели в поло-
вине пролета усилия в элементах равны: 

   
   11 11 11 112cos , cos 2sin , 2sin , cos 2tg ,

sin 2 2tg .ср
N P R P T P S P
N P

     
 

      
  

Для 2n  : 
   
   
 

21 21 21 21
22 22 22

22

2cos , cos 2sin , 2sin , cos 2tg ,
2cos , cos 2sin , 2sin cos 2tg ,

cos tg , sin 2 tg .ср

N P R P T P S P
N P R P T P P
S P N P

     
     

   

      
     
  
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Для 3n  : 
   
   

 
     

31 31 31 31
32 32 32

32 33 33
33 33

2cos , cos 2sin , 2sin , cos 2tg ,
2cos , cos 2sin , 2sin cos 2tg ,

cos tg , 2cos , cos 2sin ,
2sin cos tg , 3 cos 2tg , 3 sin 2 2tg .ср

N P R P T P S P
N P R P T P P
S P N P R P
T P P S P N P

     
     

    
      

      
     
    
     

 

 
Методом индукции обобщим уравнения нагрузок в элементах j -й панели фермы с 

числом панелей в половине пролёта n: 
      

 
2 cos , cos 2 sin , 2sin 1 cos 2tg ,
cos 2tg .

nj nj nj
nj

N P R P T P P j
S Pj

     
 

      
       (1) 

 
Для средней стойки обобщенное уравнение: 
    sin 2 2tgсрN Pn   .                                                  (2) 

 
По формуле Максвелла-Мора прогиб равен  1

,i ii
i

F F
EA   

где  1iF – усилия в элементах при единичной вертикальной нагрузке, действующей на цен-
тральный узел нижнего пояса (узел, вертикальное перемещение которого требуется опреде-
лить). В данном типе нагружения усилия при единичной нагрузке можно определить по по-
лученным ранее уравнениям (1), (2), приняв P=1. 

В общем случае площади стержней разные: 
 

2 2 2 2 22

1
21 2 ,n nj nj nj nj срnn

N R T S S Nj
N b R c T a S a N dS

PE A A A A A A



                                                (3) 

 
где 22 nn SS A  – составляющая деформации, появляющейся за счет двух участков элементов 
верхнего пояса длинной  , NA – площадь стоек, RA – площадь раскосов, TA – площадь 
элементов нижнего пояса, SA – площадь элементов верхнего пояса. Воспользуемся програм-
мой Марlе [6] для вывода итоговой формулы прогиба фермы. Подставим уравнения (1), (2) и 
уравнения длин элементов в формулу Максвелла-Мора (3): 

     
        

      
2 2 2 2 2 3 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

,
cos 2 sin cos 2 , cos 2 ,
sin 1 sin 2 2 cos 3 2 1 6 2 ,

sin 2 cos 3 2 1 6 2 , .

N R T S
N N R R

T T

S S

Pnb b na b EA Pnc b EA
Pna b ab n a n n b EA
Pna abn b a n n b EA c a b

   
  
 

        
    
      
      

  (4) 
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Рис. 3. Зависимость прогиба от числа панелей, =30 мL , =2 мb  

 
На основе аналитического уравнения (4) построим графики относительного вертикаль-

ного прогиба (  EA P   ) для конструкции из элементов равных площадей с пролетом 
=30 мL , высотой =2 мb  и при разных углах наклона   (см. рис. 3). В найденных зависимо-

стях обнаруживаются минимумы, что позволяет выбрать рациональное число панелей при 
заданных углах наклона. 

При малых углах уравнение (4) принимает вид    
      

    
3 2

2 2 2

2 2 2 2 2

, 2 , 2 ,
1 3 2 1 6 2 ,

2 3 2 1 6 2 , .

N R T S N N R R

T T

S S

Pnb EA Pnc b EA
Pna b n a n n b EA
Pna bn b a n n b EA c a b




            
     
      

                   (5) 

Для сравнения аналитического уравнения с результатом, полученным для раскосной не 
вспарушенной балочной фермы с параллельными поясами и с элементами равной жесткости 
[7], подставим в уравнение (5) 0   и приравняем площади N R T SA A A A A    : 

        3 2 3 3 2 2 22 1 3 2 , .P EA a n n n b c b c a b                         (6) 
Полученный результат выявил опечатку в работе [7] в общей формуле прогиба: коэф-

фициент при 3a должен быть  22 1 3n n   вместо  2 22 1 3n n  . Также можно заметить не-
точность в прорисовке вида опор: одна из опор должна быть катковая, т.к. расчет приведен 
для статически определимой фермы. 

Выводы  
Найденные общие аналитические формулы прогиба вспарушенной балочной раскосной 

фермы для больших углов (4) и малых (5) могут быть использованы для оптимизации кон-
струкции по размерам, площадям, элементам и по количеству панелей. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЯДРОВЫХ СОСТОЯНИЙ ВНЕЦЕНТРЕННО СЖИМАЕМЫХ  
СО СКОРОСТЬЮ 392,3 Н/с  ЭЛЕМЕНТОВ ИЗ МЕЛКОЗЕРНИСТОГО БЕТОНА   

 
 
Выполняется теоретическое исследование ядровых состояний внецентренно сжимаемых коротких 

призм из мелкозернистого бетона. 
 

А.N. Sinozersky, R.А. Mukhtarov  
 

RESEACHES OF CORE STATE OF ECCENTRIC-COMPRESSED WITH 392,3 
N/sec VELOCITY FINE CONCRETE COMPONENTS  

 
Core state of eccentric – compressed short prisms from fine concrete is under theoretic study.   

 
 

Введение 
 

По результатам центрального сжатия со скоростью ܨሶଶ = 392,3 Н ∙ сିଵ призм шириной 
ܾ = 0,1 м, высотой  ℎ = ܾ и длиной ݈ = 0,4 м из мелкозернистого бетона в возрасте 28 суток 
установлена эмпирическая зависимость (сплошная линия (1) на рис. 1) [1]:  

 
ߪ = 31390 ∙ ߝ − 2764700 ∙  ଵ,଼଴ଷହ଼  ,                                  (1)ߝ

 
где 31390 МПа = модуль упругости материала;  2764700 МПа – ܧ =   ሶଶ൯ܨ൫ߙ
и ߚ൫ܨሶଶ൯ = 1,80358 – параметры; ߪ, МПа, и ߝ – напряжения и деформации (здесь и в даль-
нейшем сжимающие ߝ ,ߪ, равнодействующие внешних ܨ и внутренних ܰ сил, скорости 
нагружения ܨሶ , Н ∙ сିଵ принимаются по модулю). 
 
 
_____________________________________ 
© Синозерский А.Н., Мухтаров Р.А., 2016 
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Рис. 1. График «ߪ –  «ߝ 

 
С помощью функции (1) выполнены расчёты внецентренных состояний, называемых 

базовыми, с относительными эксцентриситетами [1] ݁ = ௙ݕ ℎ⁄ = 0,050;  0,100;  0,150                     (2) 
и в [2] установлен ядровый эксцентриситет 

 ݁яс = ௙ясݕ ℎ⁄ = 0,10129 ,                                   (3) 
где ݕ௙ = 0,005 м; 0,010 м; 0,015 м и ݕ௙яс = 0,010129 м - координаты точек ݂ приложения 
усилий ܨ при ݖ௙ = 0. 

Коэффициенты увеличения 
݇(݁) = (݁)ܨ Бܰ(݁)ൗ                                                    (4) 

средних опытных разрушающих нагрузок ܨ(݁ = 0,05) = 234,4 кН, ܨ(݁ = 0,10) = 207,9кН, 
݁)ܨ = 0,15) = 180,4кН по сравнению с базовыми Бܰ(݁ = 0,05) = 217,7кН,  

Бܰ(݁ = 0,10) = 190,2кН, Бܰ(݁ = 0,15) = 168,9кН  
составляли ݇(݁ = 0,05) = 1,077, ݇ (݁ = 0,10) = 1,093, ݇(݁ = 0,15) = 1,1068.     (5) 

Следовательно, с помощью функции центрального сжатия найти предельные усилия 
ఓܰ(݁) при внецентренных воздействиях не удаётся. 

Результаты вычислений показателей базового ядрового состояния [2] представлены в 
табл. 1. 

Таблица 1 
 

 ,ሶଶܨ
н ∙ сିଵ 

݁яс ߪ௨൫ܨሶଶ, ൯, 
МПа 

,ሶଶܨ௨൫ߝ ൯
∙ 10଺ 

Параметр ݎБ(яс) ߝ௥Б ∙ 10଺ ܤБ ∙ 10ଶ, м-
1 Бܰяс, кН 

,ሶଶܨ൫ߙ ൯, 
МПа 

,ሶଶܨ൫ߚ ൯ 
392,3 0,10129 25,51 1824 2764700 1,80358 1,27702 2329,284 2,32928857 189,582 

 
Здесь: 
экстремальное напряжение ߪ௨, равное призменному пределу прочности, и деформа-

ция ߝ௨ зависимости (1), см. рис. 1; ݎБ – коэффициент увеличения ߝ௨, зависящий от ݁ по причине возникновения неодно-
родных ߪ и ߝ; 

наибольшая деформация в сечении ߝ௥Б = ௨ߝ ∙  ;Бݎ
 Б, м-1,  - параметр функции деформацийܤ
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௜Бߝ = Бܤ ∙ ௜ݕ) − 0,5 ∙ ℎ) + ௥Бߝ = 2,32928857 ∙ 10ିଶ ∙ ௜ݕ) − 0,5 ∙ ℎ) + 2329,284 ∙ 10ି଺  (6) 
с координатой ݅ − й точки поперечного сечения ݕ௜, м; 

Бܰ, кН, – максимальная (при заданных условиях) равнодействующая внутренних сил. 
В точках ݅ = 1, 2, 3  ,4, ௜ݕ с координатами ݑ 5 = −0,5 ∙ ℎ, −0,25 ∙ ℎ, 0, 0,25 ∙ ℎ, 0,5 ∙ℎ,  ௜Б, а на рис. 2 построеныߪ ௜Б иߝ ௨ по формулам (6) и (1) определены приведённые в табл. 2ݕ

соответствующие эпюры. 
Таблица 2 

 
݁яс  

Точки ݅ 1 2 3 4 5 ݑ 
Координаты ݕ௜, м -0,050 -0,025 0,000 0,025 0,050 ݕ௨ 

0,10129 
௜Бߝ ∙ 10଺ по (6) -

0,0046 532,32 1164,64 1746,96 2329,234 1824,00 
- ௜Б, МПа по (1)ߪ

0,0001 14,23 22,42 25,47 23,77 25,51 
Примечание: координата ݕ௨ = 0,0831 м определена по формуле ݕ௨ = 0,5 ∙ ℎ − ఌೝБିఌೠ

஻Б   .   
 

 Рис. 2.  НДС при внецентренных воздействиях 
 1. Постановка задачи  

Влияние гибкости и сил инерции на результаты расчёта исключается. 
Из компонентов тензора напряжений имеем только ߪ௫ =  .ߪ
Для исследования напряжённо-деформированных состояний (НДС) с заданными от-

носительным эксцентриситетом (3), скоростью ܨሶଶ = 392,3 Н ∙ сିଵ = -и равнодейству ݐݏ݊݋ܿ
ющей внутренних сил ఓܰ(௝) > Бܰ௭௖(݆ = 1, 2, … ,  :принимаем (ߥ

 
функцию (см. рис.1)                  ߪ(݆) = ܧ ∙ (݆)ߝ − (݆)ఓߙ ∙ ሾߝ(݆)ሿఉഋ            (7) 
 
с экстремальными                          ߪఓ(݆) = ݇ఓ(݆) ∙  ௨,          (8)ߪ

(݆)ఓߝ        = ݇ఓ(݆) ∙  ௨,  (9)ߝ
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параметрами                              ߚఓ(݆) = ሶଶ൯ܨ൫ߚ = 1,80358,       (10) 
(݆)ఓߙ = ܧ

ሶଶ൯ܨ൫ߚ ∙ ఓ(݆)൧ఉିଵߝൣ   ,                                                    (11) 
зависимость                                ߝ(݆) = (݆)ఓܤ ∙ ݕ) − 0,5 ∙ ℎ) +  ௥ഋ(݆)     (12)ߝ
с наибольшей деформацией             ߝ௥ഋ(݆) = (݆)ఓߝ ∙  ఓ(݆),      (13)ݎ
характеристикой                                ܤఓ(݆), мିଵ 
и коэффициентом                              ݎఓ(݆) > 1 увеличения ߝఓ(݆); 
материал, одинаково сопротивляющийся сжатию и растяжению (в последнем случае), 

ߪ  = ܧ ∙ ߝ + ߙ ∙  ఉ ,  (14)|ߝ|
где ߙ и ߚ – коэффициенты, те же, что и в (7); деформации  ߝ < 0 и при вычислении выраже-
ний |ߝ|ఉ берутся по модулю). 
 Найдём характеристики внецентренных состояний, задаваясь: ݆ = 1, 2, 3, 4, 5,
коэффициентами увеличения  ݇ఓ(݆) = 1 + ∆݇ ∙ ݆ ,

постоянной   ∆݇ = 0,025 ;
ቑ                                                                      (15)  

показателями      ݎఓ(݆)଴ = ఓ(݆)ଵݎ ,1,25 = ఓ(݆)ଶݎ ,1,30 = 1,35, (0, 1, 2 = ݉),                            (16) 
при которых по аналогии с [2], предположительно, выполняется условие 

ఓܰ(݆)଴ < ఓܰ(݆)ଵ > ఓܰ(݆)ଶ  (17) 
существование ݉ܽݔ ఓܰ(݆) функции ఓܰ(݆)௠ − ,ఓ(݆)଴ݎൣ ఓ(݆)௠ в интервалеݎ  .ఓ(݆)ଶ൧ݎ
 

2. Методика определения ядровых НДС  
Для случая, представленного на рис. 2, с ߪ(݆)௠ и ߝ(݆)௠ по (7) и (12) запишем инте-

гральные уравнения равнодействующей ఓܰ(݆)௠ и момент ܯ௭ఓ(݆)௠ внутренних сил: 

ఓܰ(݆)௠ = ܾ ∙ ቐܧ ∙ න ቂܤఓ(݆)௠ ∙ ݕ) − 0,5 ∙ ℎ) + ௥ഋ(݆)௠ቃߝ ∙ ݕ݀
௛ ଶ⁄

ି௛ ଶ⁄
− (݆)ఓߙ ∙ 

 
∙ න ቂܤఓ(݆)௠ ∙ ݕ) − 0,5 ∙ ℎ) + ௥ഋ(݆)௠ቃఉߝ ∙ ݕ݀

௛ ଶ⁄

ି௛ ଶ⁄
ቑ,                                 (18) 

௭ఓ(݆)௠ܯ = ܾ ∙ ቐܧ ∙ න ቂܤఓ(݆)௠ ∙ ݕ) − 0,5 ∙ ℎ) + ௥ഋ(݆)௠ቃߝ ∙ ݕ݀
௛ ଶ⁄

ି௛ ଶ⁄
∙ ݕ − (݆)ఓߙ ∙ 

 
∙ න ቂܤఓ(݆)௠ ∙ ݕ) − 0,5 ∙ ℎ) + ௥ഋ(݆)௠ቃఉߝ ∙ ݕ݀

௛ ଶ⁄

ି௛ ଶ⁄
∙  ቑ  .                               (19)ݕ

Если при ݕ = −0,5 ∙ ℎ модуль произведения ܤఓ(݆)௠ ∙ ℎ >  ௥ഋ(݆)௠,     (20)ߝ
то в сечении эпюра ߝ двух знаков. Здесь в формулах (18) и (19) выражения 
ቂܤఓ(݆)௠ ∙ ݕ) − 0,5 ∙ ℎ) +  ௥ഋ(݆)௠ቃఉ следует заменить наߝ

ቂߝ௥ഋ(݆)௠ − ఓ(݆)௠ܤ ∙ ݕ) − 0,5 ∙ ℎ)ቃఉ.    (21) 
 Вычисление параметров ܤఓ(݆)௠ и усилий ఓܰ(݆)௠ проводят численными способами. 
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 Для назначенных по (15) и (16) коэффициентов увеличения ݇ఓ(݆) и ݎఓ(݆)௠ определяют: 
 экстремальные напряжения (8) и деформации (9); 
 параметры (10) и (11); 
 наибольшую деформацию (13) в сечении. 
 Умножая (18) на ൫−ݕ௙яс൯ и складывая с (19), получают уравнение 
 

Ф൫ܤఓ(݆)௠൯ = ఓܰ(݆)௠ ∙ ൫−ݕ௙яс൯ +  ௭ఓ(݆)௠,    (22)ܯ
корень которого ܤఓ(݆)௠ находят, например, методом хорд [3]: 

ఓ(݆)௠௣ାଵܤ = ఓ(݆)௠௖ܤ ∙ Ф൫ܤఓ(݆)௠௣൯ − ఓ(݆)௠௣ܤ ∙ Ф൫ܤఓ(݆)௠௖൯
Ф൫ܤఓ(݆)௠௣൯ − Ф൫ܤఓ(݆)௠௖൯  ,                   (23) 

где Ф൫ܤఓ(݆)௠௖൯ > 0 и Ф൫ܤఓ(݆)௠௣൯ < 0,           (24) 
ܿ, ,݌ ݌ + 1 – приближения параметра Ф൫ܤఓ(݆)௠൯. 
 Заканчивают процесс в случае 

 หФ൫ܤఓ(݆)௠௣ାଵ൯ห ≤ 1 ∙ 10ିଽ МН ∙ м,               (25) 
после чего по формуле (18) вычисляют усилие ఓܰ(݆)௠. 
 При выполнении требования (17) для определения ݉ܽݔ ఓܰ(݆) применяем квадратич-
ную интерполяцию [4], полагая 

 ఓܰ(݆) = ଴ܣ + ଵܣ ∙ ݑ + ଶܣ ∙  ଶ,      (26)ݑ
ݑ = (݆)ఓݎ − ఓ(݆)଴ݎ

∆                                                                    (27) 
с угловыми значениями ݑ = ݑ ,0 = ݑ ,1 = 2, 
коэффициентами  

଴ܣ = ఓܰ(݆)଴ ,
ଵܣ = 0,5 ∙ ൫−3 ∙ ఓܰ(݆)଴ + 4 ∙ ఓܰ(݆)ଵ − ఓܰ(݆)ଶ൯ ,

ଶܣ = 0,5 ∙ ൫ ఓܰ(݆)଴ − 2 ∙ ఓܰ(݆)ଵ + ఓܰ(݆)ଶ൯ ,
ൢ                                 (28) 

шагом ∆= ఓ(݆)ଵݎ − ఓ(݆)଴ݎ = ఓ(݆)ଶݎ − ఓ(݆)ଵݎ = 0,05. 
Далее находим 

положение экстремума       ݑэ = − ଵܣ 2 ∙ ⁄ଶܣ         (29) 
и соответствующие: 
 максимальное усилие     ݉ܽݔ ఓܰ(݆) = ଴ܣ + ଵܣ ∙ эݑ + ଶܣ ∙  эଶ ,     (30)ݑ
 коэффициент увеличения  ݎఓ(݆) = ఓ(݆)଴ݎ + ∆ ∙  э ,     (31)ݑ
  деформацию ߝ௥ഋ(݆) по (13). 
 Задаваясь ߝ௥ഋ(݆) , на ПЭВМ с помощью пакета программ MathCAD выполняем про-
верку ܤఓ(݆) и ݉ܽݔ ఓܰ(݆). 
 В заключение в точках ݅ = 1, 2, 3, 4, 5, ௜ݕ с координатами (݆)ߤ = −0,5 ∙ ℎ, −0,25 ∙ ℎ, 0, 
0,25 ∙ ℎ, 0,5 ∙ ℎ,  ఓ(݆), см. рис. 2, по формуламݕ

(݆)௜ఓߝ = (݆)ఓܤ ∙ ௜ݕ) − 0,5 ∙ ℎ) +  ௥ഋ(݆)     (32)ߝ
(݆)௜ఓߪ = 31390 ∙ (݆)௜ఓߝ − ఓ(௝)ߙ ∙ ቀߝ௜ఓ(݆)ቁଵ,଼଴ଷହ଼    (33) 
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вычисляем деформации ߝ௜ఓ(݆), напряжения ߪ௜ఓ(݆) и проверяем условие приложения равно-
действующей ݉ܽݔ ఓܰ(݆) в ядре сечения [2]: 

หߝ௜ఓ(݆)ห ≤ 5 ∙ 10ି଼ .       (34) 
Заметим, что 

(݆)ఓݕ = 0,5 ∙ ℎ − (݆)௥ഋߝ − (݆)ఓߝ
(݆)ఓܤ  .                                                    (35) 

3. Расчёт ядровых НДС 
Исходные данные и результаты вычислений по методике п.2 представлены в табл. 3. 

Таблица 3 
 

݁яс ݆ ݇ఓ(݆) ߪఓ(݆), 
МПа 

(݆)ఓߝ
∙ 10଺ 

Параметр ݉ ݎఓ(݆)௠ ߝ௥ഋ(݆)௠
∙ 10଺ 

ఓ(݆)௠ܤ ∙
10ଶ, м-1 ఓܰ(݆)௠, 

кН ߙఓ(݆), 
МПа 

 (݆)ఓߚ
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0,10129 
 
 
 
 
 

 
 
1 

 
 

1,025 
 
 

26,148 
 
 

1869,6 
 
 

2710340 
 
 

1,80358 
0 1,25 2337,00 2,32440691 194,258 
1 1,30 2430,48 2,44156814 194,276 
2 1,35 2523,96 2,56042913 193,838 

 194,325 2387,4232,38739227 1,27697 (1)ߤ
ଵ(1)ߝ = 3,07 ∙ ହ(1)ߪ ,10ି଼ = 24,369 МПа 

 
 
2 

 
 

1,050 
 
 

26,786 
 
 

1915,2 
 
 

2658360 
 
 

1,80358 
0 1,25 2394,00 2,38109950 198,996 
1 1,30 2489,76 2,50111827 199,015 
2 1,35 2585,52 2,62287831 198,566 

 199,065 2445,7682,44576549 1,27703 (2)ߤ
ଵ(2)ߝ = 2,5 ∙ 10ିଽ, ߪହ(2) = 24,963 МПа 

 
 
3 

 
 

1,075 
 
 

27,423 
 
 

1960,8 
 
 

2608570 
 
 

1,80358 
0 1,25 2451,00 2,43779341 203,733 
1 1,30 2549,04 2,56066986 203,753 
2 1,35 2647,08 2,68582905 203,293 

 203,804 2504,0982,50412131 1,27708 (3)ߤ
ଵ(3)ߝ = −2,33 ∙ ହ(3)ߪ ,10ି଼ = 25,556 МПа 

 
 
4 

 
 

1,100 
 
 

28,061 
 
 

2006,4 
 
 

2560820 
 
 

1,80358 
0 1,25 2508,00 2,4944857 208,472 
1 1,30 2608,32 2,62021971 208,492 
2 1,35 2708,64 2,74777786 208,021 

 208,544 2562,2532,56225596 1,27704 (4)ߤ
ଵ(4)ߝ = −3 ∙ 10ିଽ, ߪହ(4) = 26,151 МПа 

 
 
5 

 
 

1,125 
 
 

28,699 
 
 

2052,0 
 
 

2514990 
 
 

1,80358 
0 1,25 2565,00 2,55117859 213,210 
1 1,30 2667,60 2,67977020 213,230 
2 1,35 2770,20 2,81022742 212,749 

 213,284 2620,4042,62038623 1,27700 (5)ߤ
ଵ(5)ߝ = 1,78 ∙ ହ(5)ߪ ,10ି଼ = 26,746 МПа 

 
На основании полученных при заданном ядровом эксцентриситете сведений можно 

сделать выводы: 
1) выполняется условие (34) приложения равнодействующей внутренних сил  ఓܰ(݆) в 

расположенной на границе ядра сечения точке я݂с; 
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2) среднее арифметическое значение ݎఓ(݆) = ∑ ఓ(݆)ହ௝ୀଵݎ = 6,38512 5⁄ = 1,27702 рав-
но базовому коэффициенту ݎБ увеличения экстремальной деформации ߝ௨ цен-
трального сжатия (см. табл. 1), то есть  

(݆)ఓݎ = ,Б൫ясݎ  ሶଶ൯.      (36)ܨ
4. Характеристики предельного ядрового состояния 

Руководствуясь [3], назначаем следующее разрушающее усилие в случае  
с ݁яс = 0,10129: 

,ఓ൫݁ясܨ ሶଶ൯ܨ = ሶଶ൯ܨ൫ߪ ∙ ܾ ∙ ℎ ∙ (1 − 2 ∙ ݁яс),    (37) 
где ߪ൫ܨሶଶ൯ – напряжение, определяемое по формуле 

ሶଶ൯ܨ൫ߪ  = 0,5 ∙ ሶଵ൯ܨ௨൫ߪൣ +  ሶଶ൯൧ ;      (38)ܨ௨൫ߪ
ሶଵ൯ܨ௨൫ߪ = 26,09 МПа и ߪ௨൫ܨሶଶ൯ = 25,51 МПа – призменные пределы прочности [1], установ-
ленные в опытах со скоростями нагружения  ܨሶଵ = 3923 н ∙ сିଵ и ܨሶଶ = 392,3 н ∙ сିଵ. 

Таким образом, из (38) и (37) имеем 
ሶଶ൯ܨ൫ߪ = 0,5 ∙ (26,09 + 25,51) = 25,80МПа;   (39) 

,ఓ൫݁ясܨ    ሶଶ൯ܨ = 25,8 ∙ 10ଷ ∙ 0,1 ∙ 0,1 ∙ (1 − 2 ∙ 0,10129) = 205,734 кН,  (40) 
а с учётом (4) 

݇ఓ൫݁яс, ሶଶ൯ܨ = ,ఓ൫݁ясܨ ሶଶ൯ܨ Бܰ൫݁яс, ሶଶ൯ൗܨ = 205,73 189,58⁄ = 1,0852 кН.  (41) 
Тогда при ݇ఓ൫݁яс,   :ሶଶ൯ получаемܨ
по (8) и (9) экстремальные: 

напряжение ߪఓ(яс) = 1,0852 ∙ 25,51 = 27,683МПа;    (42) 
деформацию ߝఓ(яс) = 1,0852 ∙ 1824 ∙ 10ି଺ = 1979,40 ∙ 10ି଺ ;  (43) 

по (10) и (11) параметры - ߚ൫ܨሶଶ൯ = 1,80358 
и                    ߙఓ൫݁яс, ሶଶ൯ܨ = 31390

1,80358 ∙ (1979,40 ∙ 10ି଺)଴,଼଴ଷହ଼ = 2588850МПа ;           (44) 
по (13) при ݎఓ൫݁яс, ሶଶ൯ܨ = ,Б൫݁ясݎ ሶଶ൯ܨ = 1,27702 – наибольшую деформацию в сечении 

,௥ഋ൫݁ясߝ ሶଶ൯ܨ = 1979,40 ∙ 10ି଺ ∙ 2,7702 = 2527,733 ∙ 10ି଺.   (45) 
Найденные показатели и установленные на ПЭВМ с помощью пакета MathCAD ко-

эффициент ܤఓ൫݁яс, ,ሶଶ൯ и равнодействующая внутренних сил ఓܰ൫ясܨ  .ሶଶ൯ приведены в табл. 4ܨ
Здесь представлена и информация о ܤ෨ఓ൫݁яс, ,ሶଶ൯ и максимальном усилии ෩ܰఓ൫݁ясܨ -ሶଶ൯, вычисܨ
ленных по методике п.2. 

Таблица 4 
 

݁яс൫ܨሶଶ൯ ݇ఓ(݁яс) 
по (41) 

 ,ఓ(яс)ߪ
МПа 

по (42) 
ఓ(яс)ߝ
∙ 10଺ по (43) 

Параметр ݉ ݎ௠൫яс, ,௥೘൫ясߝ ሶଶ൯ܨ ሶଶ൯ܨ
∙ 10଺ 

,ఓ൫ясܤ ሶଶ൯ܨ ∙
10ଶ, м-1 ఓܰ൫яс,  ,ሶଶ൯ܨ

кН ߙఓ൫яс, ሶଶ൯ܨ
, МПа по 

(44) 
,ఓ൫ясߚ ሶଶ൯ܨ
по (10) 

1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 
 

0,10129 
 
 

1,0852 
 
 

27,683 
 
 

1979,4 
 
 

2588850 
 
 

1,80358 
(яс)ߤ 1,27702 2527,733 2,52772508 205,738 

ଵఓߝ = 7,9 ∙ 10ିଽ, ߪହఓ = 25,800 МПа  
0 1,25 2474,250 2,46091686 205,666 
1 1,30 2573,220 2,58495885 205,686 
2 1,35 2672,190 2,71080042 205,222 

෤(яс)ߤ 1,27706 2527,812 2,52782415 205,738 
ଵఓ෦ߝ = −1,22 ∙ ෤ହఓߪ ,10ି଼ = 25,799 МПа 
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Результаты двух расчётов совпали: 
усилие ఓܰ൫яс, ሶଶ൯ܨ = ܰఓ൫яс, ,ఓ൫݁ясܨ ሶଶ൯ при отклонении от разрушающей нагрузкиܨ  ሶଶ൯ܨ

по (40) всего на 0,004 кН; 
 условие (34) выполняется; 
напряжение вблизи точек 5 с наибольшей деформацией (45) оказалось равным ߪ൫ܨሶଶ൯ 

по (38), то есть 
ఓ(яс)ହߪ = ሶଶ൯ܨ൫ߪ = 0,5 ∙ ሶଵ൯ܨ௨൫ߪൣ + ሶଶ൯൧ܨ௨൫ߪ = 25,80МПа.   (46) 

В свою очередь с учётом (7) получаем выражение 
ఓ(яс)ହߪ = ܧ ∙ ,௥ഋ൫݁ясߝ ሶଶ൯ܨ + ,ఓ൫ясߙ ሶଶ൯ܨ ∙ ቂߝ௥ഋ൫݁яс,  ,ሶଶ൯ቃఉ(ிሶమ)ܨ

при подстановке в которое (9), (11), (13), (36), (46) после преобразований будем иметь 
  

෨݇ఓ൫݁яс, ሶଶ൯ܨ = ሶଶ൯ܨ൫ߪ ∙ ሶଶ൯ܨ൫ߚ
ܧ ∙ ሶଶ൯ܨ௨൫ߝ ∙ ,Б൫ясݎ ሶଶ൯ܨ ∙ ቄߚ൫ܨሶଶ൯ − ,Б൫ясݎൣ  ሶଶ൯൧ఉ(ிሶమ)ିଵቅ                 (47)ܨ

или в рассматриваемом случае 
෨݇ఓ൫݁яс, ሶଶ൯ܨ = 25,80 ∙ 1,80358

31390 ∙ 1824 ∙ 10ି଺ ∙ 1,27702 ∙ ሾ1,80358 − (1,27702)଴,଼଴ଷହ଼ሿ = 1,0852.    (48) 
Заметим, что (см. табл. 3) в интервале напряжений ሾߪହ(3) = 25,556МПа, ହ(4)ߪ =

26,151МПа ሿ вблизи точек 5 с наибольшими деформациями (13) в сечении и напряжениями 
(46) можно определить методом хорд [3] коэффициент 

 
݇ఓ൫݁яс, ሶଶ൯ܨ = ௞ഋ(ସ)∙∆ఙఱ(ଷ)ି௞ഋ(ଷ)∙∆ఙఱ(ସ)

∆ఙఱ(ଷ)ି∆ఙఱ(ସ) = ଵ,ଵ଴଴∙(ି଴,ଶସସ)ିଵ,଴଻ହ∙଴,ଷହଵ
ି଴,ଶସସି଴,ଷହଵ = 1,0852 ,  (49) 

где  ∆ߪହ(3) = −0,244 МПа и ∆ߪହ(4) = 0,351 МПа  - отклонения ∆ߪହ(3) и ∆ߪହ(4) от ߪ൫ܨሶଶ൯. 
Результаты вычислений по формулам (41), (47) и (49) показателей увеличения разру-

шающих нагрузок по сравнению с базовым усилием одинаковые. 
Приняв приведённые в табл. 4 характеристики ݇ఓ൫݁яс, ,ఓ൫ясߚ ,… ,ሶଶ൯ܨ  ሶଶ൯ и определивܨ

параметр ܤఓ൫݁яс, ,ఓ൫݁ясݎ ሶଶ൯ приܨ ሶଶ൯ܨ = ,Б൫݁ясݎ ሶଶ൯ܨ = ,௥ഋ൫݁ясߝ ,1,27702 ሶଶ൯ܨ = 2527,733 ∙ 10ି଺, 
получаем функцию деформаций (32) в виде 

௜ఓ(яс)ߝ = 2,52772508 ∙ 10ିଶ ∙ ௜ݕ) − 0,5 ∙ ℎ) + 2527,733 ∙ 10ି଺   (50) 
с ߝ௜ఓ(яс) в табл. 5. Находим напряжения (33), которые будут представлены зависимостью 

௜ఓ(яс)ߪ   = 31390 ∙ ௜ఓ(яс)ߝ − 2588850 ∙  ௜ఓ(яс)൧ଵ,଼଴ଷହ଼,   (51)ߝൣ
и записываем результаты в табл. 5. Соответствующие установленным ߝ௜ఓ(яс) и ߪ௜ఓ(яс) эпю-
ры изображаем на рис. 3. 

Таблица 5 
 

 ,ሶଶܨ
Н ∙ сିଵ 

݁яс 
 

Точка ݅ 1 2 3 4 5 ߤ 
Координата ݕ௜, м -0,050 -0,025 0,000 0,025 0,050 0,028307 

 
௜ఓ(яс)ߝ 0,10129 392,3 ∙ 106 по (50) -7,9·10-3 531,939 1263,871 1895,802 2527,733 1979,400 

 ௜ఓ(яс), МПа по (51) 2,486·10-4 15,442 24,334 27,639 25,800 27,683ߪ
Примечание: координата ݕ௜ఓ(яс) = 0,028307 м определена по формуле (35). 
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Рис. 3. ݁ఓяс = 0,10129 
 

 
Выводы  

Выполнены теоретические исследования ядровых состояний внецентренно сжимае-
мых со скоростью  ܨሶଶ = 392,3 Н ∙ сିଵ коротких призм из мелкозернистого бетона. 

При относительном эксцентриситете ݁яс൫ܨሶଶ൯ = 0,10129 увеличение экстремальных 
напряжения ߪఓ൫яс, ,ఓ൫ясߝ ሶଶ൯, деформацииܨ ,ሶଶ൯ и равнодействующей ఓܰ൫݁ясܨ -ሶଶ൯ в момент разܨ
рушения по сравнению с призменным пределом прочности ߪ௨൫ܨሶଶ൯, соответствующей ߝ௨൫ܨሶଶ൯ 
и базовым усилием Бܰ൫݁яс, ,ሶଶ൯ характеризуется коэффициентом ݇ఓ൫݁ясܨ ሶଶ൯ܨ = 1,0852, опре-
деляемым по формуле (41) или (47). 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОКАЗАТЕЛЕЙ БАЗОВОГО ЯДРОВОГО СОСТОЯНИЯ   

ВНЕЦЕНТРЕННО СЖИМАЕМЫХ СО СКОРОСТЬЮ 392,3 Н/с  
ЭЛЕМЕНТОВ ИЗ МЕЛКОЗЕРНИСТОГО БЕТОНА   

 
Определяются показатели напряжённо деформированного состояния при установленном относитель-

ном ядровом эксцентриситете. 
 

А.N. Sinozersky, R.А. Mukhtarov 
 

DEFINITION OF CHARACTERISTICS OF BASIC CORE STATE OF ECCENTRIC-
COMPRESSED WITH 392,3 N/sec VELOCITY COMPONENTS FROM FINE  

CONCRETE 
 

Characteristics of deflected mode at certain core eccentricity are defined.  
Введение  

Рассматриваются призмы квадратного поперечного сечения ܾ = ℎ = 0,1 м, длиной ݈ = 0,4 м из мелкозернистого бетона 28-дневного. При центральном сжатии со скоростью 
ሶଵܨ = 0,3923 кН ∙ сିଵ (0,1 от стандартной ܨሶ௦ = ሶଵܨ  =3,923 кН ∙ сିଵ [1]) установлена зависимость напряжений ߪ от 
деформаций  ߝ (сплошная линия на рис. 1) [2]:  

ߪ  = ܧ ∙ ߝ − ߙ ∙  ఉ  ,                                                             (1)ߝ
где ܧ = 31390 МПа – модуль упругости материала; 
ߙ  = 2764700 МПа и ߚ = 1,80358 – эмпирические парамет-
ры (здесь и в дальнейшем сжимающие ߝ ,ߪ, равнодействую-
щие внешних ܨ и внутренних ܰ сил принимаются по модулю. 
       В случае внецентренного воздействия (рис.2) приложен-
ная в точке ݂ с координатами ݕ௙, ݖ௙ = 0 нагрузка ܨ возраста-
ет от нуля с постоянной относительной скоростью  
 

ଶ ∙ 10ଷ = ܨ
ܾ ∙ ℎ ∙ ሶଵ,଴଴ߪ ∙ ݐ = 39,23 ,         (2)  

____________________________________ 
© Синозерский А.Н., Мухтаров Р.А., 2016 
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где  ܨ – усилие в МН; ߪሶଵ,଴଴ – скорость, равная  1,00 МПа ∙ сିଵ; 
 .продолжительность нагружения в секундах – ݐ

Влияние гибкости и сил инерции на результаты расчёта исключается. Из компонентов 
тензора напряжений только ߪ௫ =  .ߪ

Полагаем, что в сечении (рис. 2) при заданном относительном эксцентриситете ݁ = ௙ݕ ℎ⁄ ; 
-௨, равным призменߪ распределяется по закону (1) с экстремальным напряжением ߪ

ному пределу прочности 25,51 МПа, и деформацией ߝ௨ = 1824 ∙ 10ି଺; 
на уровне ординаты "ݕ"  деформации представлены выражением 

ߝ                                              = ௥ܤ ∙ ݕ) − 0,5 ∙ ℎ) +  ௥                                                                   (3)ߝ
при наибольшей     ߝ௥ = ௨ߝ ∙  (4)                                                                                           , ݎ

где ܤ௥ , мିଵ, – параметр эпюры ݎ  ; ߝ ൒ 1 – коэффициент увеличения экстремальной деформации ߝ௨, зависящий от ݁ по при-
чине возникающего неоднородного состояния ߪ и ߝ (эффект “поддерживающих напряже-
ний”) в отличие от центрального напряжения с ߪ = ߝ и ݐݏ݊݋ܿ = ݊݋ܿ  во всём сечении. 

 Рис. 2. НДС при внецентренных воздействиях  
Равнодействующая  ܰ и момент ܰ ∙ -௙ внутренних сил будут представлены равенݕ

ствами [2]: 
ܰ(݁) = ܾ ∙ ℎ ∙ ܧ ∙ ௥ߝ) − 0,5 ∙ ௥ܤ ∙ ℎ) − ܾ ∙ ߙ

ߚ + 1 ∙ ఉାଵ(௥ߝ) − ௥ߝ) − ௥ܤ ∙ ℎ)ఉାଵ
௥ܤ

 ,           (5) 
ܰ(݁) ∙ ௙ݕ = ܾ ∙ ℎଷ ∙ ܧ

12 ∙ ௥ܤ − ܾ ∙ ߙ
ߚ + 1 ∙ ఉାଵ(௥ߝ) − ௥ߝ) − ௥ܤ ∙ ℎ)ఉାଵ

௥ܤ
∙ ൬ℎ

2 − ௥ߝ
௥ܤ

൰ −              
− ܾ ∙ ߙ

ߚ + 2 ∙ ఉାଶ(௥ߝ) − ௥ߝ) − ௥ܤ ∙ ℎ)ఉାଶ
ଶ(௥ܤ)   .                                        (6) 

Умножая (5) на ൫−ݕ௙൯ и складывая с (6), получим 
Ф(ܤ௥) = ܾ ∙ ℎଷ ∙ ܧ

12 ∙ ௥ܤ − ܾ ∙ ߙ
ߚ + 1 ∙ ఉାଵ(௥ߝ) − ௥ߝ) − ௥ܤ ∙ ℎ)ఉାଵ

௥ܤ
∙ ൬ℎ

2 − ௥ߝ
௥ܤ

൰ − ܾ ∙ ߙ
ߚ + 2 ∙     

 ∙ (ఌೝ)ഁశమି(ఌೝି஻ೝ∙௛)ഁశమ
(஻ೝ)మ + ௙ݕ ∙ ܾ ∙ ቂ ఈ

ఉାଵ ∙ (ఌೝ)ഁశభି(ఌೝି஻ೝ∙௛)ഁశభ
(஻ೝ)మ − ℎ ∙ ܧ ∙ 

 ∙ ൬ߝ௥ − ௥ܤ ∙ ℎ
2 ൰൨ = 0  .                                                                 (7) 
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Если                                            ܤ௥ ∙ ℎ >  ௥ ,             (8)ߝ
то в сечении эпюра  ߝ двух знаков. В связи с этим вводим допущение, что материал одинако-
во сопротивляется растяжению и сжатию. Зависимость "ߪ −  в случае растяжения  "ߝ

ߪ = ܧ ∙ ߝ + ߙ ∙  ఉ  ,                                                          (9)|ߝ|
где  ߙ и ߚ – коэффициенты, те же, что и в (1); деформации ߝ < 0 и при вычислении |ߝ|ఉ бе-
рутся по модулю. 

Здесь в уравнениях (5), (6), (7) выражения 
௥ߝ) − ௥ܤ ∙ ℎ)ఉାଵ  и  (ߝ௥ − ௥ܤ ∙ ℎ)ఉାଶ       (10) 

следует заменить соответственно на 
௥ܤ)  ∙ ℎ−ߝ௥)ఉାଵ  и  (ܤ௥ ∙ ℎ−ߝ௥)ఉାଶ.                                    (11) 

Когда нейтральная линия касается сечения в точках с координатами ݕ௡ = −0,5 ∙ ℎ (см. 
рис. 2) и деформации ߝ = ௡ߝ = 0, с учётом (3) будем иметь 

௥ܤ    ∙ ℎ =  ௥         (12)ߝ
и вместо (10), (11) – нули. 

Поставим задачу найти ядровый эксцентриситет ݁яс൫ߠሶଶ൯ и соответствующее базо-
вое [2] напряжённо-деформированное состояние (НДС), при которых 

- модуль наименьшей ߝ௜ удовлетворяет условию |ߝ௜| ≤≤ 5 ∙ 10ି଼; 
- равнодействующая ܰ(݁яс) достигает максимальной величины  ݉ܽܰݔ. 
Напомним, что ядром сечения (я.с) называется ограниченная замкнутым контуром об-

ласть вокруг центра тяжести стержня при расположении внутри которой продольной силы ܨ 
во всех точках сечения возникают напряжения одного знака. В прямоугольном элементе 
площадью ܣ = ܾ ∙ ℎ из линейно-упругого материала я.с. – центральный ромб с полудиагона-
лями, равными 1/6 сторон  ܾ и ℎ. 

 
1. Методика вычисления ядровых показателей  

При напряжениях (1) в результате последовательных приближений из уравнений (7) и 
(5) определяют базовые [2] параметр ܤ௕яс. и максимальное усилие ௕ܰ(݁яс). Расчёт проводят 
на ПЭВМ с помощью программно-вычислительного комплекса MathCAD. 

В приближении ߨ = 1, 2, 3, … , яс задаются относительным эксцентриситетом ݁గ.  
Расчёт с ݁గ выполняют в соответствии с указаниями [2]. Здесь и в дальнейшем при-

нимают:  

 
шаг                                                        ∆= 0,05и коэффициенты увеличения         ݎ௠ = 1 + ݉ ∙ ∆,

                              где, например,                              ݉ = 0, 1, 2, 3, … ݇. ݇ + 1
                                 или                             ݉ = 0,2, 1,2, 2,2, … , ݇ = 6,2, ݇ = 7,2  

ൢ            (14) 

и т.п. 
При ݁గ назначаем ݉. Вычисляем ݎ௠ по (44) и ߝ௥೘ по (4). 
Задаёмся параметрами ܤ௠௖ и ܤ௠௣ୀ଴, при которых, например, 

- всё сечение сжато, так как ܤ௠௣ୀ଴ ∙ ℎ < ௥೘ߝ  b (8) не выполняется; 
- имеем условия Ф(ܤ௠௖) > 0 и Ф൫ܤ௠௣ୀ଴൯ < 0.         (15) 

Теперь по методу хорд [3] в приближении ݌ = 1 уточняем показатель 
௠௣ୀଵܤ = ௠௖ܤ ∙ Ф൫ܤ௠௣ୀ଴൯ − ௠௣ୀ଴ܤ ∙ Ф(ܤ௠௖)

Ф൫ܤ௠௣ୀ଴൯ − Ф(ܤ௠௖)    .                        (16) 
Если в результате решения (7) удовлетворяется требование 
 

หФ൫ܤ௠௣ୀଵ൯หМН ∙ м ≤ 1 ∙ 10ିଽМН ∙ м,     (17) 
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то, подставляя ܤ௠௣ୀଵ в формулу (5), определяем усилие ܰ௠(݁గ) с округлением до шести зна-
чащих цифр. 

Когда обстоятельство (17) не выполняется, расчёт следует продолжить, назначив  ܤ௠௣ୀଶ по (16), и т.д. 
В случае ݉ + 1 находят ݎ௠ାଵ и ߝ௥೘శభ по (14) и (4). При ܤ௠ାଵ௖, ܤ௠ାଵ௣ୀ଴ возможно со-

стояние (8) с ܤ௠௣ୀ଴ ∙ ℎ > ௥೘శభߝ  и деформациями растяжения и сжатия в сечении. Здесь в 
уравнениях (7), (5) следует заменить (10) на (11), получая (15). 

Ф(ܤ௠ାଵ௖) > 0, Ф൫ܤ௠ାଵ௣ୀ଴൯ < 0 и ܤ௠ାଵ௣ୀଵ по (16). Продолжая расчёт до выполнения 
условия (17), определяем  ܤ௠ାଵ, ܰ௠ାଵ(݁గ). 

 
В случае ݉ = ݇        с  ௞ܰିଶ(݁గ) < ௞ܰିଵ(݁గ) > ௞ܰ(݁గ)                 (18) 
 

в интервале ሾ݇ − 2, ݇ሿ имеет место экстремум функции ܰ௠(݁గ) −  .௠ݎ
Вычисление ݉ܽܰݔ௠(݁గ) проводим с помощью квадратной интерполяции [4], полагая: ܰ௠(݁గ) = ଴ܣ + ଵܣ ∙ ݑ + ଶܣ ∙ ݑ ଶ ,        (19)ݑ = ݎ) − (௞ିଶݎ ∆⁄       (20) 

с узловыми значениями  ݑ = ݑ ,0 = ݑ ,1 = 2 безразмерной независимой переменной ݑ, ша-
гом ∆= 0,05 и коэффициентами 

 
଴ܣ = ௞ܰିଶ ,

ଵܣ = 0,5 ∙ (−3 ∙ ௞ܰିଶ + 4 ∙ ௞ܰିଵ − ௞ܰ) ,
ଶܣ = 0,5 ∙ ( ௞ܰିଶ − 2 ∙ ௞ܰିଵ + ௞ܰ) .

ቑ                                 (21) 
Далее вычисляем: 

- положение экстремума         ݑэ = − ଵܣ 2 ∙⁄  ଶ ,      (22)ܣ
- максимальное усилие  ݉ܽܰݔ௠(݁గ) = ଴ܣ + ଵܣ ∙ эݑ + ଶܣ ∙  ଶ ,  (23)(эݑ)
- коэффициент увеличения  ݎ(గ) = ௞ିଶݎ + ∆ ∙  э ,                (24)ݑ
- деформацию ߝ௥(ഏ) = ௨ߝ ∙  (25)                 . (గ)ݎ

Подставляя ߝ௥(ഏ) в уравнение (7), определяем параметр ܤ(݁గ) и по формулам:  
(5) – равнодействующую внутренних сил ܰ(݁గ); 
(3) – деформацию ߝ଴(݁గ) при ݕ = ଴ݕ = −0,5 ∙ ℎ. 
Задаваясь ߝ௥೘ = ௥(ഏ)ߝ , на ПЭВМ с помощью пакета программ MathCAD выполняем 

проверку ܤ(݁గ), ܰ(݁గ). 
Если условие (13) не выполняется, а деформация ߝ଴(݁గ) > 0 (является сжимающей), 

то следует продолжить расчёт при ݁గାଵ > ݁గ. 
Получив растягивающую ߝ଴(݁గାଵ) < 0 при |ߝ଴(݁గାଵ)| > 5 ∙ 10ି଼, по методу хорд [3] 

проводим уточнение 
  

݁గାଶ = ݁గ ∙ ଴(݁గାଵ)ߝ − ݁గାଵ ∙ ଴(݁గ)ߝ
଴(݁గାଵ)ߝ − ଴(݁గ)ߝ  .                                     (26) 

 
В качестве базового ядрового принимаем эксцентриситет ݁яс, для которого удовлетво-

ряется требование (13). В заключение в точках ݅ = 1, 2, 3 4, 5, ௜ݕ с координатами ݑ = −0,5 ∙ ℎ, −0,25 ∙ ℎ, 0, 0,25 ∙ ℎ, 0,5 ∙ ℎ , ݕ௨ по формулам ߝ௜ = ௕(݁яс)ܤ ∙ ௜ݕ) − 0,5 ∙ ℎ) +  ௥್яс ,    (27)ߝ
௜ߪ = 31390 ∙ ௜ߝ − 2764700 ∙  ଵ,଼଴ଷହ଼     (28)(௜ߝ)

вычисляем деформации ߝ௜, напряжения ߪ௜ и строим соответствующие эпюры ߝ௜, ߪ௜. Здесь ко-
ординату ݕ௨ определяем из равенства  

௨ݕ = 0,5 ∙ ℎ − ௥್ясߝ − ௨ߝ
௕(݁яс)ܤ  .                                                   (29) 
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2. Подготовительные исследования 
 

2.1. Расчёт при ࣊ࢋୀ૚ = ૙, ૚૙૙   ൫ࢌ࢟(૚) = ૙, ૙૚૙૙ м൯ 
 

Задаваясь показателями ݉ = 2, 3, … , 7 с коэффициентами ݎଶ = 1 + 2 ∙ 0,05 = ଷݎ ,1,10 = 1 + 3 ∙ 0,05 = ଻ݎ ,… ,1,15 = 1 + 7 ∙ 0,05 = 1,35 и выполняя (в соответствии с рекомен-
дациями п.1) вычисления, находим представленные в табл. 1 результаты, а на рис. 3 строим  
график  ܰ௠(݁గୀଵ) −  .௠ݎ

Таблица 1 
ሶߠ ∙ 10ଷ ߪ௨, 

МПа ߝ௨∙ 10଺ 
Параметр ߨ ݁గ ݉ ݎ௠ ߝ௥೘ ∙ 10଺ ܤ௠(݁గ) ∙10ଶ, м-1 

ܰ௠(݁గ), 
кН ߙ, МПа ߚ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 
 
 
 

39,23 

 
 
 
 

25,51 

 
 
 
 

1824 

 
 
 
 

2764700 

 
 
 
 

1,80358 

 
 
 
 
1 

 
 
 
 

0,10 

2 1,10 2006,4 1,9275450 187,325 
3 1,15 2097,6 2,0365986 188,740 
4 1,20 2188,8 2,1474605 189,671 
5 1,25* 2280,0 2,2601136 190,138 
 190,144 2,3744786 2371,2± *1,30 ߨ

7 = ݇ 1,35* 2462,4± 2,4905153 189,704 
ߨ = 1 1,27567*2326,822 2,3186172· 

10-2 190,197 
ଵ(݁గ)ߝ = 2,3186172 ∙ 10ିଶ ∙ (−0,1) + +2326,822 ∙ 10ି଺ = 8,2048 ∙ 10ି଺ 

± - деформации  в сечении сжимающие и растягивающие (требование (8) удовлетворяется). 
* - результаты приняты по [2]. 

В интервале ሾݎ௠ୀହୀ௞ିଶ, ௠ୀ଻ୀ௞ሿ при ௞ܰିଶݎ =ܰ௠ୀହ = 190,138 кН < ௞ܰିଵ = ܰ௠ୀ଺ = 190,144 кН >
௞ܰ = ܰ௠ୀ଻ = 189,704 кН существует экстремум 

функции ܰ௠(݁గୀଵ) − -௠ (условие (18) удовлетворяݎ
ется). 

Поэтому по рекомендациям п. 1 вычисляем: 
коэффициенты (21) - ܣ଴ = 190,138 кН,  ܣଵ = 0,229 кН, ܣଶ = −0,223 кН; 
положение экстремума (22) - ݑэ(ߨ = 1) = 0,51345;  
усилие (23) - ݉ܽܰݔ(݁గୀଵ) = 190,197кН; 
коэффициент увеличения (24) - ݎగୀଵ = 1,27567; 
деформацию (25) - ߝ௥(గୀଵ) = 2326,822 ∙ 10ି଺. 

При ݉గୀଵ, ݎగୀଵ, ߝ௥(గୀଵ) на ПЭВМ с помощью 
пакета программ MathCAD будем иметь: 
параметр ܤ(݁గୀଵ) = 2,3186172 ∙ 10ିଶ мିଵ; 

                                                                     усилие ܰ(݁గୀଵ = 0,100) = 190,197кН с 
функциями – напряжений ߪ௜(ߨ = 1) = 31390 ∙ ௜ߝ − 2764700 ∙   ଵ,଼଴ଷହ଼(௜ߝ)
и деформаций ߝ௜(݁గୀଵ) = 2,3186172 ∙ 10ିଶ ∙ ௜ݕ) − 0,5 ∙ ℎ) + 2326,822 ∙ 10ି଺,  

откуда при ݕ௜ୀଵ = −0,5 ∙ ଵ(݁గୀଵ)ߝ  - ݑ = 8,2048 ∙ 10ି଺ > 5 ∙ 10ି଼ и условие (13) не выполня-
ется. Требуется продолжить расчёт с  ݁గୀଶ > ݁గୀଵ = 0,100. 
 

2.2. Случай ࣊ࢋୀ૛ = ૙, ૚૙૛  ൫࣊ࢌ࢟ୀ૛ = ૙, ૙૚૙૛ м൯  
 

Случай ݁గୀଶ = 0,102  ൫ݕ௙గୀଶ = 0,0102 м൯представлен в табл. 2. 
 

Таблица 2 
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ሶߠ ∙ 10ଷ ߪ௨, 

МПа ߝ௨∙ 10଺ 
Параметр ߨ ݁గ ݉ ݎ௠ ߝ௥೘ ∙ 10଺ ܤ௠(݁గ) ∙10ଶ, м-1 

ܰ௠(݁గ), 
кН ߙ, МПа ߚ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
 
 
 
 

39,23 

 
 
 
 

25,51 

 
 
 
 

1824 

 
 
 
 

2764700 

 
 
 
 

1,80358 

2 0,102 5 1,25 2280,0 2,2718779 189,176 
6 1,30 2371,2± 2,3861469 189,200 
7 1,35 2462,4± 2,5020703 188,779 

ߨ = 2 1,27770 2330,525± 2,3349811 189,245 
ଵ(݁గୀଶ)ߝ = 2,3349811 ∙ 10ିଶ ∙ (−0,1) +2330,525 ∙ 10ି଺ = −4,4561 ∙ 10ି଺ 

3 0,10130 5 1,25 2280,0 2,26778369 189,511 
       6 1,30 2371,2± 2,38208767 189,529 

7 1,35 2462,4± 2,49804997 189,102 
ߨ = 3 1,27702 2329,284±2,32934697 189,577 

ଵ(݁గୀଶ)ߝ = 2,32934697 ∙ 10ିଶ ∙ (−0,1) +2329,284 ∙ 10ି଺ = |−6,3 ∙ 10ି଼| 
4=яс 0,10129 5 1,25 2280,0 2,26772506 189,516 

6 1,30 2371,2± 2,38202953 189,534 
7 1,35 2462,4± 2,49799234 189,106 

ߨ = 4= яс 
1,27702 2329,284±2,32928857 189,582 

ଵ(݁яс)ߝ = 2,32928857 ∙ 10ିଶ ∙ (−0,1) +2329,284 ∙ 10ି଺ = |−4,6 ∙ 10ିଽ| 
± - деформации  в сечении сжимающие и растягивающие (требование (8) удовлетворяется). 
* - результаты приняты по [2]. 

 В интервале ሾݎ௠ୀହୀ௞ିଶ, ௠ୀ଻ୀ௞ሿ при ௞ܰିଶݎ = ܰ௠ୀହ = 189,176 кН < ௞ܰିଵ = ܰ௠ୀ଺ =
189,200 кН > ௞ܰ = ܰ௠ୀ଻ = 188,779 кН имеет место экстремум функции ܰ௠(݁గୀଶ) −  ௠ݎ
(требование (18) выполняется). Привлекая квадратичную интерполяцию, вычисляем: 
коэффициенты (21) - ܣ଴ = 189,176 кН, ܣଵ = 0,2465 кН, ܣଶ = −0,2225 кН; 
положение экстремума (22) - ݑэ(ߨ = 2) = 0,55393;  
усилие (23) - ݉ܽܰݔ(݁గୀଶ) = 189,244 кН; 
коэффициент увеличения (24) - ݎగୀଶ = 1,27770; 
деформацию (25) - ߝ௥(గୀଶ) = 2330,525 ∙ 10ି଺. 

Для  ݉గୀଶ, ݎగୀଶ, ߝ௥(గୀଶ)  с помощью пакета программ MathCAD находим: 
параметр ܤ(݁గୀଶ) = 2,3349811 ∙ 10ିଶ мିଵ; 
усилие ܰ(݁గୀଶ) = 189,245 кН 

с функциями – напряжений (28),  деформаций   
௜(݁గୀଶ)ߝ = 2,3349811 ∙ 10ିଶ ∙ ௜ݕ) − 0,5 ∙ ℎ) + 2330,525 ∙ 10ି଺ 

и при ݕ௜ = −0,05 м -  ߝଵ(݁గୀଶ) = |−4,4561 ∙ 10ି଺| > 5 ∙ 10ି଼, условие (13) не удовлетворяет-
ся. Поэтому по (26) проводим уточнение эксцентриситета в приближении  ߨ = 3: 

  
݁గୀଷ = 0,100 ∙ (−4,4561 ∙ 10ି଺) − 0,102 ∙ 8,2048 ∙ 10ି଺

−4,4561 ∙ 10ି଺ − 8,2048 ∙ 10ି଺ = 0,10130 . 
 

2.3. Случай ࣊ࢋୀ૜ = ૙, ૚૙૚૜૙  ൫࣊ࢌ࢟ୀ૜ = ૙, ૙૚૙૚૜ м൯ 
 Результаты выполненного расчёта сведены в табл. 2. 
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При ௞ܰିଶ = ܰ௠ୀହ = 189,511 кН < ௞ܰିଵ = ܰ௠ୀ଺ = 189,529 кН > ௞ܰ = ܰ௠ୀ଻ =189,102 кН существует максимум усилия ܰ௠(݁గୀଷ).  Находим соответствующие показатели 
этого состояния: 
коэффициенты (21) - ܣ଴ = 189,511 кН, ܣଵ = 0,2405 кН, ܣଶ = −0,2225 кН; 
положение экстремума (22) - ݑэ(ߨ = 3) = 0,54045;  
экстремальную равнодействующую (23) - ݉ܽܰݔ(݁గୀଷ) = 189,576 кН; 
коэффициент увеличения (24) - ݎగୀଷ = 1,27702; 
наибольшую деформацию в сечении  (25) - ߝ௥(గୀଷ) = 2329,284 ∙ 10ି଺, 
после чего с помощью пакета программ MathCAD определяем: 

параметр ܤ(݁గୀଷ) = 2,32934697 ∙ 10ିଶ мିଵ и  усилие ܰ(݁గୀଷ) = 189,577 кН при 
функциях  напряжений (28) и  деформаций:   

௜(݁గୀଷ)ߝ = 2,32943697 ∙ 10ିଶ ∙ ௜ݕ) − 0,5 ∙ ℎ) + 2329,284 ∙ 10ି଺ 
с ߝଵ(݁గୀଷ) = −6,3 ∙ 10ି଼  при ݕଵ = −0,05 м. 

Так как  условие (13) не выполняется, т.е. ߝଵ(݁గୀଷ) = |−6,3 ∙ 10ି଼| > 5 ∙ 10ି଼, то по 
(26) выполняем  уточнение эксцентриситета в приближении  ߨ = 4: 

  
݁గୀସ = 0,100 ∙ (−6,3 ∙ 10ି଼) − 0,1013 ∙ 8,2048 ∙ 10ି଺

−6,3 ∙ 10ି଼ − 8,2048 ∙ 10ି଺ = 0,10129 . 
 

2.4. Случай ࣊ࢋୀ૝ = ૙, ૚૙૚૛ૢ  ൫࣊ࢌ࢟ୀ૝ = ૙, ૙૚૙૚૛ૢ м൯  
 

Случай ݁గୀସ = 0,10129  ൫ݕ௙గୀସ = 0,010129 м൯ приведён в табл. 2. В интервале 
ሾݎ௠ୀହ, ݉ ௠ୀ଻ሿ принявݎ = 5 = ݇ − 2, ݉ = 6 = ݇ − 1, ݉ = 7 = ݇, с ௞ܰିଶ = 189,516 кН <

௞ܰିଵ = 189,534 кН > ௞ܰ = 189,106 кН, располагается экстремум функции ܰ௠(݁గୀସ)  .௠(݁గୀସ)ݎ−
Теперь в соответствии с рекомендациями п. 1 определяем: 

коэффициенты (21) - ܣ଴ = 189,516 кН, ܣଵ = 0,241 кН, ܣଶ = −0,223 кН; 
положение максимума (22) - ݑэ(݁గୀସ) = 0,54036;  
усилие (23) - ݉ܽܰݔ(݁గୀସ) = 189,581кН; 
коэффициент увеличения (24) - ݎగୀସ = 1,27702; 
деформацию (25) - ߝ௥(గୀସ) = 2329,284 ∙ 10ି଺. 

Далее с помощью пакета программ MathCAD при   ݉గୀସ, ݎగୀସ, ߝ௥(గୀସ)  находим: 
параметр эпюры деформации ܤ(݁గୀସ) = 2,32928837 ∙ 10ିଶ мିଵ,  
усилие ܰ(݁గୀସ) = 189,582 кН, получая функции напряжений ߪ௜(݁గୀସ) по (2 ) и  деформаций   ߝ௜(݁గୀସ) = 2,32928857 ∙ 10ିଶ ∙ ௜ݕ) − 0,5 ∙ ℎ) + 2329,284 ∙ 10ି଺     (30) 
с ߝଵ(݁గୀସ) = |−4,6 ∙ 10ିଽ| < 5 ∙ 10ି଼и при ݕ௜ = ଵݕ = −0,05 м и выполнения требования (13). 

Результаты вычислений  ߝ௜(݁గୀସ) и ߪ௜(݁గୀସ) представлены в табл. 3, а на рис. 4 по-
строены соответствующие эпюры. 

Таблица 3 
 

݁గୀସ == ݁яс 
Точка ݅ 1 2 3 4 5 ݑ ݊ 

Координата ݕ௜, м -0,050 -0,025 0,000 0,025 0,050 ݕ௨ ݕ௡ 
௜(݁గୀସ)ߝ 0,10129 ∙ 106 по (30) -0,0046 532,318 1164,64 1746,96 2329,284 1824,00 0 

 ௜(݁గୀସ), МПа по (28) -0,0001 14,230 22,423 25,468 23,774 25,509 0ߪ
Примечание: координаты  ݕ௨ = 0,02831 м и нейтральной линии  ݕ௡ = −0,05000 м определены по формулам 

(29) и ݕ௡ = 0,5 ∙ ℎ − ௥ഏసరߝൣ ⁄(ୀସ݁)ܤ ൧. 
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Рис. 4.  ݁(яс) = ݊ ௡௬ – координатаݕ  ;0,10129 − ݊ сечения  
из упругого материала  

 
 
 
 
 
 

Вывод 
Для рассмотренных элементов из мелкозернистого бетона, нагружаемых со скоростью 

ሶଶߠ ∙ 10ଷ = 39,23, с помощью эмпирической зависимости (28) центрального сжатия установ-
лен относительный ядровый эксцентриситет  ݁яс൫ߠሶଶ൯ = 0,10129 и определены соответству-
ющие показатели напряжённо-деформированного состояния, называемые базовыми. 
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С.В. Ефрюшин, А.С. Саражинский 
ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ  

ФУНДАМЕНТНОЙ ПЛИТЫ МНОГОЭТАЖНОГО ЗДАНИЯ  
С УЧЕТОМ ЭТАПОВ ЕГО ВОЗВЕДЕНИЯ 

Исследование проведено на примере 2-секционного 16-этажного жилого дома с техническим этажом и 
2-уровневой стоянкой для автомашин. Цель исследования: сравнение результатов напряженно-
деформированного состояния и армирования фундаментной плиты на упругом основании двух методов расчета 
– «традиционного» метода расчета и с учётом изменения расчётной схемы здания на этапах его возведения. 
Проведён анализ напряженно-деформированного состояния фундаментной плиты на упругом основании. Про-
изведен подбор арматуры в фундаментной плите по двум методам расчета. Приводятся практические выводы и 
рекомендации по расчету пространственных каркасов многоэтажных зданий из монолитного железобетона на 
упругом основании с использованием системы МОНТАЖ-плюс программного комплекса ЛИРА-САПР 2013. 
Опыт проделанных расчётов может быть использован при проектировании подобных зданий. 

 
S.V. Efryushin, A.S. Sarazhinsky  

RESEARCHES OF DEFLECTED MODE OF FOUNDATION FLATSTONE OF 
 MULTISTORIED BUILDING  WITH ACCOUNT OF ITS CONSTRUCTION  STAGES 

 
The study was conducted on the example of 2-section 16-storey residential building with a technical floor and 

two-level parking. The purpose of the study is the comparison of results of  deflected mode and reinforcement of bed plate  
on an elastic foundation of two design methods – the "traditional" method of calculation and taking into account the 
changes in the design scheme of the building phases of its construction. On elastic foundation bed plate deflected mode 
was analyzed. Reinforcement in bed plate was  designed by two methods of calculation. There are given practical recom-
mendations for designing of spatial multistoried building from monolith reinforced concrete on elastic foundation with 
application of system MONTAZH –plus of software package LIRA-SAPR 2013. The experiment can beframes  The paper 
presents practical conclusions and recommendations for the calculation of spatial frames of multi-storey buildings of rein-
forced concrete on the elastic Foundation with the use of INSTALLATION-plus software package LIRA-SAPR 2013. 
Calculations experience can be used in the design of such buildings.  
 Метод расчета строительных конструкций с использованием компьютерного модели-
рования процесса возведения здания является относительно новым, малоизученным методом 
расчета, поэтому исследование напряженно-деформированного состояния (НДС) фунда-
ментной плиты данным методом имеет свою актуальность [1].  
_____________________________________ 
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Целью исследования является сравнение результатов НДС и армирования фундаментной 
плиты на упругом основании двух методов расчета: «традиционного» метода расчета и с ис-
пользованием компьютерного моделирования процесса возведения здания. Для исследования 
НДС фундаментной плиты за основу был взят проект жилого дома, построенного в г. Воро-
неж. Жилой дом представляет собой 2-секционное 16-этажное здание с техническим этажом, 
теплым чердаком и 2-уровневой стоянкой для автомашин. Указанный объект по конструк-
тивным характеристикам является достаточно распространённым в практике строительства 
[2, 3]. 

Далее приводятся основные данные расчётной модели. 
 

Нагрузки на здание Сбор нагрузок выполнялся согласно СП 20.13330.2011 «Нагрузки и воздействия» [4]. 
Смоделированы следующие виды загружений: 

I. Собственный вес несущих конструкций. 
II. Постоянные нагрузки. 
III. Временная длительная нагрузка от гидростатического давления на дно резервуара 

с водой. 
IV. Временные кратковременные нагрузки. 
V. Снеговая нагрузка. 
VI. Ветровая нагрузка. 
Расчётная схема здания В системе архитектурного проектирования, формообразования и расчетов САПФИР-

3D программного комплекса ЛИРА-САПР 2013 [5] выполнялось следующее:  создание аналитической модели несущих конструкций (рис. 1, 2);  формирование загружений;  четырехугольная триангуляция пластин с шагом 1 м, исследуемая фундамент-
ная плита с шагом 0,5 м;  сохранение и перенос аналитической модели здания в базовую систему про-
граммного комплекса ЛИРА-САПР 2013 – ЛИР-ВИЗОР. 

В ЛИР-ВИЗОР [5] выполнялось следующее:  назначение связей;  назначение жесткостей и материалов;  назначение вида для каждого загружения и составление таблицы расчетных 
сочетаний нагрузок (РСН). 

 

 Рис. 1. Фрагмент аналитической модели жилого дома 
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 Рис. 2. Аналитическая модель жилого дома 
 Для проведения численных исследований с учётом изменения расчётной модели в 

процессе возведения здания использовался программный комплекс ЛИРА-САПР 2013 и его 
подсистема МОНТАЖ-плюс [5] с возможностью создания фиктивных стадий монтажа, что 
удобно при моделировании. 

При помощи системы МОНТАЖ-плюс смоделирован процесс возведения здания [3], 
состоящий из 107 стадий. Основные из них:  возведение фундаментной плиты;  возведение несущих конструкций текущего этажа;  установка опалубочной системы для возведения плиты перекрытия текущего этажа;  возведение несущих конструкций вышерасположенного этажа;  демонтаж опалубочной системы для возведения плиты перекрытия текущего этажа;  изготовление плиты перекрытия текущего этажа, которая включается в работу карка-

са здания;  после возведения первого этажа выполняется обратная засыпка пазух фундамента: 
дополнительное загружение от давления грунта;  после возведения седьмого этажа выполняется прикладывание дополнительных за-
гружений от постоянной нагрузки на каждый этаж в отдельной стадии, начиная со 
второго уровня подземной автостоянки; 
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 после возведения плит покрытия на оставшиеся этажи выполняется прикладывание 
дополнительных загружений от постоянной нагрузки на каждый этаж в отдельной 
стадии;  на последних трех стадиях поочередно на полностью возведенное здание выполняется 
прикладывание дополнительных загружений от временной длительной и кратковре-
менной полезной нагрузки, снеговой нагрузки, ветровой нагрузки. 
Опалубочная стадия возведения здания смоделирована равномерно распределенной 

по площади нагрузкой на плиты перекрытия от веса опалубочной системы и бетонной смеси. 
 

Характеристики грунтов основания 
 При расчётах принята двухпараметрическая модель упругого основания Пастернака, 

реализованная в программном комплексе ЛИРА-САПР 2013. 
Определение коэффициентов постели С1 и С2 выполнялось с использованием системы 

Лира-ГРУНТ [5]. Система Лира-ГРУНТ ориентирована на автоматическое определение пе-
ременных коэффициентов постели по площади фундаментной плиты. 

Типы грунтов, используемых в исследованиях в качестве основания [6]: 
1. Песок средней крупности 
Нормативное значение механических характеристик:  удельное сцепление: Cn=2,6 кПа;  угол внутреннего трения: φn=39,2º;  модуль деформации: E=46 МПа;  расчетное сопротивление: R0=500 кПа. 
Значения коэффициентов постели, полученных из системы Лира-ГРУНТ: 

С1=11100-20800 кН/м3; 
С2=103000-192000 кН/м. 

2. Суглинок 
Нормативное значение механических характеристик:  удельное сцепление: Cn=34,6 кПа;  угол внутреннего трения: φn=24,6º;  модуль деформации: E=25 МПа;  расчетное сопротивление: R0=269,65 кПа. 
Значения коэффициентов постели, полученных из системы Лира-ГРУНТ: 

С1=6790-12300 кН/м3; 
С2=54000-97500 кН/м. 

3. Супесь 
Нормативное значение механических характеристик:  удельное сцепление: Cn=13,8 кПа;  угол внутреннего трения: φn=25,2º;  модуль деформации: E=12,4 МПа;  расчетное сопротивление: R0=241,7 кПа. 
Значения коэффициентов постели, полученных из системы Лира-ГРУНТ: 

С1=2960-5610 кН/м3; 
С2=27800-52700 кН/м. 

Изополя полученных коэффициентов постели С1, С2 для грунтового основания – су-
песь показаны на рис. 3, 4. 
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 Рис. 3. Коэффициент постели С1 для грунтового основания – супесь 
 

 Рис. 4. Коэффициент постели С2 для грунтового основания – супесь 
  

Анализ результатов расчета НДС и армирования фундаментной плиты 
 Вертикальное давление на фундаментную плиту Rz. По числовым значениям: макси-

мальные величины практически не имеют различий, минимальные величины имеют суще-
ственные различия, причем с уменьшением коэффициентов постели различия увеличиваются 
в сторону расчета по второму методу. 

Перемещение по Z. Произошло перераспределение областей минимальных и макси-
мальных значений. По числовым значениям: максимальные значения практически не имеют 
различий, минимальные значения имеют существенные различия, причем с уменьшением 
коэффициентов постели различия увеличиваются в сторону расчета с учетом этапов возведе-
ния здания; для грунтового основания – супесь: минимальные значения перемещения по Z 
имеют противоположные знаки. Средняя осадка здания зависит только от грунтового осно-
вания, веса здания и приложенных на здание нагрузок. Изополя перемещений по Z для грун-
тового основания – супесь показаны на рис. 5, 6. 
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 Рис. 5. Перемещение по Z. «Традиционный» метод расчета 
 

 Рис. 6. Перемещение по Z. Расчет с учетом этапов возведения здания  
Изгибающий момент Mx. Произошло перераспределение областей отрицательных и 

положительных значений. Наблюдается увеличение областей максимальных отрицательных 
и положительных значений изгибающего момента Mx. Мозаики изгибающего момента Mx для грунтового основания – супесь показаны на рис. 7, 8. 

 

 Рис. 7. Изгибающий момент Mx. «Традиционный» метод расчета 
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 Рис. 8. Изгибающий момент Mx. Расчет с учетом этапов возведения здания 
 Изгибающий момент My. Произошло перераспределение областей отрицательных и 

положительных значений. Мозаики изгибающего момента My для грунтового основания – 
супесь показаны на рис. 9, 10. 

 Рис. 9. Изгибающий момент My. «Традиционный» метод расчета 
 

 Рис. 10. Изгибающий момент My. Расчет с учетом этапов возведения здания 
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Верхнее и нижнее армирование по XY. Мозаики верхнего и нижнего армирования и 
числовые значения требуемой арматуры по X и Y для грунтового основания – супесь показа-
ны на рис. 11-18. 

 Рис. 11. Верхнее армирование по X. «Традиционный» метод расчета 

 Рис. 12. Верхнее армирование по X. Расчет с учетом этапов возведения здания 

 Рис. 13. Нижнее армирование по X. «Традиционный» метод расчета 
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 Рис. 14. Нижнее армирование по X. Расчет с учетом этапов возведения здания 

  Рис. 15. Верхнее армирование по Y. «Традиционный» метод расчета 

 Рис. 16. Верхнее армирование по Y. Расчет с учетом этапов возведения здания 
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 Рис. 17. Нижнее армирование по Y. «Традиционный» метод расчета 
 

  
 Рис. 18. Нижнее армирование по Y. Расчет с учетом этапов возведения здания 
 

Для выявления влияния жёсткости плиты аналогичные расчеты двумя методами вы-
полнены для фундаментной плиты на упругом основании толщиной 900 мм. Основные чис-
ленные результаты сведены в таблицу. Сравнение значений (см. таблицу), показывает, что 
при уменьшении толщины фундаментной плиты с 1200 мм до 900 мм разница в параметрах 
НДС и армирования незначительна (до 5 %). 
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Таблица 

Сравнение результатов расчета фундаментной плиты на упругом основании 

 
 
 В заключение отметим, что использование метода расчета с использованием компью-

терного моделирования процесса возведения здания позволяет более адекватно построить 
распределение параметров НДС и арматуры в плите. 

Различия в результатах НДС и армирования фундаментной плиты для двух методов 
расчета не столько количественные, сколько качественные. При «традиционном» методе 
расчёта возможен риск недоармирования одних участков плиты и заложение избыточной 
арматуры в других. 
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УДК 624.26 

 
В.С. Сафронов, Д.Т. Чан  

 
ПРОГНОЗИРОВАНИЕ РИСКА РАЗРУШЕНИЯ ДЛИТЕЛЬНО  

 ЭКСПЛУАТИРУЕМОЙ   ЖЕЛЕЗОБЕТОННОЙ ФЕРМЫ ПОКРЫТИЯ ЗДАНИЯ  
 

Описывается методика вероятностного прогнозировании риска разрушения сборной железобетонной 
фермы, учитывающая уменьшение поперечного сечения рабочей арматуры в растянутых и сжатых стержнях 
вследствие ее коррозии при длительной эксплуатации. Разброс прочностных характеристик бетона и стержней 
арматуры, а также действующих постоянных и временных нагрузок принимается по нормальному закону. 

  V.S. Safronov, D.T. Tchan 
 

PROGNOSTICATION OF DESTRUCTION RISK OF LONG-RUN UTILIZED BUILDING 
COVER CONCRETE FRAME 

 
The is described the method of probabilistic prognosis of prefabricated  reinforced girder destruction risk  with 

account of principal reinforcement cross section  in both tension  and compressed  bar as a result of its corrosion during 
continuous operation. The spread of strength performances of concrete and rebars as well as operative dead and life 
loads is taken according to standards.  

Введение  
От начала строительства и на протяжении всего срока эксплуатации сооружения 

подвергаются различного рода нагрузкам и воздействиям, способствующим их естествен-
ному нормальному или ускоренному износу [1]. 

Наряду с физическим износом несущей конструкции происходит их моральное ста-
рение при изменении технологических нагрузок, нормативов на действующие снеговые 
нагрузки, что приводит  к необходимости усиления или замены несущих конструкций при 
капитальном ремонте или  реконструкции здания [2] . 

Объектом исследований в настоящей публикации является главный производствен-
ный корпус расположенного в г. Воронеже ремонтного трамвайно-троллейбусного завода 
по ул. 45-й стрелковой дивизии. Строительство корпуса осуществлялось в 1970...1975 гг. по 
проекту государственного института проектирования дорожно-транспортных сооружений 
«ГипроКОММУНДОРТРАНС», г. Воронеж.  
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Трамвайно-троллейбусный ремонтный завод интенсивно эксплуатировался до начала 
90-х годов. Затем в связи с уменьшением трамвайного и троллейбусного движения в г. Воро-
неже потребность в проведении ремонтных работ резко снизилась и завод постепенно со-
кратил производство, а в 1994 году прекратил полностью функционирование, и корпус дли-
тельное время находился без технического обслуживания.  

При более чем 40-летней эксплуатации корпуса под влиянием атмосферных воздействий в 
несущих конструкциях, а особенно в последние годы, без проведения работ по содержанию и  без 
консервации конструкций,  появились различные дефекты, снижающие их долговечность и несу-
щую способность. В настоящее время  возникла необходимость оценки технического состояния 
конструкций для определения возможности использования изношенных  конструкция при перепро-
филировании здания.   

По результатам обследования   здания выявлены параметры изменения конструктивных па-
раметров несущих конструкций. Настоящая статья посвящена вероятностной оценке несущей спо-
собности с использованием теории надежности [3-4]  и теории риска [5] железобетонных ферм по-
крытия здания с учетом выявленных в ходе обследования дефектов и изменения в действующих 
нормативах расчетных нагрузок от снега [2].    

1. Описание вычислительного алгоритма 
 Для расчета рисков разрушения железобетонной фермы определяется вероятность от-

каза, соответствующего возникновению в несущей конструкции первого предельного со-
стояния. Для построения методики вероятностных расчетов введем следующие гипотезы:   прочностные характеристики бетона принимаются случайными, распределенными 
по нормальному закону в соответствии с измеренными при обследовании в 2013 году сред-
ними и стандартами прочности [7-8];  прочностные характеристики арматуры считаются случайными, распределенными 
по нормальному закону [9-11], числовые характеристики которого принимаются по проект-
ным данным и в соответствии с действующими на момент строительства коэффициентами 
надежности и вариации прочности арматуры;  изменения прочностных характеристик бетона и арматуры во времени не учитыва-
ются;  геометрические параметры железобетонных ферм покрытия считаются неизменны-
ми, начиная с момента строительства в 1969 году. Исключением являются диаметры рабо-
чей арматуры, которые принимаются в соответствии с измеренными при обследовании;  постоянные и временные нагрузки, включая снеговые,  также считаются случайными 
с распределением, отвечающим закону Гаусса.    

Ниже приводятся последовательность и принятые выражения для проведения вероят-
ностных расчетов. 

  
1.1. Определение статистических характеристик для действующих  нагрузок  

 Рассчитываются по максимальным величинам усилий от каждой из действующих на 
ферму покрытия нагрузок. При этом используются линии влияния для каждого элемента 
фермы. Средние значения ݉௜௝ и стандарты  усилий σ୧୨ от нагрузки i-го типа для j-го элемен-
та фермы находятся по формулам:                                                                  ݉௜௝ =  S୧୨ /γ୤୧ ,                                                          (1) 

                                                       σ୧୨ = ݉௜௝ ∙ ν୤୧ .                                                             (2) 
В формулах (1) и (2) введены следующие обозначения: S୧୨ – расчетное усилие  от нагрузки i-го типа для j-го элемента фермы; 
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νୱ୧- коэффициент вариации действующей постоянной или временной нагрузки, ко-
торый вычисляется с помощью нормативного коэффициента надежности по учитываемой в 
расчетах нагрузки i-го типа из выражения:  

                                                                 ν୤୧ = ఊ೑೔ିଵ
ଵ,଺ସ .                                                                (3) 

Статистические характеристики усилий в j-м элементе фермы от совместного дей-
ствия постоянных и временных нагрузок вычисляются без учета корреляции между ними из 
следующих формул:                                                    ݉௦௝ = ݉௦ଵ௝ + ݉௦ଶ௝ + ݉௦ଷ௝ ,                                               (4) 

௦௝ߪ                                                   = ටߪଵ௝ଶ + ଶ௝ଶߪ + ଷ௝ଶߪ   .                                                      (5) 
В численных расчетах рисков разрушения фермы покрытия учитывались 3 следую-

щих вида нагрузок с коэффициентами надежности:   постоянные нагрузки от собственного веса фермы и плит покрытия: ߛ௙ଵ = 1,1; 
 постоянные нагрузки от   веса кровли: ߛ௙ଶ = 1,2; 
 временные нагрузки от снега на покрытии: ߛ௙ଵ = 1,4 .  
 

1.2. Определение статистических характеристик прочности арматуры 
для растянутых элементов железобетонной фермы 

 Рассчитываются по предельным усилиям в арматуре для каждого  элемента фермы 
покрытия. Средние значения прочности арматуры и действующих в ней нормальных уси-
лий        ݉ோ ,    ݉ே и стандарты  усилий σே элемента фермы находятся по формулам: 

                                                   ݉ோ = ܴ௦௡
1 − ோݒ1.64

,                                                                   (6) 
                                                        ݉ே = ݉ோ ∙  ௦,                                                                      (7)ܣ

ேߪ                                                         = ݉ோ∙ߥோ .                                                                           (8) 
В формулах (6), (7) и (8) введены следующие обозначения: 

           ܴ௦௡ − нормативное сопротивление арматуры; 
௦ܣ              − площадь поперечного сечения арматуры; 
ோݒ              − коэффициент вариации прочности арматуры. 

Статистические характеристики предельных усилий элемента фермы различных типов 
арматуры вычисляются без учета корреляции между ними из выражений: 

                                                        ݉ே = ݉ଵ + ݉ଶ + ⋯ + ݉௡,                                                       (9)   
ேߪ                                               = ටߪேଵଶ + ேଶଶߪ + ⋯ + ே௡ଶߪ .                                                                    (10) 

В численных расчетах рисков разрушения фермы покрытия учитывались два следую-
щих  вида арматуры с коэффициентами вариации:   для канатов K-7: ݒோ = 0,05;  для арматуры A-III: ݒோ = 0,08. 

 
1.3. Определение статистических характеристик прочности арматуры 

для сжатых элементов железобетонной фермы 
 Рассчитываются по предельным усилиям в арматуре и бетоне  каждого элемента фер-

мы покрытия. Средние значения ݉ோ , ݉ே  и  стандарты  усилий σே элемента фермы находятся 
по формулам: 
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                                       ݉ோ = ܴ௕௡(ܴ௦௡)
1 − 1.64 ∙ ோߥ

,                                                                           (11) 
                               ݉ே = ߮ ∙ ݉ோ ∙  (12)                                                                           ,(௦ܣ)௕ܣ
ேߪ                                                = ߮ ∙ ݉ே ∙ ோߥ .                                                                     (13) 

В формулах (11), (12) и (13) введены следующие обозначения: ܴ௕௡ − нормативное сопротивление бетона; ܴ௦௡ − нормативное сопротивление арматуры; ܣ௕ − площадь поперечного сечения элементов фермы; ܣ௦ − площадь поперечного сечения арматуры элементов фермы; ݒோ − коэффициенты вариации арматуры; ߮ − коэффициент продольного изгиба, который вычисляется по формуле:    
                                          ߮ = ఝ೘ೄ೗ೄ ∙ക೘ക೗ ାೄ೘ೄ

,                                                                                   (14) 
߮௠ − коэффициент продольного изгиба, учитывающий воздействие временной 

нагрузки ߮௟ − коэффициент продольного изгиба, учитывающий воздействие постоянной 
нагрузки; 

௟ܵ −  расчетное усилие от постоянной нагрузки; ܵ௠ − расчетное усилие от временной нагрузки;   
                                         ܵ = ௟ܵ + ܵ௠.                                                                                      (15) Статистические характеристики предельных усилий элемента фермы от совместного 

действия арматуры и бетона вычисляются без учета корреляции между ними из выражений:                                                  ݉ே = ݉ଵ + ݉ଶ + ⋯ + ݉௡,                                                     (16) 
ேߪ                                                         = ටߪேଵଶ + ேଶଶߪ + ⋯ + ே௡ଶߪ .                                                                            (17) 

В численных расчетах рисков разрушения фермы покрытия учитывались 3 следующих  
вида коэффициентами вариации:   для канатов K-7: ݒோ = 0,05;  для арматуры A-III: ݒோ = 0,08;  для бетона: ݒோ = 0,135. 

 
1.4. Расчет показателей надежности фермы 

 Вероятность отказа вычисляется с помощью функции Лапласа из предположения, 
что полный резерв прочности подчиняется нормальному закону распределения [7-11], из вы-
ражения:  

                                                  ܳ = ଵ
ଶ − Φ(ߚ),                                                                      (18) 

где β – характеристика безопасности, равная отношению математического ожидания 
к стандарту резерва прочности: 

ߚ                                            = ௠ಿି௠ೞ
ටఙమಿ ାఙೞమ  

.                                                                             (19) 
 Надежность элемента фермы и его логарифмический показатель надежности вы-

числяется по формулам 
                                                                   H=1-Q,                                                                       (20) 

 
ߩ                                                       = lg ቀଵ

ொቁ .                                                                       (21) 



 49 

Надежность фермы как системы последовательно соединенных элементов в соот-
ветствии с теоремой умножения случайных событий равна                                                      Hф = Hଵ∙Hଶ ∙ Hଷ ∙ … … .∙ H୬,                                                  (22) 
после вычисления которой можно перейти к логарифмическому показателю надежности 
фермы: 
                                                                       ρф = lg ቆ 1

1 − Hф
ቇ.                                                                 (23) 

 
2. Результаты численных расчетов надежности эксплуатируемой фермы 

Описанная методика определения надежности железобетонной фермы реализована в 
виде вычислительной программы, позволяющей изменять площади поперечного сечения ра-
бочей арматуры вследствие коррозии. На начальном этапе приняты проектные данные  по 
размерам фермы, параметрам сечений, их армированию и действующим на момент строи-
тельства снеговым нагрузкам. Последующие этапы эксплуатации моделировались с учетом 
уменьшения площадей поперечного сечения арматуры по данным обследования в 2013 году, 
когда в среднем площади поперечного сечения арматуры в стержнях фермы уменьшились на 
15 %. На промежуточных этапах эксплуатации принимались площади арматуры по линей-
ной интерполяции [6]. Ниже приводятся результаты  расчетов надежности во всех элементах 
фермы на различных этапах эксплуатации с учетом   изменения площадей рабочей арматуры 
от коррозии, 

 Геометрические размеры, поперечные сечения отдельных элементов и армирование 
стропильной железобетонной фермы покрытия показаны на рис. 1.  

 

 

 
 
Рис. 1. Схема фермы и номера элементов 
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2.1. Результаты численных расчетов надежности фермы 
без учета коррозии арматуры Результаты численных расчетов надежности железобетонной фермы на момент сдачи 

в эксплуатации представлены в табл.1. При этом коррозия арматуры полностью  отсутствова-
ла. Параметры снеговой нагрузки на покрытие здания принимались по нормам проектирования 
на момент начала эксплуатации.  

Таблица 1  Результаты численных расчетов надежности фермы на проектные нагрузки 

№ 
п/п 

Наименование и номера 
элементов фермы 

Параметры 
действующих 

усилий 
Параметры 
предельных 

усилий 

Ха
рак

тер
ист

ика
 

без
опа

сно
сти

 ߚ 

Вероятность 
разрушения 

Q 

Ло
гар

иф
ми

чес
кий

 
пок

аза
тел

ь ߩ
 

mௌ୫ୟ୶ σୗ୫ୟ୶ m୒୫ୟ୶ σ୒୫ୟ୶ 

1 Верхний пояс – 1 и 6 604 66 1882 155 7,5 0,117∙ 10ିଵଷ 14 
2 Верхний пояс – 2 и 5 567 62 2232 217 7,4 0,535∙ 10ିଵଷ 13,3 
3 Верхний пояс – 3 и 4 544 59 2097 192 7,7 0,172 ∙ 10ିଵସ 14,7 
4 Раскос – 7 и 12 9 2 143 7 18,4 0,1∙ 10ିଵହ 16 
5 Стойки – 8 и 11 34 4 143 7 13,5 0,1∙ 10ିଵହ 16 
6 Сжатый раскос – 9 и 10 30 5 318 14 19 0,1∙ 10ିଵହ 16 
7 Нижний пояс – 13 и 15 541 59 940 42 5,5 0,189∙ 10ି଻ 7,7 
8 Нижний пояс - 14 543 59 940 42 5,5 0,189∙ 10ି଻ 7,7 

 
По вычисленным параметрам надежности отдельных стержней с использованием фор-

мул (22)  и (23) найдена надежность и логарифмический показатель надежности всей фермы. 
Они оказались достаточно высокими  и равными: Hф = 0,9999999432956669  и ρф =
7,25 бела. В целях изучения последствий изменения норматива на снеговые нагрузки в 2003 году 
выполнена оценка изменения надежности фермы только с учетом этого фактора. Результаты 
расчетов приведены в табл. 2. 

Таблица 2 
Результаты численных расчетов надежности фермы 

на современные снеговые  нагрузки 

№ 
п/п 

Наименование и номер 
элементов 

Параметры 
действующих 

усилий 
Параметры 
предельных 

усилий 

Ха
рак

тер
ист

ика
  

без
опа

сно
сти

 ߚ 

Вероятность 
разрушения 

Q 

Ло
гар

иф
ми

чес
кий

  
пок

аза
тел

ь ߩ
 

mௌ୫ୟ୶ σୗ୫ୟ୶ m୒୫ୟ୶ σ୒୫ୟ୶ 

1 Верхний пояс – 1 и 6 647 71 1882 155 7,3 0,134∙ 10ିଵଶ 12,9 
2 Верхний пояс – 2 и 5 607 66 2232 217 7,2 0,294∙ 10ିଵଶ 12,5 
3 Верхний пояс – 3 и 4 583 64 2097 192 7,5 0,117∙ 10ିଵଷ 14 
4 Раскос – 7 и 12 15 4 143 7 15,8 0,1∙ 10ିଵହ 16 
5 Стойки – 8 и 11 37 5 143 7 12,3 0,1∙ 10ିଵହ 16 
6 Сжатый раскос – 9 и 10 36 6 318 14 18,5 0,1∙ 10ିଵହ 16 
7 Нижний пояс – 13 и 15 580 63 940 42 4,8 0,79∙ 10ି଺ 6,1 
8 Нижний пояс - 14 581 63 940 42 4,7 0,13∙ 10ିହ 5,9 
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Результаты расчетов показали, что надежность и логарифмический показатель надежности 
всей фермы остаются также высокими и равными: Hф = 0,9999971199975984 и ρф = 5,54 бела. 

 
 

2.2. Исследования изменения  надежности фермы при учете коррозии  арматуры 
 

Площади принимаемых в расчетах надежности стержней рабочей арматуры в различных 
элементах стропильной железобетонной фермы с учетом коррозии по данным обследования в 
2013 году приведены в табл. 3.   

Таблица 3  
Изменение площади поперечных сечений арматуры по времени 

 
№ 
п/п 

Наименование 
элементов  фермы 

Проектная площадь   
арматуры   
Апр., смଶ 

Площади  арматуры, смଶ 
через 10 лет 

(95 % от Апр.) 
через 20 лет 

(90 % от Апр.) 
через 30 лет 

(85 % от Апр.) 
1 Верхний пояс  8,04 7,638 7,236 6,834 
2 Нижний пояс 5,664 3,14 5,381 2,983 5,098 2,862 4,814 2,669 
3 Решетка 0,908 0,863 0,817 0,772 
4 Сжатый раскос 1,13 1,1 1,02 0,96 

 
 
Результаты численных расчетов надежности железобетонной фермы на моменты через  

10, 20 и 30 лет эксплуатации с учетом уменьшения сечений арматуры от коррозии   представле-
ны соответственно в табл. 4-6. 

Таблица 4 
Расчет надежности фермы на действующие нагрузки через 10 лет эксплуатации 

 

№ 
п/п 

Наименование и номер 
элементов 

Параметры 
действующих 

усилий 
Параметры 
предельных 

усилий 

Ха
рак

тер
ист

ика
  

без
опа

сно
сти

 ߚ 

Вероятность 
разрушения 

Q 
Ло

гар
иф

ми
чес

кий
  

пок
аза

тел
ь ߩ

 
mௌ୫ୟ୶ σୗ୫ୟ୶ m୒୫ୟ୶ σ୒୫ୟ୶ 

1 Верхний пояс – 1 и 6 647 71 1870 155 7,3 0,369∙ 10ିଵଶ 12,4 
2 Верхний пояс – 2 и 5 607 66 2216 217 7,2 0,667∙ 10ିଵଶ 12,2 
3 Верхний пояс – 3 и 4 583 64 2076 191 7,5 0,535∙ 10ିଵଷ 13,3 
4 Раскос – 7 и 12 15 4 136 7 15 0,1∙ 10ିଵହ 16 
5 Стойки – 8 и 11 37 5 136 7 11,5 0,1∙ 10ିଵହ 16 
6 Сжатый раскос – 9 и 10 36 6 317 14 18,4 0,1∙ 10ିଵହ 16 
7 Нижний пояс – 13 и 15 580 63 891 39 4,2 0,133∙ 10ିସ 4,9 
8 Нижний пояс - 14 581 63 891 39 4,2 0,133∙ 10ିସ 4,9 

 
 
Вычисления по данным табл. 4 привели к следующим параметрам надежности и лога-

рифмического показателя надежности фермы: Hф = 0,9999601005242 и ρф = 4,4 бела. 
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Таблица 5 
 Расчет надежности фермы на действующие нагрузки через 20 лет эксплуатации 

 

№ 
п/п 

Наименование и номер 
элементов 

Параметры 
действующих 

усилий 
Параметры 
предельных 

усилий 

Ха
рак

тер
ист

ика
 

без
опа

сно
сти

 ߚ 

Вероятность 
разрушения 

Q 

Ло
гар

иф
ми

чес
кий

 
пок

аза
тел

ь ߩ
 

mௌ୫ୟ୶ σୗ୫ୟ୶ m୒୫ୟ୶ σ୒୫ୟ୶ 
1 Верхний пояс – 1 и 6 647 71 1857 155 7,09 0,667∙ 10ିଵଶ 12,2 
2 Верхний пояс – 2 и 5 607 66 2201 217 7,02 0,11∙ 10ିଵଵ 12 
3 Верхний пояс – 3 и 4 583 64 2062 190 7,3 0,134∙ 10ିଵଶ 12,9 
4 Раскос – 7 и 12 15 4 129 7 14 0,1∙ 10ିଵହ 16 
5 Стойки – 8 и 11 37 5 129 7 10,7 0,1∙ 10ିଵହ 16 
6 Сжатый раскос – 9 и 10 36 6 316 14 18,3 0,1∙ 10ିଵହ 16 
7 Нижний пояс – 13 и 15 580 63 848 37 3,7 0,11∙ 10ିଷ 4 
8 Нижний пояс - 14 581 63 848 37 3,7 0,11∙ 10ିଷ 4 

 
Вычисления по данным табл. 5 привели к следующим параметрам надежности и лога-

рифмического показателя надежности фермы: Hф = 0,999670036290669 и ρф = 3,5 бела. 
 

Таблица 6 
Расчет надежности фермы на действующие нагрузки через 30 лет эксплуатации  

№ 
п/п 

Наименование и номер 
элементов 

Параметры 
действующих 

усилий 
Параметры 
предельных 

усилий 

Ха
рак

тер
ист

ика
 

без
опа

сно
сти

 ߚ 

Вероятность 
разрушения 

Q 

Ло
гар

иф
ми

чес
кий

 
пок

аза
тел

ь ߩ
 

mௌ୫ୟ୶ σୗ୫ୟ୶ m୒୫ୟ୶ σ୒୫ୟ୶ 
1 Верхний пояс – 1 и 6 647 71 1844 154 7,0 0,128∙ 10ିଵଵ 11,8 
2 Верхний пояс – 2 и 5 607 66 2187 217 6,9 0,26∙ 10ିଵଵ 11,6 
3 Верхний пояс – 3 и 4 583 64 2048 190 7,28 0,158∙ 10ିଵଶ 12,8 
4 Раскос – 7 и 12 15 4 122 7 13,3 0,189∙ 10ି଻ 7,7 
5 Стойки – 8 и 11 37 5 122 7 9,8 0,35∙ 10ିଵଵ 11,5 
6 Сжатый раскос – 9 и 10 36 6 315 14 18,2 0,1∙ 10ିଵହ 16 
7 Нижний пояс – 13 и 15 580 63 799 35 3,04 0,118∙ 10ିଶ 3 
8 Нижний пояс - 14 581 63 799 35 3,02 0,126∙ 10ିଶ 2,9 

 
Вычисления по данным табл. 6 привели к следующим параметрам надежности и лога-

рифмического показателя надежности фермы: Hф = 0,996384364233344 и ρф = 2,44  бела. 
По результатам выполненных расчетов построен график изменения логарифмического 

показателя надежности фермы во времени (рис. 2). Из него видно, что при линейном законе 
изменения во времени площадей поперечного сечения рабочей арматуры функция изменения 
логарифмического показателя надежности фермы близка к линейной 
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 Рис. 2. График зависимости логарифмических показателей надежности  фермы  
от времени эксплуатации  

Выводы 
 1. Разработана методика вероятностного расчета надежности эксплуатируемой железобетон-

ной фермы на совместное действие постоянных и временных нагрузок с  учетом  измене-
ния поперечных сечений арматуры при длительной эксплуатации вследствие коррозии.  

2. Предложенная методика реализована в виде вычислительной программы для математиче-
ском комплексе Mathcad и апробирована на примере изношенной типовой железобетонной 
фермы, в которой получены данные о коррозии рабочей арматуры в элементах растянутого 
нижнего пояса, которая   определяет эксплуатационную надежность несущей многоэле-
ментной конструкции.  

3. Из выполненных расчетов получено, что при линейном законе изменения во времени 
площадей поперечного сечения рабочей арматуры функция изменения логарифмического 
показателя риска разрушения фермы близка к линейной.  Это позволяет прогнозировать 
долговечность железобетонных ферм рассматриваемого вида.  
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РАСЧЁТНЫЙ АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ ДЕФЕКТОВ 
ПРИ ИЗГОТОВЛЕНИИ МОНОЛИТНЫХ КОНСТРУКЦИЙ 
НА НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ 

КАРКАСА ЗДАНИЯ 
 

Приводится численное исследование влияния дефектов на напряженно-деформированное состояние про-
странственного каркаса здания  из монолитного железобетона на основе конечно-элементной расчетной схемы.  

G.E. Gabrielyan, S.Y. Strukov, O.I. Pekhnik 
 

COMPUTED ANALYSIS OF DEFECTS IMPACT ON BUILDING FRAME DEFLECTED 
MODE DURING MONOLITHIC STRUCTURES PRODUCTION         

Numerical investigation of defects impact on deflected mode of spatial frame from reinforced concrete of the 
building based on finite element calculation scheme. 

 По статистике около 80 % случаев выхода из строя железобетонных конструкций яв-
ляются следствием различных нарушений при производстве строительных работ, в результа-
те которых возникают дефекты. Конкретными причинами их возникновения могут быть 
нарушения технологии изготовления конструкций на строительной площадке, отступления 
от проектной и нормативной документации, агрессивное воздействие окружающей среды. Во 
всех случаях дефект несущей конструкции оказывает существенное влияние на напряженно-
деформированное состояние каркаса здания. 

Численные исследования проводились для общественного здания административного 
назначения, представляющего собой обособленное подразделение для осуществления функ-
ций организации. Здание сложной формы (размеры в осях – 29,6×34,2 м) имеет два надзем-
ных этажа и цокольный, высота этажей – 3,3 м соответственно. Конструктивная схема здания 
– каркасная. Несущие конструкции:  колонны: материал – монолитный железобетон; сечение – 400×400 и 400×600 мм; шаг 

колонн в продольном и поперечном направлении переменный;  перекрытия безбалочные бескапительные: материал – монолитный железобетон; тол-
щина – 300 мм;  стены-диафрагмы жесткости: материал – монолитный железобетон; толщина – 200 мм; 
стены цоколя: материал – монолитный железобетон; толщина – 400 мм. 

___________________________________________ 
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В рассматриваемом здании в доэксплуатационный период было выявлено наличие 
определенных дефектов конструкций. За дефект №1 принято смещение осей вертикальных 
несущих элементов – колонн относительно разбивочных осей Б и 6 в плане на 200 мм в пре-
делах 2-го этажа. Причастными к его образованию можно считать неполный объем геодези-
ческих работ, а также слабый геодезический контроль. Под дефектом №2 понимается пол-
ное отслоение защитного слоя бетона толщиной 35 мм в отдельной части плиты перекрытия 
1-го этажа в результате неудовлетворительных условий твердения бетона, отсутствия меро-
приятий по тепловой защите. Некачественные исходные материалы, неточная дозировка 
компонентов бетона, недостаточное уплотнение бетонной смеси повлекли за собой возник-
новение дефекта №3 – пониженного значения класса бетона (B15 вместо B25) во всех несу-
щих конструктивных элементах каркаса здания. 

Для исследования влияния данных дефектов на напряженно-деформированное состоя-
ние (НДС) каркаса здания была создана и рассмотрена конечно-элементная пространствен-
ная модель каркаса здания без дефектов, максимально приближенная к функциональным со-
ставным частям реального здания и учитывающая каждый из трех имеющихся дефектов в 
отдельности в среде программно-вычислительного комплекса SCAD Office. Расчетная стати-
ческая модель воспроизводит нагрузочные характеристики системы, отображает геометрико-
жесткостные, инерционные характеристики. Так, на расчетную схему пространственного 
каркаса здания без дефектов и с учетом каждого из трех дефектов в отдельности приклады-
вались все виды предварительно заданных постоянных и временных нагрузок. Установлена 
наиболее неблагоприятная комбинация загружений. 

На рис. 1 представлена модель каркаса здания без дефектов, полученная с помощью 
режима презентационной графики программного комплекса SCAD Office. 

 

 Рис. 1. Расчетная модель каркаса здания без дефектов  
 
Конечно-элементная модель каркаса здания содержит 20895 конечных элементов (КЭ) 

и 17418 узлов. Различия при учете дефектов №2 и №3 наблюдаются в описании элементов 
расчетной схемы, приведенном в табл. 1, при учете дефекта №1 – в компоновке схемы карка-
са здания. 
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Таблица 1 
Описание элементов расчетной схемы 

Название элемента Тип конечного  
элемента Сечение, мм Материал 

Колонны прямоуголь-
ного сечения 

(длина элемента –  
3,3 м) 

5  
(пространственный 
стержень без учета 

сдвига) 

400×400 
400×600 
600×400  

Бетон В25 
Бетон В15 (для каркаса 

с дефектом №3) 

Плита перекрытия  
и покрытия 

42, 44 
(треугольный и четы-
рехугольный КЭ обо-

лочки) 

300 
265 (для каркаса с де-
фектом №2, в отдель-

ной части плиты) 

Бетон В25 
Бетон В15 (для каркаса 

с дефектом №3) 
Стены-диафрагмы  

жесткости 
(высота – 3,3 м) 

44 
(четырехугольный КЭ 

оболочки) 
200 

Бетон В25 
Бетон В15 (для каркаса 

с дефектом №3) 
Стены цоколя 

(высота – 3,3 м) 
44 

(четырехугольный КЭ 
оболочки) 

400 
Бетон В25 

Бетон В15 (для каркаса 
с дефектом №3) 

Для моделирования жесткого защемления колонн, стен-диафрагм жесткости и стен цо-
коля в условный фундамент на нижние узлы элементов цокольного этажа наложены связи по 
всем шести степеням свободы. Диафрагмы жесткости представлены вертикальными элемен-
тами несущей системы, выполняющими функции по восприятию горизонтальных ветровых 
нагрузок. Стены-диафрагмы запроектированы на всю высоту здания, начиная от условного 
фундамента. 

Разбиение плит перекрытия и покрытия сеткой на четырехугольные КЭ выполнено с 
непостоянным шагом, поскольку шаг колонн в продольном и поперечном направлении пе-
ременный. В продольном направлении принят шаг 0,5 м и 0,53 м, в поперечном направлении 
– 0,5 м и 0,4 м. Сетка в виде треугольных КЭ задана в местах стыка колонны с плитой с ша-
гом триангуляции 0,2 м. Для моделирования области сопряжения монолитной колонны и 
плиты введены конечные элементы специального типа, обладающие набором узлов, расстоя-
ния между которыми для любой пары узлов остаются неизменными – трехмерные абсолютно 
жесткие тела (АЖТ). Это необходимо для частичного снижения пика изгибающих моментов 
в плите. Габариты жесткого тела в этом случае соответствуют размерам сечения колонны.  

Разбиение стен (диафрагм жесткости и цоколя) сеткой на четырехугольные КЭ выпол-
нено по высоте с шагом 0,47 м, по ширине – 0,4 м, 0,5 м и 0,53 м таким образом, чтобы они 
имели общие узлы с другими элементами расчетной схемы. 

В результате расчета каркаса здания без дефектов и с учетом дефекта №1 были получе-
ны числовые значения изгибающих моментов Му и Мz для двух рядов колонн, в которых 
рассматривается их смещение, изополя изгибающих моментов Мx и Мy в плите перекрытия 
1-го этажа и их числовые значения. Вид изополей при расчете каркаса без дефектов и с де-
фектом №1 примерно одинаковый, разница наблюдается лишь в значениях исследуемых 
факторов. 

Для наглядности введена нумерация дефектных колонн и точек ячеек плиты (рис. 2). 
При анализе полученных результатов значения изгибающих моментов Му и Мz устанавлива-
лись в верхней точке колонн 1-го этажа, а значения Mx и My – в самой неблагоприятной точ-
ке плиты, которая является центром ячейки, ограниченной разбивочными осями. 
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Рис. 2. Нумерация дефектных колонн и точек ячеек плиты 

 
В табл. 2 и табл. 3 представлены значения изгибающих моментов My, Mz в колоннах и 

Мx, Мy в плите перекрытия соответственно при расчете каркаса здания без дефектов и с уче-
том дефекта №1. 

Таблица 2 
Значения изгибающих моментов Му и Мz в колоннах при расчете каркаса здания  

без дефектов и с учетом дефекта №1 и разница между ними 
Номер 

элемента 
Исследуемый фактор – My, кН∙м Исследуемый фактор – Mz, кН∙м 

Каркас без 
дефектов 

Каркас  
с учетом 

дефекта №1 
Разница , % 

Каркас без 
дефектов 

Каркас  
с учетом 

дефекта №1 
Разница , % 

К1 -9,30 -12,28 +32,04 +10,14 +10,39 +2,47 
К2 -21,08 -23,01 +9,16 -0,87 +1,08 224,14 
К3 -23,36 -25,57 +9,46 +4,20 +3,98 -5,24 
К4 -12,24 -13,93 +13,81 -3,40 -3,60 +5,88 
К5 -16,71 -20,15 +20,59 +54,76 +54,66 -0,18 
К6 -11,30 -20,57 +82,04 -7,11 -7,22 +1,55 
К7 -11,06 -20,90 +88,97 +9,39 +9,37 -0,21 
К8 -2,80 -14,95 +433,93 -83,87 -84,12 +0,30 
К9 +19,06 +18,67 -2,05 -15,87 -9,64 -39,26 
К10 +7,19 +7,18 -0,14 -20,73 -14,25 -31,26 
К11 -12,57 -12,38 -1,51 -16,07 -11,41 -29,00 
К12 +20,58 +20,62 +0,19 +1,84 +4,99 +171,20 
К13 -21,08 -23,01 +9,16 -0,87 +1,08 224,14 
К14 +12,38 +12,08 -2,42 -14,62 -10,02 -31,46 
К15 -8,38 -8,37 -0,12 -20,17 -13,82 -31,48 
К16 -18,79 -18,41 -2,02 -15,40 -9,30 -39,61 
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Таблица 3 
Значения изгибающих моментов Мx и Мy в плите при расчете каркаса здания  

без дефектов и с учетом дефекта №1 и разница между ними 
 

Номер  
точки 

Исследуемый фактор – Мx, кН∙м/м Исследуемый фактор – Мy, кН∙м/м 
Каркас без 
дефектов 

Каркас  
с учетом 

дефекта №1 
Разница , % 

Каркас без 
дефектов 

Каркас  
с учетом 

дефекта №1 
Разница , % 

1 -8,14 -7,45 -8,48 +0,38 +0,26 -31,58 
2 -4,10 -4,09 -0,24 -2,35 -2,04 -13,19 
3 -10,17 -9,89 -2,75 +1,11 +1,16 +4,50 
4 -3,58 -3,33 -6,98 -14,56 -14,29 -1,85 
5 +7,27 +6,57 -9,63 +24,36 +24,42 +0,25 
6 +8,32 +6,82 -18,03 +11,48 +11,56 +0,70 
7 +13,27 +11,95 -9,95 +26,76 +26,91 +0,56 
8 +6,77 +6,67 -1,48 +27,48 +26,42 -3,86 
9 +12,02 +11,82 -1,66 +23,48 +22,59 -3,79 
10 -3,51 -3,27 -6,84 +2,59 +2,51 -3,09 
11 +16,80 +17,65 +5,06 +9,32 +9,20 -1,29 
12 -8,14 -7,45 -8,48 +0,38 +0,26 -31,58 
13 +12,19 +11,95 -1,97 +23,12 +22,28 -3,63 
14 +6,78 +6,68 -1,47 +27,43 +26,38 -3,83 
В результате расчета каркаса здания без дефектов и с учетом дефекта №2 были получе-

ны изополя перемещений по Z (мм) узлов плиты перекрытия 1-го этажа и их числовые зна-
чения. 

 
 
При анализе полученных результа-

тов значения перемещений устанавлива-
лись в той части плиты, в которой наблю-
дается дефект полного отслоения защит-
ного слоя бетона. Перемещения по Z ис-
следуются по самым неблагоприятным 
точкам, которые, в свою очередь, являют-
ся центрами ячеек, ограниченных разби-
вочными осями. Нумерация точек ячеек 
дефектной части плиты в плане представ-
лена на рис. 3. 

В табл. 4 приведены значения пере-
мещений по Z в исследуемых точках при 
расчете каркаса здания без дефектов и с 
учетом дефекта №2. 

 Рис. 3. Нумерация точек ячеек дефектной части плиты 
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Таблица 4 
Значения перемещений по Z в дефектной части плиты при расчете каркаса здания  

без дефектов и с учетом дефекта №2 и разница между ними 
Номер точки 

Исследуемый фактор – перемещения по Z, мм 
Каркас без дефектов Каркас с учетом  

дефекта №2 
Разница , % 

1 -1,58 -1,90 20,25 
2 -1,80 -2,11 17,22 
3 -1,57 -1,89 20,38 
4 -1,12 -1,23 9,82 
5 -1,57 -1,65 5,10 
6 -1,11 -1,22 9,91 
7 -1,21 -1,45 19,83 
8 -1,54 -1,78 15,58 
9 -1,23 -1,47 19,51 

В результате расчета каркаса здания без дефектов и с учетом дефекта №3 были получе-
ны изополя перемещений по Z (мм) узлов плит междуэтажных перекрытий и плиты покры-
тия и их числовые значения. Перемещения по Z исследовались поэтажно в каждой точке 
ячейки плиты. Нумерация точек ячеек в плане представлена на рис. 4. Такой порядок нуме-
рации соответствует точкам плиты перекрытия каждого этажа. 

  Рис. 4. Нумерация точек ячеек плиты 
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В табл. 5 представлены значения перемещений по Z в исследуемых точках плиты пере-
крытия каждого этажа при расчете каркаса здания без дефектов и с учетом дефекта №3. 

Таблица 5 
Значения перемещений по Z в плите перекрытия каждого этажа при расчете каркаса здания 

без дефектов и с учетом дефекта №3 и разница между ними 

Номер 
точки 

Исследуемый фактор – перемещения по Z, мм 
В плите пер. цок. этажа В плите пер. 1-го этажа В плите покрытия 

Каркас 
без де-
фектов 

Каркас  
с учетом 
дефекта 

№3 
Разница , % 

Каркас 
без де-
фектов 

Каркас  
с учетом 
дефекта 

№3 
Разница , % 

Каркас 
без де-
фектов 

Каркас  
с учетом 
дефекта 

№3 
Разница , % 

1 – – – -1,58 -2,06 30,38 -1,40 -1,82 30,00 
2 -1,08 -1,41 30,56 -1,80 -2,35 30,56 -1,67 -2,17 29,94 
3 -0,59 -0,77 30,51 -1,57 -2,05 30,57 -1,40 -1,82 30,00 
4 -0,61 -0,79 29,51 -1,12 -1,45 29,46 -1,50 -1,95 30,00 
5 -1,27 -1,65 29,92 -1,57 -2,04 29,94 -2,02 -2,62 29,70 
6 -0,60 -0,78 30,00 -1,11 -1,44 29,73 -1,50 -1,95 30,00 
7 -0,61 -0,79 29,51 -1,21 -1,58 30,58 -1,04 -1,36 30,77 
8 -1,22 -1,59 30,33 -1,54 -2,00 29,87 -1,38 -1,80 30,43 
9 -0,62 -0,80 29,03 -1,23 -1,60 30,08 -1,07 -1,39 29,91 
10 -0,05 -0,07 40,00 -0,09 -0,11 22,22 -0,11 -0,14 27,27 
11 -0,22 -0,28 27,27 -0,29 -0,38 31,03 -0,34 -0,45 32,35 
12 -0,05 -0,06 20,00 -0,08 -0,11 37,50 -0,10 -0,13 30,00 
13 -0,39 -0,51 30,77 -1,32 -1,72 30,30 -1,35 -1,76 30,37 
14 -0,84 -1,10 30,95 -1,27 -1,66 30,71 -1,34 -1,74 29,85 
15 -0,19 -0,25 31,58 -0,26 -0,34 30,77 -0,29 -0,37 27,59 
16 -0,80 -1,05 31,25 -0,88 -1,15 30,68 -0,89 -1,16 30,34 
17 -0,18 -0,24 33,33 -0,26 -0,34 30,77 -0,28 -0,37 32,14 
18 -0,84 -1,10 30,95 -1,28 -1,67 30,47 -1,34 -1,75 30,60 
19 -0,39 -0,51 30,77 -1,32 -1,72 30,30 -1,35 -1,77 31,11 
20 -0,19 -0,25 31,58 -0,36 -0,47 30,56 -0,46 -0,60 30,43 
21 -0,43 -0,55 27,91 -0,61 -0,79 29,51 -0,74 -0,97 31,08 
22 -0,12 -0,16 33,33 -0,20 -0,26 30,00 -0,23 -0,29 26,09 
23 -0,59 -0,77 30,51 -0,75 -0,98 30,67 -0,86 -1,13 31,40 
24 -0,12 -0,16 33,33 -0,20 -0,26 30,00 -0,23 -0,30 30,43 
25 -0,43 -0,55 27,91 -0,61 -0,79 29,51 -0,74 -0,96 29,73 
26 -0,19 -0,24 26,32 -0,36 -0,46 27,78 -0,46 -0,60 30,43 
27 -0,39 -0,51 30,77 -1,33 -1,73 30,08 -1,37 -1,78 29,93 
28 -0,88 -1,15 30,68 -1,37 -1,79 30,66 -1,46 -1,90 30,14 
29 -0,24 -0,31 29,17 -0,37 -0,48 29,73 -0,36 -0,47 30,56 
30 -0,40 -0,53 32,50 -0,81 -1,06 30,86 -0,82 -1,07 30,49 
31 -0,22 -0,29 31,82 -0,34 -0,44 29,41 -0,38 -0,49 28,95 
32 -0,88 -1,14 29,55 -1,36 -1,77 30,15 -1,46 -1,90 30,14 
33 -0,39 -0,51 30,77 -1,32 -1,73 31,06 -1,37 -1,78 29,93 

Выводы 
 1. Смещение осей колонн относительно разбивочных осей в плане в пределах одного 

надземного этажа дает увеличение значений изгибающих моментов Му и Мz в колон-
нах нижележащего этажа и уменьшение значений Мx и Мy в точках плиты перекрытия 
1-го этажа. Наибольшая разница составляет: в колоннах – Mymax = 88,97% (К7), 
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Mzmax = 171,20% (К12); в точках плиты – Mxmax = 18,03% (т.6), Mymax = 
31,58% (т.1). 2. Отсутствие защитного слоя бетона в отдельной части плиты перекрытия 1-го этажа 
оказывает существенное влияние на вертикальные перемещения точек дефектной части 
плиты, а следовательно, и на значения прогибов. Наибольшая разница в вертикальных 
перемещениях точек плиты равна Zmax = 20,38 % (т.3). 

3. Использование класса бетона более низкого, чем заложенного в проекте, уменьшает из-
гибную жесткость плиты. Значения вертикальных перемещений точек плит перекрытия 
и покрытия при использовании бетона В15 увеличиваются. Наибольшая разница со-
ставляет: в точках плиты перекрытия цокольного этажа – Zmax = 40,00% (т.10), в 
точках плиты перекрытия 1-го этажа – Zmax = 37,50% (т.12), в точках плиты покры-
тия – Zmax = 32,35% (т.11). 
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В.С. Сафронов, Ж. Д.Д. Ншимиримана  

 
РАСЧЕТНАЯ ОЦЕНКА ВЕРОЯТНОСТИ РАЗРУШЕНИЯ  

ЖЕЛЕЗОБЕТОННОЙ БАЛКИ ПО НАКЛОННОМУ СЕЧЕНИЮ ПРИ ИЗГИБЕ  
Описывается алгоритм альтернативной численной реализации  расчета вероятности возникновения 

предельных состояний в наклонных сечениях железобетонной балки при учете разброса  прочностных характе-
ристик  материалов и действующих нагрузок  по нормальному закону распределения. Приводятся результаты 
расчета изменения логарифмического показателя надежности по предлагаемому алгоритму балки таврового 
поперечного сечения по длине приопорной зоны. 

 V.S. Safronov, J.D.D. Nshimirimana  
 DESIGN ASSESSMENT OF CONCRETE BEAM DESTRUCTION PROBABILITY 

IN OBLIQUE SECTION DURING WHILE    BENDING                                     
 

There is described the algorithm of alternative numerical realization of calculation of probability of limit state 
in reinforced concrete bar oblique section in account of spread of materials strength characteristics and acting loads 
according to standard distribution low. There are also given the results of calculation of logarithm reliability index 
changing according to the suggested algorithm of T-cross section along the near support zone.   
 Введение 

 В соответствии с действующими нормативными документами по железобетонным 
конструкциям СНиП 2.03.01-84*[1], СП 52-101-2003[3] и по действующим нагрузкам СНиП 
2.01.07-85*[2] оценка прочности железобетонной балки осуществляется путем сопоставле-
ния действующих усилий от заданных расчетных нагрузок с их предельными значениями, 
которые могут быть восприняты сечениями элементов в предельном состоянии. Флуктуации 
нагрузок и прочностных характеристик материалов учитываются в настоящее время при 
проведении детерминированных прочностных расчетов косвенным образом при назначении 
расчетных нагрузок и расчетных сопротивлений материалов введением коэффициентов 
надежности по нагрузке, по материалу, ответственности сооружений и др. В настоящее вре-
мя в строительной отрасли России, как и других стран, прогнозируется переход от детерми-
нированных прочностных расчетов несущих строительных конструкций к вероятностным, 
позволяющим осуществлять непосредственный учет случайных отклонений прочности ма-
териалов и действующих нагрузок от средних значений.  
______________________________________ 
© Сафронов В.С., Ншимиримана Ж. Д.Д., 2016 
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В настоящей работе рассматривается задача определения надежности приопорных зон 
изгибаемых балок [4-5], где наиболее опасными являются наклонные сечения, в которых 
возможно возникновение предельных состояний от действия поперечных сил. Некоторые 
аспекты указанной задачи в вероятностной постановке с использованием принятых в теории 
надежности [6-7] и теории риска [8] положений с учетом разброса прочностных характери-
стик материалов и действующих нагрузок рассматривались в работах [9-10,13]. Однако в 
этих публикациях обычно ограничиваются изучением напряженного состояния в пучке 
наклонных сечений, начинающихся  в одной точке вблизи опоры. Это не позволяет изучить 
распределение усилий по всей длине приопорной зоны. Предлагаемый в настоящей статье 
алгоритм позволяет избежать этого недостатка.  

 
1. Описание усовершенствованного  вычислительного алгоритма 

 Рассматривается однопролетная, загруженная равномерно распределенной по длине 
нагрузкой  интенсивностью q железобетонная балка таврового поперечного сечения, которая 
армирована продольной стержневой арматурой вблизи нижней и верхней  поверхностей ре-
бра и поперечными хомутами, которые в приопорной зоне установлены с постоянным ша-
гом s (рис. 1). Там же имеются отгибы продольной арматуры, расположение которых в при-
опорной зоне задано. Размеры балки, диаметры продольных стержней и хомутов, углы 
наклона отгибов к продольной оси балки считаются детерминированными.   Случайными 
являются прочностные  характеристики бетона, продольной и поперечной арматуры и дей-
ствующие нагрузки, которые описываются нормальными законами распределения  с задан-
ными средними значениями mRb, mRs, mQfmax и коэффициентами вариации ߴb ,ߴs ,ߴf. 

 
Рис. 1. Армирование приопорных зон  железобетонной балки 

 
 
При выполнении вероятностных расчетов надежности балки по наклонным сечениям 

расположение любых сечений, по которым определяется вероятность возникновения пре-
дельных состояний, выполняется   набором пучков прямых линий, вершины которых нахо-
дятся на переменном  расстоянии с от опорного сечения балки в точках, расположенных на 
уровне низа сжатой зоны бетона (рис. 2). Углы наклона каждого из рассматриваемых 
наклонных сечений задаются переменной ψ, представляющей собой угол, отсчитываемый от 
вертикали. При произвольном варьировании двумя независимыми переменным с и ψ задает-
ся любое наклонное сечение в  приопорной зоне балки.   
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Рис. 2. Моделирование наклонных сечений железобетонной балки 
 
 

Условие прочности железобетонной балки по наклонным сечениям имеет вид [9-10,13]: 
ܳ௙ ≤ ܳпр(߰) = ܳ௕௧(с, ߰) + ܳхом(߰) + ܳотг(߰),                                   (1) 

где ܳ௙  -  максимальная расчетная  поперечная сила в вершине наклонного сечения, которая  
определяется   по эпюре поперечных сил и при эксплуатации балки не должна превысить   пре-
дельную поперечную силу ܳпр(߰). Статистические характеристики (математическое ожида-
ние и среднеквадратическое отклонение) поперечной силы для вероятностных расчетов опре-
деляются  по  нормативным значениям коэффициентов надежности по нагрузке. Формулы для 
расчетов подробно описаны нами в [9];  ܳ௕௧(с, ߰) -  поперечная сила, воспринимаемая бетоном сжатой зоны над наклонным 
сечением и зависящая от расстояния С его вершины от опоры. Она вычисляется по формуле 
[7, 8]: 

Qୠ୲(с, ߰) = ୩∗ୖౘ౪∗ୠ∗୦బమ
େ  ,                                                                (2) 

в которой введены следующие обозначения: С – расстояние вершины наклонных сечений от 
опоры; к – коэффициент, зависящий от марки бетона и формы поперечного сечения. Для ба-
лок с тавровым поперечным сечением  к=2,2; 

Qхом(ψ)  - сумма осевых усилий в поперечной арматуре (хомутах), пересекаемых 
наклонным сечением, которая зависит от углов наклона сечений и вычисляется в зависимо-
сти от  числа хомутов ݊хом, пересекаемых наклонным сечением, по формуле [8]: 

Qхом(ψ) = ଶ∗ୖ౩౭∗୅౩౭∗େ߰
ௌ ,                                                              (3) 

где  Сψ – проекция наклонного сечения под углом ψ с вершиной на расстоянии С от опоры на 
продольную ось балки; s – шаг хомутов;  

 Qотг(ψ) - сумма проекций на нормаль к продольной оси балки осевых усилий во всех 
отгибах  nотг(ψ), пересекаемых наклонным сечением, которая вычисляется по формуле: 

        ܳотг(߰) = ܴ௦ ∗ ௦ܣ ∗ ݊отг(߰) ∗ sin ϴ .                                    (4) 
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В приведенных формулах (1) – (4) прочностные характеристики бетона и арматуры пред-
ставлены  принятыми в действующих нормативных документах [1-2] обозначениями для рас-
четных сопротивлений: Rbt  – бетона на растяжение, Rsw  - поперечной арматуры, Rs - продоль-
ной арматуры. Для проведения вероятностных расчетов в соответствии с этими расчетными па-
раметрами и нормативными значениями коэффициентов надежности по материалу определя-
ются средние значения и среднеквадратические отклонения. Формулы для расчетов подробно 
описаны нами в [9].      

Сопоставление резервов прочности в пучке наклонных сечений с разным углом наклона ψ 
для выбранного расстояния от опоры С дает возможность выбрать сечение с наиболее низкой 
прочностью: r(ψ) = Qпр(ψ) − Q୤ .                                                                 (5) 

Вероятность отказа вычисляется с помощью функции Лапласа из предположения, что    
полный резерв прочности подчиняется нормальному закону распределения, из выражения: 

                   Q୤ = 0,5 − Φ(β),                                                                          (6) 
где β – характеристика безопасности, равная отношению математического ожидания к стандар-
ту резерва прочности. 

Для удобства представления численных результатов использован логарифмический пока-
затель надежности, который вычислялся из выражения: 

⍴௙ = lg ቀ ଵ
୕౜ቁ.                                                              (7) 

 
2. Апробация вычислительного алгоритма 

 
Описанный выше алгоритм реализован в виде вычислительной программы в математи-

ческом комплексе Mathcad. Для апробации приняты следующие размеры балки, его армирова-
ния и параметры прочности материалов для железобетонной однопролетной  балки таврового 
поперечного сечения: 

 бетон класса В30 с расчетными сопротивлениями бетона на растяжение - Rbt=1,2  МПа 
(Rbtn=1,75 МПа), на сжатие - Rb=17 МПа (Rbn=22 МПа); 

 продольная рабочая арматура класса А-400 с расчетным сопротивлением при растяже-
нии  -Rs= 350 МПа (Rsn= 400 МGа),  поперечная арматурас расчетным сопротивлением 
Rsw=280 МПа (Rswn=280 МПа);         

 интенсивность расчетной распределенной нагрузки q=1,1 кН/м; 
 размеры поперечного сечения балки h=80 см, b=40 см, bf =60 см, hf =10 см; защитный 

слой бетона: а=a’=50 мм, расчетная длина балки L=7,76 м, высота сжатой зоны балки составля-
ет x=55 мм;  

 балка армирована продольными стержнями в нижней зоне 4 Ø 32 мм (рабочая площадь   
As=32,17 см2) и в верхней зоне - 2 Ø 32 мм (рабочая площадь As’=16,08 см2) и хомутами  диа-
метром Ø 8 мм, расположенными с шагом S=25 см до 3 м от опоры  ( рабочая площадь распо-
ложенных на длине 1 м стержней составляет Asw=0,503 см2 ); 

 вблизи опоры балки в продольной арматуре устроены  отгибы 2Ø 32 мм с шагом 15 см 
(площадь одного стержня As=8,042 см2). 

При апробации вычислительной программы изучалась зависимость изменения математи-
ческого ожидания резерва прочности   в наклонных сечениях по длине приопорной зоны в зави-
симости от расстояния С между опорным сечением и вершиной произвольного пучка наклонных 
трещин. Такая зависимость для рассматриваемой балки графически представлена на рис. 3.  
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Рис. 3. График изменения математического ожидания  резерва прочности 

в наклонных сечениях по длине приопорной зоны  
железобетонной балки таврового поперечного сечения 

  
По длине приопорной зоны среднее резерва прочности по поперечной силе скачкообразно 

уменьшается в местах расположения отгибов продольной рабочей арматуры. В рассматривае-
мых балках таврового поперечного сечения, нагруженных равномерно распределенной попе-
речной нагрузкой,  с поперечной арматурой и отгибами наименьший резерв прочности будет в 
наклонных сечениях, вершина которых находится на  внешней границе зоны расположения от-
гибов, ближайшей к среднему сечению балки.    

Для оценки возможности наступления предельного состояния исследована зависи-
мость логарифмических показателей надежности балки в наклонных сечениях по длине 
приопорной зоны балки c учетом разброса прочностных характеристик  бетона, арматуры и 
флуктуации действующих нагрузок. Она графически представлена на рис. 4 при следую-
щих значениях коэффициентов вариации прочности материалов и действующих нагрузок: 
νୠ = 0,1 ;  νୱ = 0,08 ; ν୊ = 0,2.   Общий характер графиков согласуется с приведенными на рис. 3 
особенностями кривых изменения резерва прочности по длине приопорной зоны, несмотря на 
его существенную зависимость от разброса прочностных характеристик материалов и дей-
ствующих нагрузок. Так, имеет место скачкообразное изменение показателя надежности в зоне  
отгибов и расположение сечения с максимальной величиной вероятности отказа по попереч-
ной силе.  Отметим, что при варьировании разбросом прочности и действующих нагрузок мо-
жет сильно измениться приведенная зависимость надежности по длине приопорной зоны бал-
ки. При этом следует иметь в виду, что высокие значения логарифмического показателя 
надежности ρ≥12, отвечающие весьма низкой вероятности отказа Qf≥10-12, не следует учиты-
вать. 
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Рис. 4.  График зависимости логарифмического показателя надежности балки  

в наклонных сечениях по длине приопорной зоны  балки 
 

Выводы 
1. Разработанные алгоритм и программа для описания надежности железобетонной од-

нопролетной балки таврового поперечного сечения позволяют в автоматизированном 
режиме изучать изменение резервов прочности наклонных сечений  и параметры   
надежности по длине приопорных зон. 

2. По длине приопорной зоны среднее резерва прочности по поперечной силе скачкооб-
разно уменьшается в местах расположения отгибов продольной рабочей арматуры. В 
рассматриваемых балках таврового поперечного сечения, нагруженных равномерно рас-
пределенной поперечной нагрузкой,  с поперечной арматурой и отгибами наименьший 
резерв прочности будет в наклонных сечениях, вершина которых находится на  внешней 
границе зоны расположения отгибов, ближайшей к среднему сечению балки.    

3. При варьировании разбросом прочности и действующих нагрузок может сильно изме-
ниться зависимость надежности по длине приопорной зоны балки. При этом следует 
иметь в виду, что высокие значения логарифмического показателя надежности ρ≥12 , 
отвечающие весьма низкой вероятности отказа Qf≥10-12 , не следует учитывать.  

4. Опасные наклонные сечения  чаще всего располагаются  под  углами наклона к про-
дольной оси балки, близкими  к 45 градусам. При этом отмечается следующая осо-
бенность: чем меньше высота сжатой зоны бетона, тем ближе углы наклона опасных 
сечений к 45 градусам. 

 
Библиографический  список  

 1. СП 63.13330.2012. Бетонные и железобетонные конструкции. Основные положения. 
Актуализированная редакция СНиП 52-01, 2003  

2. СП 52-101-2003. Бетонные и железобетонные конструкции без предварительного 
напряжения арматуры. – М.: ФГУП ЦПП, 2003. 



 69 

3. СП 20.13330.2011 Нагрузки и воздействия. Актуализированная редакция СНиП 
2.01.07-85*. – М.: ФГУП ЦПП, 2011. - 45 с.  

4. Лычев, А.С. Вероятностные методы расчета строительных элементов и систем: учеб 
пособие/А.С. Лычев. – М.: АСВ, 2008. - 184 с  

5. Ржаницын, А.Р. Теория расчета строительных конструкций на надежность / А.Р. 
Ржаницын. – М.: Стройздат, 1978. – 239 с. 

6. Синицын, А.П. Расчет конструкций по теории риска/ А.П. Синицын. - М.: Стройиз-
дат, 1985. – 304 с. 

7. Боришанский, М.С. Расчет отогнутых стержней и хомутов в изгибаемых железобе-
тонных элементах на стадии разрушения/ М.С. Боришанский. – М.: Гостройиздат, 
1946.  

8. Байков, В.Н. Железобетонные конструкции. Общий курс./ В.Н. Байков, Э.Е. Сигалов. 
- М., 1991. -  767с.  

9. Сафронов, В.С. Влияние разброса прочности бетона и поперечной арматуры на веро-
ятность возникновения предельного состояния в наклонных сечениях железобетон-
ной балки от поперечной силы /В.С. Сафронов, Ж. Д.Д. Ншимиримана// Научный 
вестник ВГАСУ, серия «Студент и наука». - 2015. - №9. -  С. 25-32.  

10. Сафронов, В.С.  Вероятностная оценка риска возникновения предельных состояний  в 
сечениях изгибаемых железобетонных балок/В.С. Сафронов, Нгуен Динь Хоа// Науч-
ный вестник ВГАСУ. Строительство и архитектура. -  2010 - №1. – С. 157-166  

11. Сафронов, В.С.  Оценка риска разрушения нормальных сечений железобетонных ба-
лок  произвольной формы/В.С. Сафронов, Д.И. Доманов//  Строительная механика и 
конструкции. – 2011 - №2. – С. - 47-52.  

12. Сафронов, В.С. Применение теории  риска для оценки вероятности трещинообразо-
вания при стесненном кручении железобетонных мостовых балок /В.С. Сафронов, 
Д.И. Доманов// Механика разрушения бетонов, железобетонов: сб. ст. по мат. 7-й 
междунар. науч. конф: в 2-х т. – 2013. – С. 31-38.  

13. Сафронов, В.С. Вероятностная оценка риска возникновения предельных состояний в 
наклонных сечениях железобетонных балок с учетом отгибов / В.С. Сафронов, Нгуен 
Динь Хоа // Актуальные проблемы прикладной математики, информатики и механи-
ки: сб. тр. междунар. конф.; ВГУ. – Воронеж, 2009. – С. 164– 167. 

 
References 

 1. Set of rules 63.13330.2012. Concrete and reinforced concrete structures. Basic. Updated 
edition of Building specifications and regulations 52-01, 2003  

2. Set of rules 52-101-2003. Concrete and reinforced concrete structures without prestressed 
reinforcement. – М.: FGUP TzPP, 2003. 

3. Set of rules 20.13330.2011 Loads and impacts. Updated edition of  Building specifications 
and regulations  2.01.07-85*. – М.: FGUP TzPP, 2011. - 45 p.  

4. Lychyov, А.S. Probabilistic methods of building members and system design: student 
book/А.S. Lychov. – М.: АSV, 2008. - 184 p.  

5. Rzhanitsin, А.R. Theory of reliability design of building constructios./ А.R. Rzhanitsin. – 
М.: Stroiizdat, 1978. – 239 p. 

6. Sinitsin, А.P. Structure design according to theory of risk/ А.P. Sinitsin. - М.: Stroiizdat, 
1985. – 304 p. 

7. Borishansky, М.S. Design of diagonal bars and stirrups in flexural reinforced concrete 
members during the destruction stage/ М.S. Borishansky. – М.: Gosstroiizdat, 1946.  

8. Baikov, V.Н. Reinforced concrete structures. General cource./ В.N. Baikov, E.I. Sigalov. - 
М., 1991. -  767p.  



 70 

9. Safronov, V.S. Concrete strength and lateral reinforcement distribution influence on proba-
bility of limit state appearance in reinforced concrete bars  oblique sections caused by 
shear/V.S. Safronov, Zh. D.DД. Nshimirimana// Scientific bulletin of VGASU, Series Stu-
dent and science». - 2015. - №9. -  P. 25-32.  

10. Safronov, V.S.  Probabilistic assessment of risk limit sate appearance in sections of flexural 
reinforced concrete beams./ Nguen D.Th.// Scientific bulletin of VGASU. Constructuion 
and Architecture. -  2010 - №1. – P. 157-166  

11. Safronov, V.С.  Essessment of normal sections of arbitrary form reinforced concrete bars 
risk destruction./V.S. Safronov, D.I. Domanov//  Construction Mechanics and structures. – 
2011 - №2. – P. - 47-52.  

12. Safronov, V.S. Application of theory of risk for assessment of crack formation probability 
at bridge beams restricted torsion /V.S. Safronov, D.I. Domanov// Reinforcement and con-
crete destruction Mechanics,: Math. article collection. 7th International sc. Conference in  2 
volums. – 2013. – P. 31-38.  

13. Safronov, V.S. Probabilistic assessment of risk limit sate appearance in sections of flexural 
reinforced concrete beams with account of bend./ V.S. Safronov, Nguen D.Th.//Topical 
problems of applied math, informatics and Mechanics: collected papers of international 
conference; VGU. – Voronezh, 2009. – P. 164– 167 

 
 Ключевые слова: железобетонная балка, наклонное сечение, изгиб, вероятность 

разрушения, логарифмический показатель, разброс прочности материалов и нагрузок, ко-
эффициент вариации прочности и нагрузок. 

 
 Keywords: reinforced concrete bar, oblique section, bending, probability of failure,   

logarithmic index, variation of strength of materials and load, coefficient of variation of strength 
and load. 

  



 71 

 
РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ 

МЕТАЛЛИЧЕСКИХ КОНСТРУКЦИЙ 
 

УДК 624.042.1:624.014.2:624.13.53 
Воронежский государственный  
технический университет  
Канд. техн. наук, доц. кафедры металлических 
конструкций и сварки в строительстве  
С.Н. Колодежнов 
Магистрант кафедры строительных  
конструкций, оснований и фундаментов  
им. проф. Ю.М. Борисова  
Д.А. Коновалов  
Россия, г. Воронеж, тел.: 8(4732)71-52-30 
e-mail: sdsGw@yanldex.ru 

Voronezh State Technical University 
PhD  of Tech Sc., associate professor 
of department of metal constructions  
and welding in building 
S.N. Kolodezhnov 
Undergraduate  of department 
of building structures, bases and foundations  
after the name of professor U.M. Borisov  
D.A. Konovalov 
Voronezh, Russia, tel.: 8 (4732) 715230 
e-mail: sdsGw@yanldex.ru 

С.Н. Колодежнов, Д.А. Коновалов 
ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ОСАДКИ ФУНДАМЕНТОВ  НА УСИЛИЯ В ЭЛЕМЕНТАХ СТАЛЬНОГО КАРКАСА ЗДАНИЯ  

Рассмотрен расчет стального каркаса здания совместно с грунтовым основанием, смоделированным 
объемными конечными элементами. Представлено сравнение внутренних усилий в элементах каркаса, вычис-
ленных при фиксированных граничных условиях и с учетом влияния грунтового основания. 

S.N. Kolodezhnov, D.A. Konovalov 
 

THE RESEARCH OF THE IMPACT OF SEDIMENT FOUNDATIONS TO  
THE INTERNAL FORCES ARISING ON ELEMENTS OF STEEL STRUCTURES 

STEEL FRAME  
 

The design of steel building frame together with soil base simulated by three dimension finite elements is un-
der consideration. There is presented the comparison of internal forces in frame members calculated  at the fixed bound-
ary conditions and taking into account the effect of subgrade. 

  При проектировании сооружений, которые взаимодействуют с податливым основанием, возникает проблема учета основания в общей расчетной модели сооружения и задания инфор-мации о механических свойствах грунтового массива. Одной из наиболее часто используемых расчетных моделей является плита, работающая совместно с основанием согласно гипотезе ли-нейно деформируемого полупространства. При этом возникает проблема выбора коэффициен-тов постели такого основания, адекватно отражающих реальные свойства грунтового массива. К сожалению, ни один нормативный документ не регламентирует определение выбора метода расчета коэффициентов постели даже в простейшем случае однородного грунтового массива, не говоря уже о наиболее часто встречающемся многослойном основании. Также нужно отметить, что для проектировщика важно выполнять статические и конструктивные расчеты, а также со-ставление комплекта чертежей с использованием наименьшего количества программных комплексов [2]. Это, как правило, возможно в приспособленных для проектирования расчет-ных программах, не учитывающих работу фундаментов. Поэтому моделирование поведения ___________________________________ 
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фундаментов весьма актуально в сложившейся практике проектирования. 
Процесс проектирования обычно складывается из следующих этапов: 

1. Статический расчет конструкции с фиксированными граничными условиями, не 
учитывающими влияние основания фундамента на внутренние усилия в элементах стального 
каркаса. 

2. Определение реакций опор, расчет оснований и фундаментов, уточнение напряже-
ний под подошвой и осадок фундаментов. 

3. Моделирование осадки фундамента с помощью коэффициентов постели или одно-
узловых элементов конечной жесткости и повторный статический расчет конструкции с 
учетом осадки сооружения. 

Данный подход к проектированию имеет ряд недостатков: 
− большие трудозатраты; 
− выполнение рутинных операций моделирования в различных программных комплексах; 
− невозможность автоматического учета влияния осадок на перераспределение усилий в 
рассчитываемой конструкции. 

Современные расчетные программные комплексы позволяют одновременно учесть ра-
боту надземной и подземной части сооружений без необходимости использования сторон-
него программного обеспечения и дополнительных ручных расчетов.  

Одним из наиболее перспективных способов моделирования взаимодействия системы 
сооружение-грунт является использование объемных конечных элементов. Подобный расчет 
возможен в линейной и нелинейной стадии. В первом случае в качестве исходных данных 
принимаются только модуль деформации и коэффициент Пуассона, а во втором – кроме это-
го прочностные характеристики грунта [1].  

Целью настоящей работы является исследование влияния осадок фундаментов на уси-
лия, возникающие в элементах конструкции. В качестве объекта исследования был рассмот-
рен стальной каркас, образованный трехпролетными рамами, включающими в себя балки с 
консольными вылетами, подвешенными к серповидной арке с затяжкой, перекрывающей 
средний пролет величиной 24 м. Консольные межэтажные балки одной опорой жестко со-
пряжены с колонной, а вторая опора с помощью подвески сопряжена с арочным покрытием. 
Сопряжение остальных конструктивных элементов между собой шарнирное. Сопряжение 
колонн с фундаментом жесткое в плоскости рамы и шарнирное из ее плоскости. Простран-
ственная устойчивость конструкции обеспечивается жесткой заделкой колонны в фундамен-
ты, а также системой вертикальных связей по колоннам и горизонтальных связей по покры-
тию. Кроме этого на общую пространственную устойчивость конструкции благотворно вли-
яет монолитное перекрытие по верхним поясам балок второго этажа, представляющее собой 
«жесткий диски». Общий вид конструкции представлен на рис. 1, а схема рамы ее каркаса − 
на рис. 2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Общий вид исследуемой конструкции 



 73 

Для реализации в программном комплексе ЛИРА-САПР 2013R3 были составлены две 
расчетные схемы, характеризующиеся следующим. 

Схема 1. Взаимодействие конструкции с основанием смоделировано с помощью посто-
янных фиксированных граничных условий, не учитывающих влияние основания фундамента 
на внутренние усилия в элементах стального каркаса (рис. 2). 

Схема 2. Взаимодействие конструкции с грунтовым основанием, смоделированным 
объемными конечными элементами (рис. 3). 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Рис. 2. Схема без учета грунтового основания 
 

Рис. 1 - Расчетная схема с постоянными граничными условиями 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.  Схема с объемными конечными элементами грунтового основания 
 

На рис. 4 представлена пространственная модель каркаса с объемными конечными 
элементами грунтового основания. 
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  Рис. 4.  Пространственная модель каркаса с объемными конечными элементами  
грунтового основания  

Грунтовое основание представлено следующими инженерно-геологическими элемен-
тами, графически отображенными на рис. 3 сверху вниз: 

ИГЭ 1 – суглинок полутвердый малопучинистый: E=20 мПа; φn=23,6°; Cn=28,6 кПа; 
ИГЭ 2 – суглинок тугопластичный малопучинистый: E=17,5 мПа; φn=23,1°; Cn=25,6 кПа; 
ИГЭ 3 – песок средней крупности, плотный: E=42,3 мПа; φn=38,4°; Cn=2,23 кПа. 
Расчет производился на следующие нагрузки: 

1) собственный вес; 
2) вес конструкций покрытия, полов, перегородок; 
3) полезную нагрузку на перекрытии; 
4) снеговую нагрузку; 
5) ветровую нагрузку. 

Анализ внутренних усилий проводился на расчетное сочетание нагрузок (РСН), вклю-
чающее в себя все расчетные нагрузки с коэффициентом сочетания 1. Рис. 5 иллюстрирует 
совместное приложение перечисленных нагрузок к элементам рамы. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5.  Приложение действующих нагрузок к элементам рамы 
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Статический расчет выполнялся для обеих расчетных схем с анализом внутренних 
усилий в их элементах. На рис. 6-9 представлены деформированная схема и эпюры внутрен-
них усилий конструкции с фиксированными граничными условиями, а рис. 10-14 содержат 
аналогичную информацию для конструкции, взаимодействующей с грунтовым основанием, 
смоделированным объемными конечными элементами, а также изополя вертикальных 
напряжений в грунтовом основании. 

 

  Рис. 6. Исходная и деформированная схема поперечной рамы 
 
 

  
 

Рис. 7. Эпюра продольных сил N в стержневых элементах рамы, кН 
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Рис. 8.  Эпюра моментов My в стержневых элементах рамы, кН∙м 
 
 
 

  
 
 

Рис. 9. Эпюра поперечных сил Qz в стержневых элементах рамы, кН  
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 Рис. 10.  Исходная и деформированная схема поперечной рамы  
 
 
 

  
 
 
 

Рис. 11. Эпюра продольных сил N в стержневых элементах рамы, кН 
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Рис. 12. Эпюра моментов My в стержневых элементах рамы, кН∙м  
 
 
 
 
 

  
 
 
 

Рис. 13. Эпюра поперечных сил Qz в стержневых элементах рамы, кН  
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Рис. 14. Изополя вертикальных напряжений σz, кПа  

 
В таблице представлена общая сводная информация по внутренним усилиям в основ-

ных конструктивных элементах, обозначенных на рис. 15: 
1) крайняя колонна (К1); 
2) центральная колонна (К2); 
3) межэтажная балка (Б1); 
4) балка покрытия (Б2); 
5) консольная балка (Б3); 
6) элементы арки  (АР1). 

 

  
 

Рис. 15. Обозначение основных конструктивных элементов на схеме 
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Таблица 
 Внутренние усилия в основных конструктивных элементах 

 
Расчет с фиксированными граничными условиями Расчет совместно с грунтовым основанием 

К1 К2 Б1 Б2 Б3 АР1 К1 К2 Б1 Б2 Б3 АР1 
N, 
кН 

М, 
кНм 

N, 
кН 

М, 
кНм 

М, 
кНм 

М, 
кНм 

М, 
кНм 

Nmax, кН 
Nmin, кН 

N, кН 
М, 

кНм 
N, 
кН 

М, 
кНм 

М, 
кНм 

М, 
кНм 

М, 
кНм 

Nmax, кН 
Nmin, кН 

-282 -42 -714 146 173 144 -229 115 -394 -282 -38 -713 161 173 144 -204 121 -407 

Отличия в сравниваемых результатах, % 0% 10% 0% 10% 0% 0% 11% 5% 4% 
 

Выводы 
 

Внутренние усилия в ряде одинаковых элементов каркаса обеих расчетных схем за-
метно отличаются, причем наибольшее отклонение в результатах наблюдается в конструк-
тивных элементах с жесткими сопряжениями. Наибольшее влияние в расчетной схеме ока-
зывает учет основания на следующие элементы: К1, К2, Б3, АР1. Кроме того, учет основания 
в условиях данной задачи увеличивает моменты, действующие на колонны, но уменьшает 
момент, действующий в консольной балке Б3. Также обнаружено незначительное увеличе-
ние продольной силы N в элементах арки. Элементы же с шарнирными сопряжениями (Б1, 
Б2) практически не испытывают возникновения дополнительных внутренних усилий от 
осадки конструкций. 

Максимальная осадка фундаментов составляет 11,1 мм, что объясняет незначительное 
перераспределение усилий в элементах конструкции.  

Таким образом, исследование показало, что расчет конструкций совместно с грунто-
вым основанием достаточно актуален, а представленная методика расчета практически при-
емлема. Наиболее актуален данный расчет для железобетонных и рамных металлических 
конструкций с жесткими узлами, в которых возникают дополнительные внутренние усилия 
от осадок фундамента в сложных грунтовых условиях (низкие модули деформации грунтов, 
структурно-неустойчивое грунтовое основание, грунтовые напластования, вызывающие не-
однородные осадки). В случае же с шарнирными узлами дополнительных внутренних уси-
лий практически не обнаружено. 
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ВЕРОЯТНОСТНЫЙ  АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ ФОРМЫ ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ   
НА НАДЕЖНОСТЬ  СТАЛЬНОЙ БАЛКИ  

 
Изучается влияние формы поперечного сечения балки на соотношения между вероятностью предель-

ного состояния (отказа) в наиболее нагруженных крайних волокнах при хрупкой расчетной модели с вероятно-
стью отказа всего сечения для идеальной пластической модели, а также выявляются зависимости рассматрива-
емого параметра от коэффициента вариации прочности стали.   V.S. Safronov, A.I. Yurchenko 

 
PROBABILISTIC ANALYSIS OF CROSS SECTION FORM INFLUENCE  

ON STEEL BEAM RELIABILITY  
 
Beam cross section shape effect on the ratio between the limit state probabilities in the most loaded extreme 

 fibers at fragile design model and probability of failure of the whole section for ideal elastic model is under study.  
 Also the dependences of under observation parameter on coefficient of steel strength variation.  
 Введение  

Флуктуации нагрузок и прочностных характеристик материалов учитываются в 
настоящее время при проведении детерминированных прочностных расчетов косвенным об-
разом при назначении расчетных нагрузок и расчетных сопротивлений материалов введени-
ем коэффициентов надежности по нагрузке, по материалу, ответственности сооружений и 
т.п.[1-2]. В настоящее время в строительной отрасли России, как и  других стран, прогнози-
руется переход от детерминированных прочностных расчетов несущих строительных кон-
струкций к вероятностным, позволяющим осуществлять непосредственный учет случайных 
отклонений прочности материалов и действующих нагрузок от средних значений [3]. При 
этом наиболее удобными и простыми для использования в инженерной практике являются 
вероятностные представления действующих нагрузок и описания прочностных свойств ма-
териалов на основе модели случайных величин [4-6].  

При использовании вероятностных расчетов в качестве критерия для оценки проч-
ности используется вероятность отказа несущей конструкции, под которым понимается 
риск возникновения первого предельного состояния [6-7]. В настоящее время такие подхо-
ды широко применяются при исследовании строительных конструкций из железобетона.  
_________________________________ 
© Сафронов В.С., Юрченко А.И., 2016 
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Получены результаты по оценке влияния формы поперечного сечения, особенностей 
армирования при возникновении предельных состояний в нормальных и наклонных сечени-
ях призматических железобетонных стержней при плоском поперечном изгибе [8], в их про-
странственных сечениях, испытывающих сложное напряженное состояние [9-10], в нормаль-
ных сечениях железобетонных колонн при внецентренном сжатии [11].  

Аналогичные исследования для металлических конструкций практически отсутству-
ют, хотя для таких элементов влияние разброса параметров нагрузок и прочностных харак-
теристик материалов при высоких уровнях напряжений, превышающих предел пропорцио-
нальности, является значительным.  В настоящем исследовании рассматривается однопро-
летная балка произвольного поперечного сечения при поперечном плоском изгибе. Изучает-
ся влияние формы поперечного сечения балки на соотношения между вероятностью пре-
дельного состояния (отказа) в наиболее нагруженных крайних волокнах при хрупкой расчет-
ной модели с вероятностью отказа всего сечения для идеальной пластической (в соответ-
ствии с диаграммой деформирования Прандтля) модели, а также выявляются зависимости 
рассматриваемого параметра от коэффициента вариации прочности стали. В исследованиях 
предполагается, что разброс прочностных характеристик материалов и действующих нагру-
зок подчиняется нормальному закону распределения, для которого достаточно ограничиться 
двумя статическими характеристиками: математическим ожиданием и среднеквадратиче-
ским отклонением [4-5]. 

1. Описание методики исследований 
Из теории сооружений известно, что несущая способность однопролетной металли-

ческой балки, определенной по условию прочности фибровых волокон (рис. 1, а), суще-
ственно возрастает для балки из идеально пластического материала, когда в качестве пре-
дельного состояния принимается достижение условия текучести всеми волокнами нагру-
женного сечения (рис. 1, б).  
                              а)                                                                          б) 

      

Рис. 1. Распределения напряжений по высоте поперечного сечения 
при возникновении предельного состояния: 

а - для хрупкого материала; б - для пластичного материала 
 При этом увеличение несущей способности существенно зависит от формы попе-
речного сечения, что отражается выражениями для моментов сопротивления (табл. 1). 

При построении алгоритма численных исследований для определения   соотношения 
между вероятностями двух типов предельных состояний наиболее нагруженного сечения 
балки введем следующие допущения:  

 прочностные характеристики металла для балок и параметры  действующих 
нагрузок  на балку считаются случайными величинами и принимаются соответ-
ствующими нормальному закону распределения с заданными средними Rm , fm  и 
коэффициентами вариации R   и  f ; 
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Таблица 1 
Расчетные выражения для рассматриваемых типов поперечного сечения  
 

Тип сечения Схема, обозначения 
Выражения для моментов сопротивления 

по модели предельного состояния 
крайнего волокна  (рис. 

1) 
всего сечения 

  (рис. 2 ) 
1. Прокатное 
двутавровое 

  
hJW zx /2    

xx SW  2  

2. Прямоугольное 

  
 6/2hbWx   

 

 
 

4/2hbWx   
 

3. Сплошное 
круглое 

  
 

32/3dWx   
 
 

6/3dWx   

4. Трубчатое 

 
32/)/( 4

0
3 dddW x    

6/)( 3
0

3 ddW x   

 
 исходными параметрами для определения размеров поперечного сечения балки будем 

считать рекомендуемые действующим нормативным документом расчетные изгиба-
ющие моменты maxM , коэффициенты надежности по нагрузке f , нормативные со-
противления металла Rn, коэффициенты надежности по материалу . При этом счита-
ем, что зависимость между коэффициенты надежности по нагрузке f  и коэффициен-
том вариации   имеет следующий вид f : 

                   64,1/)1(  ff  ,                                                         (1) 
а соотношение между коэффициентом надежности по материалу   и коэффициен-
том вариации прочности R  является следующим: 

)31/()64,11( RR    ;                                                        (2) 
 математическое ожидание fm  и стандарт f  действующих в сечении изгибающих 

моментов определяются из выражений  
           )64,11/(max ff Mm  ;                                                    (3) 

           fff m   ;                                                                       (4)
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 математическое ожидание Rm   и стандарт R  предельных изгибающих моментов, 
которые могут быть восприняты поперечным сечением балки, вычисляются через 
прочностные характеристики:   

)64,11/( RпредR Mm    ;                                                 (5) 

RRR m     ,                                                                       (6) 
где предM  - изгибающий момент, вызывающий в сечении балки предельное состояние. Он  
вычисляется через нормативное сопротивление  nR  по формуле 

                WхRM nпред  .                                                             (7) 
Здесь  Wх - момент сопротивления поперечного сечения балки, принимаемый по фор-

мулам, приведенным в табл. 1,  в зависимости от принятого   условия предельного состояния. 
Для вычисления параметров надежности металлической балки по различным видам 

предельного состояния наиболее нагруженного сечения    определяется резерв прочности для 
изгибающих моментов:                                

 maxMMS пред   .                                                                   (8) 
При этом статистические характеристики резерва в соответствии с гипотезами о его 

нормальном законе распределения и отсутствием корреляции между прочностью и нагруз-
кой равны: 

fRs mmm   ,                                                                      (9) 

              22
FRS    .                                                                           (10) 

Далее определяем вероятность рассматриваемого предельного состояния с использо-
ванием функция Лапласа: 

             
)(5.0

S
SmФQ                                                                           (11)  

 и логарифмический показатель надежности ρ, вычисляемый по формуле 

                                 
).1lg(Q                                                                         (12) 

2. Результаты численных исследований 
Исследования влияния формы поперечного сечения на надежность балки по описан-

ной выше методике выполнялись для представленных в табл. 1 видов поперечного сечения 
металлической балки.  В расчетах принимались следующие исходные параметры:   расчетный изгибающий момент  Мmax=31,25 кНм с коэффициентом надежности по 

нагрузке 2,1f . В соответствии с зависимостью (1) коэффициент вариации дей-
ствующих нагрузок равен: 12,0f ;   

 нормативное сопротивление материала Rn=360 Мпа с коэффициентом вариации 
05,0R , что отвечает из соотношения (2) коэффициенту надежности по материалу 
.08,1  

Результаты численных исследований представлены в табл. 2. 



 86 

Таблица 2 
Расчетные параметры надежности балок различных форм поперечного сечения 

 

Параметры надежности 
Поперечное сечение 

Двутавровое Прямо-
угольное 
(h=2*b) 

Сплошное 
круглое  

Трубчатое  

Площадь (см2) 20,2 54,08 76,16 20,1 

Хрупкий  
материал 

Вероятность отказа 
Qxp 

0,0012227687 0,001588869 0,0015888 0,001588869 
Логарифмический по-
казатель надежности 
ρхр 

2,913 2,799 2,799 2,799 

Пластич-
ный ма-
териал  

Вероятность отказа 
Qпл 

4,712*10-6 5,051*10-9 8,29*10-9 7,845*10-5 
Логарифмический по-
казатель надежности 
ρпл 

5,327 8,297 12,081 4,106 

Соотношение  Q xp  /  Q пл 260 3,15*105 1,9 *108 20 
Соотношение  ρ xp  /  ρ пл 1,83 2,96 4,31 1,46 
 
 

Анализ результатов вероятностных расчетов, которые представлены в табл. 2, пока-
зывает, что материалоемкость балок, запроектированных  по предельному состоянию наибо-
лее напряженного волокна поперечного сечения при одинаковой надежности, отвечающей   
логарифмическому  показателю ρ=3,0, существенно  отличается. Наиболее экономичными 
являются балки, выполненные из прокатных профилей или тонкостенных труб. Наибольшей 
материалоемкостью обладают металлические балки сплошного круглого поперечного сече-
ния, по сравнению с балками из прокатных профилей она увеличивается в 3,8 раза. 

Сопоставление надежности этих же балок, вычисленных по критерию предельного 
состояния всего сечения, приводит к более существенным отличиям. По логарифмическому 
показателю надежности наименьший риск возникновения предельного состояния имеет бал-
ка круглого поперечного сечения. Он уменьшается в 4,31 раза. Такое же сопоставление для 
балок двутаврового или трубчатого сечения приводит лишь к величинам соответственно 1,83 
и 1,43. Сопоставление надежности по абсолютным вероятностям отказа дают те же каче-
ственные выводы, однако количественные значения значительно возрастают. Так, вероят-
ность предельного состояния в пластичной балке круглого поперечного сечения по сравне-
нию с   риском разрушения такой же хрупкой балки составляет 1,9 *108. Это свидетельствует 
о значительно более высокой чувствительности абсолютной вероятности возникновения 
предельного состояния.  

В численных исследованиях изучалось также влияние разброса прочностных характе-
ристик стали на логарифмический показатель отказа балки. На рис. 3 приведены полученные 
для балки прямоугольного поперечного сечения графики зависимости логарифмического по-
казателя надежности балки от коэффициента вариации     прочностных характеристик стали. 

Из приведенных графиков видно, что функция представляет собой убывающую с ро-
стом коэффициента вариации экспоненту. При этом скорость уменьшения логарифмического 
показателя для пластичного материала выше, чем для хрупкого, что объясняется различием в 
загруженности поперечного сечения.  
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                        а)                                                                                      б 

                                   Рис. 3. Зависимости логарифмического показателя надежности балки 
от коэффициента вариации прочностных характеристик стали: 

а - хрупкий материал; б – пластичный материал 
Выводы 

1. Показатели надежности металлических балок различных форм  поперечного сечения, 
размеры которых определены по критериям предельного состояния крайнего волокна 
при хрупком разрушении,  резко отличаются  при использовании для пластичных ма-
териалов критерия предельного состояния всего сечения.  

2. По логарифмическому показателю надежности   наименьшее отличие риска хрупкого 
разрушения от риска отказа для пластичного материала имеет балка круглого попе-
речного сечения. Для балок двутаврового или трубчатого сечения это различие суще-
ственно меньше. 

3. Сопоставление надежности по абсолютным вероятностям отказа дают те же каче-
ственные выводы, однако количественные значения значительно возрастают, что сви-
детельствует о высокой чувствительности этого показателя.  

4. Зависимость логарифмического показателя надежности балки от коэффициента вари-
ации прочностных характеристик стали описывается экспоненциальной функцией. 
При этом скорость уменьшения логарифмического показателя для пластичного мате-
риала выше, чем для хрупкого, что объясняется различием в загруженности попереч-
ного сечения.  
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Д.М. Шапиро, А.П. Тютин 

 
БЕЗОТКАЗНОСТЬ И ДОЛГОВЕЧНОСТЬ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ ПРОЛЁТНЫХ 

СТРОЕНИЙ МОСТОВЫХ СООРУЖЕНИЙ 
 

Содержится научное обоснование и описание расчётов МКЭ, позволяющих вскрыть резервы несущей 
способности (и грузоподъёмности) мостовых плитно-балочных пролётных строений с предварительно напря-
жённой арматурой (в том числе со смешанным армированием), дать объяснение их реально наблюдаемой спо-
собности пропускать нагрузки, превышающие проектные. В качестве таких расчётных схем и способов расчёта  
предлагаются плитно-стержневая пространственная расчётная схема совместно с деформационной  моделью 
железобетонных балок и линейный пространственный расчёт системы из прямоугольных пластинчатых конеч-
ных элементов с пятью степенями свободы в узле.  

D.M. Shapiro, A.P. Tyutin  
 

RELIABILITY AND DURABILITY OF CONCRETE BRIDGE SPANS 
 

The scientific basis and description of of FEM calculations, allowing find reserves of bearing capacity 
(posted capacity) of slab beam spans with prestressed reinforcement (including with mixed reinforcement) is given in 
the article. The real observed capacity for passing the loads wich are higher than designed ones are under explanation. 
As design model and methods there are suggested slab-bar spatial design model together with deformation model of 
reinforced concrete beams  and linear spatial design of system from  rectangular plate finite elements with five stages of 
node.  

 
Современные железобетонные разрезные плитно-балочные системы, собираемые из 

двутавровых балок заводского изготовления без диафрагм длиной до 33 м с предварительным 
напряжением арматуры (в том числе со смешанным армированием), составляют до 40 % кон-
струкций пролётных строений эксплуатируемых и строящихся мостовых сооружений на авто-
мобильных дорогах, и их доля продолжает расти. На рис. 1 показаны поперечные сечения ба-
лок в соответствии с описанием в статье [1] и пример компоновки пролётных строений.  
____________________________ 
© Шапиро Д.М., Тютин А.П., 2016 
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Высота сечений балок длиной 11,9, 15, 18, 21, 24, 28 м – 123 см, 33 м – 153 см.  В скобках на 
рис. 1 указаны толщины стенок в пролёте и в пределах приопорных участков балок длиной 
28 м.  Схемы армирования и параметры концевых участков балок приводятся в табл. 1. 

Установленные ГОСТ 33178-2014 сроки службы железобетонных предварительно 
напряжённых пролётных строений – 70 лет, в том числе до первого ремонта 40 лет. Дости-
жению этих показателей способствует высокое качество конструкций заводского изготовле-
ния, выполнение технологических требований при омоноличивании пролётных строений, 
совершенствование в последние десятилетия конструкций мостового полотна (дорожной 
одежды с гидроизоляцией из рулонных материалов Мостопласта, Изопласта и др., внутрен-
него дренажа), деформационных швов, систем организованного водоотвода, защищающих 
несущие конструкции от деградации бетона и коррозии арматуры. 
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  Рис. 1. Поперечные сечения средней и крайней балки (а) и пример сечения  пролётного строения (б);  
1 – средняя балка, 2 – крайняя балка, 3 – контур концевого уширения, 4 – многослойная дорожная одежда,  
5 – металлические барьерные ограждения, 6 – металлические перила и железобетонные карнизные блоки,  

7 – оси водоотводных трубок  
При проектировании мостовых сооружений используются условные нормируемые 

нагрузки, которые назначаются (по результатам специальных исследований) как соответ-
ствующие парку транспортных средств (колонн автомобилей и одиночных экипажей), допу-
щенных к движению на автомобильных и городских дорогах. За последние 40 лет схемы и 
величины условных нормируемых нагрузок на мостовые сооружения на дорогах России из-
менялись два раза (в 1984, 2007 годах) в соответствии с ростом весов и размеров транспорт-
ных средств. 

На рис. 2 приводятся схемы автомобильных и одиночных колёсных нагрузок про-
шлых лет (А11, НК-80) и действующих в настоящее время: А14, Н14, впервые введённая 
нагрузка СН-1800/200.  На рис. 3 изображены диаграммы зависимостей эквивалентной поло-
совой нагрузки q от длины пролёта l для указанных выше нормируемых нагрузок, построен-
ные для треугольных линий влияния с вершиной в середине. Автомобильная нагрузка по 
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схеме А14 (ГОСТ 33390-2015) превышает аналогичную нагрузку А11, действовавшую с 1984 
до 2007 гг., в 1,3 раза, и нагрузку Н-30, действовавшую до 1984 г., в 1,5 раза. Тяжёлая колёс-
ная  нагрузка Н14 по ГОСТ 33390-2015 превышает нагрузку НК-80, действовавшую до 2007 
г., в 1,28 раза. Можно предположить, что и в последующие годы будут происходить перехо-
ды на новые, более тяжёлые нормируемые нагрузки. 

Таблица 1 
Схемы армирования и параметры приопорных участков 
 предварительно напряжённых  балок длиной 11,9–33 м 

 
Длина 
балок, 

м 
Шаг ба-
лок, м 

Продольная рабочая 
арматура: 

пучки предварительно 
напряжённой арматуры 

обычная арматура 

Армирование 
приопорного участка 

балок 
Толщина 
стенок:  
балок  

приопорных 
участков, см 

Длина: 
приопор. 
сопряг. 

участков, 
м 

Класс 
бетона поперечная 

арматура 
продольная 

арматура 

11,9 
1,7 – 2,0 3 пучка 24Ø5В1400 

- 4Ø12А400 
шаг 10см 8Ø14А400 16 

26* 
1,5 
3 В35 

2,0 – 2,4 4 пучка 24Ø5В1400 
- 

15 
1,7 – 2,0 4 пучка 24Ø5В1400 

- 4Ø14А400 
шаг 10см 14Ø16А400 16 

26* 
1,5 
1,5 В40 

2,0 – 2,4 5 пучков 24Ø5В1400 
- 

18 
1,7 – 2,0 5 пучков 24Ø5В1400 

- 4Ø14А400 
шаг 10см 14Ø14А400 16 

26 
1,5 
1,5 В40 

2,0 – 2,4 6 пучков 24Ø5В1400 
- 

21 
1,7 – 2,0 7 пучков 24Ø5В1400 

- 4Ø14А400 
шаг 10см 14Ø14А400 16 

26 
1,5 
2,0 В40 

2,0 – 2,4 8 пучков 24Ø5В1400 
- 

24 
1,7 – 2,0 9 пучков 24Ø5В1400 

- 4Ø14А400 
шаг 10см 14Ø14А400 16 

26 
1,5 
3 В45 

1,7 – 2,4 9 пучков 24Ø5В1400 
4Ø25А400 

28 1,7 – 1,9 10 пучков 24Ø5В1400 
4Ø25А400 

4Ø14А400 
шаг 10см 14Ø14А400 18 

36 
5,0 
1,5 В45 

33 1,7 – 2,0 12 пучков 24Ø5В1400 
2Ø25 А400 

4Ø14А400 
шаг 10см 18Ø14А400 16 

26 
1,5 
3,0 В45 

  *балки длиной 11,9 и 15 м изготавливаются с односторонним концевым уширением.               
Это означает, что пролётные строения мостовых сооружений эксплуатируются или 

будут эксплуатироваться в периоды действия более тяжёлых нормируемых нагрузок, чем те, 
на которые они рассчитаны. Вместе с тем аварии длительно эксплуатируемых технически 
исправных железобетонных пролётных строений, связанные с увеличением весов транспорт-
ных средств и интенсивности движения, не происходят, что указывает на наличие резервов 
несущей способности. 

В настоящей статье содержится описание расчётов, позволяющих вскрыть резервы 
несущей способности (и грузоподъёмности) пролётных строений с предварительно напря-
жённой арматурой (в том числе со смешанным армированием), дать объяснение их реально 
наблюдаемой способности пропускать нагрузки, превышающие проектные.  

Этой задаче соответствуют два описываемых ниже способа расчёта, сочетающие про-
странственную расчётную схему МКЭ и модель железобетонных конструкций: 
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- для расчётов по предельным состояниям (ПС) первой группы – плитно-стержневая 
пространственная расчётная схема МКЭ совместно с деформационной нелинейной моделью 
железобетонных балок в соответствии с СП 52-102-2004 и СП 63.13330.2012;  

- для расчётов по ПС второй группы – линейный расчёт МКЭ системы из прямоуголь-
ных пластинок (оболочек с нулевой кривизной) с пятью степенями свободы в узле. 
 

а) б) 

 

 

в) 

 Рис. 2. Схемы нагрузок от подвижного состава с размерами, м: а – автомобильная нагрузка АК:А11 (А14) 
в виде полосы с интенсивностью ν=10,8 (14) кН/м и одиночной тележки с нагрузкой на ось Р=108 (140) кН, 

б – тяжёлые одиночные нагрузки НК-80 – Н11 (Н14) с нагрузкой на ось Р=196,3  – 198 (252) кН, 
в – СН-1800/200 с нагрузкой на ось Р=200 кН  

 Рис. 3. Диаграммы зависимостей эквивалентной нормативной полосовой нагрузки q от длины пролёта l,  
построенные для треугольной линии влияния с вершиной посередине: 1 – Н-30, 2 – А11, 3 – А14, 4 – НК-80,  

5 – Н14, 6 – γf×Н14 (γf=1,1 – коэффициент надёжности по нагрузке), 7 – СН-1800/200 
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Используемая для расчётов по ПС первой группы плитно-стержневая пространствен-
ная расчётная схема состоит из плитных конечных элементов (КЭ) с тремя степенями свобо-
ды в узле, моделирующих плиту с её распределительной способностью, и стержневых КЭ, 
заменяющих главные балки пролётного строения (рис. 4). 
 

а) 
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б) 

Рис. 4. Плитно-стержневая расчётная схема МКЭ: а – расчётная схема балки; б – расчётная схема пролётного 
строения с двумя полосами временной автомобильной нагрузки АК; 1 – конечные элементы плиты, 

2 – стержневой конечный элемент, моделирующий балку, 3 – контур балки пролётного строения, 
4 – колея нагрузки АК, 5  –  площадки давления колёс тележки АК, 6 – узлы опирания балок на опору  

Физическими условиями деформационного нелинейного расчёта железобетонных ба-
лок являются гипотеза плоских сечений, допущение о деформировании бетона без сопротив-
ления при растяжении, диаграммы состояния бетона, обычной и предварительно напряжён-
ной арматуры на рис. 5, на которых все обозначенные параметры относительных деформа-
ций и напряжений являются нормируемыми величинами: 

/σb1/=0,6Rb, /σb0/=Rb, εb1=σb1/Eb, εb0=−0,002, εb2=−0,0035;                             (1) 
σs0=Rs, /σsc0/=Rsc, εs0=σs0/Es, εsc0=σsc0/Es, εs2=0,025;                                   (2) 

σp1=0,9Rp, σp0=Rp, σp2=1,1Rp; εp1=σp1/Ep; 
εp0=Rp /Ep+0,002, ε′p0=1,1Rp /Ep+0,004, εp2=0,015,                                   (3) 

где Еb, Rb – начальный модуль деформации бетона при сжатии и растяжении, расчётное со-
противление бетона при сжатии, Rs=Rsс, Rp, Es, Ep – расчётные сопротивления и модули де-
формации обычной и предварительно напряжённой арматуры. 

В [2–5] содержится научное обоснование, описана алгоритмизация и практическая ре-
ализация разработанного метода расчёта. Его составляющими являются: 

- уравнения, описывающие переменные приведенные геометрические характеристики 
(расчётные площади, статические моменты, моменты инерции) сечений в зависимости от от-
носительных деформаций и кривизн при изгибе балок; 

- алгоритм и компьютерная реализация расчёта пролётных строений, сочетающего 
деформационную модель изгибаемых железобетонных балок и решение по методу Ньютона-
Рафсона нелинейной пространственной задачи расчёта плитно-балочных систем. 
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На рис. 6 показана схема распределения напряжений и деформаций по высоте сечения 
двутавровой балки со смешанным армированием, состоящим из предварительно напряжён-
ной (Аp) и обычной (Аs) арматуры. 

а) 

 

б) 

 

в) 

b 1 'p 0 p 2
p

p
p 2

p 1
p 0

p 0  Рис. 5. Диаграммы зависимостей ε=f(σ): а − бетона при сжатии для расчётов  
по предельным  состояниям первой группы, б − стержневой арматуры, в − высокопрочной арматуры 

 

 Рис. 6. Схемы к деформационному расчёту изгибаемых железобетонных балок со смешанным армированием: 
 1 – поперечное сечение балки, 2 – эпюры распределения деформаций  по высоте сечения балки,  

3 – эпюры распределения напряжений по высоте сечения балки  
Решение пространственной задачи расчёта плитно-балочной системы по  методу 

Ньютона-Рафсона на математической основе МКЭ представляет собой итерационную проце-
дуру с графической иллюстрацией на рис. 7. Линиями 1 и 2 обозначены зависимости 
ЕIred=f1(M) изгибной жёсткости и кривизны (1/ρ)=f2(M) сечений железобетонной балки от 
момента. На каждой (i-й) ступени итерации выполняются два шага расчётов. 

На первом шаге определяются «начальные моменты» 
                                        {ΔМk}i={М´k}i – {Мk}i,                                                     (4) 

где {Мk}i – вектор моментов, полученных в конце предыдущей ступени итерации,  
{М´k}i – моменты, соответствующие кривизнам и жёсткостям балок, лежащие на кривой  
(1/ρ)=f2(M). «Начальные моменты» {ΔМk}i – это усилия, которые необходимо приложить к 
каждому (k-му) стержневому конечному элементу в отдельности, чтобы получить соответ-
ствие на совместной диаграмме М–(1/ρ)–EIred. Для этого k-й конечный элемент условно отде-
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ляется от остальной части системы и к его концам прикладываются моменты {ΔМk}i, разгру-
жающие его до уровня {М´k}i.  На втором шаге выполняется приложение моментов {ΔМk}i с обратными знаками (в 
обратном направлении) в тех же точках (на концах стержневых конечных элементов) к си-
стеме в целом. При этом изгибная жёсткость принимается не начальной, а соответствующей  
{М´k}i.   

 Рис. 7. Совместная диаграмма М–(1/ρ)–EIred и схема к математической процедуре метода Ньютона-Рафсона:  
1 – зависимость ЕIred=f1(M), 2 – зависимость (1/ρ)=f2(M)  

Итерация заканчивается после снижения «начальных напряжений» {ΔМk}i (или харак-
теризующего их параметра) до заданного уровня нормы невязки {ΔМk}i≤0.01{М´k}i. Решение 
о достижении предельных состояний принимается по  условиям достижения предельных от-
носительных деформаций в бетоне (εb,пред=εb2=–0,0035), в напрягаемой или обычной армату-
ре (εp,пред=εp2=0,015; εs,пред=εs2=0,025). 

На рис. 8 показано сравнение расчётных Мрасч и предельных Мпред изгибающих мо-
ментов на примере железобетонной предварительно напряжённой балки  длиной 18 м. Пре-
дельные моменты получены в двух вариантах: по обычному расчёту по прочности в соответ-
ствии с СП 35.13330.2011 и по расчёту с использованием деформационной модели. 

 

 Рис. 8. Сравнение расчётных и предельных изгибающих моментов по прочности Мпред на примере балки длиной 18 м:  
1 – объемлющая эпюра расчётных моментов, 2 – предельные изгибающие моменты по обычному расчёту,  

3 – предельные изгибающие моменты по расчёту по деформационной модели         
Расчёты показывают, что несущая способность пролётных строений рассматриваемых 

конструкций, определённая  по расчёту с использованием деформационной модели, на 8–9 % 

1 

2 
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превышает аналогичные показатели по обычному расчёту согласно СП 35.13330-2011. Кроме 
того, использование нелинейного пространственного расчёта по методу Ньютона-Рафсона поз-
воляет повысить расчётную несущую способность пролётных строений на 7–9 % за счёт пере-
распределения изгибающих моментов с наиболее нагруженной на другие балки.  Эти показатели 
обеспечивают повышение по расчёту класса грузоподъёмности пролётных строений на 30 и бо-
лее процентов: с А11 до А14, с А14 до А17–18, с НК-80 до Н14, Н14 до Н17–18.  

Линейно-упругая модель пролётных строений соответствует условиям расчётов пред-
варительно напряжённых балок по предельным состояниям второй группы. Система состоит 
из прямоугольных пластинчатых конечных элементов с шестью степенями свободы в узле, 
повторяющих пространственную схему пролётного строения, и стержневых конечных эле-
ментов, моделирующих обычную и предварительно напряжённую арматуру. Расчётные де-
формации в бетоне и арматуре не выходят за пределы значений (Rbt ser–0,6Rb,ser)/Eb, Rs/Es и 
0,9Rp/Ep, при которых сохраняются линейные соотношения в соответствии с диаграммами на 
рис. 5.  Поэтому при определении геометрических характеристик сечений учитываются опа-
лубочные размеры балок и полные размеры сечений арматуры. В этих условиях простран-
ственная пластинчатая модель более строго (по сравнению с другими способами схематиза-
ции МКЭ) описывает напряжённо-деформированное состояние плитно-балочных пролётных 
строений, позволяет обосновать распределение усилий с минимальными значениями момен-
тов в наиболее нагруженных балках. 

На рис. 9 показано сравнение распределений моментов от временных нагрузок А14 и 
Н14 в балках пролётного строения длиной 24 м по пластинчатой и плитно-стержневой рас-
чётным схемам МКЭ. В пластинчатой системе усилия распределены более равномерно, мо-
менты в наиболее нагруженных балках Б2 и Б3 меньше на 4–10 %. 

Расчёты балок пролётных строений с предварительным напряжением арматуры по 
предельным состояниям второй группы включают следующие главные проверки на стадии 
эксплуатации: 

- по образованию продольных трещин в верхнем поясе путём ограничения сжимаю-
щих напряжений σв≤Rmc2, где Rmc2 – предельное сопротивление бетона при осевом сжатии 
(призменная прочность); 

- по трещиностойкости нижнего пояса путём ограничения растягивающих  напряже-
ний σн≤1,4Rbt ser (для балок со смешанным армированием σн≤2Rbt ser), где Rbt ser – предельное 
сопротивление бетона осевому растяжению; 

- наибольших главных (растягивающих σ1(mt) и сжимающих σ2(mc)) и касательных τb напряжений в центрах тяжести сечений 
                         σ1(mt) ≤0,85Rbt,ser,  σ2(mc) ≤ Rb,mc2,  τb ≤mb6 Rb,sh,                                     (5) 

где Rb.sh – расчётное сопротивление бетона скалыванию при изгибе; тb6 – коэффициент, при-
нимаемый при отсутствии поперечного обжатия равным 1,0.              

Как показано в нашей статье [6], в балках пролётных строений с параметрами конце-
вых участков (табл. 1) проверки в соответствии с условиями (5) успешно выполняются. Так-
же с большим запасом выполняется условие ограничения сжимающих напряжений в верхнем 
поясе. Из указанных выше предельных условий критическим, требующим проверки, в боль-
шинстве случаев является выполнение соотношения σн≤1,4Rbt,ser по всей длине балок. При 
проектировании положение анкеров, включающих в работу пучки по длине балок, назнача-
ется с достаточным запасом, обеспечивающим выполнение указанной проверки в погранич-
ных сечениях. Поэтому определяющей (в большинстве  случаев – достаточной), ограничи-
вающей расчётное соответствие балок требованиям трещиностойкости, является проверка в 
сечении  в середине пролёта условия 

                         σн=(Мрасч2 – Nz)/Wнred– N/Ared ≤1,4Rbt ser,                                         (6) 
где Мрасч2 – расчётный момент от постоянных и временных нагрузок по ПС второй группы, 
Ared, Wнred – приведенные площадь и момент сопротивления нижней грани сечения балки в 



 97 

середине пролёта, N, z – равнодействующая сил предварительного напряжения пучков арма-
туры с учётом первых и вторых потерь и её эксцентриситет относительно центра тяжести 
сечения. 

 

а) 

 

б) 

 

Рис. 9. Сравнение распределения моментов между балками в середине пролётного строения длиной 24 м (а)  
и объемлющих эпюр моментов в наиболее нагруженной балке Б2 (б) от нормативных нагрузок А14 и Н14:  
1 – от нагрузки А14 по расчёту по плитно-стержневой расчётной схеме МКЭ, 2 – то же от нагрузки Н14,  

3 – от нагрузки А14 по расчёту по пластинчатой расчётной схеме МКЭ, 4 – то же от нагрузки Н14  
На основании этого соотношения определяется предельный момент  

                          Мпред2=1,4Rbt,serWнred+N(z+Wнred/Ared).                                           (7) 
После вычитания из Мпред2 момента Мпост от постоянных нагрузок можно получить из-

гибающий момент от временной вертикальной нагрузки АК или НК, который способно вос-
принять сечение при выполнении требований расчёта по ПС второй группы. Классы времен-
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ных вертикальных нагрузок АК и НК по пределу  трещиностойкости наиболее нагруженной 
балки определяются по формулам 

        AK=[(Мпред2 – Мпост)/MAКпр]×AКпр,  НK=[(Мпред2 – Мпост)/MНКпр]×НКпр,            (8) 
где MAКпр, MНКпр – моменты в середине пролёта наиболее нагруженной балки пролётного стро-
ения при расчётном положении временных нагрузок, принятых при проектировании: А11, Н11 
(НК-80) в проектах прошлых лет (до 2007 г.) или А14, Н14 в современных проектах. 

Покажем это на примере пролётного строения длиной 24 м с габаритом Г11,5+2×0,75 
с шагом балок 2,4 м, запроектированного под нагрузки А11, Н11 (НК-80). Высота сечения 
балок 123 см, рабочая арматура  –  9 пучков 24Ø5 из высокопрочной проволоки класса 
В1400. Класс бетона по прочности на сжатие В40. Выполнение и результаты расчёта по 
формулам (7), (8) представлены в табл. 2. 

Таблица 2 
Расчёт классов нагрузок АК и НК по пределу трещиностойкости 

 балок пролётного строения длиной 24 м      
 

Расчётн. 
пролёт, м Х, м Rbt,ser, кПа 

Ared, м2 Wнred, м3 z, 
м 

Мпред2, кНм 
Мпост, 
кНм 

MA11, кНм 
MН11, кНм АК НК 

23,4 11,7 2100 0,793 0,178 0,68 3521 2041 894 942 А18,2 Н17,3 
Х – удаление рассчитываемого сечения от оси опирания.  
  

Выводы 
 

1. Сроки эксплуатации пролётных строений автодорожных и городских мостов пре-
вышают периоды действия нормируемых нагрузок, на которые они рассчитаны. Вместе с тем 
аварии длительно эксплуатируемых технически исправных железобетонных пролётных 
строений, связанные с увеличением весов транспортных средств и интенсивности движения, 
не происходят, что указывает на наличие резервов несущей способности. 

2. В настоящей статье обоснованы и описаны следующие расчётные схемы и способы 
расчёта, позволяющие вскрыть резервы несущей способности (и грузоподъёмности) пролёт-
ных строений с предварительно напряжённой арматурой (в том числе со смешанным арми-
рованием), дать объяснение их реально наблюдаемой способности пропускать нагрузки, пре-
вышающие проектные:  

- для расчётов по предельным состояниям (ПС) первой группы – плитно-стержневая 
пространственная расчётная схема МКЭ совместно с деформационной нелинейной моделью 
железобетонных балок в соответствии с СП 52-102-2004 и СП 63.13330.2012;  

- для расчётов по ПС второй группы – линейный расчёт МКЭ системы из прямоуголь-
ных пластинок (оболочек с нулевой кривизной) с пятью степенями свободы в узле. 

3. Значительная часть пролётных строений,  рассчитанных на пропуск нагрузок Н30 и 
А11, находящихся в технически исправном состоянии, удовлетворяет условиям норм проек-
тирования, включающих современные нагрузки А14 и Н14, не требует усиления при пропус-
ке этих нагрузок. Проектируемые и строящиеся в настоящее время пролётные строения, рас-
считанные на действующие нормируемые нагрузки А14, Н14, способны обеспечить пропуск 
более тяжёлых (с превышением до 30 %) автомобильных полос и одиночных колёсных эки-
пажей.  
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ИССЛЕДОВАНИЕ НДС ЕЗДОВОГО ПОЛОТНА МОСТОВОЙ ПЛИТНОЙ  

КОНСТРУКЦИИ ОТ ОДИНОЧНОЙ КОЛЕСНОЙ НАГРУЗКИ  
 

Исследовалось НДС ездового полотна мостовой плитной конструкции в виде прямоугольной плиты 
2,4×24 м2 с защемлением по длинным сторонам и шарнирным опиранием по коротким. Анализировалось влия-
ние эксцентричности расположения одиночной колесной нагрузки от НК-80 на изгибающие моменты в центре 
плиты и посередине защемленных сторон. Расчеты выполнялись в ПК ЛИРА путем построения поверхностей 
влияния характерных изгибающих моментов и прогибов. Анализ результатов представлен в табличной и гра-
фической формах.  

N.A. Barchenkova, I.A. Iljinykh 
 

RESEARCHES OF BRIDGE SLAB STRUCTURE DECK DEFLECTED MODE  CAUSED 
BY SINGLE WHEEL LOAD 

 
 
Deflected mode of deck of bridge slab structure as rectangular slab  2,4×24 м2 with fixation on long sides and  

hinged bearing on short ones is under investigation. The eccentricity of single wheel load effect caused by NK.-80 on 
the moment of deflection in the slab center and in center fixed sides is analyzed. Design was done on software package 
LIRA by constructing surfaces of specific moment of deflection and deflections. The analysis results are presented in 
tables and graphic forms.  

 
Исследовалось НДС ездового полотна мостовой плитной конструкции, выполненного 

в виде прямоугольной плиты 24×2,4 м2 с защемлением по длинным сторонам и цилиндриче-
скими шарнирами – по коротким, на действие колесной нагрузки 10 т, соответствующей 1 
колесу от НК-80, распределенной по площади 0,2×0,8 м2 (рис. 1). Анализировались харак-
терные изгибающие моменты Мх, Му и прогибы W в зависимости от эксцентриситета распо-
ложения колесной нагрузки, принимаемого по направлениям осей симметрии плиты х, у. 

Как рекомендовано в ВСН 32-89 [1], при отсутствии повреждений покрытия проезжей 
части плиту необходимо рассчитывать на нагрузку с учетом ее распределения покрытием, 
т.е. при величине грузовой площади 0,6×1,2 м2, что соответствует толщине покрытия около 
17 см. 
__________________________________ 
© Барченкова Н.А., Ильиных И.А., 2016 
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Рис. 1 

 
 При оценке адекватности расчетной схемы, составленной применительно к ПК ЛИРА 

(41 КЭ – универсальный прямоугольный КЭ оболочки, с размерами 0,2×0,2 м2), выявлено, 
что результаты расчетов на действие колесной нагрузки в центре не выходят за пределы мак-
симальных и минимальных значений, найденных с использованием известных источников, а 
также ПК SAP2000. Более подробное описание расчетной схемы представлено в [2, 3]. 

При расчете неблагоприятного расположения временной нагрузки принято использо-
вать поверхности влияния [4]. В данной работе исследование зависимости изгибающих мо-
ментов Мх, Му и прогибов W в центре плиты как наиболее характерных, а также изгибающих 
моментов в центре защемленных сторон от эксцентричности расположения одиночной ко-
лесной нагрузки выполнялось посредством построения поверхностей влияния в ПК ЛИРА. В 
силу симметрии соответствующие матрицы влияния представлены в табл. 1-7 и на рис. 2-8 
для четверти плиты. 
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Таким образом, установлено, что анализ эксцентричности расположения нагрузки в 

продольном и поперечном направлениях можно выполнять для укороченной плиты, расчет-
ная длина которой 9,6 м. 

Дальнейшие численные расчеты были выполнены путем загружения поверхностей 
влияния принятой выше одиночной колесной нагрузкой. Исследование эксцентричности ее 
расположения показало, что при смещении нагрузки вдоль оси х экстремальные значения 
изгибающих моментов Мх, Му и прогибов W для продольных сечений локализуются в зоне 
нагрузки. Причем на эпюрах Мх в смежных участках появляются отрицательные значения, 
сравнительно малые по величине. Для моментов Мх, Му в поперечных сечениях максимумы 
наблюдаются в зоне продольной оси симметрии. 

И наоборот, когда нагрузка смещается вдоль оси у, то в продольных сечениях экстре-
мальные значения изгибающих моментов Мх, Му имеют место также вдоль оси у, а в попе-
речных – располагаются под нагрузкой. Графические результаты представлены на рис. 9, 10. 
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 Рис. 9  

  
 

Рис. 10  
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