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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы исследования. Анализ чувствительности по факторам
математических моделей в системном анализе — это этап, дающий количествен-
ную оценку того, как разброс входных данных отражается на выходных показа-
телях сложной системы. Необходимость такой оценки продиктована фундамен-
тальными свойствами сложных систем: их неопределённостью, многокомпонент-
ностью, иерархичностью и потребностью в обосновании управленческих реше-
ний. Во-первых, с помощью анализа чувствительности выделяют факторы, созда-
ющие главную неопределённость на выходе — тем самым решается задача оцен-
ки реакции на внешние и внутренние возмущения. Это же позволяет переориен-
тировать сбор данных, сосредоточив усилия на наиболее значимых переменных.
Во-вторых, полученные результаты анализа служат основой для редукции моде-
ли. Сложные системы включают гетерогенные компоненты, каждый — со своим
набором входов. Выявив факторы, слабо влияющие на результат, можно исклю-
чить их из рассмотрения — вычислительные затраты снижаются без ощутимой
потери точности, а это прямо отвечает требованиям к эффективным алгоритмам
обработки информации. В-третьих, анализ чувствительности по факторам при-
меняется для проверки устойчивости модели. Если чувствительность на обуча-
ющих и тестовых данных различаются, это говорит об идентификации моделью
шума, а не истинной зависимости. Такой контроль необходим для оценки адекват-
ности модели и принятия обоснованных решений в условиях неопределённости.
В-четвёртых, анализ чувствительности по факторам используется для сценарного
анализа: определяют набор ключевых факторов с заданным пространством вари-
антов и оценивают поведение системы в различных режимах функционирования.

Развитие методов анализа чувствительности по факторам открывает перспек-
тивы в прикладных исследованиях, позволяя перейти от моделей типа «чёрный
ящик» к прозрачным, устойчивым и интерпретируемым решениям, что соответ-
ствует принципу раскрытия внутренней структуры системы для преодоления
неопределённости.

Однако существующие методы исследования чувствительности по факторам
имеют ограничения, не позволяющие применять их к широкому классу моделей.
Локальные методы, основанные на частных производных, применимы лишь при
малых вариациях факторов и не учитывают их взаимодействие. Глобальные ме-
тоды требуют большого числа запусков модели, что для вычислительно сложных
систем часто неприемлемо. Методы метамоделирования либо предполагают ли-
нейность связи, либо теряют интерпретируемость. Применение концепции ана-
лиза конечных изменений позволяет избежать некоторых из этих ограничений и
исследовать более широкий класс систем, обеспечивая точное разложение конеч-
ного изменения выходного показателя по факторам без неразложимого остатка и
с учётом иерархической структуры.
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Степень разработанности. Значительный вклад в развитие методов исследо-
вания чувствительности по параметрам и факторам внесли ученые:
Розенвассер Е.Н., Юсупов Р.М., Соболь И.М., Солдатенко С.А., Колман Р.А., Омо-
ров Р.О., Дианский Н.А., Абрамов В.И., Назаренко С.А., Шалобанов С.В., Широ-
ков Л.А., Смирнов Н.И., Хлопенко И.Н., Ягудина Р.И., Макарова А.А., Верши-
нина Л.П., Saltelli A., Homma T., Hambi D., Borgonovo E., Turanyi T., Morris M.,
Cotter S., Helton J., Kleijnen J., Campolongo F. и др. В настоящее время существу-
ет неоднородность в исследовании чувствительности математических моделей по
факторам. Некоторые аспекты этого направления изучены достаточно хорошо. На-
пример, локальные методы анализа чувствительности, основанные на исследова-
нии частных производных, и применимые для широкого класса прикладных за-
дач, имеют высокую степень разработанности. Однако среди недостатков таких
исследований необходимо указать устойчивую применимость методов только для
малых вариаций исследуемых факторов и отсутствие учета взаимодействия фак-
торов. Глобальные методы анализа чувствительности, основанные на разложении
дисперсии отклика модели, спектральном анализе и скрининге значимых факто-
ров, тоже имеют высокую степень исследованности и применимости в приклад-
ных задачах широкого класса. Такие методы уже допускают исследование взаимо-
действия факторов. Однако ограничениями применимости здесь являются высо-
кие вычислительные затраты для сложных моделей, что связано с большим чис-
лом их запусков. Использование метамоделирования, основанного на изучении
стандартизированных коэффициентов линейных регрессий, замещающих исход-
ные модели, и на применении случайного леса с методом оценки важности входов,
тоже имеет высокую степень разработанности и применимости, однако, предпо-
лагает линейность или слабую нелинейность связи отклика с определяющими его
факторами. Актуальной задачей является разработка подходов, способствующих
повышениюуниверсальности применения анализа чувствительности пофакторам
к различным типам систем. Одним из направлений является применение анали-
за конечных изменений, направленного на решение задачи нахождения точного
разложения конечного изменения результирующего показателя на конечные из-
менения оказывающих на него влияние факторов. Такая задача связана с пробле-
мами экономического факторного анализа. Среди ученых, проводивших исследо-
вания в этой области, необходимо отметить: Шеремет А.Д., Баканов М.И., Блю-
мин С.Л., Погодаев А.К. и др. В некоторых случаях при анализе чувствительности
по факторам интерес представляет учет сложной иерархической структуры рас-
сматриваемой системы. В области анализа иерархических систем значительный
вклад внесли ученые: Новиков Д.А., МесаровичМ., Цвиркун А.Д., Макрусев В.В.,
Xu C., Chen H., Liu Yu и др.

Таким образом, уровень развития моделей и методов анализа чувствительно-
сти сложных систем, а также имеющиеся ограничения таких методов определяют
важность и значимость решения научной проблемы создания основ прикладной
методологии анализа чувствительности по факторам при исследовании моделей
различной систем с учетом доступной информации.
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Тематика диссертационной работы соответствует научному направлению
ФГБОУ ВО «Липецкий государственный технический университет» «Вычисли-
тельная математика». Работа является частью исследований, в которых автор при-
нимал участие как руководитель (проект РНФ№18-71-10034) и исполнитель (про-
екты РНФ№ 24-21-00474, № 24-21-00291 и РФФИ№19-47-48003).
Объект исследования— сложные системы, составные части которых описы-

ваются математическими моделями различной структуры.
Предмет исследования — методологический подход к анализу чувствитель-

ности по факторам математических моделей сложных систем, направленный на
учет доступной информации при решении прикладных задач упрощения систем и
повышения их интерпретируемости.
Цель работы—теоретическое обоснование и разработка методологии анализа

чувствительности по факторам математических моделей сложных систем на осно-
ве анализа конечных изменений для повышения точности количественной оценки
влияния факторов, сокращения вычислительных затрат за счёт планирования экс-
перимента и обеспечения интерпретируемости результатов в системах с иерархи-
ями и смешанными по природе факторами.

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи:
— провести системный анализ основных направлений исследований в области

изучения чувствительности по факторам математических моделей сложных
систем, предложить классификацию существующихметодов, определить гра-
ницы их применимости и выработать рекомендации по выбору адекватного
задаче метода;

— развить методологию анализа чувствительности по факторам математиче-
ских моделей систем;

— разработать класс методов приближенного анализа чувствительности по фак-
торам, основанных на применении аппроксимации численного представле-
ния частных производных моделей систем;

— разработать класс методов иерархического анализа чувствительности по фак-
торам с учетом конфигурации рассматриваемой системы;

— разработать класс методов планирования эксперимента при проведении ана-
лиза чувствительности по факторам математических моделей сложных си-
стем;

— разработать алгоритм определения интервалов чувствительности по факто-
рам математических моделей систем;

— решить прикладные задачи исследования систем и управления ими с исполь-
зованием предлагаемых подходов.

Научная новизна работы характеризуется следующими результатами:
1. Предложенметод анализа чувствительности пофакторам, основанный на при-

менении анализа конечных изменений и используемый для объективной ко-
личественной оценки влияния факторов (глава 2; п. 5 паспорта специально-
сти 2.3.1.).
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2. Предложен класс методов приближенного анализа чувствительности по фак-
торам, отличающихся использованием анализа конечных изменений и ап-
проксимированных усредненных коэффициентов влияния без необходимо-
сти аналитического дифференцирования математических моделей системы
(глава 3; п. 4 паспорта специальности 2.3.1.).

3. Предложен алгоритм анализа чувствительности для смешанных факторов,
основанный на модификации методов анализа конечных изменений, отли-
чающийся способностью к единому точному разложению влияния факторов
различных типов (глава 3; пп. 2, 4 паспорта специальности 2.3.1.).

4. Предложен метод иерархического анализа чувствительности, отличающийся
использованием анализа конечных изменений и способностью сквозного точ-
ного разложения влияния факторов на всех уровнях системы с учетом струк-
турных связей и конфигурации системы (глава 4; пп. 4, 17 паспорта специ-
альности 2.3.1.).

5. Предложен класс адаптивных методов планирования эксперимента для ана-
лиза чувствительности по факторам, отличающихся использованием анали-
за конечных изменений с автоматической концентрацией точек плана в об-
ластях высокой вариации отклика и позволяющий сократить количество вы-
числений моделей системы (глава 5; п. 4 паспорта специальности 2.3.1.).

6. Предложен класс оптимальных методов планирования эксперимента для ана-
лиза чувствительности, отличающихся целенаправленным формированием
плана, максимизирующего информативность градиентов модели в промежу-
точных точках, и применяемых для сокращения количества вычислений мо-
делей системы (глава 5; п. 4 паспорта специальности 2.3.1.).

7. Предложен алгоритм определения интервалов чувствительности по факто-
рам математических моделей систем, основанный на классификации локаль-
ных оценок градиента в точках, полученных методом анализа конечных изме-
нений, отличающийся автоматическим выявлением областей значений фак-
торов с качественно различной силой влияния на отклик и применяемый для
выделения рабочих диапазонов и пороговых значений факторов (глава 5;
п. 5 паспорта специальности 2.3.1.).

8. Предложен алгоритм управления конечными приращениями факторов, осно-
ванный на итеративной комбинации методов анализа конечных изменений и
задач условной оптимизации и используемый для поиска оптимального на-
бора изменений факторов для заданного достижения целевого приращения
отклика модели системы (глава 6; пп. 5, 17 паспорта специальности 2.3.1.).

Теоретическая и практическая значимость исследования заключается в си-
стемном развитии методологии анализа чувствительности на основе аппарата ана-
лиза конечных изменений. Преодолеваются принципиальные ограничения клас-
сических методов, основанных на линеаризации, обеспечивается точное глобаль-
ное разложение влияния факторов без неразложимого остатка. Синтезированы но-
вые классы методов, интегрирующих этот аппарат с теорией планирования экспе-

6



римента, задачами оптимизации и подходами к работе со сложными системами.
Теоретические результаты могут быть использованы в организациях для созда-

ния конкретных инструментов решения актуальных прикладных задач. Разрабо-
танные алгоритмы позволяют существенно сократить вычислительные затраты на
анализ сложных моделей, предоставляют количественное обоснование для управ-
ляющих решений и дают возможность проводить глубокую диагностику поведе-
ния систем. Это обеспечивает эффективную поддержку процессов моделирова-
ния, оптимизации и управления в условиях неопределённости.

На компоненты математического и программного обеспечения получены сви-
детельства о регистрации программ для ЭВМ в Роспатенте.
Реализация и внедрение результатов работы. Полученные практические ре-

зультаты и разработанные модули программного обеспечения используются для
анализа данных и управления транспортными потоками в Управлении Госавтоин-
спекции УМВД России по Липецкой области; анализа и управления региональ-
ными экономическими показателями в Министерстве экономического развития
Липецкой области; оперативного анализа данных об оказании медицинской по-
мощи населению в Территориальном фонде обязательного медицинского страхо-
вания Липецкой области. Теоретические результаты диссертации используются в
учебном процессе федерального государственного бюджетного образовательного
учреждения высшего образования «Липецкий государственный технический уни-
верситет» в рамках образовательных программ по направлениям 01.03.04 «При-
кладная математика» и 01.04.04 «Прикладная математика» при выполнении кур-
совых работ, индивидуальных заданий, а также при выполнении выпускных ква-
лификационных работ.
Методология и методы исследования. Общая методология работы основана

на исследовании чувствительности по факторам элементов сложных систем. При
решении поставленных в диссертации задач использовались методы системного
анализа, математического анализа, линейной алгебры, теории вероятностей и ма-
тематической статистики, теории оптимизации, теории нейронных сетей, анализа
данных, а также методы объектно-ориентированного программирования.
Положения, выносимые на защиту:
1. Метод анализа чувствительности по факторам, основанный на точном разло-

жении конечного изменения отклика, позволяет сформировать количествен-
ную оценку влияния факторов при их произвольных изменениях в моделях
сложных систем.

2. Для моделей систем, заданных сложной аналитической формой или таблич-
но, предложен класс методов приближенного анализа чувствительности по
факторам, который позволяет получить аппроксимированные усредненные
коэффициенты влияния.
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3. Алгоритм анализа чувствительности для смешанных факторов, основанный
на модификации анализа конечных изменений с аппроксимацией производ-
ной для дискретных факторов и минимизацией невязки при поиске промежу-
точной точки, обеспечивает единое точное разложение влияния непрерывных
и дискретных факторов.

4. Метод иерархического анализа чувствительности по факторам, основанный
на рекурсивном применении анализа конечных изменений к каждому уров-
ню системы с последовательным определением параметров промежуточных
точек, обеспечивает сквозное точное разложение влияния входных факторов
на отклик с учетом структурной конфигурации многоуровневой системы.

5. Адаптивные методы планирования эксперимента для анализа чувствитель-
ности по факторам, использующие анализ конечных изменений, позволяют
сократить количество вычислений при анализе моделей сложной системы.

6. Оптимальные методы планирования эксперимента для анализа чувствитель-
ности, основанные на целенаправленном формировании плана, максимизи-
рующего информативность градиентов модели в промежуточных точках, поз-
воляют сократить количество вычислений при анализе моделей сложной си-
стемы.

7. Алгоритм определения интервалов чувствительности по факторам, основан-
ный на классификации локальных оценок градиента в точках, полученных
методом анализа конечных изменений, обеспечивает автоматическое выявле-
ние и описание областей значений факторов с качественно различной силой
влияния на отклик.

8. Алгоритм управления конечными приращениями факторов, основанный на
итеративной комбинации метода анализа конечных изменений и решения за-
дачи условной оптимизации с заданной функцией стоимости изменений фак-
торов, обеспечивает поиск оптимального набора изменений факторов для до-
стижения заданного целевого приращения отклика модели системы.

Степень достоверности и апробация работы. Достоверность защищаемых
положений работы, работоспособность и результативность предлагаемых реше-
ний подтверждается приведенными в диссертации:
— результатами компьютерного моделирования;
— результатами анализа чувствительности по факторам как известных, так и но-

вых систем с целью упрощения их структуры, повышения интерпретабель-
ности, решения задач управления;

— практическим внедрением результатов работы в ряде организаций и в учеб-
ном процессе.
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Основные положения диссертационной работы докладывались и обсуждались
на следующих конференциях: Всероссийская школа-конференция молодых уче-
ных «Управление большими системами» (Арзамас, 2014; Волгоград, 2015; Са-
мара, 2016; Новочеркасск, 2024); Международная научная конференция «Акту-
альные проблемы прикладной математики, информатики и механики» (Воронеж,
2018, 2019, 2022, 2023, 2025); Всероссийская Поспеловская конференция с меж-
дународным участием «Гибридные и синергетические интеллектуальные систе-
мы» (Калининград, 2020, 2022); XXМеждународная конференция «Reliability and
Statistics in Transportation and Communication» (Латвия, Рига, 2020); Международ-
ная научная конференция «Control Systems, Mathematical Modeling, Automation
and Energy Efficiency (SUMMA)» (Липецк, 2019-2025); VI Международная конфе-
ренция «Vehicle Technology and Intelligent Transport Systems» (Чехия, Прага, 2020);
Международная научная конференция «Transport Infrastructure and Systems in a
Changing World. Towards a more Sustainable, Reliable and Smarter Mobility, TIS Ro-
ma» (Италия, Рим, 2019); Международная научная конференция «Открытые се-
мантические технологии проектирования интеллектуальных систем» (Республика
Беларусь,Минск, 2020);Международная научная конференция «Complex Systems:
Control andModeling Problems» (Самара, 2019); XIII Всероссийская научно-практи-
ческая конференция с международным участием «Современные проблемы горно-
металлургического комплекса. Наука и производство» (Старый Оскол, 2016); IX
Международная научная конференция «Application of Information and Communica-
tion Technologies, AICT 2015» (Ростов-на-Дону, 2015); Международная научная
конференция «Математические методы в технике и технологиях» (Казань, 2020;
Ярославль, 2022;Минск, 2022, 2023); XIVМеждународная конференция по распо-
знаванию образов и обработки информации «PRIP’2019» (Республика Беларусь,
Минск, 2019); Международная конференция «Information and Control Systems»
(КНР, Бэньси, 2026).
Публикации. Основные результаты диссертационного исследования опубли-

кованы в 60 научных работах, в том числе 15— в ведущих рецензируемых журна-
лах, рекомендованных в Перечне ВАК РФ, 16— в изданиях, входящих в междуна-
родные системы цитирования Web of Science и Scopus, получено 3 свидетельства
о государственной регистрации программы для ЭВМ.
Личный вклад соискателя. В работах, опубликованных в соавторстве, лично

соискателю принадлежат следующие результаты: [10,14,15,24,30,31,36,37,45,47,
50,51,58,59] — развитие методов анализа конечных изменений, [27,28,40,41,
43]— анализ чувствительности по факторам, основанный на применении методов
анализа конечных изменений, [8] — методы приближенного анализа чувствитель-
ности по факторам математических моделей сложных систем, [6,9,17,29,39,42,
48] — метод иерархического анализа чувствительности по факторам, [5] — ме-
тоды планирования эксперимента для анализа чувствительности по факторам ма-
тематических моделей сложных систем, [4] — алгоритм определения интервалов
чувствительности по факторам математических моделей сложных систем, [52–
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56] — управление на основе исследования чувствительности с помощью анали-
за конечных изменений, [7,11–13,16,18,19,20,22,23,25,26,32–35,38,44,49,57,60] —
применение анализа чувствительности по факторам для решения прикладных за-
дач.
Тематика работы соответствует пунктам паспорта специальности ВАК 2.3.1.

Системный анализ, управление и обработка информации, статистика:
— п. 2. Формализация и постановка задач системного анализа, оптимизации,

управления, принятия решений, обработки информации и искусственного ин-
теллекта.

— п. 4. Разработка методов и алгоритмов решения задач системного анализа,
оптимизации, управления, принятия решений, обработки информации и ис-
кусственного интеллекта.

— п. 5. Разработка специального математического и алгоритмического обеспе-
чения систем анализа, оптимизации, управления, принятия решений, обра-
ботки информации и искусственного интеллекта.

— п. 17. Прикладные статистические исследования, направленные на выявле-
ние, измерение, анализ, прогнозирование, моделирование складывающейся
конъюнктуры и разработки перспективных вариантов развития сложных си-
стем.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, 6 глав, заклю-
чения и приложений. Список использованной литературы содержит 268 наимено-
ваний. Текст диссертации содержит 299 страниц машинописного текста, включая
36 рисунков и 24 таблицы.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обоснована актуальность темы диссертационной работы, сфор-
мулированы цель и задачи исследования, определены научная новизна и практи-
ческая значимость результатов работы.

В первой главе проведён системный анализ методологии исследования чув-
ствительности математических моделей по факторам.

В наиболее общем виде система Σ может быть представлена кортежем
Σ = (T,X, Y, S,Φ,Γ), где T ⊆ R — множество моментов времени, X — множе-
ство допустимых входных сигналов (факторов), Y —множество допустимых вы-
ходных сигналов (реакций системы), S — множество состояний системы,
Φ : S × X × T → S — оператор перехода, описывающий эволюцию состояния,
а Γ : S × X × T → Y — оператор выхода, формирующий наблюдаемый резуль-
тат. Такое представление является общим и охватывает широкий класс динами-
ческих систем. В рамках настоящего исследования рассмотрение ограничивается
классом систем, для которых возможно установить явную зависимость между вхо-
дами и выходами (статическую или динамическую, однако в базовой постановке
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пренебрегают инерционностью и внутренней динамикой). В этом случае система
описывается редуцированным кортежем Σст = (X, y, f), где X = (x1, . . . , xn)

T ∈
D ⊂ Rn — вектор входов, y ∈ R — скалярный выход, а f : D → R — известная
функциональная связь.

Представление Σст описывает систему как неструктурированное отображение
«входы— выход», что не позволяет локализовать источник влияния внутри слож-
ной системы. Для преодоления этого ограничения перейдём к описанию, явно со-
храняющему внутреннюю структуру. Для сложной системы строится её функцио-
нальная модель, позволяющая представить систему как совокупность взаимодей-
ствующих компонентов. Пусть система состоит из m частей, каждая из которых
описывается моделью yi = fi(wi),wi —вектор входов модели, причём выходы од-
них частей могут служить входами для других. В результате декомпозиции стро-
ится функциональная модель M = (E,R, F, {Pi}, Fagg, x, y), где E — множество
элементов, R — связи между ними, F — семейство функций поведения, Pi —
матрицы проекции внешних факторов, Fagg — агрегирование выходов в итоговые
показатели. Такая модель представляется ориентированным графом и сохраняет
интерпретируемость анализа чувствительности, позволяя локализовать влияние
факторов и учитывать связи между компонентами без ограничений на природу
моделей отдельных элементов.

Проведенный в главе обзор начинается с принципиального разделения задач
исследования чувствительности по факторам и по параметрам (внутренним ко-
эффициентам), подчёркивая различие их прикладных целей. Данное исследова-
ние направлено на развитие методов анализа чувствительности по факторам ма-
тематических моделей и систем. В этом направлении последовательно рассмот-
рены детерминированные локальные методы, оценивающие влияние в окрестно-
сти базовой точки. Проанализированы стохастические глобальные методы, иссле-
дующие влияние факторов на всей области их возможных изменений. Отдельно
рассмотрены скрининговые методы для быстрого отбора значимых факторов при
большой размерности задачи.

Предложена классификация методов анализа чувствительности по факторам
моделей, структурирующая их по целям и принципам действия, а также сформи-
рованы практические рекомендации по выбору адекватного метода в зависимости
от специфики решаемой задачи, свойств модели и характера неопределённости
исходных данных. Обоснована необходимость разработки новых методов, соче-
тающих достоинства глобального анализа со сниженной вычислительной слож-
ностью, и сформулированы задачи диссертационного исследования.

Во второй главе представлен и развит теоретический аппарат, направленный
на преодоление принципиальных ограничений классическихметодов анализа чув-
ствительности, основанных на дифференциальном исчислении.При решении при-
кладных задач исследователи часто сталкиваются не с бесконечно малыми, а с
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конечными, часто значительными изменениями факторов. Применение локаль-
ных методов в таких условиях приводит к появлению неразложимого остатка, ко-
торый невозможно объективно распределить между факторами, что снижает до-
стоверность анализа. Решение возникающего противоречия лежит в использова-
нии анализа конечных изменений, теоретической основой которого служит тео-
рема Лагранжа о промежуточной точке. В многомерном случае она утверждает:
для непрерывно дифференцируемой функции f(x), x = (x1, ..., xn) существует
α ∈ (0, 1) такое, что

∆f = f(x(1))− f(x(0)) =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(x(0) + α∆x)∆xi. (1)

Соотношение (1) позволяет получить конечное приращение некоторой функ-
ции как точное разложение конечных приращений её аргументов, при этом коэф-
фициентами разложения служат частные производные функции в некоторой про-
межуточной точке на пути от начального состояния системы x(0) к её финальному
состоянию x(1). Эта идея позволяет снять проблему неразложимого остатка: эф-
фекты взаимодействий факторов учитываются автоматически в коэффициентах
влияния посредством выбора точки x(α).

В работе проводится систематизация подходов через концепцию различитель-
ных исчислений, связанных с различными формами представления конечных из-
менений величин: конечного приращения ∆z = z(1) − z(0) и конечного индекса
Iz = z(1)

z(0)
. Классификация строится на основе четырёх функциональных уравне-

ний Коши, которым соответствуют аддитивное, мультипликативное, аддитивно-
мультипликативное имультипликативно-аддитивное различительные исчисления.
Основная задача анализа конечных изменений в этом контексте заключается в по-
иске функциональной связи зависимости конечного изменения отклика Θy от ко-
нечных изменений его факторов Θx. Соответствие между уравнениями, формами
изменений величин и типами исчислений сведено в таблицу 1.

Для каждого типа различительного исчисления сформулированы и доказаны
соответствующие теоремы (формулы (2)–(5)), являющиеся аналогами теоремыЛаг-
ранжа о промежуточной точке.

Предложенаметодология анализа чувствительности пофакторам на основе ана-
лиза конечных изменений (рисунок 1), которая представляет собой структуриро-
ванный процесс из четырёх ключевых этапов.
Этап 1. Идентификация и формализация объекта. Объектом выступает модель

y = f(x, θ), заданная аналитически или в виде набора значений. Фиксируются
базовое (начальное) x(0) и плановое (конечное) x(1) состояния системы.
Этап 2. Применение анализа конечных изменений. В отличие от классических

методов, методология оперирует конечными (не обязательно малыми) изменени-
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Таблица 1 – Типы различительного исчисления, соответствующие функциональные уравнения
Коши и формы теоремы Лагранжа о промежуточной точке

Тип различительного
исчисления

Функциональное
уравнение Коши Теорема Лагранжа о промежуточной точке

Аддитивное
исчисление

Первое:
φ(x(1) − x(0))

= φ(x(1))− φ(x(0))

Существует α ∈ (0, 1) такое, что

∆f =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(x(0) + α∆x)∆xi (2)

где∆xi = x
(1)
i − x

(0)
i , ∆f = f(x(1))− f(x(0))

Мультипликативное
исчисление

Четвёртое:
φ(x(1))
φ(x(0))

= φ

(
x(1)

x(0)

)
Существует α ∈ (0, 1) такое, что

If =

n∏
i=1

(Ixi)
Ei(x(α)) (3)

где Iz =
z(1)

z(0)
, Ei(x) =

∂ ln f
∂ lnxi

, x(α) = x(0) · (Ix)α

Аддитивно-
мультипликативное

исчисление

Второе:
φ(x(1))
φ(x(0))

= φ(x(1) − x(0))

Существует α ∈ (0, 1) такое, что

If = exp

(
n∑

i=1

∂ ln f
∂xi

(x(0) + α∆x)∆xi

)
(4)

где∆xi = x
(1)
i − x

(0)
i , If =

f(x(1))
f(x(0))

Мультипликативно-
аддитивное
исчисление

Третье:

φ(x(1) − x(0)) = φ

(
x(1)

x(0)

)
Существует α ∈ (0, 1) такое, что:

∆f =

n∑
i=1

[
x
(0)
i ·

∂f

∂xi
(x(α)) · ln Ixi

]
(5)

где Ixi
=

x
(1)
i

x
(0)
i

, x(α) = x(0) · (Ix)α

ями факторов Θxi, что позволяет: учитывать реальные, значительные вариации
входных переменных; строить объективные количественные оценки вклада каж-
дого фактора в общее изменение отклика Θy.
Этап 3. Реализация специализированных стратегий анализа. В зависимости от

целей исследования методология поддерживает несколько направлений:
— иерархический анализ чувствительности для декомпозиции влияния в мно-

гоуровневых системах и редукции моделей;
— планирование эксперимента для синтеза адаптивных планов, а также опти-

мальных планов, минимизирующих количество запусков модели;
— определение интервалов и порогов чувствительности для выявления обла-

стей качественного изменения влияния факторов.
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Рисунок 1 – Обобщённая схема методологии анализа чувствительности по факторам на основе
анализа конечных изменений
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Этап 4. Использование результатов для решения прикладных задач. Получен-
ные количественные оценки чувствительности служат основой для: управления и
оптимизации (решения обратной задачи— нахождения изменений факторов, при-
водящих к целевому изменению отклика); поддержки принятия решений (иденти-
фикации критических факторов, обоснованной редукции модели и др.).

На основе этого теоретического аппарата предложен базовый алгоритм анализа
чувствительности по факторам.
Вход:

— функция f(x) = f(x1, . . . , xn), где x = (x1, . . . , xn)
T — вектор факторов;

— базовые (начальные) значения факторов x(0) = (x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n );

— плановые (конечные) значения факторов x(1) = (x
(1)
1 , . . . , x

(1)
n ).

Выход:
— разложение общего изменения Θy на факторные вклады;
— коэффициенты влияния факторов;
— ранжирование факторов по вкладу в изменение результата.
Шаг 1. Определение базового и планового состояний отклика: y(0) = f(x(0)),

y(1) = f(x(1)).
Шаг 2. Выбор формы представления изменений Θ и вычисление изменений

факторов и отклика: аддитивная, мультипликативная, комбинированные формы.
Шаг 3. Применение соответствующей формы теоремы Лагранжа о промежу-

точной точке (таблица 1).
Шаг 4. Определение параметра α промежуточной точки.
Шаг 5. Вычисление точных коэффициентов влияния.
Шаг 6. Интерпретация результатов: ранжирование факторов по |Θy∗i |; вычис-

ление долей влияния факторов; анализ знаков вкладов.
Предложенный алгоритм обладает рядом ключевых свойств, среди которых:

глобальность и усреднение мер чувствительности на интервале, учет нелинейно-
сти и взаимодействий факторов, независимость от структуры модели и возмож-
ность интерпретации полученных результатов. Предложен статистический про-
токол оценки устойчивости метода.

Представлена концептуальная структура анализа чувствительности на основе
анализа конечных изменений (рисунок 2), состоящая из трёх блоков: 1) формализа-
ция задачи и выбор формы изменений; 2) применение соответствующего различи-
тельного исчисления и определение промежуточной точки; 3) расчёт мер чувстви-
тельности, ранжирование факторов и оценка устойчивости результатов. Методо-
логия, представляющая собой совокупность методов и алгоритмов исследования
чувствительности по факторам моделей сложных систем, является универсальной
и применима к моделям систем различной природы.
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Рисунок 2 – Схема методологии анализа чувствительности по факторам на основе анализа
конечных изменений
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Таким образом, во второй главе предложен метод анализа чувствительности
по факторам, основанный на применении анализа конечных изменений и исполь-
зуемый для объективной количественной оценки влияния факторов.
Третья глава посвящена систематизацииметодов приближённого анализа чув-

ствительности, основанных на аппроксимации производных. Предложено исполь-
зовать линейные регрессионные модели со взаимодействиями для аппроксима-
ции зависимости «факторы-отклик». Исследована возможность аналитического
вычисления частных производных, которые в общем виде представляются как ли-
нейные комбинации исходных переменных и их произведений. Полученные ана-
литические выражения используются в соотношениях метода анализа конечных
изменений, основанного на теореме Лагранжа о промежуточной точке (модели
(2)–(5)). В случае использования аддитивного различительного исчисления при
переходе от состояния x к x+∆x изменение отклика для модели (2) в матричной
форме представляется как

∆y(∆x) = J(x+ α∆x) ·∆x,

где J — якобиан. Для регрессионной модели якобиан в промежуточной точке
x + α∆x вычисляется подстановкой компонент x̃i = xi + α∆xi в аналитические
выражения производных.

Преимуществом предложенного подхода является высокая интерпретируемость
получаемых оценок, поскольку коэффициенты регрессии непосредственно харак-
теризуют вклад каждого фактора, а также возможность учёта эффектов взаимодей-
ствия переменных без существенного усложнения вычислительной процедуры.

Исследована возможность использования полносвязных нейронных сетей как
универсального аппроксиматора для восстановления сложных нелинейных зави-
симостей. Рассматривается сеть с L слоями, реализующая преобразование вход-
ного вектора в выходной сигнал. В матричной форме градиент в промежуточной
точке x∗ = x + α∆x выражается как произведение матриц весов и диагональных
матриц производных функций активации

∇ŷ(x∗) =W(1)T
(
D(1)W(2)T

(
. . .
(
D(L−1)W(L)TD(L)

)
. . .
))

,

где D(l) — диагональная матрица производных функций активации на слое l, вы-
численных при прямом распространении промежуточной точки,W(l)T —матрица
весовых коэффициентов. Подстановка полученного градиента в соотношение (2)
даёт

∆ŷ(∆x) = ∇ŷ(x+ α∆x)T∆x.

17



Преимуществом нейросетевого подхода является его способность аппроксими-
ровать сколь угодно сложные функции без необходимости задания их конкретной
формы.

Рассмотрена возможность использования интерполяционных методов для по-
строения аппроксимирующих конструкций.ИнтерполяционныймногочленЛагран-
жа для многомерного случая строится как тензорное произведение одномерных
базисных функций. Исследованы интерполяционные многочлены Ньютона в тер-
минах конечных разностей и разложения по ортогональным полиномам. Для всех
типов интерполяционных конструкций производные в промежуточной точке вы-
ражаются в общем виде

∂P

∂xp

∣∣∣∣
x+α∆x

=
∑
i

f(xi) ·
∂

∂xp

(
d∏

k=1

ϕ
(k)
ik
(xk)

)∣∣∣∣
x+α∆x

,

где ϕ(k)
ik

— базисные функции выбранного интерполяционного метода. Градиент
интерполяционного многочлена в промежуточной точке ∇P (x + α∆x) представ-
ляет собой вектор частных производных. Полученные аналитические выражения
градиентов в промежуточной точке для соотношений (2)–(5) позволяют точно де-
композировать общее изменение выхода системы на вклады, ассоциированные с
каждым фактором. В работе также исследована устойчивость предложенных ме-
тодов к погрешностям исходных данных и показана их работоспособность при
наличии шума в экспериментальных измерениях.

Таким образом, предложен класс методов приближенного анализа чувстви-
тельности по факторам, отличающихся использованием анализа конечных изме-
нений и аппроксимированных усредненных коэффициентов влияния без необходи-
мости аналитического дифференцирования математических моделей системы.

Рассмотрен случай моделей систем, имеющих факторы дискретной природы.
В работе предлагается алгоритм анализа чувствительности для смешанных факто-
ров. Пусть вектор входов модели задан в виде x = (xC , xD), где
xC ∈ Rm — непрерывные факторы, xD ∈ D — дискретные (D — декартово про-
изведение конечных множеств). Основная идея модификации заключается в том,
чтобы искать промежуточную точку x(α) не произвольно вRn, а в множестве допу-
стимых комбинаций дискретных факторов. Таким образом, промежуточная точка
ищется в виде x(α) = (x(0)C + α∆xC , x

(α)
D ), где α ∈ (0, 1), а x(α)D ∈ Xcand ⊂ D —

дискретная компонента из специально построенного множества кандидатов. При
такой постановке точное выполнение условия теоремы Лагранжа о промежуточ-
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ной точке не гарантируется, поэтому решается задача минимизации невязки

(α∗, x∗D) = arg min
α∈(0,1),xD∈Xcand

∣∣∣∣∣∆y −
∑
i∈IC

∂f

∂xi
(x(α))∆xi −

∑
j∈ID

g̃j(xD)∆xj

∣∣∣∣∣, (6)

где g̃j — конечно-разностная оценка влияния дискретного фактора j.
Вход:

— x(0) = (x(0)C , x(0)D )— начальное состояние;
— x(1) = (x(1)C , x(1)D )— конечное состояние;
— ∆x = x(1) − x(0), ∆y = f(x(1))− f(x(0))— приращения факторов и отклика;
— множества индексов непрерывных IC и дискретных ID факторов.
Выход:

— промежуточная точка x(α);
— показатели чувствительности по факторам;
— минимальная достигнутая невязка по дискретнымфакторамRmin = R(α∗, x∗D).
Шаг 1. Построить конечное множество кандидатов для дискретной компонен-

ты промежуточной точкиXcand ⊂ D. Выбрать стратегию формирования этого мно-
жества (траектории, гиперпрямоугольная оболочка, случайная выборка).
Шаг 2. Для каждого кандидата x(k)D ∈ Xcand и для заданного значения параметра

α ∈ (0, 1) вычислить оценки частных производных. Для целочисленных факторов
использовать конечно-разностную схему с минимальным шагом из области допу-
стимых точек.
Шаг 3. Определить пару (α∗, x∗D), минимизирующую невязку уравнения (6).
Шаг 4. Вычислить оценки чувствительности факторов в точке x(α) = (x(0)C +

+α∗∆xC , x∗D):

Si =
∂f

∂xi
(x(α)) ·∆xi (непрерывные), Sj = g̃j(x∗D) ·∆xj (дискретные).

В отличие от существующих методов, предлагаемый подход позволяет оцени-
вать вклад как непрерывных, так и дискретных факторов в единой концепции. В
случае дискретных факторов происходит замена производной ее конечно-разност-
ным аналогом, что сохраняет интерпретируемость изменений.

Таким образом, предложен алгоритм анализа чувствительности для смешан-
ных факторов, основанный на модификации методов анализа конечных измене-
ний, отличающийся способностью к единому точному разложению влияния фак-
торов различных типов.

Вчетвертой главе рассматривается класс систем, имеющих компонентыиерар-
хических связей. В системах присутствуют k уровней, на уровне l = 1 находятся
входы системы; каждый последующий уровень l = 2, . . . , k содержит подсисте-
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мы, описываемые функциями f (l)
j , выходы которых служат входами для подсистем

более высокого уровня. На верхнем уровне l = k находится результирующий по-
казатель y = f (k). Предполагается, что все функции систем f

(l)
j непрерывно диф-

ференцируемы на своих областях определения. Заданы начальныеX(0) и конечные
X(1) состояния всех входов системы. Требуется разложить общее конечное прира-
щение∆y = y(1)−y(0) (или индекс Iy = y(1)/y(0)) на сумму (произведение) вкладов
отдельных входных факторов с учётом полной иерархической структуры модели
и нелинейности преобразований на каждом уровне.

Предлагаемый подход основан на применении анализа конечных изменений к
каждому уровню иерархии. В отличае от исследования чувствительности выхода
многоуровневой системы по входам её нижнего уровня и изолированного анализа
каждого из уровней, предлагаемый подход позволяет обеспечить сквозное просле-
живание влияния факторов через всю иерархию системы. В работе сформулирова-
ны и доказаны теоремы о сквозном иерархическом разложении влияния конечных
изменений факторов на конечное изменение отклика системы в аддитивной (7) и
мультипликативной (8) формах.

Для рассматриваемой иерархической системы существуют числа β(l) для каж-
дого ее уровня l = 2, ..., k такие, что общее конечное приращение∆y представимо
в виде

∆y =

n1∑
i=1

[
k∏

l=2

∂f (l)

∂f
(l−1)
jl

(
F(l,β(l))

)]
·∆x

(1)
i , (7)

где F(l,β(l)) — промежуточные точки на уровне l:

F(l,β(l)) =
(
f
(l−1),(0)
1 + β(l)∆f

(l−1)
1 , ...., f (l−1),(0)

nl−1
+ β(l)∆f (l−1)

nl−1

)
,

∆x
(1)
i — приращения входов, ∆f

(l−1)
j — приращения выходов подсистем уровня

l − 1.

Если все функции f (l)
j положительны, то индекс итогового показателя Iy =

y(1)

y(0)
представим в виде

Iy =

n1∏
i=1

(
I
x
(1)
i

) k∏
l=2

E(l)
(
F(l,β(l))

)
, (8)

где I
x
(1)
i

=
x
(1),(1)
i

x
(1),(0)
i

— индексы входных факторов, E(l) =
f (l−1)

f (l)

∂f (l)

∂f (l−1) — эластич-

ность выхода уровня l по выходу уровня l − 1, промежуточные точки в мульти-
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пликативной форме

F(l,β(l)) =
(
f
(l−1),(0)
1 (I

f
(l−1)
1

)β
(l)

, ..., f (l−1),(0)
nl−1

(I
f
(l−1)
nl−1

)β
(l))

.

В частности, для системы вида y = p
(
f1(x1), . . . , fn(xn)

)
(случай k = 2) ад-

дитивное разложение принимает форму цепного правила с различными промежу-
точными точками

∆y =
m∑
i=1

n∑
j=1

[
∂p

∂fj

(
f
(0)
1 + β∆f1, . . . , f

(0)
n + β∆fn

)
×

× ∂fj
∂xji

(
x
(0)
j1 + αj∆xj1, . . . , x

(0)
jm + αj∆xjm

)]
·∆xji,

где β, αj ∈ (0, 1)—параметры промежуточных точек для агрегирующей функции
и подсистем соответственно.

Параметры β(l) определяются из условий теоремы Лагранжа о промежуточной
точке на каждом уровне. Для подсистемы gj(x) нижнего уровня параметр αj нахо-
дится из решения уравнения

∆gj =
∑
i

∂gj
∂xi

(
x(0) + αj∆x

)
∆xi. (9)

Для агрегирующей функции p(g) параметр β находится из уравнения

∆y =
∑
j

∂p

∂gj

(
g(0) + β∆g

)
∆gj.

Определение параметров промежуточных точек носит рекурсивный характер.
Для каждой из подсистем нижнего уровня значение параметра α∗j находится из
решения уравнения типа (9).

Таким образом, предложен метод иерархического анализа чувствительности,
отличающийся использованием анализа конечных изменений и способностью сквоз-
ного точного разложения влияния факторов на всех уровнях системы с учетом
структурных связей и конфигурации системы.

В пятой главе рассматриваются варианты применения планирования экспери-
мента для сокращения набора точек исследования чувствительности модели по
факторам и определения интервалов чувствительности по факторам моделей.

Предлагается класс методов, синтезирующих метод латинского гиперкуба с ап-
паратом анализа конечных изменений. Ключевая особенность — использование
параметров промежуточных точек α ∈ (0, 1), получаемых из точного разложения
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конечных приращений, в качестве инструмента оценки локальной чувствительно-
сти и критерия адаптивного сгущения плана. Это позволяет не только сократить
общее число экспериментов, но и гарантировать, что дополнительные точки раз-
мещаются именно там, где функция наиболее чувствительна к изменениям факто-
ров.

Алгоритм 1 Адаптивный анализа чувствительности
Вход:

Анализируемая функция f(x), x ∈ Rn

Область определения D = [xmin, xmax]
Параметры:N0 — число точек в начальном плане,Nmax —максимальное число точек в плане,
kmax — максимальное число соседей, дополнительные параметры

Выход:
Финальный план X∗ = {x(1), . . . , x(N)}
Вектор оценок чувствительности S = (S1, . . . , Sn)

1: Процедура AdaptiveSensitivityAnalysis(f,D, параметры)
2: X← Генерация (N0, D) ▷Шаг 1: Начальный план
3: F ← Вычисление_функции(X, f)
4: t← 0
5: Повторять ▷Шаг 2: Итерационный процесс
6: k∗ ← Определение_масштаба_поиска(X, kmax) ▷ Автоматический выбор числа соседей
7: I ← Поиск_промежуточных_точек(X,F , k∗) ▷Шаг 3: Локальный анализ
8: E ← Вычисление_показателей(I, D, режим) ▷Шаг 4: Оценка влияния факторов
9: Xnew ← Обогащение_плана(E , I, параметры, D) ▷Шаг 5: Добавление новых точек
10: X← X ∪ Xnew
11: F ← F ∪ Вычисление_функции(Xnew, f)
12: S(t) ← Агрегирование_оценок(E)
13: ∆S← Оценка_изменения(S(t), S(t−1))
14: t← t+ 1
15: до Критерий_останова(∆S, параметры) или |X| ≥ Nmax ▷Шаг 6: Проверка завершения
16: Возврат X, S(t)
17: Конец Процедура

Вмодификации алгоритма 1 с конечными приращениями параметрами являют-
ся: λ (порог отбора), ξ (размер окрестности) и ε (точность останова). На каждой
итерации вычисляются∆f и∆x, оцениваются частные производные с нормиров-
кой. Отбор точек производится по условию Sm > λ · maxS, новые точки генери-
руются как xnew = x∗ + δ, где δm ∼ U(−ξ∆xm, ξ∆xm). Останов осуществляется
при стабилизации оценок с точностью ε.

Модификация с конечными индексами использует параметры: η (шаг генера-
ции), δ (случайная составляющая), p (усиление эластичностей),λ0 и γ (адаптивный
порог λ(t) = λ0e

−γt), θ (резервный отбор), ε1 и ε2 (точности останова). На шаге 3
вычисляются эластичности, на шаге 4 — нормировка и суммарная чувствитель-
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ность E
(i)
sum =

∑
m |E

(i)
m |p. Отбор точек проводится при E

(i)
sum > λ(t)

(иначе — θ% точек с максимальной чувствительностью). Направление движения
определяется вектором v = sign(E)⊙|E|p с последующей нормировкой. Новая точ-
ка вычисляется как xnew = x(i) ± η · vnorm ⊙ (xmax − xmin) + δ. Останов происходит
при одновременной стабилизации важности факторов (точность ε1) и поведения
функции (точность ε2).

Структура подхода является единой, поэтому модификация алгоритма сводится
к замене отдельных компонентов вычислительного процесса. Общая логика мето-
да при этом не изменяется. В работе доказана теоретическая сходимость алгорит-
мов и приведена оценка их вычислительной сложности.

Таким образом, предложен класс адаптивных методов планирования экспери-
мента для анализа чувствительности по факторам, отличающихся использова-
нием анализа конечных изменений с автоматической концентрацией точек плана
в областях высокой вариации отклика, и позволяющий сократить количество вы-
числений моделей системы.

Предложен класс методов, синтезирующих теорию оптимального планирова-
ния эксперимента (D,A,E-оптимальность) с анализом конечных изменений. Клю-
чевая особенность — использование информационной матрицы вида

M(X) =
N∑
i=1

∇f(xi)∇f(xi)T ,

где∇f(x) =
( ∂f
∂x1

, . . . ,
∂f

∂xn

)T , в качестве меры чувствительности и критерия адап-
тивного пополнения плана. Диагональные элементыMjj определяют суммарную
чувствительность выхода к фактору xj , собственные векторы задают направления
наибольшей чувствительности.

Алгоритм 2 представляет собой обобщенную итерационную схему класса ме-
тодов оптимального планирования эксперимента, предназначенных для анализа
чувствительности. Данная структура объединяет три различных режима (D-, E-
и A-оптимальный) в единую методологическую основу, где конкретная реализа-
ция определяется выбором режима оптимальности. Основная идея алгоритма за-
ключается в итеративном обогащении плана эксперимента точками, улучшающи-
ми заданный критерий оптимальности информационной матрицы, с параллельной
оценкой чувствительности факторов с помощью анализа конечных изменений.
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Алгоритм 2 Оптимальный анализ чувствительности
Вход:

Анализируемая функция f(x), x ∈ Rn

Область определения D = [xmin, xmax]
Параметры: N0 — количество точек в начальном плане, Nmax —максимальное количество то-
чек в плане, дополнительные параметры

Выход:
Оптимальный план X∗ = {x(1), ..., x(N)}
Вектор оценок чувствительности S = (S1, ..., Sn)

1: Процедура OptimalSensitivityAnalysis(f,D, параметры, режим)
2: X← Генерация_начального_плана(N0, D, режим) ▷Шаг 1: Начальный оптимальный план
3: F ← Вычисление_функции(X, f)
4: M← Информационная_матрица(X, f)
5: t← 0
6: Повторять ▷Шаг 2: Итерационный процесс
7: P ← Поиск_промежуточных_точек(X,F) ▷Шаг 3: Локальный анализ
8: S ← Оценка_чувствительности(P , режим) ▷Шаг 4: Оценка мер чувствительности
9: Xcand ← Генерация_кандидатов(S,P , параметры, D) ▷Шаг 5: Формирование
множества точек-кандидатов

10: xnew ← Оптимальный_выбор(Xcand,M, режим) ▷ Выбор новой точки
11: X← X ∪ {xnew}
12: F ← F ∪ {f(xnew)}
13: M←M+∇f(xnew)∇f(xnew)T
14: S(t) ← Агрегирование_оценок(S)
15: ∆M← Оценка_изменения(M, режим)
16: t← t+ 1
17: до Критерий_останова(∆M, параметры) или |X| ≥ Nmax ▷Шаг 6: Проверка завершения
18: Возврат X, S(t)
19: Конец Процедура

Параметры режимов алгоритма 2 представлены в таблице 2.
Использование методов анализа конечных изменений для точного определе-

ния промежуточных точек x∗ позволяет вычислять оценки чувствительности Sm

на основе локальных информационных матриц M ∗(x∗) = ∇f(x∗)∇f(x∗)T и осу-
ществлять направленный отбор областей Xsens для генерации кандидатов. В ра-
боте доказана теоретическая сходимость алгоритмов оптимального планирования
эксперимента для анализа чувствительности по факторам и приведена оценка их
вычислительной сложности.

Таким образом, предложен класс оптимальных методов планирования экспе-
римента для анализа чувствительности, отличающихся целенаправленным фор-
мированием плана, максимизирующего информативность градиентов модели в
промежуточных точках, и применяемых для сокращения количества вычислений
моделей системы.
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Таблица 2 – Параметры режимов оптимальных алгоритмов анализа чувствительности

Параметр Режим

D-оптимальный E-оптимальный A-оптимальный

Специализированные
параметры

θ — порог отбора точек,
ε— пороговое значение

останова

ε— пороговое значение
останова

θ — порог отбора точек,
ε— пороговое значение

останова

Шаг 1: Начальный
план

X0 = argmax
X⊂X

det(JT J) X0 = argmax
X⊂X

λmin(JT J) X0 = arg min
X⊂X

tr((JT J)−1)

Шаг 4: Оценка
чувствительности

Sm =
1

|X ∗|
∑

x∗∈X ∗

M∗
mm

tr(M∗)

Шаг 5: Генерация
кандидатов

Xcand = Xsens ∪ Xrand,
где Xsens — точки с Sm > θ

xcand = x∗ + δ,
δ ∼ N(0, σ2)

Xcand = Xsens ∪ Xrand,
где Xsens — точки с Sm > θ

Шаг 6: Выбор новой
точки

arg max
x∈Xcand

det(M+∇f∇fT ) arg max
x∈Xcand

λmin(M+∇f∇fT ) arg min
x∈Xcand

tr
(
(M+∇f∇fT )−1

)

Критерий останова
∣∣∣∣det(Mt+1)− det(Mt)

det(Mt)

∣∣∣∣ < ε

∣∣∣∣λmin(Mt+1)− λmin(Mt)

λmin(Mt)

∣∣∣∣ < ε

∣∣∣∣∣ tr(M−1
t+1)− tr(M−1

t )

tr(M−1
t )

∣∣∣∣∣ < ε

Выходные
результаты

План X, максимизирующий
det(M);
вектор S

План X, максимизирующий
λmin(M);
вектор S

План X, минимизирующий
tr(M−1);
вектор S

Примечание: J — якобиан функции f(x),M— информационная матрица, ∇f — градиент функции, Xsens — точки с высокой чувствительностью, Xrand —
случайные точки, δ — случайное возмущение.
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Одной из ключевых проблем в планировании эксперимента и анализе моделей,
напрямую влияющей на точность их применения и достоверность результатов, яв-
ляется неравномерность чувствительности по факторам. Данная проблема возни-
кает, когда оценка влияния факторов на отклик существенно зависит от диапазона
их изменения. Предложен алгоритм, который направлен на выделение интервалов
значений факторов, соответствующих различным уровням чувствительности, что
позволяет учитывать локальную неоднородность влияния факторов на исследуе-
мую функцию.
Вход:

— функция f(x), x ∈ Rn, для которой исследуется чувствительность;
— область определения D = [xmin, xmax];
— параметры:m—количество точек дискретизации; k—число категорий чув-

ствительности; t1, . . . , tk−1 — пороговые значения для классификации.
Выход: интервалы ILi,m для каждого фактораm и уровня чувствительности Li.

Для каждого интервала:
— диапазон значений фактора [xLi,m

min , xLi,m
max ], соответствующий данному уровню;

— диапазон значений чувствительности [SLi,m
min , SLi,m

max ];
— средняя чувствительность µLi,m.
Шаг 1. Из области определения факторов сгенерировать последовательность

изm точек x(1), . . . , x(m), где x(k) = (x
(k)
1 , . . . , x

(k)
n ).

Шаг 2. Для каждой пары (x(k), x(k+1)):
— вычислить вектор приращений ∆x;
— найти параметр α промежуточной точки;
— в точке x+ α∆x вычислить градиент:

∇f(x+ α∆x) =
(
∂f

∂x1
(x+ α∆x), . . . ,

∂f

∂xn
(x+ α∆x)

)
.

Шаг 3.Для каждого фактора xm выполнить нормализацию полученных оценок
чувствительности Sm. На основе нормализованных значений построить распреде-
ление чувствительностей факторов.
Шаг 4. Для каждого фактора xm:

— вычислить пороговые значения Qti = quantile(Sm, ti), где i = 1, . . . , k − 1;
— значения Sm разделить на k категорий согласно правилу

Level(Sm) =


уровень 1, Sm ≤ Qt1
...
уровень k, Sm > Qtk−1

Шаг 5. Для каждого уровня L = 1, . . . , k:
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— определить границы интервала фактора:

xLmin = min{xm | Level(Sm) = L },
xLmax = max{xm | Level(Sm) = L };

— вычислить показатели чувствительности для данного уровня:

SL
min = min{Sm | Level(Sm) = L },

SL
max = max{Sm | Level(Sm) = L },
µL = mean{Sm | Level(Sm) = L }.

Шаг 6. Если для двух соседних уровней Li−1 и Li выполняется условие
xLi

min < x
Li−1
max (интервалы перекрываются), произвести их разделение:

— вычислить точку раздела:

xsplit =
max(xLi

min, x
Li−1

min ) +min(xLi
max, x

Li−1
max )

2
;

— обновить границы интервалов:

xLi−1
max = xsplit, xLi

min = xsplit.

Шаг 7. Для каждого уровня Li сформировать интервал

ILi =
(
[xLi

min, x
Li
max], [SLi

min, S
Li
max], µLi

)
.

Полученные интервалы позволяют исследовать неоднородность чувствитель-
ностифакторов в различных областях пространства входных переменных, что име-
ет значение при калибровке сложных вычислительных моделей и в задачах опти-
мизации, требующих учета локальной вариации влияния факторов.

Таким образом, предложен алгоритм определения интервалов чувствитель-
ности по факторам математических моделей систем, основанный на классифи-
кации локальных оценок градиента в точках, полученных методом анализа конеч-
ных изменений, отличающийся автоматическим выявлением областей значений
факторов с качественно различной силой влияния на отклик, и применяемый для
выделения рабочих диапазонов и пороговых значений факторов.

В шестой главе представлены решения частных задач, основанных на иссле-
довании чувствительности по факторам моделей.

Предложен комплексный подход, интегрирующий стохастическое моделиро-
вание, анализ чувствительности и построение экспертной системы на основе
продукционных правил. Такой механизм лёг в основу реализации адаптивной за-
мкнутой системы управления, общая архитектура и логика работы которой пред-
ставлены на схеме (рис. 3) и включают функционально связанные модули.
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Рисунок 3 – Структурно-алгоритмическая схема адаптивной системы управления пропускной
способностью на основе нейросетевого моделирования и анализа чувствительности

Особую роль в предлагаемом подходе играет анализ чувствительности постро-
енной нейросетевой модели, который количественно оценивает влияние каждого
входного фактора на прогнозируемую пропускную способность. Анализ служит
связкой между точной прогнозной моделью и практической системой принятия
решений, обеспечивая обоснованность формируемых управляющих правил.

Система функционирует на основе сбора и предварительной обработки данных
с гетерогенных детекторов транспортного потока. Для каждого участка транспорт-
ной сети формируется вектор входных факторов x = {x1, ..., x8}. На этапе обуче-
ния модели создаётся обогащённая обучающая выборка на основе прямых заме-
ров пропускной способности в моменты затора и её стохастических оценок в мо-
менты свободного движения. Выборка используется для идентификации модели
M : x→ ŷ и ее последующей верификации.

К построенной моделиM применяется анализ чувствительности для определе-
ния влиятельности факторов. Результаты анализа позволяют формально разделить
факторы на две группы с помощью порогового значения θ: ключевые факторы
K = {i : |Ãi| ≥ θ} и управляемые факторы U = {j : |Ãj| < θ} и фактор j опера-
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тивно изменяется. Это разделение позволяет сформировать рациональную основу
для построения базы продукционных правил экспертной системы: условия правил
формируются преимущественно на основе факторов из множества K, а управля-
ющие воздействия — на основе факторов из множества U . При активации про-
дукционного правила система выбирает оптимальное управляющее воздействие
из множества возможных ∆xупр = {∆u1,∆u2, . . . } на основе оценки ожидаемого
эффекта:∆ŷuj

≈
∑

i∈U Ãi ·∆u
(i)
j , где∆u

(i)
j —изменение i-го управляемого факто-

ра при применении j-го воздействия. Система выбирает воздействие u∗, которое
максимизирует прирост пропускной способности. Экспертная система осуществ-
ляет непрерывный мониторинг текущего состояния потока xreal(t), прогнозирует
потенциальную пропускную способность ŷreal и на основе активированных пра-
вил генерирует управляющие команды для адаптивной дорожной инфраструкту-
ры: динамических информационных табло, систем реверсивного движения полос,
светофорного регулирования на въездах. Применение управляющих воздействий
изменяет характеристики транспортного потока. Эти изменения регистрируются
детекторами и поступают в систему в виде новых данных, замыкая контур управ-
ления. Новые данные используются для периодического перерасчёта коэффициен-
тов чувствительности Ãi и, при необходимости, адаптации (дообучения) модели
M .

Применение анализа чувствительности позволило выявить, что три фактора
обеспечивают более 85% совокупного влияния на выходной показатель, что да-
ёт возможность сократить размерность задачи управления в 3–4 раза без суще-
ственной потери качества решений. Сформированная на этой основе база продук-
ционных правил обеспечивает обоснованное принятие управленческих решений
в реальном времени, позволяя увеличить пропускную способность загруженных
участков на 12–18% по сравнению со сценарием отсутствия адаптивного управле-
ния.

Вработе рассмотрена постановка и подход к решению обратной задачи управ-
ления на основе исследования чувствительности по факторам — определение
необходимых управляющих воздействий (приращений контролируемыхфакторов),
которые обеспечат достижение желаемого целевого состояния ключевого по-
казателя (в рассматриваемом примере — валового регионального продукта) при
минимизации затрат на их реализацию.Предложенное решение основано на ком-
бинации методов машинного обучения, кластерного анализа и анализа чувстви-
тельности. Предлагаемая методология включает три ключевых этапа: типологи-
зация регионов, построение прогнозных моделей и итеративный поиск оптималь-
ных управлений. Применение метода k-средних к показателям субъектов РФ поз-
волило выделить несколько устойчивых типов регионов (кластеров), различаю-
щихся по структуре экономики и уровню развития. Это позволяет в дальнейшем
строить модели, которые учитывают специфику каждого типа, а не усредняют раз-
нородные данные. На втором этапе для каждого кластера Ck строится нейросете-
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вая аппроксимация y = fCk
(x, z), где x ∈ Rm — управляемые факторы, z ∈ Rp

— контекстные параметры. Качество идентификации моделей для кластеров под-
тверждается высокими значениями коэффицентов детерминации (R2 > 0.8). На
третьем этапе для региона i из кластера Ck с текущими (xi, zi) требуется найти
∆xi, обеспечивающий заданный прирост∆y∗i при минимальных затратах. Для ре-
шения этой задачи предложен итеративный алгоритм управления конечными при-
ращениями факторов, основанный на применении анализа чувствительности мо-
дели.
Вход: f(x)— дифференцируемая функция отклика, x = (x1, . . . , xn)— вектор

факторов; x0 — начальная точка (базовое состояние системы); ∆ftarget — целевое
приращение функции отклика; C(∆x) — функция стоимости изменений факто-
ров; D — область допустимых приращений факторов (ограничения на измене-
ния); ∆x(0) — начальное приближение приращений факторов; α(0) = 0.5 — на-
чальное значение параметра α ∈ (0, 1) для теоремы Лагранжа о промежуточной
точке; ε1, ε2, ε3 — пороговые значения для критериев останова; max_iter — мак-
симальное число итераций.
Выход: оптимальные приращения факторов ∆x∗, обеспечивающие заданное

изменение отклика при минимальной стоимости; вклад каждого фактора в общее
изменение отклика.
Шаг 1. Инициализация. Задание начального приближения ∆x(0), α(0). Опреде-

ление критериев останова: ε1 (точность по ∆f ), ε2 (стабилизация ∆x), ε3 (стаби-
лизация α). Вычисление начального значения ∆f (0) = f(x0 +∆x(0))− f(x0).
Шаг 2. Для всех k = 0, 1, . . . ,max_iter:

— Вычислить промежуточную точку и градиент в ней

∇f(x∗) =
(
∂f

∂x1
(x∗), . . . ,

∂f

∂xn
(x∗)

)T

.

— Решить вспомогательную задачу оптимизации

min
∆x∈D

C(∆x) при условии ∇f(x∗)T∆x = ∆ftarget.

— Уточнить α из решения уравнения

f
(
x0 +∆x(k+1)

)
− f(x0) =

= ∇f
(
x0 + α(k+1)∆x(k+1)

)T
∆x(k+1).

— Проверить следующие критерии:∣∣∆f (k+1) −∆ftarget
∣∣ < ε1 (достижение целевого прироста);∥∥∆x(k+1) −∆x(k)
∥∥ < ε2 (стабилизация управляющих воздействий);∣∣α(k+1) − α(k)

∣∣ < ε3 (стабилизация параметра шага).
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Если выполняется хотя бы одно из условий, перейти к проверке корректности
найденного решения (шаг 3).

Шаг3.Проверка корректности решения. Найденное приращение∆x(k+1) долж-
но принадлежать допустимой области D ⊆ Rn (множество допустимых значений
управляемых факторов). Дополнительно проверить точность достижения целево-
го прироста ∣∣f(x0 +∆x(k+1))− f(x0)−∆ftarget

∣∣ < ε1.

Шаг 4. Анализ результатов. Для найденного решения ∆x(k+1) вычислить ито-
говую стоимость управления C(∆x(k+1)). Вклад каждого фактора xi в изменение
отклика оценить как

Вкладi =
∂f

∂xi

(
x(k+1)

)
·∆x

(k+1)
i .

В работе рассматриваются различные типы функций стоимостиC(∆x), форма-
лизующие цель управления как минимизацию затрат на изменения управляемых
факторов (квадратичная L2, модульная L1, комбинированная Elastic Net, мини-
максная L-infinity). Выбор конкретной функции осуществляется на основе прио-
ритетов экономической политики (например, минимизация суммарных изменений
или равномерное распределение воздействий).

При минимальных совокупных затратах на изменение факторов достигнутая
точность составила 98,1% от целевого прироста ВРП. Индекс Херфиндаля-Хирш-
мана равенHHI = 0, 339; при этом 86,3% суммарного управляющего воздействия
приходится на три фактора. Эффективное число факторов Neff = 2, 95, что соот-
ветствует снижению размерности задачи управления с 11 до 3 (в 3,7 раза). Сокра-
щение числа значимых направлений уменьшает потребность в административных
и бюджетных ресурсах при практической реализации региональной политики.

Таким образом, предложен алгоритм управления конечными приращениямифак-
торов, основанный на итеративной комбинации методов анализа конечных из-
менений и задач условной оптимизации, и используемый для поиска оптимально-
го набора изменений факторов для заданного достижения целевого приращения
отклика модели системы.

Решена задача редукции признакового пространства для определения анома-
лий в массивах данных об оказании медицинской помощи. Критически важной под-
задачей при цифровизации системы здравоохранения РФ является детектирование
аномальных наблюдений — записей, статистически значимо отклоняющихся от
шаблонов корректного оказания услуг. Семантически аномалии соответствуют:
техническим ошибкам кодирования; клинически необоснованным схемам лече-
ния; потенциальным случаям финансовых нарушений. Пусть исходное простран-
ство признаков описывается вектором x = (x1, ..., xn)

T , где n = 34 (полный набор
атрибутов учета медицинской помощи). Нейросетевая модель-классификатор ре-
ализует отображение F : Rn → {0, 1}, где 1 соответствует метке «аномалия».

Задача редукцииформулируется как поиск подмножества индексов I ⊂ {1, ..., n}
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мощностью |I| = m < n, для которого редуцированная модель FR : Rm → {0, 1}
удовлетворяет условию: |Perf(F ) − Perf(FR)| ≤ ε, где Perf(·)— метрика качества
классификации, ε— допустимое снижение точности.

В качестве базовоймодели выбрана полносвязная нейронная сеть: входной слой
(34 исходных признака и синтетический признак — оценка аномальности мето-
дом изолирующего леса); скрытый слой (3 нейрона с логистической функцией
активации); выходной слой (1 нейрон с линейной активацией, значение ŷ интер-
претируется как степень аномальности). Применение анализа чувствительности к
полной модели F выявило существенную неоднородность распределения фактор-
ных нагрузок. На основе кумулятивной суммы нормированных нагрузок отобра-
ноm = 15 признаков, обеспечивающих более 92% совокупного влияния на выход
модели.

Применение анализа конечных изменений для исследования чувствительности
с последующей редукцией модели обнаружения аномалий позволило сократить
размерность входного пространства признаков с 34 до 15 (сокращение на 56%).
При этом сохранено 92% совокупной факторной нагрузки. Точность классифика-
ции составила 78%, доля ложноположительных срабатываний — 24%, ложноот-
рицательных— 16%. Указанные значения соответствуют требованиям к системам
фильтрации аномалий, предназначенным для последующей экспертной верифика-
ции. Вычислительная сложность модели снизилась в 2,1 раза.

В заключении диссертации подведены итоги проведенного и завершенного в
рамках поставленных задач исследования.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ

1. Предложен метод анализа конечных изменений для исследования чувстви-
тельности моделей по факторам, позволяющий получить точные оценки влияния
в детерминированных моделях и приближённые методы с аппроксимированны-
ми усреднёнными коэффициентами, применяемые для моделей со сложной или
недоступной для дифференцирования аналитической формой.

2. Синтезирован алгоритм анализа чувствительности для смешанных факто-
ров, обеспечивающий единое точное количественное разложение вклада факторов
различных типов (непрерывных и дискретных) в условиях единой конфигурации
модели.

3. Разработан метод иерархического анализа чувствительности, позволяющий
осуществлять сквозное точное разложение влияния входных факторов на выход-
ной показатель с учётом структуры и конфигурации многоуровневой системы.

4. Предложены классы адаптивных и оптимальных методов планирования экс-
перимента для анализа чувствительности, позволяющих сократить количество то-
чек для исследования. Показана теоретическая сходимость предложенных алго-
ритмов.

5. Предложен алгоритм определения интервалов чувствительности по факто-
рам, основанный на кластеризации локальных оценок градиента, для автоматиче-
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ского выявления и описания областей значений факторов с качественно различной
силой влияния на отклик модели.

6. Разработан итерационный алгоритм управления конечными приращениями
факторов, основанный на комбинации методов анализа чувствительности и задач
условной оптимизации, для решения обратных задач управления путём нахожде-
ния минимально затратного набора изменений факторов. Эффективность алгорит-
ма подтверждена доказательством сходимости за конечное число итераций при
выполнении условий строгой выпуклости функции стоимости и компактности об-
ласти допустимых решений.

7. Предложен комплексный подход к управлению пропускной способностью
автомагистралей, интегрирующий стохастическое моделирование, анализ чувстви-
тельности на основе метода конечных изменений и построение продукционной
экспертной системы, что обеспечивает реализацию адаптивной замкнутой систе-
мы управления дорожной инфраструктурой. Построенная нейросетевая модель
продемонстрировала высокую точность прогнозирования (99,5%). Анализ чув-
ствительности выявил, что три ключевых фактора обеспечивают более 85% сово-
купного влияния на выходной показатель, что позволяет сократить размерность
задачи управления в 3-4 раза без потери качества. Сформированная на этой ос-
нове база продукционных правил обеспечивает обоснованное принятие решений
в реальном времени, увеличивая пропускную способность загруженных участков
на 12–18%.

8. Разработан метод решения обратной задачи регионального управления на
основе итерационного алгоритма управления конечными приращениями факто-
ров на кластер-специфичных нейросетевых моделях для определения оптималь-
ных управляющих воздействий, обеспечивающих достижение заданного приро-
ста валового регионального продукта при минимальных затратах. Эксперимен-
тальная апробация метода продемонстрировала его высокую эффективность: точ-
ность достижения целевого прироста ВРП составила 98,1%, индекс концентрации
Херфиндаля-Хиршмана подтвердил, что 86,3% усилий приходятся на три ключе-
вых фактора, эффективное число факторов показало, что предложенный подход
позволяет снизить размерность задачи управления в 3,7 раза, что критически важ-
но для практической реализации региональной политики в условиях ограничен-
ных бюджетных ресурсов.

9. Разработан метод редукции модели обнаружения аномалий в медицинских
данных на основе анализа чувствительности нейросетевого классификатора, обес-
печивающий сокращение размерности признакового пространства при сохране-
нии высокой точности модели и значительном повышении её вычислительной эф-
фективности и интерпретируемости. Применение подхода позволило сократить
размерность входного пространства признаков на 56% при сохранении 92% сово-
купной факторной нагрузки, что обеспечило снижение вычислительной сложно-
сти модели более чем в 2 раза без критической потери качества детекции.

10. Полученные результаты апробированы в виде публикаций и докладов на
конференциях, а также путём их реализации при решении ряда практических за-
дач.
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Рекомендации по использованию полученных результатов. Результаты ра-
боты целесообразно использовать при проектировании и анализе сложных систем
в условиях неопределённости для оценки влияния факторов в математических мо-
делях энергетических, транспортных и производственных систем, при обоснова-
нии редукции многоуровневых иерархических моделей, в задачах сценарного ана-
лиза и оптимизации управляющих воздействий на основе обратных задач, а так-
же для построения адаптивных и оптимальных планов эксперимента при высокой
вычислительной сложности системы.
Перспективы дальнейшей разработки темы диссертации связаны с распро-

странением предложенной методологии на динамические системы и системы с
распределёнными параметрами. Дополнительные направления развития включа-
ют интеграцию разработанных методов с технологиями цифровых двойников и
применение подхода к задачам управления в активных системах с обратной свя-
зью в реальном времени.
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