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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 4 

 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРЯМОЙ И ОБРАТНОЙ 

ЗАДАЧ КИНЕМАТИКИ 

 

1. ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

Получение навыков решения задач кинематики на ЭВМ. 

 

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 

При построении алгоритмов управления роботов исполь-

зуются прямая и обратная задачи кинематики.  

Прямая задача кинематики состоит в следующем: необхо-

димо найти матрицу, определяющую  координаты захватного 

устройства манипулятора и его ориентацию относительно не-

подвижной системы координат, зная обобщенные координаты 

для всех звеньев манипулятора. 

Обратная задача кинематики состоит в следующем: по из-

вестной матрице схвата Т найти значения обобщенных коорди-

нат.  Характерной особенностью обратных задач кинематики 

является многозначность их решения. 

При описании кинематических свойств многозвенных ма-

нипуляторов удобно использовать системы однородных коорди-

нат. На практике чаще всего используются манипуляторы с ки-

нематическими парами 5-го класса. В этом случае положение i-

го звена манипулятора относительно (i-1)-го определяется с по-

мощью обобщенной координаты: 

  .Sq iiiii   1                                                           (1) 

Для вращательной  пары 1i , для поступательной пары 

0i . Матрица перехода от i-ой кинематической пары, связан-

ной с i-м звеном, к (i-1)-ой системе координат, связанной с(i-1)-

м звеном, определяется следующим выражением: 
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где i , ia  - конструктивные параметры манипулятора. 

Решение прямой задачи кинематики задаётся с помощью 

следующего выражения: 

     NNi qÀ...qÀqÀÒ 221 ;                                                (3) 

где N – число звеньев манипулятора; матрицы Т, iÀ , име-

ют размерность 4×4. 

При решении прямой задачи манипулятора на ЭВМ необ-

ходимо использовать выражения для элементов матрицы Т, за-

висящих от обобщенных координат iq , а также операции ум-

ножения матриц iÀ . 

При решении обратной задачи по известной матрице Т не-

обходимо найти значения обобщенных координат iq , являю-

щихся решением нелинейного матричного уравнения (2). 

 

3.ПРЕДВАРИТЕЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ 

3.1. Изучить метод однородных координат при составле-

нии кинематической модели манипулятора. 

3.2. Получить у преподавателя вариант кинематической 

модели манипулятора. 

3.3. Для заданного варианта задания составить матрицы пере-

хода из неподвижной системы координат к системе координат схвата. 

 

4. РАБОЧЕЕ ЗАДАНИЕ 

4.1. Ввести в матрицы, полученные в п. 3.3 конструктив-

ные параметры звеньев манипулятора. 

4.2. Решить прямую задачу кинематики на ЭВМ для мно-

жества значений обобщённых координат, заданных преподава-

телем. 
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4.3. Решить обратную задачу кинематики на ЭВМ для за-

данной траектории движения захватного устройства манипуля-

тора. Вид траектории и её параметры задаются преподавателем. 

 

5. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

 5.1. К п. 4.1. При формировании матриц перехода следует 

учитывать, что только один из параметров является функцией 

времени, а остальные – константы. 

5.2. К п. 4.2. При выполнении п. 4.2 необходимо найти парамет-

ры результирующей матрицы путём умножения трёх матриц перехода.  

5.3. К. п. 4.3. Найти одно из возможных решений обратной 

задачи. Варианты манипуляционных устройств, значений обоб-

щённых координат и виды траекторий приведены в    таблице 1. 

Таблица 1 

Параметры кинематической модели,  

значения обобщённых координат и виды траекторий 

№ 

пп 

Вариант 

КМ на   

рис. 1 

Значения па-

раметров КМ 

Значения 

обобщённых 

координат 

Координаты 

траектории 

q1 q2 q3 x  y z 

1.  а 0≤z≤1,0 

0≤r≤1,2 

0≤ φ ≤240° 

0 0,5 0 0 0,8 0,8 

0,5 0,7 90 0,4 0,6 0,9 

1,0 1,2 180 0,6 0,4 1,0 

2.  б l1=0,8 м 

l2=0,2 м 

0≤r≤1,0 

0≤ φ1 ≤180° 

0≤ φ2 ≤90° 

0 30 0,2 0,3 0,8 0,8 

90 45 0,8 0,6 0,6 1,0 

180 60 1,0 0,8 0,4 1,2 

3.  в l1=0,6 м 

l2=0,6 м 

l3=0,6 м 

0≤ φ1 ≤180° 

0≤ φ2 ≤90° 

0≤ φ3 ≤90° 

15 30 0 0,6 0,4 0,5 

45 45 30 0,8 0,6 0,8 

90 60 60 1,2 0 1,4 
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Продолжение табл. 1 

4.  а 0≤z≤1,2 

0≤r≤0,8 

0≤ φ ≤180° 

0,2 0,2 30° 0,8 0,8 0,8 

0,8 0,4 60° 0,4 0,6 0,9 

1,2 0,8 90° 0,2 0,7 0,8 

5.  б l1=0,9 м 

l2=0,3 м 

0≤r≤0,8 

0≤ φ1 ≤180° 

0≤ φ2 ≤90° 

30 15 0,2 0,4 0,6 0,6 

45 45 0,4 0,6 0,6 1,0 

120 90 0,6 0,8 0,4 1,2 

6.  в l1=0,8 м 

l2=0,6 м 

l3=0,4 м 

0≤ φ1 ≤180° 

0≤ φ2 ≤90° 

60 0 30 0,6 0,4 0,5 

75 30 60 0,8 0,6 0,8 

120 45 90 0,6 0,5 0,4 

7.  а 0≤z≤1,5 

0≤r≤0,8 

0≤ φ ≤180° 

0,2 0,2 30° 0,8 0,8 0,8 

0,8 0,4 60° 0,4 0,6 0,9 

1,2 0,8 90° 0,2 0,7 0,8 

8.  б l1=0,8 м 

l2=0,2 м 

0≤r≤0,7 

30 15 0,2 0,6 0,4 0,5 

45 45 0,4 0,8 0,6 0,8 

120 90 0,6 0,6 0,5 0,4 

9.  в l1=0,4 м 

l2=0,6 м 

l3=0,3 м 

60 0 30 0,6 0,4 0,5 

75 30 60 0,8 0,6 0,8 

120 45 90 0,6 0,5 0,4 

10.  а 0≤z≤1,2 

0≤r≤0,7 

0≤ φ ≤270° 

0,2 0,2 30° 0,8 0,8 0,8 

0,8 0,4 60° 0,4 0,6 0,9 

120 45 90° 0,2 0,7 0,8 

 

6. ТРЕБОВАНИЯ К ОТЧЕТУ 

Отчет должен содержать:  

– теоретические пояснения и вывод уравнений динамики 

манипулятора; 

– схему компьютерной модели манипулятора; 

– таблицу параметров модели; 

– графики исследуемых функций. 
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7. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. В чем состоит прямая задача кинематики? 

2. В чем состоит обратная задача кинематики? 

3. Назовите области применения прямой и обратной задач кине-

матики. 

4. Что такое однородная координата? 

5. Какую информацию несет матрица положения? 

6. Что такое матрица поворота? 

7. Запишите выражение для единичной матрицы Е. 

 

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 5 

 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРЯМОЙ И ОБРАТНОЙ ЗАДАЧ 

ДИНАМИКИ НА ЭВМ 

 

1. ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

Получение навыков моделирования прямой и обратной за-

дач динамики манипуляторов на ЭВМ и использования резуль-

татов моделирования для решения проектных задач. 

 

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 

Процесс проектирования роботов является задачей много-

критериальной оптимизации. Для решения подобных задач ис-

пользуется метод итераций. На первом этапе проектирования ис-

полнительной системы роботов осуществляется предварительный 

выбор основных элементов системы, оценка её характеристик 

при заданном диапазоне изменения инерционных параметров и 

нагрузок. На втором этапе составляется динамическая модель ро-

бота, которая используется для оценки соответствия характери-

стик спроектированной системы техническому заданию. 

Моделирование применения робота в конкретных произ-

водственных условиях с учетом реальных режимов его работы и 

отрабатываемых траекторий позволяет осуществить проверку 

правильности проведенных на первом этапе расчётов. 
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Решение прямой задачи динамики позволяет определить 

силы и моменты приводов по известным внешним силам и мо-

ментам и закону изменения обобщённых координат, что необ-

ходимо для рационального выбора мощности приводов. Обрат-

ная задача динамики связана с определением обобщённых коор-

динат и их производных по известным внешним силам и момен-

там, развиваемым приводами. 

Схематичная иллюстрация постановки прямой и обратной 

задач динамики приведена на рис. 1. 

 

  

               а)                                                       б) 

Рис. 1. Схематичное изображение постановки прямой (а) и 

обратной (б) задач динамики 

 

3. ПРЕДВАРИТЕЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ 

3.1. Для заданного преподавателем варианта расчёта  ди-

намической модели, приведенной в таблице 1, составить урав-

нения для нахождения переменных моментов инерции и момен-

тов взаимовлияния. 

3.2. Произвести оценку максимальных значений моментов 

инерции и моментов взаимовлияния с учетом заданного диапа-

зона изменения обобщённых координат. 

3.3. Составить структуру динамической модели робота ис-

ходя из условий решения обратной задачи кинематики (см. рис. 

1, а). 
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3.4. Произвести предварительную оценку максимальных 

значений обобщённых координат и их производных по уравне-

ниям динамики. 

4. РАБОЧЕЕ ЗАДАНИЕ 

4.1. Исследовать динамическую модель робота при задан-

ных законах обобщённых координат. Получить графики изме-

нения суммарных моментов инерции и моментов взаимовлия-

ния. 

4.2. Определить максимальные и минимальные значения 

исследуемых параметров модели. 

Таблица 1 

Варианты расчетных схем манипуляторов 

№ Расчетная схема  

манипулятора 

№ Расчетная схема  

манипулятора 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

2 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 

 

 

 

 

 

 

4 

 

7 

4.3. Исследовать динамическую модель робота при реали-

зации заданных программой моментов и сил электропривода. 

Произвести оценку диапазонов изменение обобщённых коорди-

нат и их производных. 

 

5. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ 

5.1. К п. 3.1. При составлении уравнений использовать ре-

зультаты расчетов индивидуального задания. 

5.2. К п. 4.1. При исследовании динамической модели ис-

пользовать результаты моделирования, полученные в лабора-

торной работе № 2. Варианты расчётных динамических схем со-

храняются в соответствии с заданием к лабораторной работе № 

2. Они приведены в таблице 1. 

5.3. К п. 4.2 и 4.4. Результаты исследований свести в таб-

лицу. 

 

6.  ТРЕБОВАНИЯ К ОТЧЕТУ 

Отчет должен содержать:  

– теоретические пояснения и вывод уравнений динамики 

манипулятора; 

– схему компьютерной модели манипулятора; 

– таблицу параметров модели; 

– графики исследуемых функций. 

 

7. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

7.1. Привести примеры использования решения прямой за-

дачи динамики. 

7.2. Как используется при проектировании робота модели-

рование обратной задачи динамики? 

7.3. Сформулируйте прямую и обратную задачи динамики. 

7.4. Как по уравнениям динамики произвести оценку диа-

пазона изменения выходных координат? 

7.5. Когда возникают моменты взаимодействия между ко-

ординатами робота? От чего они зависят? 
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7.6. Рассказать о методах моделирования уравнений дина-

мики. 

7.7. Каким образом можно в модели учесть влияние мо-

ментов трения в шарнирах? 

7.8. Чем определяется порядок дифференциального урав-

нения, описывающего динамику манипулятора. 

 

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 6 

ПРОЕКТИРОВАНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ  

КОМПОНОВКИ РТК 

1. ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

Целью работы является получение практических навыков 

по решению задачи структурного проектирования РТК с исполь-

зованием ЭВМ. 

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 

Создание робототехнических комплексов идет по двум 

направлениям – это создание РТК для новых производств и ро-

ботизация действующих производств. Первое направление, а 

именно создание РТК для вновь строящихся и реконструируе-

мых цехов, основано, прежде всего, на применении перспектив-

ной технологии. При автоматизации действующего производст-

ва необходимо учитывать ограничения, обусловленные техноло-

гическим процессом и используемым оборудованием, не при-

способленным для применения промышленных роботов. Кроме 

того, возникают и такие трудности, как необходимость размеще-

ния ПР в условиях ограниченных площадей действующего про-

изводства, обеспечение необходимых транспортных операций, 

рационального использования возможностей применяемых ПР. 

Разработка оптимального по структуре и параметрам РТК 

для определенного технологического процесса представляет со-

бой сложную многокритериальную задачу.  
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Математическое описание РТК значительно облегчается, 

если отдельные взаимосвязанные конструктивные элементы 

РТК представить в виде функциональных модулей. 

Первая группа модулей – это роботы-манипуляторы, ко-

торые выбираются исходя из зоны обслуживания, роботизируе-

мого технологического процесса, требуемой грузоподъемности, 

количества обслуживаемого технологического оборудования и 

т.д. 

Вторая группа модулей – это модули крепления ПР. Их 

выполняют в виде специально спроектированных кронштейнов 

с элементами крепления к технологическому оборудованию или 

этажерок с элементами крепления ПР и регулировании их уста-

новки по трем координатам. 

Третья группа – это модули загрузочных устройств (ЗУ) в 

качестве которых используются координатные столы, шиберные 

ЗУ, кассетные механические ЗУ с подачей ориентированных за-

готовок, вибробункера со сменными лотками и ориентаторами. 

Для некоторых технологических процессов в качестве ЗУ ис-

пользуется транспортный конвейер, с установленной на нем та-

рой с деталями (заготовками). 

Четвертую группу составляют модули технологического 

оборудования, а именно штамповочный пресс, токарно-

винтовой станок, сборочный стол и т.д. 

Пятую группу составляют разгрузочные устройства или 

накопители готовых узлов (деталей), в качестве которых обычно 

используется тара или специальные контейнеры (поллеты). По-

следние часто используются в сборочно-монтажных операциях 

и устанавливаются на сборочном столе. После сборки узлы в 

этом специальном контейнере передаются на последующие опе-

рации. 

При решении задачи компоновки РТК указанные модули 

описываются своими геометрическими характеристиками. 

Рассмотрим РТК сборочного производства, в состав ко-

торого помимо ПР входят сборочный стол и конвейер, на кото- 
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ром находится тара с исходными деталями. Обычно координаты 

конвейера и сборочного стола заданы и определяются размеще-

нием связанного с ними другого технологического оборудова-

ния. Поэтому задача проектирования компоновки РТК сводится 

к задаче геометрического размещения ПР таким образом, чтобы 

координаты части конвейера, где размещается тара с исходными 

деталями, и сборочного стола находились в области достижимо-

сти ПР. Если задача не имеет решения, то изменяют координаты 

сборочного стола и повторяют решение задачи. Важнейшую 

роль при этом играет задача построения и математическое опи-

сание используемого ПР. 

При решении задач геометрической компоновки исполь-

зуются кинематические модели промышленных роботов. Реше-

ние прямой задачи кинематики позволяет определить зону об-

служивания манипуляторов, решение обратной задачи  дости-

жимость контрольных точек с данным вариантом кинематиче-

ской схемы. Рассмотрим два варианта манипуляторов промыш-

ленных роботов. Кинематические схемы манипуляторов изо-

бражены на рис. 1.  

 

Рис. 1 
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Кинематические схемы этих роботов имеют особенность: 

изменение координаты, соответствующей вертикальному пере-

мещению, не зависит от других координат. Тем самым, трех-

мерная задача проектирования РТК сводится к размещению мо-

дулей РТК на плоскости. При этом сокращается объем вычисле-

ний при проектировании РТК. Делается также допущение, что 

схват является материальной точкой. При выполнении задачи 

проектирования важнейшей задачей является задача построения 

области достижимости ПР. Для промышленного робота, изо-

браженного на рис. 1а, областью достижимости является множе-

ство точек, для которых система уравнений кинематики  
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



   (1) 

разрешима относительно обобщенных координат 321 q,q,q , 

удовлетворяющих ограничениям: 
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Для промышленного робота, изображенного на рис. 1б, 

областью достижимости является множество точек, для которых 

система уравнений кинематики 



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Конструктивные ограничения на обобщенные координаты 

321 q,q,q  имеют вид  
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Кроме роботов в состав РТК входит сборочный стол и 

конвейер с тарой. Для решения задачи геометрического проек-

тирования компоновки РТК необходимо ввести неподвижную 

(абсолютную) систему координат OXYZ (рис. 2), с помощью 

которой задаются координаты стола транспортера, подвижную 

(относительную) систему координат Oxyz, жестко связанную с 

ПР и определяющую его местоположение и ориентацию по от-

ношению к неподвижной системе координат OXYZ. 

Координаты рабочей зоны транспортера и стола в систе-

ме координат OXYZ имею вид  

 
  ...8.1,i,Z,Y,Xb

...8;1,i,Z,Y,Xa

ibibibi

iaiaaii




 

 

Рис. 2 
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Система координат 0xyz , характеризующая местополо-

жение и ориентацию ПР, связана с абсолютной системой 

координат OXYZ следующим образом: 

1. oZ || 0z , 

2. плоскость x0y  совпадает  с плоскостью X0Y, 

3. координаты точки 0 в системе координат X0Y опреде-

ляются (X0, Y0), 

4. угол между осью 0Х и 0х равен  (угол отсчитывается 

в положительном направлении). 

Точка с координатами  iii Z,Y,X  в системе 0XYZ будет 

иметь в системе 0xyz следующие координаты: 

   
   















.Zz

,cosYYsinxxy

,sinXXcosxxx

ii

0i0ii

0i0ii

   (3) 

С помощью формул (3) при заданных  00 Y,X  и , мож-

но легко проверить принадлежность любой точки области дос-

тижимости промышленных роботов методом упорядоченного 

перебора. 

Пусть координаты вершин рабочей зоны стола и вершин 

рабочей зоны транспортера известны. Предположим, что ориен-

тация промышленного робота (угол ) – заданы, а местополо-

жение ПР не определено и может находится в любой точке пря-

моугольника D с координатами вершин 

  4,3,21,i,,Y,XA iii   (рис. 2). 

Требуется построить множество точек принадлежащих 

прямоугольнику D, обладающих свойствами: размещенный в 

этих точках ПР имеет область достижимости , которая схваты-

вает множество рабочих зон стола и транспортера. Методика 

компоновки РТК состоит в следующем: разобьем прямоуголь-

ник А1А2А3А4 на систему квадратов  ijB , площадь которых 

одинакова; выберем координаты центра тяжести квадрата, раз- 
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местим в этих точках систему координат xyz0 , фиксируем угол 

; определяем, охватывает ли область достижимости ПР множе-

ство точек в рабочих зон и транспортера. Определим все точки 

(последовательно их перебирая) для которых область достижи-

мости ПР охватывает рабочие зоны стола и транспортера. 

 

3. ПРЕДВАРИТЕЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ 

3.1. Ознакомиться с методом проектирования компонов-

ки РТК при первоначально заданном размещении сборочного 

стола, паллеты на транспортере и кинематической схемы про-

мышленного робота. 

3.2. Получить у преподавателя на вводном занятии ис-

ходные данные: 

- кинематическая схема ПР; 

- длины звеньев; 

- ограничения на изменение обобщенных координат; 

- координаты сборочного стола; 

- координаты паллеты; 

- координаты зоны размещения ПР; 

- длину стороны элементарного квадрата, на которые 

разбивается зона размещения ПР; 

- угол первоначальной ориентации ПР. 

3.3. Ознакомиться с программой расчета области дости-

жимости ПР в составе РТК, обратив особое внимание на диало-

говый режим работы программы. 

 

4.  РАБОЧЕЕ ЗАДАНИЕ 

4.1. Составить кинематические и динамические модели робота и 

элементов технологического оборудования. 

4.2. Учесть при составлении моделей только размеры конфигу-

рации. 

4.3. Выбрать базовую систему координат, связанную с основа-

нием манипулятора. 
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4.4. Задать координаты точек позиционирования в базовой сис-

теме координат. 

4.5. Используя компьютерную программу, рассчитать точки 

достижимости для манипулятора. 

4.6. Выбрать модель манипулятора, обеспечивающую позицио-

нирование с наименьшей кинематической ошибкой. 

 

5. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

5.1. К п. 4.1. При выполнении пункта  4.1 необходимо учи-

тывать, что исследуемых вариантов манипуляционных уст-

ройств должно быть не менее трех. 

5.2. К п. 4.3. При выборе размеров элементарных квадра-

тов, на которые разбивается зона обслуживания манипулятора, 

учитывать требуемые ошибки позиционирования. 

 

6. ТРЕБОВАНИЯ К ОФОРМЛЕНИЮ ОТЧЕТА 

Отчет должен содержать: 

- эскиз исследуемых РТК в определенном масштабе, на 

котором наносятся полученные данные об ориентации промыш-

ленного робота и рекомендуемые области размещения ПР; 

 - алгоритм расчета области достижимости промышлен-

ного робота; 

 - выводы с оценкой полученных результатов. 

 

7. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

7.1. Что такое структурное функциональное проектиро-

вание? 

7.2. Что такое размеры конфигурации? 

7.3. Как перевести координаты точки из подвижной в ба-

зовую систему координат? 

7.4. В какой модели манипуляционного устройства кине-

матическая ошибка максимальна? 

7.5. От чего зависит ошибка позиционирования в много-

звенном манипуляторе? 
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7.6. Как учитываются в программе требования по обеспе-

чению заданной ошибки позиционирования? 

7.7. Какую задачу кинематики необходимо решить для 

определения обобщенных координат? 
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