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ПРОГИБ И ПЕРВАЯ СОБСТВЕННАЯ ЧАСТОТА СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ  

ПЛОСКОЙ КОНСОЛЬНОЙ ФЕРМЫ1 

 

М. Н. Кирсанов 1 

 
Национальный исследовательский университет «МЭИ» 1 

Россия, г. Москва 
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Рассмотрена простая схема статически определимой регулярной фермы плоской консоли. Нисходящие 

и восходящие раскосы решетки фермы наклонены под разными углами. Предполагается, что масса конструкции 

равномерно распределена по ее узлам. Выводятся приближенные формулы зависимости прогиба и первой ча-

стоты собственных колебаний от числа панелей. В расчетах используется метод Донкерлея и его упрощенный 

вариант. Усилия в стержнях, входящие в матрицу жесткости конструкции, разыскиваются в аналитической 

форме с применением системы символьной математики «Maple». Для расчета жесткости фермы используется 

интегральная формула Максвелла – Мора. Обобщение ряда решений для ферм различного порядка на произволь-

ный случай дает зависимость частоты колебаний от числа панелей, размеров фермы и массы в узлах. 

 

Ключевые слова: плоская ферма, собственная частота, прогиб, аналитическое решение, метод Донкер-

лея, упрощенный расчет частоты, «Maple», метод индукции, формула Максвелла – Мора. 

 

Введение. Для расчета собственных частот свободных колебаний ферменных кон-

струкций в инженерной практике используются, как правило, численные методы с примене-

нием различных специализированных пакетов, в основе которых лежит метод конечных эле-

ментов [1–3]. Независимо от этого для расчета простых моделей регулярных статически 

определимых ферм можно получить и аналитические решения. Наиболее интересны и прак-

тичны решения для регулярных ферм периодической структуры, содержащие в качестве па-

раметров не только размеры конструкции, но и их порядок – число панелей или число ячеек 

периодичности.  

В сборнике [4] даны формулы для расчета статических прогибов различных схем плос-

ких периодических ферм под действием узловых нагрузок. В справочнике [5], помимо формул 

для прогибов, приводятся простые приближенные решения для первой частоты собственных 

колебаний плоских статически определимых ферм. Аналитический расчет основной частоты 

собственных колебаний плоской модели составной фермы в [6] дан методом Донкерлея.  

В [7] выведены оценки прогиба и частоты собственных колебаний статически определимой 

фермы рамного типа с произвольным числом панелей. Одни из первых, кто изучал возможно-

сти аналитических решений задач статики для регулярных стержневых систем, были  

R. G. Hutchinson и N. A. Fleck [8, 9]. Они отмечали, что число регулярных статически опреде-

лимых схем, для которых возможен такой расчет, ограничено. Двухсторонняя оценка соб-

ственной частоты колебаний регулярной фермы в аналитической форме получена методами 

Рэлея и Донкерлея в [10]. Аналитическое решение задачи о частоте собственных колебаний 

 
1© Кирсанов М. Н., 2026 
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статически определимой плоской фермы и численная зависимость области резонансно без-

опасных частот от размеров конструкции найдены в [11]. Простая формула для оценки основ-

ной частоты собственных колебаний регулярной фермы с применением метода Донкерлея вы-

ведена в [12]. Теория и методы расчета регулярных стержневых систем приведены в моногра-

фии [13]. Авторы описали основные методы континуализации регулярных дискретных систем, 

рассмотрели частотные уравнения пространственных колебаний ферм с распределенными па-

раметрами, использовали элементы теории графов. В монографии уделено внимание кинема-

тическому анализу конструкций и численному анализу устойчивости регулярных стержневых 

систем. Приближенная аналитическая зависимость нижней границы частоты собственных ко-

лебаний плоской фермы Финка от числа панелей найдена в [14]. Аналогичная зависимость 

получена в [15] для регулярной балочной фермы с треугольной решеткой с использованием 

метода Донкерлея (оценка частоты снизу) и Рэлея (оценка сверху). Формулы для расчета про-

гиба и частоты собственных колебаний плоской балочной фермы с произвольным числом па-

нелей выведены в [16]. Оценка снизу собственной частоты колебаний плоской регулярной ба-

лочной фермы с прямолинейным верхним поясом методом индукции в системе «Maple» полу-

чена в [17]. Такая же оценка прогиба пространственной стержневой модели каркаса четырех-

скатного покрытия найдена в [18]. В [19] рассматривается схема плоской фермы с раскосной 

решеткой. Приводится алгоритм вывода приближенного аналитического решения задачи о 

собственных колебаниях фермы. Используется упрощенный вариант метода Донкерлея, даю-

щий компактное и достаточно точное решение. Кроме этого, численно рассчитывается весь 

спектр собственных частот семейства регулярных ферм различного порядка. Анализируются 

особенности картины распределения частот, а также рассчитываются спектральные изолинии 

и спектральные константы задачи. 

В настоящей работе предлагается схема статически определимой плоской консольной 

фермы и дается вывод формул для прогиба и оценки ее основной собственной частоты сво-

бодных колебаний в зависимости от числа панелей. Решение сравнивается с численным. 

Конструкция консоли. Плоская ферма закреплена на одном конце неподвижным шар-

ниром A и стержнем B. Раскосы с шагом a и 2a имеют соответственно длины 
2 2c a h и 

2 24d a h . Продольная жесткость стержней EF предполагается одинаковой. Масса 

фермы равномерно распределена по всем 4n + 1 ее узлам. Всего в ферме  8 2n  стержней, 

включая и три опорные стержня. Горизонтальные опорные стержни принимаются длиной a, 

вертикальный в опоре A – длиной h. Все стержни упругие. Длина одной панели – 3a. 

 

 
 

Рис. 1. Схема консоли, n = 3 

 

Расчет усилий в стержнях. Для расчета усилий, необходимых при определении жест-

кости конструкции по формуле Максвелла – Мора, используется система компьютерной ма-

тематики «Maple», позволяющая найти в символьной форме решение системы уравнений рав-

новесия узлов конструкции. Матрица этой системы составлена из направляющих косинусов 

усилий. Эти величины, косинусы, рассчитываются по данным о координатах узлов конструк-

ции и порядке соединения стержней в узлы. Узлы фермы и стержни нумеруются (рис. 2).  
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Рис. 2. Нумерация узлов и стержней консоли, n = 4 

 

Координаты узлов вносятся в программу расчета усилий. Начало координат располага-

ется в опорном узле A: 

1 2 2 1

2 2 2 2 1

2 1

0, (3 1) , 3 ,

3( 1) , (3 2) , 1,.., ,

0, 1,..,2 1, , 1,..,2 .

i i

i n i n

i i n

x x i a x ia

x i a x i a i n

y i n y h i n

 

Усилия в стержнях определяются из уравнения равновесия узлов. В матричной форме они 

имеют вид: GS = P , где P  – вектор правой части, задающий узловые нагрузки, G  – симмет-

ричная матрица, элементы которой – направляющие косинусы стрежней фермы. Матрица G  

имеет размеры s s
n n , S  – вектор искомых усилий в стержнях длиной s

n . В число усилий 

включены и три опорные реакции – горизонтальная реакция опоры B и две реакции шарнира A. 

Элементы матрицы G  рассчитываются по данным о координатах концов стержней конструк-

ции и порядку их соединения. 

Прогиб. Прогиб узла C на конце нижнего пояса фермы с n панелями от действия нагрузки, 

распределенной по узлам нижнего пояса, определяется по формуле Максвелла – Мора: 

 1

1

/ ( )P

n
S S l EF , (1) 

где 
PS  – усилие в стержне ; 

1S  – усилие в этом же стержне от действия единичной силы на 

узел C; l  – длина стержня. Получается следующая последовательность формул прогиба для 

ферм с различным числом панелей: 

3 3 3 3 2

1
3 3 3 3 2

2
3 3 3 3 2

3
3 3 3 3 2

4

3 3 3 3 2

8

(59 2 ) / ( ),

(514 3 3 4 ) / ( ),

3 (677 2 2 2 ) / ( ),

2 (2800 5 5 4 ) / ( ),

...

4 (17884 9 9 4 ) / ( ),...

P a c d h EFh

P a c d h EFh

P a c d h EFh

P a c d h EFh

P a c d h EFh

 

С помощью операторов системы компьютерной математики «Maple» из решения ре-

куррентного уравнения, которому удовлетворяют члены последовательности, можно полу-

чить следующее выражение для прогиба консоли: 

 
3 3 3 3 2

1 2 3 4
( ) / ( ),

n
P C a C c C d C h EFh  (2) 

где 
3 2

1 2 3 4
(27 60 27 4) / 2, ( 1) / 2, 2 .C n n n n C C n n C n  

На рисунке даны кривые I, II решения (2), построенные для относительного прогиба 

0
' / ( )

n
EF LP , где 0

3 , 2L na P nP , и различных значений длины a. 
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Решение (2) допускает упрощение. В пределе при n  кривой решения является 

квадратная парабола: 2 2 2lim( '/ ) 9 / (4 ).n a h  На графике 3 полученное упрощенное реше-

ние соответствует кривой II'. Погрешность приближения незначительна, а при n = 4 и 5n  

решения II и II' почти совпадают. 

Аналогично получается решение задачи о прогибе от действия нагрузки на узлы верх-

него пояса фермы. Коэффициенты в (2) имеют вид: 

 
2 2

1 2 3 4
3(9 4 7) / 2, ( 1) / 2, ( 1) / 2, 2 1.C n n n C n n C n n C n  (3) 

Наиболее простую форму имеет решение задачи о прогибе при действии одной сосре-

доточенной силы P на вершину C: 

 
2

1 2 3 4
3(6 6 1) , , 1.C n n n C C n C   (4) 

Линейная комбинация этих трех решений дает возможность аналитически рассчиты-

вать широкий круг задач о прогибе этой конструкции. 

 

 
 

Рис. 3. Зависимость прогиба консоли от числа панелей, h = 2 м: 

I — a = 2,5 м; II, II' — a = 2 м 

 

Оценка первой частоты собственных колебаний по методу Донкерлея. Для прибли-

женного расчета первой частоты собственных колебаний модели фермы с массой, равномерно 

распределенной по всем ее узлам, используется формула Донкерлея [6, 7, 11, 12]: 

 
2 2

1

.
K

D j
j

− −

=

 =   (5) 

Здесь 4 1K n  – число степеней свободы системы грузов в предположении, что грузы 

совершают движение только по вертикали. Горизонтальные колебания узлов фермы при таком 

креплении конструкции незначительны. Введено обозначение j  для парциальной частоты ко-

лебаний массы m  в узле j по вертикали. Уравнение колебаний отдельной массы имеет вид: 
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0, 1,..., ,j j jmu d u j K+ = =  где ju  – смещение массы, jd  – коэффициент жесткости отдельного 

узла j. Частота колебаний массы m в узле имеет вид: /j jd m = . По формуле Максвелла – Мора 

вычисляется жесткость jd  как обратная величина податливости: ( )
2

1

1/ / ( )j

j jd S l EF


 

=

 = = . 

Согласно (5): 

 
2

1

.
K

D j n
j

m m −

=

= =   (6) 

По формуле Максвелла – Мора коэффициент n  в (6) для различных чисел панелей 

n = 1, 2, ... имеет вид: 

3 3 3 3 2

1
3 3 3 3 2

2
3 3 3 3 2

3
3 3 3 3 2

4

3 3 3 3 2

8

(58 2 2 7 ) / ( ),

(536 8 8 13 ) / ( ),

(2226 18 18 19 ) / ( ),

(6352 32 32 25 ) / ( ),

...

(86816 128 128 49 ) / ( ),...

a c d h EFh

a c d h EFh

a c d h EFh

a c d h EFh

a c d h EFh

 

Обобщение этой последовательности на произвольное число панелей дает выражение: 

 
3 3 3 3 2

1 2 3
( ( ) ) / ( ),

n
Aa A c d Ah EFh   (7)

 

где 
3 2 2

1 2 3
2(9 12 6 2) , 2 , 6 1.A n n n n A n A n  Согласно (6), (7) расчетная формула 

для определения первой частоты по методу Донкерлея имеет вид: 

 
3 3 3 3

1 2 3
( )

.
( )D

EF
h

Aa A c hm d A
 (8)

 

В [20] описан упрощенный вариант метода Донкерлея, в котором сумма в (6) вычисля-

ется по ее среднему значению:  

 
2 max

*
/ 2,m K  (9) 

где 
max

 – максимальная по всем узлам фермы величина прогиба , 1,..,
p
p K , от действия 

вертикальной единичной силы на узел фермы с максимальным смещением. В рассматривае-

мой ферме это узел C. Упрощение состоит в замене суммы в расчетной формуле ее средним 

значением, что для аналитического метода является существенным фактором. Коэффициент 
max

 в (9) для различных чисел панелей n = 1, 2, ... имеет вид: 

max 3 3 3 3 2

1
max 3 3 3 3 2

2
max 3 3 3 3 2

3
max 3 3 3 3 2

4

max 3 3 3 3 2

8

(39 ) / ( ),

(222 2 2 ) / ( ),

(657 3 3 ) / ( ),

(1452 4 4 ) / ( ),

...

(10392 8 8 ) / ( ),...

a c d h EFh

a c d h EFh

a c d h EFh

a c d h EFh

a c d h EFh
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Отсюда получается решение для собственной частоты: 

 
* 3 3 3 3

1 2 3
(2 )

,
( )

K EFh

Aa A dm c A h
 (10) 

где коэффициенты находятся из решения линейных рекуррентных уравнений: 

 
2

1 2 3
3(6 6 1) , , 1.A n n n A n A  (11) 

Решение иллюстрировано кривыми на рис. 4. Во всех узлах фермы расположены оди-

наковые массы кг 200m . Кривые зависимости частот 
D

 от числа панелей по формуле Дон-

керлея (8) сопоставлены с первой частотой спектра 
1
, полученной численно, и кривой 

*
  

по упрощенной формуле (10) с коэффициентами (11). Численный расчет частоты 
1
 выполня-

ется в предположении, что система имеет K степеней свободы по числу узлов. Колебания уз-

лов происходят по вертикали. Матрица, собственные числа которой дают частоты колебаний 

фермы, имеет элементы: 

,
1

, , 1,2,.., ,i j

i j
v S S l i j K  

Здесь 
iS  – усилие в стержне с номером  от единичной вертикальной силы, прило-

женной к узлу i. Собственные числа матрицы в системе «Maple» находятся с помощью опера-

тора вычисления собственных чисел матрицы Eigenvalues. Площадь сечения стержней ре-

шетки фермы принята F = 9 см
2
, модуль упругости стали — 52,1 10E МПа. 

 

 
 

Рис. 4. Зависимость частоты колебаний от числа панелей, a = 3 м, h = 1,5 м: 

1
 – численный расчет первой частоты системы K масс в узлах фермы; 

*
 – упрощенный вариант метода Донкерлея; 

D
 – метод Донкерлея 
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Предложенный метод по упрощенной формуле (10) дает кривую 
*
, расположенную 

немного выше кривой численного решения 
1
. Решение Донкерлея 

D
, как и ожидалось, со-

ответствует кривой ниже численного решения, однако все три метода при большом числе па-

нелей почти совпадают. Это отражено на рис. 5 кривыми зависимости точности методов от 

числа панелей. Оценки погрешностей методов даются по величинам: 

1 1 * 1 * 1
/ , / .

D D
 

На рис. 5 представлены зависимости погрешностей методов от числа панелей при 

м3 a  для различных значений высоты фермы h.  

 

 
 

Рис. 5. Погрешность приближенных решений в зависимости от числа панелей  

 

Заключение. Для плоской схемы статически определимой консольной фермы тремя 

методами выведены формулы приближенной оценки основной частоты собственных колеба-

ний. Использован метод Донкерлея и его упрощенный вариант. Сравнение аналитических ре-

шений с традиционным численным, полученным с учетом всех степеней свободы модели 

фермы, показало хорошую точность найденных решения. Отмечается высокая точность реше-

ний для определенного числа панелей конструкции. Предложенные методы могут быть при-

менимы и для других регулярных систем. 
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Постановка задачи. Рассматриваются вопросы определения полной и удельной потенциальной энергии 

многослойного неоднородного упругого стержня, находящегося в условиях осевого растяжения-сжатия, круче-

ния и плоского поперечного изгиба. 

Результаты. Получены формулы для полной и удельной потенциальной энергии многослойного неод-

нородного упругого стержня, находящегося в условиях осевого растяжения-сжатия, кручения и плоского попе-

речного изгиба. 
Выводы. Полученные результаты могут быть использованы при решении задач строительной механики 

с использованием потенциальной энергии упругого многослойного неоднородного тела. 
 

Ключевые слова: стержень, неоднородность, упругость, потенциальная энергия деформации. 

 

Введение. Потенциальная энергия деформации имеет важное прикладное значение не 

только в науке о сопротивлении материалов, но и в общей механике деформируемого твёрдого 

тела. Вопросы расчёта элементов строительных и машиностроительных конструкций с ис-

пользованием потенциальной энергии деформации рассматривались в работах [1–5].  

В [6] показано, что в существующей теории упругих волн закон сохранения энергии не 

выполняется. Установлено, что через каждые четверть периода в волне без потерь происходит 

полное преобразование кинетической энергии в потенциальную и обратно, при этом в каждой 

пространственной точке волны ее полная плотность энергии одинакова в любой момент вре-

мени, что согласуется с законом сохранения энергии.  

В работе [8] для различных случаев загружения упругих тел вычисляются как работа 

внешних сил, действующих на упругое тело, так и потенциальная энергия деформации упру-

гого тела на основе удельной потенциальной энергии деформации. При загружении упругого 

стержня продольной силой и продольной равномерно распределённой нагрузкой работа внеш-

них сил точно совпадает с потенциальной энергией деформации упругого тела. При изгибе 

упругого стержня сосредоточенной силой и равномерно распределенной нагрузкой в первом 

случае работа сосредоточенных внешних сил точно совпадает с потенциальной энергией де-

формации упругого тела, во втором случае работа внешних сил отличается от работы дефор-

мации, причём поправка за счёт сдвиговых деформаций составляет менее 0,0001 %.  

В данной работе рассматриваются вопросы определения полной и удельной потенци-

альной энергии многослойного неоднородного упругого стержня, находящегося в условиях 

осевого растяжения-сжатия, кручения и плоского поперечного изгиба. 

1. Осевое растяжение-сжатие. Под действием внешней продольной нагрузки 𝐹 стер-

жень изменяет свою длину. Считая справедливой гипотезу плоских сечений, получим, что все 

слои стержня изменят свою длину на одну и ту же величину ∆𝑙. Изменение длины стержня 

обусловлено действующими в слоях стержня напряжениями.  

Поскольку [8] 

 𝐹 = 𝑁1 +𝑁2+. . . +𝑁𝑛, (1) 

 
2© Бакушев С. В., 2026 
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то нормальное напряжение в каждом слое будет определяться так: 

 𝜎𝑧1 =
𝑁1

𝐴1
;   𝜎𝑧2 =

𝑁2

𝐴2
; … ; 𝜎𝑧𝑛 =

𝑁𝑛

𝐴𝑛
. (2) 

При этом продольная деформация в слоях стержня будет связана с напряжениями за-

коном Гука: 

 𝜎𝑧1 = 𝐸1𝜀𝑧2;   𝜎𝑧2 = 𝐸2𝜀𝑧2; … ; 𝜎𝑧𝑛 = 𝐸𝑛𝜀𝑧𝑛, (3) 

причём  𝜀𝑧1 = 𝜀𝑧2 = ⋯ = 𝜀𝑧𝑛, то есть 

 ∆𝑙 =
𝑁1𝑙0

𝐸1𝐴1
=

𝑁2𝑙0

𝐸2𝐴2
=. . . =

𝑁𝑛𝑙0

𝐸𝑛𝐴𝑛
. (4) 

Работа 𝑊 силы 𝐹 на перемещении ∆𝑙 будет равна: 

𝑊 =
1

2
𝐹 ∙ ∆𝑙 =

1

2
(𝑁1 + 𝑁2 +⋯+𝑁𝑛)∆𝑙 =  

=
1

2
𝑁1

𝑁1𝑙0

𝐸1𝐴1
+

1

2
𝑁2

𝑁2𝑙0

𝐸2𝐴2
+⋯+

1

2
𝑁𝑛

𝑁𝑛𝑙0

𝐸𝑛𝐴𝑛
=  

 =
1

2

𝑁1
2𝑙0

𝐸1𝐴1
+

1

2

𝑁2
2𝑙0

𝐸2𝐴2
+⋯+

1

2

𝑁𝑛
2𝑙0

𝐸𝑛𝐴𝑛
. (5) 

Таким образом, работа, а значит, и потенциальная энергия деформации неоднородного 

многослойного упругого стержня при осевом растяжении-сжатии будут определяться соотно-

шением (5). 

Найдём удельную потенциальную энергию: 

𝑊0 =
𝑊

𝑉0
=

1

2
𝐹∙∆𝑙

𝐴общ𝑙0
=

1

2

𝐹

𝐴общ

∆𝑙

𝑙0
=

1

2

𝑁1+𝑁2+⋯+𝑁𝑛

𝐴общ
𝜀𝑧0 =  

=
1

2

𝜀𝑧0

𝐴общ
(𝑁1 +𝑁2 +⋯+𝑁𝑛) =

1

2

𝜀𝑧0

𝐴общ
(𝜎𝑧1𝐴1 + 𝜎𝑧2𝐴2 +⋯+ 𝜎𝑧𝑛𝐴𝑛) =  

 =
1

2
(𝜎𝑧1𝜀𝑧1

𝐴1

𝐴общ
+ 𝜎𝑧2𝜀𝑧2

𝐴2

𝐴общ
+⋯+ 𝜎𝑧𝑛𝜀𝑧𝑛

𝐴𝑛

𝐴общ
). (6) 

Здесь  𝐴общ = 𝐴1 + 𝐴2 +⋯+ 𝐴𝑛. 

2. Кручение. Для многослойного неоднородного упругого стержня длиной 𝑙0 с круг-

лым поперечным сечением, находящегося в условиях кручения, работа 𝑊 внешнего крутя-

щего момента 𝑀кр будет равна количеству потенциальной энергии, накопленной в стержне 

при его закручивании на угол 𝜑: 

 𝑊 =
1

2
𝑀кр ∙ 𝜑. (7) 

В соответствии с работой [9] угол закручивания определяется соотношением: 

 
𝑑𝜑

𝑑𝑧
=

𝑀𝑧

𝐺1𝐼1𝜌+𝐺2𝐼2𝜌+…+𝐺𝑛𝐼𝑛𝜌
. (8) 

Пусть в формуле (8) и числитель, и знаменатель в правой части не зависят от коорди-

наты 𝑧. Тогда угол закручивания стержня длиной 𝑙0: 

 𝜑 =
𝑀кр𝑙0

𝐺1𝐼1𝜌+𝐺2𝐼2𝜌+…+𝐺𝑛𝐼𝑛𝜌
. (9) 

Следовательно,  

 𝑊 =
1

2

𝑀кр
2 𝑙0

𝐺1𝐼1𝜌+𝐺2𝐼2𝜌+…+𝐺𝑛𝐼𝑛𝜌
. (10) 

Таким образом, работа, а значит, и потенциальная энергия деформации неоднородного 

многослойного упругого стержня круглого поперечного сечения при кручении будут опреде-

ляться соотношением (10). 
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Найдём удельную потенциальную энергию: 

 𝑊0 =
𝑊

𝑉0
=

1

2
𝑀кр∙𝜑

𝐴общ𝑙0
=

1

2
𝑀кр

𝜑

𝐴общ𝑙0
. (11) 

На основании [10] имеем: 

𝑀кр =
𝑑𝜑

𝑑𝑧
(𝐺1𝐼1𝜌 + 𝐺2𝐼2𝜌 +⋯+ 𝐺𝑛𝐼𝑛𝜌) =  

= 𝐺1𝐼1𝜌
𝑑𝜑

𝑑𝑧
+ 𝐺2𝐼2𝜌

𝑑𝜑

𝑑𝑧
+⋯+ 𝐺𝑛𝐼𝑛𝜌

𝑑𝜑

𝑑𝑧
=  

 = 𝑀𝑧1 +𝑀𝑧2 +⋯+𝑀𝑧𝑛. (12) 

Далее: 

𝜏1 = 𝛾1𝜌𝐺1 = 𝜌1
𝑑𝜑

𝑑𝑧
𝐺1,  0 ≤ 𝜌1 ≤ 𝑟1; 

𝑀𝑧1 = 𝐺1𝐼1𝜌
𝑑𝜑

𝑑𝑧
=

𝑑𝜑

𝑑𝑧
𝐺1𝐼1𝜌 =

𝜏1

𝜌1
𝐼1𝜌 =

𝜏1

𝑟1
𝐼1𝜌. 

𝜏2 = 𝛾2𝜌𝐺2 = 𝜌2
𝑑𝜑

𝑑𝑧
𝐺2, 𝑟1 ≤ 𝜌2 ≤ 𝑟1 + ℎ2; 

 𝑀𝑧2 = 𝐺2𝐼2𝜌
𝑑𝜑

𝑑𝑧
=

𝑑𝜑

𝑑𝑧
𝐺2𝐼2𝜌 =

𝜏2

𝜌2
𝐼2𝜌 =

𝜏2

𝑟1+ℎ2
𝐼2𝜌; (13) 

… 

𝜏𝑛 = 𝛾𝑛𝜌𝐺𝑛 = 𝜌𝑛
𝑑𝜑

𝑑𝑧
𝐺𝑛, 

𝑟1 + ℎ2 + ℎ3 +⋯+ ℎ𝑛−1 ≤ 𝜌𝑛 ≤ 𝑟1 + ℎ2 + ℎ3 +⋯+ ℎ𝑛; 

𝑀𝑧𝑛 = 𝐺𝑛𝐼𝑛𝜌
𝑑𝜑

𝑑𝑧
=

𝑑𝜑

𝑑𝑧
𝐺𝑛𝐼𝑛𝜌 =

𝜏𝑛

𝑟1+ℎ2+ℎ3+⋯+ℎ𝑛
𝐼𝑛𝜌. 

Итак, 

 𝑀кр =
𝜏1

𝑟1
𝐼1𝜌 +

𝜏2

𝑟1+ℎ2
𝐼2𝜌 +⋯+

𝜏𝑛

𝑟1+ℎ2+ℎ3+⋯+ℎ𝑛
𝐼𝑛𝜌. (14) 

Тогда 

 𝑊0 =
1

2
𝑀кр

𝜑

𝐴общ𝑙0
= 

1

2

𝜑

𝐴общ𝑙0
(
𝜏1

𝑟1
𝐼1𝜌 +

𝜏2

𝑟1+ℎ2
𝐼2𝜌 +⋯+

𝜏𝑛

𝑟1+ℎ2+ℎ3+⋯+ℎ𝑛
𝐼𝑛𝜌). (15) 

Пусть 

𝑡1 ≡ 𝑟1;   𝑡2 ≡ 𝑟1 + ℎ2;   𝑡𝑛 ≡ 𝑟1 + ℎ2 + ℎ3 +⋯+ ℎ𝑛. 

Далее: 

𝛾1𝑡1𝐺1 = 𝑡1
𝑑𝜑

𝑑𝑧
𝐺1,  то есть  𝛾1𝑡1 = 𝑡1

𝑑𝜑

𝑑𝑧
,  или  

𝑑𝜑

𝑑𝑧
=

𝛾1𝑡1

𝑡1
; 

 𝛾2𝑡2𝐺2 = 𝑡2
𝑑𝜑

𝑑𝑧
𝐺2,  то есть  𝛾2𝑡2 = 𝑡2

𝑑𝜑

𝑑𝑧
,  или  

𝑑𝜑

𝑑𝑧
=

𝛾2𝑡2

𝑡2
; (16) 

… 

𝛾𝑛𝑡𝑛𝐺𝑛 = 𝑡𝑛
𝑑𝜑

𝑑𝑧
𝐺𝑛,  то есть  𝛾𝑛𝑡𝑛 = 𝑡𝑛

𝑑𝜑

𝑑𝑧
,  или  

𝑑𝜑

𝑑𝑧
=

𝛾𝑛𝑡𝑛

𝑡𝑛
. 

Интегрируя (16), получаем: 

𝜑 = ∫
𝛾1𝑡1

𝑡1
𝑑𝑧

𝑙0

0
=

𝛾1𝑡1

𝑡1
𝑙0,   𝜑 = ∫

𝛾2𝑡2

𝑡2
𝑑𝑧

𝑙0

0
=

𝛾2𝑡2

𝑡2
𝑙0, 

…, 𝜑 = ∫
𝛾𝑛𝑡𝑛

𝑡𝑛
𝑑𝑧

𝑙0

0
=

𝛾𝑛𝑡𝑛

𝑡𝑛
𝑙0. 
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При этом формула (15) получает вид: 

𝑊0 =
1

2

𝜑

𝐴общ𝑙0
(
𝜏1

𝑡1
𝐼1𝜌 +

𝜏2

𝑡2
𝐼2𝜌 +⋯+

𝜏𝑛

𝑡𝑛
𝐼𝑛𝜌) =  

=
1

2

1

𝐴общ𝑙0
(
𝜏1

𝑡1
𝜑𝐼1𝜌 +

𝜏2

𝑡2
𝜑𝐼2𝜌 +⋯+

𝜏𝑛

𝑡𝑛
𝜑𝐼𝑛𝜌) =  

=
1

2

1

𝐴общ𝑙0
(
𝜏1

𝑡1

𝛾1𝑡1

𝑡1
𝑙0𝐼1𝜌 +

𝜏2

𝑡2

𝛾2𝑡2

𝑡2
𝑙0𝐼2𝜌 +⋯+

𝜏𝑛

𝑡𝑛

𝛾𝑛𝑡𝑛

𝑡𝑛
𝑙0𝐼𝑛𝜌) =  

 =
1

2
(𝜏1𝛾1𝑡1

𝐼1𝜌

𝐴общ𝑡1
2 + 𝜏2𝛾2𝑡2

𝐼2𝜌

𝐴общ𝑡2
2 +⋯+ 𝜏𝑛𝛾𝑛𝑡𝑛

𝐼𝑛𝜌

𝐴общ𝑡𝑛
2). (17) 

Здесь 

𝐼1𝜌 =
𝜋𝑟1

4

2
 – 

полярный момент инерции первого (от центра круглого поперечного сечения) слоя;  

𝐼2𝜌 =
𝜋

2
[(𝑟1 + ℎ2)

4 − 𝑟1
4] – 

полярный момент инерции второго (от центра круглого поперечного сечения) слоя;  

𝐼𝑛𝜌 =
𝜋

2
[(𝑟1 + ℎ2 + ℎ3 +⋯+ ℎ𝑛)

4 − (𝑟1 + ℎ2 + ℎ3 +⋯+ ℎ𝑛−1)
4] − 

полярный момент инерции внешнего слоя.  

3. Плоский поперечный изгиб. Потенциальная энергия при упругом изгибе 

стержня складывается из потенциальной энергии растяжения-сжатия волокон стержня и по-

тенциальной энергии сдвига волокон в направлении, параллельном оси стержня. Для неод-

нородного многослойного стержня, находящегося в условиях плоского поперечного изгиба 

в плоскости 𝑍𝑂𝑌, со слоями, параллельными плоскости 𝑍𝑂𝑋, удельная потенциальная энер-

гия растяжения-сжатия будет определяться соотношением (6): 

 𝑊0
р−с

=
1

2
(𝜎𝑧1𝜀𝑧1

𝐴1

𝐴общ
+ 𝜎𝑧2𝜀𝑧2

𝐴2

𝐴общ
+⋯+ 𝜎𝑧𝑛𝜀𝑧𝑛

𝐴𝑛

𝐴общ
). (18) 

Для определения удельной потенциальной энергии сдвига слоёв один относительно 

другого рассмотрим пакет разнородных слоёв размером 𝑎 × 𝑎 и толщиной 𝑏 (рис.). 

 

ℎ𝑛 

a 

a 

ℎ1 

ℎ2 

𝛾𝑛 

ℎ𝑛−1 𝛾𝑛−1 

𝛾1 

𝛾2 

𝜏2 

𝜏𝑛 

𝜏𝑛−1 

𝜏1 

Рис. Пакет разнородных слоёв 
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Пусть под действием касательных напряжений 𝜏𝑖, действующих по верхним граням 

каждого слоя, пакет деформируется. При этом связь между касательными напряжениями 𝜏𝑖  
и углами сдвига 𝛾𝑖 в каждом слое описывается законом Гука: 

 𝜏1 = 𝐺1𝛾1;   𝜏2 = 𝐺2𝛾2; … ;   𝜏𝑛 = 𝐺𝑛𝛾𝑛. (19) 

Сдвигающие усилия по верхней стороне каждого слоя будут равны: 

 𝑇1 = 𝜏1𝑎𝑏;   𝑇2 = 𝜏2𝑎𝑏; … ; 𝑇𝑛 = 𝜏𝑛𝑎𝑏. (20) 

Сдвигающие усилия 𝑇𝑖 на перемещениях 𝛿𝑖 = ℎ𝑖𝛾𝑖  совершат работу, в совокупности 

составляющую потенциальную энергию деформируемого пакета: 

𝑊 =
1

2
∑ 𝑇𝑖𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1 =

1

2
(𝜏1𝑎𝑏ℎ1𝛾1 + 𝜏2𝑎𝑏ℎ2𝛾2 +⋯+ 𝜏𝑛𝑎𝑏ℎ𝑛𝛾𝑛) =  

 =
1

2
𝑎𝑏(𝜏1𝛾1ℎ1 + 𝜏2𝛾2ℎ2 +⋯+ 𝜏𝑛𝛾𝑛ℎ𝑛). (21) 

Удельная потенциальная энергия пакета будет равна: 

 𝑊0
сд =

𝑊

𝑎2𝑏
=

1

2
(𝜏1𝛾1

ℎ1

𝑎
+ 𝜏2𝛾2

ℎ2

𝑎
+⋯+ 𝜏𝑛𝛾𝑛

ℎ𝑛

𝑎
). (22) 

Итак, удельная потенциальная энергия неоднородного многослойного изгибаемого 

стержня будет определяться выражением: 

𝑊0 = 𝑊0
р−с

+𝑊0
сд =

1

2
(𝜎𝑧1𝜀𝑧1

𝐴1

𝐴общ
+ 𝜎𝑧2𝜀𝑧2

𝐴2

𝐴общ
+⋯+ 𝜎𝑧𝑛𝜀𝑧𝑛

𝐴𝑛

𝐴общ
) +  

 +
1

2
(𝜏1𝛾1

ℎ1

𝑎
+ 𝜏2𝛾2

ℎ2

𝑎
+⋯+ 𝜏𝑛𝛾𝑛

ℎ𝑛

𝑎
). (23) 

Здесь ℎ𝑖 – толщина слоя;  𝑎 – толщина балки в направлении оси 𝑂𝑌. 

С учётом соотношений (3) и (19) приведём выражение (23) к виду: 

𝑊0 = 𝑊0
р−с

+𝑊0
сд =

1

2
(𝜎𝑧1

𝜎𝑧1

𝐸1

𝐴1

𝐴общ
+ 𝜎𝑧2

𝜎𝑧2

𝐸2

𝐴2

𝐴общ
+⋯+ 𝜎𝑧𝑛

𝜎𝑧𝑛

𝐸𝑛

𝐴𝑛

𝐴общ
) +   

+
1

2
(𝜏1

𝜏1

𝐺1

ℎ1

𝑎
+ 𝜏2

𝜏2

𝐺2

ℎ2

𝑎
+⋯+ 𝜏𝑛

𝜏𝑛

𝐺𝑛

ℎ𝑛

𝑎
) =  

=
1

2
(
𝜎𝑧1
2

𝐸1

𝐴1

𝐴общ
+

𝜎𝑧2
2

𝐸2

𝐴2

𝐴общ
+⋯+

𝜎𝑧𝑛
2

𝐸𝑛

𝐴𝑛

𝐴общ
) +  

 +
1

2
(
𝜏𝑧𝑦1
2

𝐺1

ℎ1

𝑎
+

𝜏𝑧𝑦2
2

𝐺2

ℎ2

𝑎
+⋯+

𝜏𝑧𝑦𝑛
2

𝐺𝑛

ℎ𝑛

𝑎
). (24) 

Будем рассматривать изгибаемый упругий стержень, содержащий 𝑛 разнородных 

слоёв, причём 𝑘 слоёв находятся выше нейтрального слоя (слоя, в котором проходит нейтраль-

ная линия) в сжатой зоне поперечного сечения, 𝑚 слоёв находятся ниже нейтрального слоя в 

растянутой зоне поперечного сечения. Так что 𝑛 = 𝑘 + 𝑚 + 1. 

В соответствии с работой [10]: 

𝜎𝑧𝑖
(−)

= 𝑀𝑥𝐸𝑖
(−) ℎ0

(−)
+∑ ℎ𝑗

(−)
+𝑦𝑖

𝑖−1
𝑗=1

𝐸𝐼
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘; 

 𝜎𝑧0
(−)

= 𝑀𝑥𝐸0
𝑦0
(−)

𝐸𝐼
;  𝜎𝑧0

(+)
= 𝑀𝑥𝐸0

𝑦0
(+)

𝐸𝐼
; (25) 

𝜎𝑧𝑖
(+)

= 𝑀𝑥𝐸𝑖
(+) ℎ0

(+)
+∑ ℎ𝑗

(+)
+𝑦𝑖

𝑖−1
𝑗=1

𝐸𝐼
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚. 

Здесь 𝜎𝑧𝑖
(−)

 – нормальные напряжения в слоях сжатой зоны поперечного сечения; 𝜎𝑧0
(−)

 – нор-

мальные напряжения в сжатой зоне нейтрального слоя поперечного сечения; 𝜎𝑧0
(+)

 – нормаль-

ные напряжения в растянутой зоне нейтрального слоя поперечного сечения; 𝜎𝑧𝑖
(+)

 – нормаль-

ные напряжения в слоях растянутой зоны поперечного сечения. 
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В соответствии с работой [11]: 

 𝜏𝑧𝑦
(−) =

𝑄𝑦

𝑏𝑘𝐸𝐼
(𝐸𝑘

(−)𝑆̃𝑥
𝑘(−) + ∑ 𝐸𝑖

(−)𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=𝑘+1 ). (26) 

𝜏𝑧𝑦
(+)

=
𝑄𝑦

𝑏𝑚𝐸𝐼
(𝐸0

(−)
𝑆𝑥
0(−)

+ ∑ 𝐸𝑖
(−)
𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=1 +  

 +𝐸0
(+)𝑆𝑥

0(+) +∑ 𝐸𝑖
(+)𝑆𝑥

𝑖(+)𝑖=𝑚−1
𝑖=1 + 𝐸𝑚

(+)𝑆𝑥
𝑚(+)). (27) 

Здесь 𝜏𝑧𝑦
(−)

 – касательные напряжения в слоях сжатой зоны поперечного сечения; 𝜏𝑧𝑦
(+)

 – каса-

тельные напряжения в слоях растянутой зоны поперечного сечения и нулевого слоя; 𝑏𝑘  – ши-

рина слоёв сжатой зоны поперечного сечения; 𝑏𝑚 – ширина слоёв растянутой зоны попереч-

ного сечения. 

В формулах (26) и (27) в соответствии с работой [12]: 

𝐸𝐼 = 𝐸𝑛в
(−)𝐼𝑥

(𝑛в)(−) + 𝐸𝑛в−1
(−) 𝐼𝑥

(𝑛в−1)(−) +⋯+ 𝐸1
(−)𝐼𝑥

(1)(−) + 𝐸0𝐼𝑥
(0)(−) +    

 +𝐸0𝐼𝑥
(0)(+) + 𝐸1

(+)𝐼𝑥
(1)(+) + 𝐸2

(+)𝐼𝑥
(2)(+) +⋯+ 𝐸𝑛н

(+)𝐼𝑥
(𝑛н)(+). (28) 

Здесь 𝑛в – номер крайнего сжатого слоя поперечного сечения изгибаемого стержня; 𝑛н – номер 

крайнего растянутого слоя поперечного сечения изгибаемого стержня. 

Запишем выражение удельной потенциальной энергии изгибаемого многослойного не-

однородного упругого стержня (24) применительно к рассматриваемому стержню: 

𝑊0 =
1

2
(
𝜎𝑧𝑛в
2(−)

𝐸𝑛в

𝐴𝑛в

𝐴общ
+

𝜎𝑧𝑛в−1
2(−)

𝐸𝑛в−1

𝐴𝑛в−1

𝐴общ
+⋯+

𝜎𝑧1
2(−)

𝐸1
(−)

𝐴1
(−)

𝐴общ
+

𝜎𝑧0
2(−)

𝐸0

𝐴0

𝐴общ
) +  

+
1

2
(
𝜎𝑧0
2(+)

𝐸0

𝐴0

𝐴общ
+

𝜎𝑧1
2(+)

𝐸1
(+)

𝐴1
(+)

𝐴общ
+⋯+

𝜎𝑧𝑛н−1
2(+)

𝐸𝑛н−1

𝐴𝑛н−1

𝐴общ
+

𝜎𝑧𝑛н
2(+)

𝐸𝑛н

𝐴𝑛н

𝐴общ
) +   

+
1

2
(
𝜏𝑧𝑦,𝑛в
2(−)

𝐺𝑛в

ℎ𝑛в

𝑎
+

𝜏𝑧𝑦,𝑛в−1
2(−)

𝐺𝑛в−1

ℎ𝑛в−1

𝑎
+⋯+

𝜏𝑧𝑦,1
2(−)

𝐺1
(−)

ℎ1
(−)

𝑎
+

𝜏𝑧𝑦,0
2(−)

𝐺0

ℎ0
(−)

𝑎
) +  

 +
1

2
(
𝜏𝑧𝑦,0
2(+)

𝐺0

ℎ0
(+)

𝑎
+

𝜏𝑧𝑦,1
2(+)

𝐺1
(+)

ℎ1
(+)

𝑎
+⋯+

𝜏𝑧𝑦,𝑛н−1
2(+)

𝐺𝑛н−1

ℎ𝑛н−1

𝑎
+

𝜏𝑧𝑦,𝑛н
2(+)

𝐺𝑛н

ℎ𝑛н

𝑎
). (29) 

Здесь  𝐴общ = 𝐴𝑛в + 𝐴𝑛в−1 +⋯+ 𝐴1
(−) + 𝐴0 + 𝐴1

(+) + 𝐴𝑛н−1 + 𝐴𝑛н . 

Таким образом, удельная потенциальная энергия многослойного неоднородного 

стержня представилась суммой удельных потенциальных энергий каждого слоя: 

𝑊0 =
1

2
(
𝜎𝑧𝑛в
2(−)

𝐸𝑛в

𝐴𝑛в

𝐴общ
+

𝜏𝑧𝑦,𝑛в
2(−)

𝐺𝑛в

ℎ𝑛в

𝑎
) +

1

2
(
𝜎𝑧𝑛в−1
2(−)

𝐸𝑛в−1

𝐴𝑛в−1

𝐴общ
+

𝜏𝑧𝑦,𝑛в−1
2(−)

𝐺𝑛в−1

ℎ𝑛в−1

𝑎
) +⋯+  

+
1

2
(
𝜎𝑧1
2(−)

𝐸1
(−)

𝐴1
(−)

𝐴общ
+

𝜏𝑧𝑦,1
2(−)

𝐺1
(−)

ℎ1
(−)

𝑎
) +

1

2
(
𝜎𝑧0
2(−)

𝐸0

𝐴0

𝐴общ
+

𝜏𝑧𝑦,0
2(−)

𝐺0

ℎ0
(−)

𝑎
) +  

+
1

2
(
𝜎𝑧0
2(+)

𝐸0

𝐴0

𝐴общ
+

𝜏𝑧𝑦,0
2(+)

𝐺0

ℎ0
(+)

𝑎
) +

1

2
(
𝜎𝑧1
2(+)

𝐸1
(+)

𝐴1
(+)

𝐴общ
+

𝜏𝑧𝑦,1
2(+)

𝐺1
(+)

ℎ1
(+)

𝑎
) + ⋯+  

 +
1

2
(
𝜎𝑧𝑛н−1
2(+)

𝐸𝑛н−1

𝐴𝑛н−1

𝐴общ
+

𝜏𝑧𝑦,𝑛н−1
2(+)

𝐺𝑛н−1

ℎ𝑛н−1

𝑎
) +

1

2
(
𝜎𝑧𝑛н
2(+)

𝐸𝑛н

𝐴𝑛н

𝐴общ
+

𝜏𝑧𝑦,𝑛н
2(+)

𝐺𝑛н

ℎ𝑛н

𝑎
). (30) 

Подставим формулы (25), (26) и (27) в выражение (29) и после элементарных преобра-

зований получим: 

𝑊0 =
1

2

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2𝐴общ

𝐴𝑛в

𝐸𝑛в
𝐸𝑛в
2 (ℎ0

(−)
+∑ ℎ𝑗

(−) + 𝑦𝑛в
𝑛в−1
𝑗=1 )

2

+  

+
1

2

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2𝐴общ

𝐴𝑛в−1

𝐸𝑛в−1
𝐸𝑛в−1
2 (ℎ0

(−)
+ ∑ ℎ𝑗

(−)
+ 𝑦𝑛в−1

𝑛в−2
𝑗=1 )

2

+⋯+  



Строительная механика и конструкции 
 

23 

+
1

2

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2𝐴общ

𝐴1
(−)

𝐸1
(−) 𝐸1

2(−)(ℎ0
(−)
+ 𝑦1

(−))
2

+  

+
1

2

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2𝐴общ

𝐴0
(−)

𝐸0
𝐸0
2(𝑦0

(−))
2

+
1

2

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2𝐴общ

𝐴0
(+)

𝐸0
𝐸0
2(𝑦0

(+))
2

+  

+
1

2

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2𝐴общ

𝐴1

𝐸1
(+) 𝐸1

2(+)(ℎ0
(+)
+ 𝑦1

(+))
2

+⋯+  

+
1

2

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2𝐴общ

𝐴𝑛н−1

𝐸𝑛н−1
𝐸𝑛н−1
2 (ℎ0

(+)
+ ∑ ℎ𝑗

(+) + 𝑦𝑛н−1
𝑛н−2
𝑗=1 )

2

+  

+
1

2

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2𝐴общ

𝐴𝑛н

𝐸𝑛н
𝐸𝑛н
2 (ℎ0

(+)
+∑ ℎ𝑗

(+)
+ 𝑦𝑛н

𝑛н−1
𝑗=1 )

2

+  

+
1

2

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ𝑛в

𝐺𝑛в𝑎∙𝑏𝑛в
2 [𝐸𝑛в

(−)𝑆̃𝑥
𝑛в(−)]

2

+   

+
1

2

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ𝑛в−1

𝐺𝑛в−1𝑎∙𝑏𝑛в−1
2 [𝐸𝑛в−1

(−) 𝑆̃𝑥
𝑛в−1,(−) + 𝐸𝑛в

(−)𝑆𝑥
𝑛в,(−)]

2

+⋯+  

+
1

2

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ1
(−)

𝐺1
(−)
𝑎∙𝑏1

2
[𝐸1

(−)𝑆̃𝑥
1,(−) + ∑ 𝐸𝑖

(−)𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=2 ]
2

+  

+
1

2

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ0
(−)

𝐺0
(−)
𝑎∙𝑏0

2
[𝐸0

(−)
𝑆̃𝑥
0,(−)

+ ∑ 𝐸𝑖
(−)
𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=1 ]
2

+  

+
1

2

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ0
(+)

𝐺0
(+)
𝑎∙𝑏0

2
[𝐸0

(−)𝑆𝑥
0(−) +∑ 𝐸𝑖

(−)𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=1 + 𝐸0
(+)𝑆𝑥

0(+)]
2

+  

+
1

2

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ1
(+)

𝐺1
(+)
𝑎∙𝑏1

2
[𝐸0

(−)𝑆𝑥
0(−) +∑ 𝐸𝑖

(−)𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=1 +  

+𝐸0
(+)
𝑆𝑥
0(+)

+ 𝐸1
(+)
𝑆𝑥
1,(+)]

2

+⋯+   

+
1

2

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ𝑛н−1

𝐺𝑛н−1𝑎∙𝑏𝑛н−1
2 [𝐸0

(−)𝑆𝑥
0(−) + ∑ 𝐸𝑖

(−)𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=1 + 𝐸0
(+)𝑆𝑥

0(+) +  

+∑ 𝐸𝑖
(+)𝑆𝑥

𝑖(+)𝑖=𝑛н−2
𝑖=1 + 𝐸𝑛н−1

(+) 𝑆𝑥
𝑛н−1,(+)]

2

+  

+
1

2

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ𝑛н

𝐺𝑛н𝑎∙𝑏𝑛н
2 [𝐸0

(−)𝑆𝑥
0(−) +∑ 𝐸𝑖

(−)𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=1 + 𝐸0
(+)𝑆𝑥

0(+) +   

 +∑ 𝐸𝑖
(+)𝑆𝑥

𝑖(+)𝑖=𝑛н−1
𝑖=1 + 𝐸𝑛н

(+)𝑆𝑥
𝑛н,(+)]

2

}.  (31) 

Полная потенциальная энергия изгибаемого стержня находится путём интегрирования 

удельной потенциальной энергии по объёму стержня: 

 𝑊 = ∫ 𝑊0𝑉
= ∫ ∫ 𝑊0𝑑𝑧 ∙ 𝑑𝐴𝐴общ𝑙

. (32) 

Принимая во внимание формулу (30), интегрирование по общей площади стержня 𝐴общ, 

заменим интегрированием по площади поперечного сечения каждого слоя:  

𝑊 =
1

2
∫

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2𝐴общ

𝐴𝑛в

𝐸𝑛в
𝐸𝑛в
2 𝑑𝑧

𝑙
∫ (ℎ0

(−)
+∑ ℎ𝑗

(−) + 𝑦𝑛в
𝑛в−1
𝑗=1 )

2

𝑑𝐴
𝐴𝑛в

+  

+
1

2
∫

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2𝐴общ

𝐴𝑛в−1

𝐸𝑛в−1
𝐸𝑛в−1
2 𝑑𝑧

𝑙
∫ (ℎ0

(−)
+ ∑ ℎ𝑗

(−) + 𝑦𝑛в−1
𝑛в−2
𝑗=1 )

2

𝑑𝐴
𝐴𝑛в−1

+  

+⋯+
1

2
∫

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2𝐴общ

𝐴1
(−)

𝐸1
(−)𝐸1

2(−)𝑑𝑧
𝑙

∫ (ℎ0
(−)
+ 𝑦1

(−))
2

𝑑𝐴
𝐴1

+  

+
1

2
∫

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2𝐴общ

𝐴0
(−)

𝐸0
𝐸0
2𝑑𝑧

𝑙
∫ (𝑦0

(−))
2

𝑑𝐴
𝐴0

+  

+
1

2
∫

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2𝐴общ

𝐴0
(+)

𝐸0
𝐸0
2𝑑𝑧

𝑙
∫ (𝑦0

(+))
2

𝑑𝐴
𝐴0

+  
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+
1

2
∫

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2𝐴общ

𝐴1

𝐸1
(+) 𝐸1

2(+)𝑑𝑧
𝑙

∫ (ℎ0
(+)
+ 𝑦1

(+))
2

𝑑𝐴
𝐴1

+⋯+  

+
1

2
∫

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2𝐴общ

𝐴𝑛н−1

𝐸𝑛н−1
𝐸𝑛н−1
2 𝑑𝑧

𝑙
∫ (ℎ0

(+)
+∑ ℎ𝑗

(+) + 𝑦𝑛н−1
𝑛н−2
𝑗=1 )

2

𝑑𝐴
𝐴𝑛н−1

+  

+
1

2
∫

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2𝐴общ

𝐴𝑛н

𝐸𝑛н
𝐸𝑛н
2 𝑑𝑧

𝑙
∫ (ℎ0

(+)
+ ∑ ℎ𝑗

(+)
+ 𝑦𝑛н

𝑛н−1
𝑗=1 )

2

𝑑𝐴
𝐴𝑛н

+  

+
1

2
∫

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ𝑛в

𝐺𝑛в𝑎∙𝑏𝑛в
2 𝑑𝑧𝑙

∫ [𝐸𝑛в
(−)𝑆̃𝑥

𝑛в(−)]
2

𝑑𝐴
𝐴𝑛в

+   

+
1

2
∫

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ𝑛в−1

𝐺𝑛в−1𝑎∙𝑏𝑛в−1
2 𝑑𝑧

𝑙
∫ [𝐸𝑛в−1

(−) 𝑆̃𝑥
𝑛в−1,(−) + 𝐸𝑛в

(−)𝑆𝑥
𝑛в,(−)]

2

𝑑𝐴
𝐴𝑛в−1

+  

+⋯+
1

2
∫

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ1
(−)

𝐺1
(−)
𝑎∙𝑏1

2
𝑑𝑧

𝑙
∫ [𝐸1

(−)𝑆̃𝑥
1,(−) + ∑ 𝐸𝑖

(−)𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=2 ]
2

𝑑𝐴
𝐴1

+  

+
1

2
∫

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ0
(−)

𝐺0
(−)

𝑎∙𝑏0
2
𝑑𝑧

𝑙
∫ [𝐸0

(−)𝑆̃𝑥
0,(−) +∑ 𝐸𝑖

(−)𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=1 ]
2

𝑑𝐴
𝐴0

+  

+
1

2
∫

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ0
(+)

𝐺0
(+)

𝑎∙𝑏0
2
𝑑𝑧

𝑙
∫ [𝐸0

(−)𝑆𝑥
0(−) + ∑ 𝐸𝑖

(−)𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=1 + 𝐸0
(+)𝑆𝑥

0(+)]
2

𝑑𝐴
𝐴0

+  

+
1

2
∫

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ1
(+)

𝐺1
(+)

𝑎∙𝑏1
2

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ1
(+)

𝐺1
(+)

𝑎∙𝑏1
2
𝑑𝑧

𝑙
∫ [𝐸0

(−)
𝑆𝑥
0(−)

+ ∑ 𝐸𝑖
(−)
𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=1𝐴1
+  

+𝐸0
(+)𝑆𝑥

0(+) + 𝐸1
(+)𝑆𝑥

1,(+)]
2

𝑑𝐴 +⋯+   

+
1

2
∫

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ𝑛н−1

𝐺𝑛н−1𝑎∙𝑏𝑛н−1
2 𝑑𝑧

𝑙
∫ [𝐸0

(−)𝑆𝑥
0(−) +∑ 𝐸𝑖

(−)𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=1𝐴𝑛н−1
+  

+𝐸0
(+)𝑆𝑥

0(+) +∑ 𝐸𝑖
(+)𝑆𝑥

𝑖(+)𝑖=𝑛н−2
𝑖=1 + 𝐸𝑛н−1

(+) 𝑆𝑥
𝑛н−1,(+)]

2

𝑑𝐴 +  

+
1

2
∫

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ𝑛н

𝐺𝑛н𝑎∙𝑏𝑛н
2 𝑑𝑧𝑙

∫ [𝐸0
(−)𝑆𝑥

0(−) + ∑ 𝐸𝑖
(−)𝑆𝑥

𝑖(−)𝑖=𝑛в
𝑖=1 + 𝐸0

(+)𝑆𝑥
0(+)

𝐴𝑛н
+   

 +∑ 𝐸𝑖
(+)𝑆𝑥

𝑖(+)𝑖=𝑛н−1
𝑖=1 + 𝐸𝑛н

(+)𝑆𝑥
𝑛н,(+)]

2

𝑑𝐴}.  (33) 

В формуле (33) 

∫ (ℎ0
(−)
+∑ ℎ𝑗

(−)
+ 𝑦𝑛в

𝑛в−1
𝑗=1 )

2

𝑑𝐴
𝐴𝑛в

= 𝐼𝑥
𝑛в; 

∫ (ℎ0
(−)
+∑ ℎ𝑗

(−) + 𝑦𝑛в−1
𝑛в−2
𝑗=1 )

2

𝑑𝐴
𝐴𝑛в−1

= 𝐼𝑥
𝑛в−1; …; 

 ∫ (ℎ0
(−)
+ 𝑦1

(−))
2

𝑑𝐴
𝐴1

= 𝐼𝑥
1,(−)

;  ∫ (𝑦0
(−))

2

𝑑𝐴
𝐴0

= 𝐼𝑥
0,(−)

;  (34) 

∫ (𝑦0
(+))

2

𝑑𝐴
𝐴0

= 𝐼𝑥
0,(+)

;  ∫ (ℎ0
(+)
+ 𝑦1

(+))
2

𝑑𝐴
𝐴1

= 𝐼𝑥
1,(+)

; …; 

∫ (ℎ0
(+)
+∑ ℎ𝑗

(+) + 𝑦𝑛н−1
𝑛н−2
𝑗=1 )

2

𝑑𝐴
𝐴𝑛н−1

= 𝐼𝑥
𝑛н−1; 

∫ (ℎ0
(+)
+∑ ℎ𝑗

(+) + 𝑦𝑛н
𝑛н−1
𝑗=1 )

2

𝑑𝐴
𝐴𝑛н

= 𝐼𝑥
𝑛н. 

Здесь 𝐼𝑧
𝑛в, 𝐼𝑧

𝑛в−1, … , 𝐼𝑧
1,(−), 𝐼𝑧

0,(−), 𝐼𝑧
0,(+), 𝐼𝑧

1,(+), … , 𝐼𝑧
𝑛н−1, 𝐼𝑧

𝑛н  – осевые моменты инерции по-

перечных сечений слоёв изгибаемого стержня относительно нейтральной оси 𝑋. 

Обозначим: 

𝑘𝑛в
(−) = ∫ [𝐸𝑛в

(−)𝑆̃𝑥
𝑛в(−)]

2

𝑑𝐴
𝐴𝑛в

; 

𝑘𝑛в−1
(−)

= ∫ [𝐸𝑛в−1
(−)

𝑆̃𝑥
𝑛в−1,(−) + 𝐸𝑛в

(−)
𝑆𝑥
𝑛в,(−)]

2

𝑑𝐴
𝐴𝑛в−1

; …; 
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𝑘1
(−) = ∫ [𝐸1

(−)𝑆̃𝑥
1,(−) + ∑ 𝐸𝑖

(−)𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=2 ]
2

𝑑𝐴
𝐴1

; 

𝑘0
(−) = ∫ [𝐸0

(−)𝑆̃𝑥
0,(−) + ∑ 𝐸𝑖

(−)𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=1 ]
2

𝑑𝐴
𝐴0

; 

 𝑘0
(+) = ∫ [𝐸0

(−)𝑆𝑥
0(−) +∑ 𝐸𝑖

(−)𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=1 + 𝐸0
(+)𝑆𝑥

0(+)]
2

𝑑𝐴
𝐴0

; (35) 

𝑘1
(+) = ∫ [𝐸0

(−)𝑆𝑥
0(−) +∑ 𝐸𝑖

(−)𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=1𝐴1
+ 𝐸0

(+)𝑆𝑥
0(+) + 𝐸1

(+)𝑆𝑥
1,(+)]

2

𝑑𝐴; …; 

𝑘𝑛н−1
(+) = ∫ [𝐸0

(−)𝑆𝑥
0(−) + ∑ 𝐸𝑖

(−)𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=1𝐴𝑛н−1
+   

+𝐸0
(+)
𝑆𝑥
0(+)

+∑ 𝐸𝑖
(+)
𝑆𝑥
𝑖(+)𝑖=𝑛н−2

𝑖=1 + 𝐸𝑛н−1
(+)

𝑆𝑥
𝑛н−1,(+)]

2

𝑑𝐴; 

𝑘𝑛н
(+) = ∫ [𝐸0

(−)𝑆𝑥
0(−) + ∑ 𝐸𝑖

(−)𝑆𝑥
𝑖(−)𝑖=𝑛в

𝑖=1 + 𝐸0
(+)𝑆𝑥

0(+)

𝐴𝑛н
+  

+∑ 𝐸𝑖
(+)𝑆𝑥

𝑖(+)𝑖=𝑛н−1
𝑖=1 + 𝐸𝑛н

(+)𝑆𝑥
𝑛н,(+)]

2

𝑑𝐴. 

С учётом обозначений (34) и (35) соотношение (33) после упрощений и элементарных 

преобразований запишется в следующем виде: 

𝑊 =
1

2
𝐼𝑥
𝑛в ∫

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2

𝐴𝑛в

𝐴общ
𝐸𝑛в𝑑𝑧𝑙

+
1

2
𝐼𝑥
𝑛в−1 ∫

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2

𝐴𝑛в−1

𝐴общ
𝐸𝑛в−1𝑑𝑧𝑙

+⋯+  

+
1

2
𝐼𝑥
1,(−)

∫
𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2

𝐴1
(−)

𝐴общ
𝐸1
(−)𝑑𝑧

𝑙
+

1

2
𝐼𝑥
0,(−)

∫
𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2

𝐴0
(−)

𝐴общ
𝐸0𝑑𝑧𝑙

+  

+
1

2
𝐼𝑥
0,(+)

∫
𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2

𝐴0
(+)

𝐴общ
𝐸0𝑑𝑧𝑙

+
1

2
𝐼𝑥
1,(+)

∫
𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2
𝐴1

𝐴общ
𝐸1
(+)𝑑𝑧

𝑙
+⋯+  

+
1

2
𝐼𝑥
𝑛н−1 ∫

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2

𝐴𝑛н−1

𝐴общ
𝐸𝑛н−1𝑑𝑧𝑙

+
1

2
𝐼𝑥
𝑛н ∫

𝑀𝑥
2

𝐸𝐼2

𝐴𝑛н

𝐴общ
𝐸𝑛н𝑑𝑧𝑙

+  

+
1

2
𝑘𝑛в
(−)
∫

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ𝑛в

𝐺𝑛в𝑎∙𝑏𝑛в
2 𝑑𝑧𝑙

+
1

2
𝑘𝑛в−1
(−)

∫
𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ𝑛в−1

𝐺𝑛в−1𝑎∙𝑏𝑛в−1
2 𝑑𝑧

𝑙
+⋯+  

+
1

2
𝑘1
(−)
∫

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ1
(−)

𝐺1
(−)
𝑎∙𝑏1

2
𝑑𝑧

𝑙
+

1

2
𝑘0
(−)
∫

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ0
(−)

𝐺0
(−)
𝑎∙𝑏0

2
𝑑𝑧

𝑙
+  

+
1

2
𝑘0
(+)
∫

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ0
(+)

𝐺0
(+)
𝑎∙𝑏0

2
𝑑𝑧

𝑙
+

1

2
𝑘1
(+)
∫

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ1
(+)

𝐺1
(+)
𝑎∙𝑏1

2

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ1
(+)

𝐺1
(+)
𝑎∙𝑏1

2
𝑑𝑧

𝑙
+⋯+   

 +
1

2
𝑘𝑛н−1
(+)

∫
𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ𝑛н−1

𝐺𝑛н−1𝑎∙𝑏𝑛н−1
2 𝑑𝑧

𝑙
+

1

2
𝑘𝑛н
(+)
∫

𝑄𝑦
2

𝐸𝐼2

ℎ𝑛н

𝐺𝑛н𝑎∙𝑏𝑛н
2 𝑑𝑧𝑙

}. (36) 

Формула (36) представляет собой выражение для полной потенциальной энергии мно-

гослойного неоднородного упругого стержня, находящегося в условиях плоского попереч-

ного изгиба. 

Для определения положения нейтральной линии воспользуемся условием, что при 

плоском поперечном изгибе упругой балки продольная сила равна нулю [12]:  

−𝐸𝑛в
(−)𝑆𝑥

(𝑛в) − 𝐸𝑛в−1
(−) 𝑆𝑥

(𝑛в−1) −⋯− 𝐸1
(−)𝑆𝑥

(1)(−) − 𝐸0𝑆𝑥
(0)(−) +   

 +𝐸0𝑆𝑥
(0)(+) + 𝐸1

(+)𝑆𝑥
(1)(+) +⋯+ 𝐸𝑛н−1

(+) 𝑆𝑥
(𝑛н−1)(+) + 𝐸𝑛н

(+)𝑆𝑥
(𝑛н) = 0. (37) 

Здесь 𝑆𝑧
𝑛в , 𝑆𝑧

𝑛в−1, … , 𝑆𝑧
𝑛н−1, 𝑆𝑧

𝑛н𝑆𝑧
𝑛н  – статические моменты площадей поперечных сечений слоёв 

изгибаемого стержня относительно нейтральной оси 𝑋. 

Заключение 

1. Получена формула для полной и удельной потенциальной энергии многослойного 

неоднородного упругого стержня, находящегося в условиях осевого растяжения (сжатия). 

2. Получена формула для полной и удельной потенциальной энергии многослойного 

неоднородного упругого стержня с круглым поперечным сечением, находящегося в условиях 

кручения. 
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3. Получена формула для полной и удельной потенциальной энергии многослойного 

неоднородного упругого стержня, находящегося в условиях плоского поперечного изгиба, со 

слоями, параллельными плоскости 𝑋0𝑍.  

Полученные в статье результаты могут быть использованы при решении задач строи-

тельной механики с использованием потенциальной энергии упругого многослойного неодно-

родного тела. 
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POTENTIAL ENERGY  

OF A MULTILAYER INHOMOGENEOUS ELASTIC ROD 
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Russia, Penza 
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Problem statement. The problems of determining the total and specific potential energy of a multilayer inhomo-

geneous elastic rod under conditions of axial tension-compression, torsion and plane transverse bending are considered. 

Results. Formulas for the total and specific potential energy of a multilayer inhomogeneous elastic rod under 

conditions of axial tension-compression, torsion and plane transverse bending are obtained. 

Conclusions. The results obtained in the article can be used in solving problems of structural mechanics using 

the potential energy of an elastic multilayer inhomogeneous body. 
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Рассмотрен способ построения аналитического решения задачи о кручении составного неоднородного 

стержня прямоугольного поперечного сечения. Касательные напряжения определяются с использованием функ-

ции напряжений Прандтля в сочетании с мембранной аналогией. Для функции напряжений применены аппрок-

симации алгебраического, тригонометрического и гиперболического типов. Произведено сопоставление резуль-

татов аналитических расчетов с численными конечно-элементными по программам «SCAD» и «Ansys». Пока-

зано, что гиперболическая аппроксимация позволяет построить решение приемлемой точности. 
 

Ключевые слова: структурно неоднородный стержень, пространственный стержень, жесткость при кру-

чении, функция напряжений Прандтля, мембранная аналогия, область Парето, напряжения при кручении. 

 

Введение. Конструктивные элементы, испытывающие кручение, широко распростра-

нены в машиностроении, авиа- и судостроении, в конструкциях зданий и сооружений. Из них 

особый интерес представляют неоднородные стержневые элементы с поперечным сечением, от-

личающимся от круга, кольца и других, для которых существует аналитическое решение [1–3]. 

Актуальными направлениями исследований по данной тематике являются: построение и разви-

тие уточненных расчетных методов для стержневых элементов со сложным контуром попереч-

ного сечения [4, 5]; построение математических моделей расчета неоднородных стержней, в том 

числе изготовленных из анизотропных материалов и при учете нелинейных факторов [6–9]; ве-

рификация расчетных методов с помощью различных численных методов [8]. 

В данной статье рассматривается способ построения решения задачи о кручении неод-

нородного составного стержня, основанный на аппроксимации мембранной функции, приня-

той в качестве функции напряжений Прандтля. Результаты расчетов сопоставлены с конечно-

элементным (КЭ) расчетом по программам «SCAD» и «Ansys». 

Аналитическое решение. Рассмотрим неоднородный стержень с прямоугольным 

внешним контуром поперечного сечения. В системе координат xyz его продольная ось совме-

щена с осью x, структура обладает симметрией относительно плоскостей xOy, xOz. Стержень 

составлен из структурных элементов (слоев, фаз и др. включений), выполненных из различных 

однородных линейно-упругих материалов, соединенных идеальным образом в неоднородную 

монолитную структуру.  

В расчетах напряженного состояния при кручении будем использовать подход, осно-

ванный на функции напряжений Прандтля  , согласно которому компоненты касательного 

напряжения, действующие в плоскости zOy (поперечного сечения), для однородных стержней 

имеют вид [10]: 

 
3© Волков Ф. С., Мищенко А. В., Гербер Ю. А., 2026 
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 ,xy xz
z y

 
 =  = −

 
. (1) 

Для неоднородного стержня введем расчетное предположение о напряжениях [11, 12]: 

 
( ) ( ),k k

yx k x zx k xG bh G bh
z y

 
 =   = − 

 
. (2) 

Здесь x  – кручение оси стержня; kG  – модуль сдвига материала k-го структурного элемента;  

  – единая для всех фаз сечения аппроксимация безразмерной функции напряжений при кру-

чении; b, h – ширина и высота поперечного сечения – геометрические параметры для согласо-

вания размерностей в (2). Зависимость касательных напряжений (2) от модуля сдвига kG  обу-

словливает наличие разрывов в функции напряжений на границах фаз в поперечном сечении. 

Для построения приближенного решения используем мембранную аналогию ( w→ ), 

аппроксимируя функцию   функцией прогибов гибкой мембраны w , закрепленной на кон-

туре сечения. Среди способов задания функции напряжений   рассмотрим способы, основан-

ные на алгебраической a , тригонометрической t  и гиперболической g  формах: 

 
2 2

2 2

4 4
1 1а

z y

b h

  
 = − −    

  

, (3) 

 cos cost

z y

b h

    
 = −    

   
, (4) 

 
( )( )

00
0 0

0 0

22
ch ch( ) ch ch( )

1 ch( ) 1 ch( )

yz
z y

g

z y

yz

b h

    
−  −     

      =
−  − 

. (5) 

Аппроксимация (5) содержит масштабные параметры 0z , 0 y , определяющие интер-

валы гиперболических функций, принятые для аппроксимации на прямоугольной области се-

чения. Дополнительный анализ и подбор их оптимальных значений будут выполнены ниже. 

Первоначально примем 0 0 1z y =  = . Функции (3)–(5) удовлетворяют требуемому условию 

0=  на внешнем контуре поперечного сечения. 

Подставив напряжения (2) в условие равновесия для крутящего момента 

 
( ) ( )

1

( ) ( )

k

s
k k

t zx yx

k A

M x y z dA
=

=  −  , 

получим физическое равенство 

 x t xD M = , (6) 

записанное с использованием жесткости неоднородного сечения при кручении:  

 
1

k

s

t k

k A

D bh G y z dA
y z=

  
= + 

  
  . (7) 

В дальнейшем для упрощения записей обозначим tD D→ . 
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При использовании аппроксимаций (3)–(5) жесткость принимает вид: 

 

2 22 2

2 2
1

4 4
8 1 1

k

s

a k

k A

z y y z
D bh G dA

h bb h=

       
= − + −                  

  , (8) 

 
1

cos sin cos sin

k

s

t k

k A

y z y z y z
D bh G dA

h b b b h b=

           
=  +        

        
  , (9) 

 
( )

2
1

2 2 2
sh ch ch(1)

1 ch(1)

2 2
sh ch ch(1) .

k

s

g k

k A

bh y y z
D G

h h b

z z y
dA

b b h

=

     
= − +     

    − 

    
+ −     

    

 
 (10) 

Касательные напряжения (2) при учете (6), (7) определяются формулами: 

 . (11) 

В знаменателях формул (11) присутствует послойная сумма, согласно (7), равная вели-

чине удельной жесткости сечения: 

1
k

s

k

k A

D
D G y z dA

bh y z=

  
= = + 

  
  . 

С учетом трех аппроксимаций (3)–(5) получим: 

 
2
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8 4
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hD hb
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 

,  
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8 4
1k k t
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a

G M y z

bD bh

 
 = − −  

 

, (12) 
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,
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,

cos sin ,
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b hhD

G M z y

b hbD

     
 =    

   

     
 = −    

   

 (13) 

 

( )

( )
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( )
, 2

( )
, 2

sh 2 /2 2
ch ch(1) ,

1 ch(1)

sh 2 /2 2
ch ch(1) .

1 ch(1)

k k t
zx g

g

k k t
yx g

g

y hG M z

bhD

z bG M y

hbD

  
 = −  

   −

  
 = − −  

   −

 (14) 

Расчет по методу конечных элементов. Численное решение задачи о кручении неод-

нородного стержня выполним по двум программным комплексам – «SCAD» и «Ansys», осно-

ванным на методе конечных элементов.  

На рис. 1 показан составной стержень длиной l = 6 м, нагруженный моментом Mt = 20 кН·м 

в плоскости торцевого сечения. Прямоугольное поперечное сечение (рис. 2) имеет внутрен-

нюю область (k = 3) размерами 150×400 мм из древесины сосны и четыре наружных слоя 

(k = 1, 2, 4, 5) толщиной 20 мм из асботекстолита. В сечении назначены расчетные точки для 

вычисления касательных напряжений в плоскости zOy. 
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1 1

,
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Рис. 1. Расчетная схема  

структурно неоднородного стержня 

 

Расчеты выполнены в линейной постановке (определяющие уравнения на основе за-

кона Гука для изотропных материалов, линейные геометрические соотношения). Соединение 

пяти структурных элементов друг с другом – идеальное без проскальзывания. 

 

  
 

Рис. 2. Поперечное сечение составного стержня с расчетными точками 

 

В программе «SCAD» создана КЭ-модель стержня (рис. 3). Модель составлена из вось-

миузловых изопараметрических КЭ (тип 36), имеющих по три степени свободы в каждом 

узле – поступательные перемещения вдоль осей x, y, z. Для аппроксимации полей перемеще-

ний внутри КЭ применены дробно-рациональные функции. Общее количество узлов в мо-

дели – 22021, элементов – 19440. В продольном направлении сетка содержала 60 элементов. 

Разбивка в поперечном направлении в плоскости zOy представлена на рис. 3. 

Рассмотрено два способа приложения крутящего момента на правом конце. В первом из 

них момент создается двумя парами, действующими в плоскости торцевого сечения с приложе-

нием сил 31,75кНF =  в серединах длинных и коротких сторон прямоугольника. Во втором спо-

собе момент прикладывается к торцу стержня через жесткую диафрагму с применением инстру-

мента «твердое тело». Левое торцевое сечение в обоих способах жестко закреплено. 
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Рис. 3. КЭ-модель стержня  

и поперечное сечение в «SCAD» 

 

На рис. 4 показана модель стержня в программном комплексе «Ansys». Использован 

КЭ в форме 20-узлового гексаэдра – «SOLID 186» с тремя степени свободы в каждом узле – 

поступательные перемещения вдоль осей x, y, z. Общее количество узлов в «Ansys» – 979113, 

общее количество элементов – 231840. Разбивка в поперечном направлении представлена на 

рис. 4. Аппроксимация полей внутри КЭ описывается неполными кубическими полиномами.  
 

   
 

Рис. 4. КЭ-модель стержня в «Ansys» 

 

Крутящий момент приложен в центре жесткости левого торцевого сечения, а жесткое 

закрепление – на правом конце. 

Результаты КЭ-расчета представлены на рис. 5–8. В частности, на рис. 5 приведены 

графики функций напряжений 
( )k
zx , 

( )k
x , 

( )k
y , 

( )k
z  в зависимости от координаты х при z = 0, 

y = h/2 – середина короткой грани. А на рис. 6 – 
( )k
yx , 

( )k
x , 

( )k
y , 

( )k
z  в зависимости от х при 

y = 0, z = b/2 – середина длинной грани. Графики иллюстрируют зоны краевого эффекта на 

концах КЭ-модели стержня, обусловленные стесненностью депланации. 

В программе «SCAD» при задании внешнего момента в виде пар сил (способ 1) наблю-

дается бóльший размер зоны краевого эффекта глубиной x 0,9h с наличием всех компонент 

пространственного напряженного состояния, в том числе 
( ) 0k
j   ( [ , , ]j x y z ). Использова-

ние инструмента «твердое тело» приводило к снижению глубина зоны до 0,2h.  

В основной части стержня, согласно принципу Сен-Венана, краевые эффекты не 

наблюдались. Однородное по продольной координате напряженное состояние характеризу-

ется наличием компонент 

( ) ( , , ) constk
zx

x
x y z = ,    

( ) ( , , ) constk
zx

x
x y z = ,    

( ) 0k
j =   ( [ , , ]j x y z ). 

x
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Рис. 5. «SCAD». Компоненты напряжений при z = 0, y = h/2, МПа: 

горизонтальная ось – координата x, м; вертикальная ось – напряжения, МПа 
 

 
 

Рис. 6. «SCAD». Компоненты напряжений при y = 0, z = b/2, МПа: 

горизонтальная ось – координата x, м; вертикальная ось – напряжения, МПа 

 

На рис. 7, 8 представлены поля напряжений в поперечных сечениях основной части 

стержня.  
 

 
 

Рис. 7. «Ansys». Поля касательных напряжений в плоскости сечения, Па. 

Соответствие обозначений: zx zx →  , yz yx →   
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Рис. 8. «SCAD».  

Поля касательных напряжений  
( )k
zx , ( )k

yx  в плоскости сечения, МПа 
 

 
 

Наибольшие по модулю значения касательных напряжений, действующих в серединах 

короткой и длинной сторон поперечного сечения, в программе «Ansys» составляют 
( ) 5,098 МПаk
xz = , 

( ) 6,515 МПаk
xy =  соответственно, в программе «SCAD» – ( ) 5,019 МПаk

xz = , 

( ) 6,479 МПаk
xy = . Расхождение между результатами расчета напряжений по двум программам 

составляет 1,53 и 0,55 % соответственно. С практической точки зрения их можно считать не-

существенными. Далее для оценки результатов аналитических расчетов будем использовать 

результаты «SCAD»-расчета. 

Анализ результатов аналитического расчета. Для расчета напряженного состояния 

по аналитической методике в табл. 1 приведены геометрические параметры структурных эле-

ментов составного сечения. 
 

Таблица 1 

Геометрические параметры структурных элементов составного сечения 

 

k bk(y), м hk(z), м yk, м yk+1, м zk, м zk+1, м 

1 0,19 0,02 –0,22 –0,20 –0,095 0,095 

2 0,02 0,40 –0,20 0,20 –0,095 –0,075 

3 0,15 0,40 –0,20 0,20 –0,075 0,075 

4 0,02 0,40 –0,20 0,20 0,075 0,095 

5 0,19 0,02 0,20 0,22 –0,095 0,095 

 

По формулам (8)–(10) определена жесткостная характеристика при кручении по трем 

аппроксимациям для каждого структурного элемента и для всего сечения в целом. Результаты 

сведены в табл. 2. 
 

Таблица 2 

Жесткостные характеристики при кручении (8)–(10) 

 

k Материал Gk, МПа 107 Da 107 Dt 107 Dg 

1 АСБ 7143 3,46 2,71 3,75 

2 АСБ 7143 7,28 5,99 7,76 

3 Д 3356 14,8 14,6 14,9 

4 АСБ 7143 7,28 5,99 7,76 

5 АСБ 7143 3,46 2,71 3,75 

∑   36,3 32,0 38,0 
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На рис. 9 показаны эпюры касательных напряжений 
( )k
zx , найденные по формулам (12)–

(14). В частности, на рис. 9а – эпюры напряжений ( ) ( )k
zx y  на линии z = 0 (ось y), а на рис. 9б – 

эпюры ( )( )k
zx z  на линии y = max (верхняя грань). Рис. 10 содержит эпюры касательных напря-

жений 
( )k
yx  (12), (13), (14). На схеме (а) – эпюры напряжений 

( ) ( )k
yx z  на линии y = 0 (ось z), а 

на схеме (б) – 
( ) ( )k
yx y  на линии z = max (правая боковая грань).  

По соображениям симметрии результаты показаны для четвертей сечения. Для сравне-

ния на графиках приведены результаты соответствующих касательных напряжений КЭ-рас-

чета по «SCAD». 

 
а) б) 

  
 

Рис. 9. Сравнение τxz, МПа, полученных аналитическим путем (а, т, г) и решением по «SCAD»: 

а) эпюры напряжений при z = 0 (ось y): вертикальная ось – координата y, м,  

горизонтальная ось – напряжения, МПа; б) эпюры напряжений при y = h/2 (верхняя грань):  

вертикальная ось – напряжения, МПа; горизонтальная ось – b сечения, м 

 

а) б) 

  
 

Рис. 10. «SCAD». Сравнение τxz, МПа, полученных аналитическим путем (а, т, г) и решением по «SCAD»:  
а) эпюры напряжений при y = 0 (ось z): вертикальная ось – напряжения, МПа;  

горизонтальная ось – координата z, м;  б) эпюры напряжений при z = b/2 (правая боковая грань):  

вертикальная ось – координата y, м; горизонтальная ось – напряжения, МПа 

 

Анализ полученных распределений напряжений позволяет сделать следующие выводы.  

а) тригонометрическая аппроксимация мембранной функции дает значительные откло-

нения от КЭ-расчета, составляющие для напряжений в серединах длинных и коротких сторон 

поперечного сечения: δ = 14,08 % для 
( )k
yx  и δ = –36,41 % для 

( )k
zx . Кроме этого, форма эпюр 

для данной аппроксимации имеет направление выпуклости, не соответствующее численному 

расчету; 
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б) алгебраическая аппроксимация также характеризуется выпуклостью эпюр, не соот-

ветствующей численным расчетам, но в меньшей степени; 

в) гиперболическое представление мембранной функции качественно правильно отра-

жает распределение касательных напряжений, но погрешность их в серединах длинной и ко-

роткой сторон составляет: δ = 32,31 % для 
( )k
yx  и  δ = -26,25 % для 

( )k
zx . Это также является 

значительным, но данная модель (5) имеет два свободных параметра 0 y , 0z , которые могут 

быть использованы для повышения точности аналитических расчетов; 

г) в угловых точках поперечных сечений при отсутствии нагрузки на боковых поверх-

ностях стержня получены нулевые теоретические напряжения. Численный расчет дал в этих 

точках и на всех четырех продольных ребрах стержня ненулевые касательные напряжения, 

достигающие 8 % от максимальных (рис. 11). Это эффект объясняется сингулярностью внеш-

него контура сечения. Данная особенность исследовалась в слоистых структурах аналитиче-

ски в [13], в работах [14, 15] была получена численно при изгибе неоднородного стержня в 

угловых точках двутаврового поперечного сечения. Кроме того, на напряженное состояние 

оказывает влияние и сингулярность внутренней межслойной границы. Если стержень выпол-

нить однородным, то напряжение в наружной угловой точке снижается до 6 % от максимума, 

что свидетельствует об усилении краевых эффектов в неоднородных структурах по сравнению 

с однородными. Причина этого заключается в том, что здесь, кроме фактора геометрической 

сингулярности, присутствует и фактор физической сингулярности, проявляющийся в разрыв-

ности функции модуля сдвига ( , )kG y z . В результате во внутренних областях стержня вдоль 

четырех его продольных ребер формируются продольные зоны краевых эффектов с возму-

щенным напряженным состоянием. Наличие их сказывается и на напряжениях на поверхности 

стержня (рис. 11). 

 

 

Рис. 11. Распределение касательных напряжений  

на контуре сечения и на осях симметрии  

(по результатам «SCAD»-расчета);  

первая координатная четверть поперечного сечения: 

1 – ( ) при 0zx y z = ; 2 – ( ) при / 2zx z y h = ;  

3 – ( ) при 0yx z y = ;  4 – ( ) при / 2yx y z b =  

 

Качественно лучшие результаты аналитических расчетов получены на основе гипербо-

лической аппроксимации (5). Для дополнительного улучшения ее точности исследуем влия-

ние параметров 0z , 0 y . 

Повышение точности гиперболической аппроксимации. Масштабные параметры 

0z , 0z  в (5), определяющие интервалы функции для аппроксимации мембраны на прямо-

угольной области сечения, подчиним условию связи 

0 0 1z y   = . 
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Один из параметров ( 0z ) поставим в зависимость от отношения сторон прямоуголь-

ного сечения: 

0

p

z

b

h

 
 =  

 
, 

где 0p   – параметр модели, регулирующий значения масштабных параметров. В случае при-

нятия 0p =  получаем вышерассмотренный случай при 0 0 1z y =  = . 

Тогда (5), (14) принимают следующий вид: 
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 (16) 

По результатам расчетов напряжений 
( )

,
k

zx g ,
( )

,
k

yx g , найденных с использованием (15) и 

(16), на рис. 12 показаны графики относительных погрешностей ( )p  максимальных напря-

жений, действующих в серединах короткой и длинной сторон поперечного сечения, по отно-

шению к КЭ-расчету.  

 

 
 

Рис. 12. Графики погрешностей аналитических максимальных напряжений (16),  

действующих в серединах короткой и длинной сторон поперечного сечения в зависимости от параметра p.  

Сравнение с решением методом конечных элементов:  

вертикальная ось – относительная погрешность, горизонтальная ось – параметр p 
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Графики погрешностей, построенные в расчетном интервале для параметра [1, 2]p , 

позволяют сделать следующие выводы: 

а) функции погрешностей двух напряжений имеют монотонный характер, причем по-

грешность напряжения 
( )k
zx  является возрастающей, а погрешность 

( )k
yx  – убывающей. В рас-

четном интервале содержатся не совпадающие друг с другом точки с нулевыми погрешно-

стями данных напряжений; 

б) при росте параметра в интервале [1;1,25]p  модули погрешностей обоих напряже-

ний уменьшаются. Аналогичное их снижение происходит и с уменьшением параметра в ин-

тервале [1,85; 2,0]p . Отсюда вытекает возможность сокращения области искомых значений 

параметра до [1,25;1,85]p ; 

в) найденная область значений [1,25;1,85]p  является областью Парето-оптималь-

ных решений, характеризуемая тем, что любое варьирование параметра p с целью уменьшения 

одной из погрешностей неизбежно приводит к увеличению другой погрешности.  

С учетом сказанного для назначения оптимального значения параметра p должны при-

влекаться дополнительные соображения. Например, принятие граничных точек интервала  

Парето-решений, для которых одно из напряжений становится близким к условно точному. 

Во-вторых, может быть принято равенство погрешностей двух напряжений – точка p = 1,45. 
 

а) б) 

  

в) г) 

  
 

Рис. 13. Сравнение напряжений, полученных на основе гиперболической функции,  
с параметром p и «SCAD»-решением: 

а), в) ( )k
zx , z = 0 (ось y), вертикальная ось – координата y, м, горизонтальная ось – напряжения, МПа;  

б), г) 
( )k
yx , y = 0 (ось z), вертикальная ось – напряжения, МПа, горизонтальная ось – координата z, м;  

а), б) p = 1,85;  в), г) p = 1,45 
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С учетом данных соображений по формулам (16) выполнен ряд расчетов напряжений 
( )k
zx , 

( )k
yx  при различных значениях p, результаты которых показаны на рис. 13. В частности, 

на схемах (а), (б) – напряжения при p = 1,85 (правая граница Парето-области), а на (в), (г) – 

при p = 1,45 (точка равных погрешностей). 

Приведенные на рис. 13 эпюры подтверждают возможность регулирования точности 

гиперболической модели путем изменения параметра p. В частности, принятие значения 

p = 1,45 дает погрешности максимальных напряжений в точках середин сторон сечения, рав-

ные δ = 8,9 % для 
( )k
zx  и δ = 8,8 % для 

( )k
yx . 

Выводы 

1. Из трех рассмотренных аппроксимаций мембранной функции худшими результа-

тами характеризуется тригонометрическая функция. Она обладает меньшей точностью и дает 

направление выпуклости эпюры напряжений, не соответствующее численным расчетам. 

2. Качественно и количественно лучшие результаты дает форма, основанная на аппрок-

симации мембранной функции гиперболическим косинусом. Варьирование в ней дополни-

тельного масштабного параметра позволило установить для него область Парето-оптималь-

ных решений с погрешностями максимальных напряжений до 8–9 %. Одним из оптимальных 

значений параметра p в данной области является точка пересечения графиков погрешностей 

максимальных напряжений при 1,45p = . Также с точки зрения повышения достоверности от-

ражения максимальных напряжений может быть рекомендовано увеличение параметра в 

направлении границ Парето-интервала. 

3. Предложенная гиперболическая аппроксимация мембранной функции позволяет 

выполнить аналитический расчет компонент касательных напряжений в неоднородном 

стержне прямоугольного сечения с приемлемой точностью и не высокой вычислительной 

трудоемкостью.  
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Предлагается схема статически определимой регулярной фермы башенного типа. Осесимметричная 

ферма опирается на восемь вертикальных стоек. Предполагается узловая нагрузка сосредоточенными силами. 

Для вывода формулы зависимости основной частоты собственных колебаний от числа панелей предлагается ва-

риант упрощенного метода Донкерлея. Масса конструкции сосредоточена в ее узлах. В расчете жесткости фермы 
используется формула Максвелла – Мора. Сравнение результатов аналитического решения с численным уста-

навливает точность предлагаемого подхода.  Аналитические преобразования выполняются в системе символьной 

математики «Maple» с использованием метода индуктивного обобщения по результатам расчетов последователь-

ности ферм различного порядка. Показано, что зависимость точности предлагаемого метода от числа панелей 

имеет экстремум.  

 

Ключевые слова: пространственная ферма, собственная частота, метод Донкерлея, «Maple», метод ин-

дукции, формула Максвелла – Мора. 

 

Введение. Для расчета частот собственных колебаний инженерных конструкции на 

практике, как правило, используют специализированные численные прикладные компьютер-

ные программы, в основе которых лежит метод конечных элементов [1, 2]. Значительно реже 

расчеты ведутся для упрощенных моделей конструкций в аналитической форме [3–5]. Из-

вестны также приближенные методы вычисления первой частоты по методу Донкерлея 

(оценка снизу) и методу Рэлея (оценка сверху) [6, 7]. В этом случае возможны и аналитические 

расчеты несложных конструкций. Если же ферма регулярная и в ее схеме можно выделить 

периодическую структуру, то с использованием метода индукции по числу периодических 

элементов, например панелей или отдельных групп стержней, такие конструкции допускают 

аналитические решения.  

Главное достоинство аналитических решений, полученных для произвольного порядка 

сооружения, – это возможность практически без потери точности рассчитывать сложные со-

оружения периодической структуры с большим или весьма большим числом элементов. Ана-

литические методы особенно эффективны по времени и точности в расчетах пространствен-

ных конструкций, для традиционного расчета которых требуется большие вычислительные 

мощности [8, 9]. Для вывода основных формул расчета регулярных конструкций используется 

метод индукции с применением системы символьной математики [10, 11]. С использованием 

этого метода и приближенных оценок Донкерлея и Рэлея в [12] найдена первая частота коле-

баний простой плоской статически определимой фермы с треугольной решеткой. Формулы 

для расчета статического прогиба плоской внешне статически неопределимой фермы с произ-

вольным числом панелей в системе компьютерной математики «Maple» методом индукции 

выполнены в [13]. Возможность резонанса регулярной фермы исследована в [14]. Вероятно, 

единственной альтернативой этому подходу может быть аналитический метод расчета статики 

 
4© Кирсанов М. Н., Грибова О. В., 2026 
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и динамики строительных конструкций с применением рядов и специальных функций [15, 16]. 

Упрощенный метод Донкерлея, дающий большую точность, чем исходный метод Донкерлея, 

использован в [17] для вывода формулы зависимости основной собственной частоты колеба-

ний плоской фермы от числа панелей. В предлагаемом ниже расчете этот метод применяется 

для пространственной стержневой конструкции регулярного типа. 

Конструкция башни. Предлагается схема башенной осесимметричной фермы с иде-

альными шарнирами. Всего в ферме  24 +27
s
n n  стержней, включая одиннадцать опорных 

стержней, восемь из которых – вертикальные стойки, а три вместе с вертикальными стойками 

образуют сферический (узел 7) и цилиндрический (узел 3) шарниры. Одиннадцать опорных 

стержней принимаются недеформированными, при вычислении деформаций их длины не 

имеют значения. Общая высота фермы ( 2)n h  (рис. 1, 2). Купол из восьми стержней имеет 

высоту 2h.  
 

  
 

Рис. 1. Схема конструкции башни, n = 5 
 

Рис. 2. Схема фермы в проекции на плоскость x-y 

 

Принимается, что масса фермы равномерно распределена по всем 8 9K n  узлам. 

Масса каждого узла равна m. 

Расчет усилий в стержнях. Расчет усилий, необходимых для определения жесткости 

конструкции, выполняется в символьной форме на основе решения системы уравнений рав-

новесия узлов конструкции. Матрица системы линейных уравнений равновесия состоит из 

направляющих косинусов усилий. Эти величины определяются по программе расчета коор-

динат узлов и данных о порядке соединения стержней в узлах. Все узлы фермы и стержни 

нумеруются. Фрагмент программы расчета координат в цикле по высоте конструкции 

(j = 1, …, n + 1) на языке системы «Maple» [18] имеет вид: 
 

>    R:=3*a: r:=a*sqrt(2): 

>  for j to n+1 do 

>   for i to 4 do 

>   f1:=evalf(Pi/2*(i-1)):  

>   f2:=evalf(f+Pi/4): 
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>      k:=8*(j-1): 

>   x[2*i-1+k]:=R*cos(f1):y[2*i-1+k]:=R*sin(f1):z[2*i-1+k]:=j*h:  

>   x[2*i+k]:=r*cos(f2):  y[2*i+k]:=r*sin(f2):  z[2*i+k]:=j*h:  

> end: end: 

 

Уравнение равновесия узлов записывается в матричной форме: GS = P , где P  – век-

тор правой части, задающий узловые нагрузки; G  – симметричная матрица, элементы кото-

рой есть направляющие косинусы. Матрица имеет размеры s s
n n , S  – вектор неизвестных 

усилий в стержнях длиной 
s
n . В это число неизвестных включены усилия в стойках и три 

горизонтальные опорные реакции в углах 3 и 7. Элементы матрицы G  рассчитываются по 

данным о координатах концов стержней конструкции. 

Оценка первой частоты собственных колебаний 

Колебания по оси x. Расчет первой собственной частоты 
*

 выполняется по формуле, 

предложенной в [17, 18]:  

 
2 max

*
/ 2,m K  (1) 

где max  – максимальная по всем узлам фермы величина прогиба , 1,..,
p
p K  от действия 

вертикальной единичной силы на один из узлов фермы.  

В первоначальном методе Донкерлея, определяющем нижнюю оценку частоты колеба-

ний, вычисление включает в себя сумму смещений по всем узлам:  

2

*
1

K

p
p

m . 

Однако если при численной реализации метода это почти не влияет на скорость вычис-

лений, то суммирование в символьной форме, как правило, создает трудности и значительно 

увеличивает время вывода формулы, а также усложняет итоговую формулу. Помимо чисто 

вычислительных проблем здесь также появляется вопрос о выборе узла с максимальным сме-

щением, которое входит в формулу (1). В данном случае выбор этой точки достаточно очеви-

ден. Это узел в вершине C башни. Прогиб рассчитывается с помощью формулы Максвелла 

суммированием по всем усилиям в деформируемых стержнях конструкции: 

 
2

max

1

/ ( ),S l EF  (2) 

где S  – усилие в стержне  при действии на выбранный узел единичной вертикальной силы;  

l  – длина этого стержня; 11
s
n . Жесткость EF всех стержней принимается одинаковой.  

Расчет сумм 
max

n  в (2) для ферм с последовательно увеличивающимся числом панелей 

дает следующие формулы: 

max 3 3 3 3 3 2

1

max 3 3 3 3 3 2

2

max 3 3 3 3 3 2

3

max 3 3 3 3 3 2

4

max 3 3 3 3

5

(90 5 8 9 59 9 ) / (36 ),

(135 5 8 9 100 18 ) / (36 ),

(180 5 8 9 141 27 ) / (36 ),

(225 5 8 9 200 36 ) / (36 ),

(270 5 8 9 295 45

a b g h d a EF

a b g h d a EF

a b g h d a EF

a b g h d a EF

a b g h d 3 2) / (36 ),...,a EF

 



Строительная механика и конструкции 
 

45 

где обозначено 2 2 2 2 2 2,5 2 4 9 4,d a h ag h b a h+ = += = + . Чтобы определить общие зависи- 

мости 
max

n  от числа панелей, требуется проанализировать не менее десяти ферм различного по-

рядка. В результате решения линейных однородных рекуррентных уравнений, выведенных опе-

ратором rgf_findrecur из пакета genfunc системы «Maple» [19], дают искомую формулу: 

 
3 3 3 3 3

1 2 3 4ma

2

x 5 ,
n

C a C b C g C h C d

a EF
 (3) 

где коэффициенты имеют полиномиальный по числу панелей вид: 

 1 2
2

3 4 5

5 5( 1) / 4, 2 / 9,

1 / 4, (3 18 74) / 36, / 4.

C n C

C C n n n C n
 (4)

 

 

Окончательно, согласно (1), (3), расчетная формула для определения нижней оценки 

первой частоты по методу Донкерлея имеет вид: 

 
3 3 3 3 3

1 2 3 4 5
(8 9

.
)

2

( )D m n C a C b C g C h C

E
a

d

F
 

(5)
 

Численное решение. Для расчета приняты размеры панели фермы: м м1 , 3 a h   и 

м5 h . Материал стержней – сталь с модулем упругости 52,1 10E  MПa, площадь попе-

речного сечения стержней см24F , в узлах расположены массы кг 300m . На рис. 3 кри-

вые зависимости частот 
D

 от числа панелей по формуле (5) сопоставлены с первой частотой 

спектра 1 , полученной численно.  

 

 
 

Рис. 3. Сравнение аналитического решения 
D

 с численным 
1

. Колебания по оси x 

 

Численный расчет выполняется в предположении, что система имеет K степеней сво-

боды, по числу узлов. Колебания узлов происходят в направлении оси x. Матрица, собственные 

числа которой дают частоты колебаний фермы, имеет элементы: 
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,
1

, , 1,2,..., .k k
i j i j k

k

v S S l i j  

Здесь 
k

i
S  – усилие в стержне с номером k от единичной силы, приложенной к узлу i  

по выбранному направлению колебаний. Собственные числа матрицы находятся оператором  

Eigenvalues системы «Maple» [19].  

Предложенный метод дает кривую 
D

, расположенную выше или ниже кривой числен-

ного решения 
1
, найденного численно с учетом всех степеней свободы, пересекающей ее 

несколько раз. Исходный же метод Донкерлея имеет меньшую точность. Кривая этого метода 

всегда ниже кривой точного решения. Таким образом, предложенный метод не только проще, 

но и точнее метода Донкерлея. 

Для более точной оценки погрешностей метода вводится относительная величина: 

1 1
/

D . 

На рис. 4 представлена зависимость погрешности от числа панелей при м1 a  для 

различных значений высоты h.  

 

 
 

Рис. 4. Погрешность оценки основной частоты по Донкерлею e. Колебания по оси x 
 
 

Колебания по оси y. Решение имеет ту же форму (5), но с коэффициентами 

 1 2
2

3 4 5

5 5( 3) / 8, 1 / 3,

1 / 4, (3 6 56) / 24, / 8.

C n C

C C n n n C n
 (6) 

На рис. 5 даны зависимости первой частоты колебаний конструкции по оси y. Несмотря 

на кажущуюся осевую симметрию фермы, результаты расчетов частоты колебаний по осям x 

и y различны. Объясняется это креплением конструкции к основанию. Цилиндрический шар-

нир 3 (два стержня) и сферический 7 (три стержня) лежат на оси y. Кроме этого, интересно 

отметить наличие нескольких экстремумов на кривой зависимости точности аналитического 

расчета от числа панелей (рис. 6).  
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Рис. 5. Сравнение аналитического решения 
D

 с численным 
1

. Колебания по оси y 

 

 
 

Рис. 6. Погрешность оценки основной частоты по Донкерлею е. Колебания по оси y 

  

Заключение. Для новой схемы статически определимой пространственной модели 

шарнирно-стержневой конструкции башенного типа выведены формулы для оценки основной 

частоты собственных колебаний. Предложено упрощение метода Донкерлея с заменой суммы 

в расчетной формуле этого метода ее средним значением. Сравнение с численным решением, 

полученным с учетом всех степеней свободы принятой модели фермы, показало хорошую точ-

ность найденного решения. Замечена экстремально низкая погрешность предложенных реше-

ний при определенном числе панелей конструкции. Предложенный метод может быть приме-

ним и для других регулярных систем.  
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Развитие цифровых технологий и информационных систем приводит к необходимости интеграции раз-

нородных материаловедческих, технологических и расчётных данных, получаемых в ходе экспериментальных 

исследований, научных разработок, проектирования, производства. Эти данные формируются в различных ис-

точниках и зачастую имеют различную структуру, что затрудняет их совместное использование, сопоставление 

и включение в расчётные модели. 

Предложена модель цифрового паспорта конструкционных материалов. Модель основана на иерархи-

ческой структуре объектов (материал, экземпляр, проба, испытание, расчётный сценарий) и атрибутивном 

представлении свойств. В отличие от существующих баз данных материаловедения, в которых расчётные ин-

струменты функционируют отдельно от хранилищ данных, предложенная архитектура обеспечивает непосред-

ственную интеграцию расчётного модуля в структуру паспорта. Расчётный модуль представлен как библио-

тека моделей, включающая классическую теорию слоистых пластин (CLT), деформационную модель железо-
бетона, модели фиброармированного бетона по остаточной прочности и реологические модели на основе ко-

эффициента ползучести и функции податливости. Это позволяет вычислять эффективные упругие характери-

стики многослойных композиционных материалов и сохранять результаты как полноправные показатели 

свойств с метаданными провенанса. Разработанный подход обеспечивает унификацию представления данных 

о различных типах материалов, расширяемость структуры свойств без изменения схемы базы данных и про-

слеживаемость происхождения как экспериментальных, так и расчётных значений характеристик. Предложен-

ная модель может быть использована при создании цифровых платформ и информационно-аналитических си-

стем цифрового материаловедения. 

 

Ключевые слова: цифровой паспорт материала, информационные системы, цифровое материаловеде-

ние, конструкционные материалы, расчётная модель, композиционные материалы, железобетон, фиброармиро-

ванный бетон, ползучесть, интеграция данных, свойства материалов. 

 
Введение. Современное развитие цифровых технологий существенно изменяет под-

ходы к хранению, обработке и интерпретации научных данных [15, 16, 18]. В области матери-

аловедения и строительной механики формируются значительные массивы информации, по-

лучаемые в результате лабораторных испытаний, технологических процессов, проектных рас-

чётов, цифрового мониторинга и эксплуатации конструкций. Эти данные включают сведения 

о химическом составе, структуре, физических и механических свойствах, технологиях изго-

товления, а также о расчётных моделях, используемых для оценки работоспособности мате-

риала или конструкции. 

 
5© Турусов Р. А., Василькова О. Р., Решетов А. А., Черницов А. Г., Коренной А. А., 2026 
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В настоящее время материаловедческие данные формируются в различных источниках 

и часто хранятся в разрозненных базах данных и информационных системах. Различия в 

структуре данных, используемых параметрах и форматах представления затрудняют их инте-

грацию и совместное использование. Это ограничивает возможности комплексного анализа 

свойств материалов, разработки новых материалов и применения методов цифрового модели-

рования, а также прогнозирования свойств с помощью метода искусственного интеллекта. 

В строительном материаловедении объектом паспортизации нередко является не 

только исходный материал, но и материал в составе изделия или конструктивного элемента. 

Поэтому в цифровом паспорте должны быть связаны сведения о составе, структуре, техноло-

гии производства, результатах испытаний, условиях среды, истории нагружения и расчётных 

допущениях [12]. Для части материалов достаточно универсального набора физико-механиче-

ских параметров; для армированных бетонных композитов, включая железобетон и фиброар-

мированный бетон, дополнительно существенны параметры арматуры, фибр, сцепления, тре-

щинообразования, ползучести и усадки. 

Целью настоящей работы является разработка модели цифрового паспорта конструк-

ционных материалов, обеспечивающей интеграцию разнородных материаловедческих дан-

ных, расчётных параметров, условий изготовления и эксплуатации в информационных систе-

мах цифрового материаловедения [11]. 

Требования к цифровому паспорту конструкционных материалов. Цифровой пас-

порт должен обеспечивать структурированное представление информации о материале, его 

химическом составе, технологиях производства, свойствах, условиях применения, ограниче-

ниях, нормативной документации, версиях записей и истории изменений. Если свойства мате-

риала зависят от конфигурации изделия или элемента, паспорт должен дополнительно фикси-

ровать геометрию сечения, армирование, фиброармирование, сцепление, трещиностойкость, 

длительную прочность, ползучесть, усадку, температурно-влажностные условия. При разра-

ботке модели цифрового паспорта необходимо учитывать следующие требования: 

− модель должна обеспечивать унифицированное представление данных о различ-

ных типах материалов, включая металлы, сплавы, полимеры, слоистые и дисперсно-армиро-

ванные композиты, бетоны, железобетонные и фиброармированные бетонные материалы, а 

также другие классы конструкционных материалов; 

− структура цифрового паспорта должна поддерживать хранение разнородных дан-

ных, полученных в результате экспериментальных исследований, технологических процессов, 

расчётных сценариев, контроля качества, обследования конструкций и мониторинга эксплуа-

тационного состояния; 

− модель должна обладать расширяемостью, позволяя добавлять новые свойства и 

параметры материалов без изменения базовой структуры информационной системы; 

− кроме того, цифровой паспорт должен обеспечивать связь между различными уров-

нями описания материала, включая сам материал, его экземпляры, пробы и результаты испы-

таний. Такая структура позволяет учитывать происхождение экспериментальных данных, кор-

ректно интерпретировать расчётные результаты и сопоставлять значения, полученные раз-

ными методами. 

Информационная модель цифрового паспорта материалов. Для обеспечения инте-

грации разнородных материаловедческих данных предлагается использовать информацион-

ную модель цифрового паспорта материалов, основанную на иерархической структуре объек-

тов и атрибутивной модели представления свойств [15]. 

Предлагаемая модель включает несколько уровней описания данных, отражающих 

жизненный цикл материала и процесс получения экспериментальных характеристик. Основ-

ными элементами модели являются объекты, указанные в табл. 1. 

Такая структура позволяет учитывать особенности получения данных о материалах и 

обеспечивать корректную связь между объектом исследования и результатами испытаний. 
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Предложенная структура информационной модели позволяет формировать цифровые 

паспорта материалов, обеспечивающие хранение данных о составе, структуре, свойствах и 

применении материалов [11, 13]. Использование данной модели обеспечивает возможность 

интеграции разнородных материаловедческих данных, полученных в различных исследова-

ниях и источниках, а также их последующего анализа в информационных системах цифрового 

материаловедения. 
 

Таблица 1 

Основные элементы модели 

 

№ 
Обозначение  

массива 
Назначение массива 

1 Материалы 
Сведения о материалах, включая химический состав, характеристики, свойства  

материала и связи с другими материалами, а также связь с владельцем данных 

2 Экземпляры 
Информация о конкретных формах или разновидностях материала  

(сортамент, полуфабрикат, форма поставки или выпуска) 

3 Пробы 
Данные об отдельных или типовых образцах (пробах) материала, отобранных  

для исследования свойств 

4 Группы свойств 
Описание условий проведения испытаний с целью определения свойств  

на конкретном или типовом образце 

5 Свойства 
Описание определяемых свойств материалов и связанных с ними статистических 

параметров 

6 
Показатели  

свойств 
Конкретные значения свойств с учетом условий измерения и метода получения 

7 Изделия 

Информация о конкретных деталях или продуктах, которые изготавливаются  

из материала либо содержат данный материал, с привязкой к значениям  

показателей свойств 

8 Группы изделий Объединение изделий по функциональному или производственному признаку 

9 
Владельцы  

данных 

Участники, владеющие или управляющие данными: предприятия, организации, 

научные коллективы или авторы исследований 

10 Документация 

Сведения о стандартах, технических условиях и иных нормативных документах, 

содержащих требования к свойствам материалов, методики определения  

показателей и информацию о применении материалов 

11 Каталог файлов 
Описание и метаданные прикрепленных файлов и документов, связанных  

с объектами информационной системы 

12 
Компоненты  

материала 

Описание составляющих материала: цементное вяжущее, заполнители, вода,  

добавки, матрица, армирующие компоненты и их доли 

13 Армирование 

Параметры стержневой, канатной и предварительно напряжённой арматуры: 

класс, диаметр, площадь, шаг, защитный слой, схема расположения, анкеровка  

и сцепление 

14 Фиброармирование 
Характеристики фибр: тип, материал, длина, диаметр, отношение длины  

к диаметру, объёмная доля, ориентация, распределение, остаточные прочности 

15 
Реологические  

параметры 

Данные о ползучести, усадке и релаксации: возраст нагружения, длительность,  

влажность, температура, приведённый размер сечения, функция податливости  

и коэффициент ползучести 

16 
Расчётные модели  

и сценарии 

Описание выбранной модели, исходных параметров, граничных условий,  

истории нагружения, версии алгоритма и области применимости расчёта 

 

Модель включает иерархическую структуру объектов, отражающих этапы формирова-

ния экспериментальных данных о материале. Использование такой структуры позволяет уста-

новить связь между материалом, условиями его получения, подготовкой проб и результатами 

испытаний. 

Для реализации предложенной модели цифрового паспорта материалов используется 

реляционная структура базы данных, обеспечивающая хранение и управление информацией о 

материалах, их экземплярах, образцах и результатах испытаний. Основные сущности базы 

данных цифрового паспорта материалов приведены в табл. 2. 
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Таблица 2 

Основные сущности базы данных цифрового паспорта материалов 

 

№ Сущность Назначение 

1 materials Хранение информации о материалах 

2 instances Описание экземпляров материалов 

3 samples Данные об исследуемых образцах 

4 tests Информация о проведённых испытаниях 

5 propcats Категории свойств 

6 propvalues Значения свойств 

7 products Изделия, в которых используется материал 

8 owners Владельцы данных 

9 documents Нормативная документация 

10 components Составляющие материала и их количественные доли 

11 reinforcements Параметры стержневого и предварительно напряжённого армирования 

12 fiber_systems Параметры фиброармирования и остаточной прочности 

13 creep_params Параметры ползучести, усадки и релаксации 

14 load_histories Истории нагружения и длительности воздействий 

15 environments Температурно-влажностные условия твердения и эксплуатации 

16 calculation_runs Метаданные расчётных запусков и версий моделей 

 

Представление свойств материалов. Свойства материалов в предлагаемой модели 

представлены в виде атрибутивной структуры, позволяющей хранить различные параметры 

материалов без изменения общей структуры базы данных. 

Каждое свойство описывается набором параметров: 

− наименование свойства; 

− значение свойства; 

− единица измерения; 

− метод определения; 

− условия проведения испытания. 

Использование атрибутивной модели обеспечивает гибкость структуры цифрового 

паспорта и позволяет хранить данные о различных типах материалов, включая металлы, 

строительные материалы, полимеры, слоистые композиты, бетоны и армированные бетон-

ные материалы. 

Кроме того, свойства могут быть сгруппированы по категориям, отражающим характер 

исследуемых параметров. К основным категориям свойств относятся: 

− химические свойства; 

− структурные характеристики; 

− механические свойства; 

− физические свойства; 

− технологические параметры; 

− характеристики армирования и сцепления компонентов; 

− характеристики фиброармирования и остаточной прочности; 

− реологические свойства: ползучесть, усадка, релаксация; 

− параметры среды и истории нагружения. 

Такой подход позволяет использовать единое ядро паспорта для разных классов мате-

риалов, а предметные особенности – например, армирование, фиброармирование или реоло-

гические характеристики – описывать через расширяемые профили и расчётные связи. 

Информационная модель цифрового паспорта материалов предполагает наличие иерар-

хических связей между основными объектами системы. Такие связи обеспечивают логиче-

скую структуру данных и позволяют устанавливать взаимосвязь между материалом, его кон-

кретными реализациями, экспериментальными образцами и результатами испытаний. 
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Основные иерархические связи между объектами модели представлены в табл. 3. 

 
Таблица 3 

Иерархические связи между основными объектами 

 

Родительская сущность Дочерняя сущность Поле связи 

Материал (materials) Экземпляр (instances) material_id 

Экземпляр Проба (samples) instance_id 

Проба Группа свойств (tests) sample_id 

Группа свойств Свойство (propcats) test_id 

Свойство Показатель свойства (propvalues) propcat_id 

Показатель свойства Изделие (products) propvalue_id 

Экземпляр Группа изделий (prodcats) instance_id 

Материал Компоненты материала (components) material_id 

Экземпляр Система армирования (reinforcements) instance_id 

Экземпляр Система фиброармирования (fiber_systems) instance_id 

Группа свойств Реологические параметры (creep_params) test_id 

Группа свойств Условия среды (environments) test_id 

 

Такая структура отражает последовательность формирования данных о материале: от 

описания материала и его экземпляров до конкретных значений свойств, полученных в ходе 

экспериментальных исследований. 

При этом в модели допускается возможность установления связей между объектами 

различных уровней иерархии. В частности, дочерние объекты могут иметь прямые ссылки на 

объекты более высокого уровня, что обеспечивает гибкость структуры данных и упрощает 

выполнение аналитических запросов. 

Расчётный модуль цифрового паспорта материала. В рамках развития модели циф-

рового паспорта материалов, представленной в работе, предлагается расширение функцио-

нальности информационной системы за счёт внедрения расчётного модуля, обеспечивающего 

вычисление эффективных свойств материалов на основе хранимых данных. 

Расчётный модуль предназначен для: 

− определения эффективных механических характеристик однородных, ортотроп-

ных, слоистых и дисперсно-армированных материалов; 

− расчётного описания элементов, в которых поведение материала связано с геомет-

рией сечения, армированием, сцеплением компонентов и условиями среды; 

− учёта длительных процессов ползучести, усадки, релаксации и температурно-влаж-

ностных воздействий; 

− прогнозирования поведения материалов и изделий при различных условиях нагру-

жения и эксплуатации. 

Классическая теория слоистых пластин рассматривается как одна из ветвей расчётной 

библиотеки, применимая к многослойным композитам. Для иных классов материалов активи-

руются соответствующие предметные модели, основанные на их собственных параметрах и 

допущениях. 

Расчётный модуль реализуется как отдельный программный компонент, взаимодейству-

ющий с базой данных цифрового паспорта материалов посредством прикладного интерфейса. 

Архитектура системы цифрового паспорта материала с расчётным модулем 

Общая архитектура системы. Информационная система цифрового паспорта матери-

алов с интегрированным расчётным модулем реализуется на основе трёхуровневой архитек-

туры, включающей: 

− уровень хранения данных (база данных); 

− уровень прикладной логики (API и расчётный модуль); 

− пользовательский уровень (интерфейс взаимодействия). 
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Такая архитектура обеспечивает разделение ответственности компонентов системы, 

масштабируемость и возможность независимого развития отдельных модулей. 

Математическая модель расчётного модуля. Расчётный модуль цифрового пас-

порта материала предназначен для определения физико-механических, прочностных, дефор-

мационных и реологических характеристик материалов и элементов на основе данных, со-

держащихся в информационной системе [12]. В отличие от простого хранения эксперимен-

тальных значений, расчётный модуль позволяет получать производные характеристики с ис-

пользованием уравнений механики деформируемого твёрдого тела, сопротивления материа-

лов, моделей композиционных материалов и реологических моделей длительного деформи-

рования [1–8, 15]. 

В общем виде расчётная модель связывает данные о составе, структуре, геометрии, ар-

мировании, условиях нагружения, времени и свойствах компонентов материала с определяе-

мыми эффективными характеристиками: 

𝐘 = 𝐹(𝐗, 𝐏, 𝐋, 𝐁), (1) 

где 𝐘 – вектор рассчитываемых характеристик материала; 𝐗 – структурные параметры мате-

риала; 𝐏 – свойства компонентов или слоёв; 𝐋 – параметры внешнего нагружения; 𝐁 – гранич-

ные условия и условия закрепления. 

К рассчитываемым характеристикам могут относиться эффективный модуль упруго-

сти, модуль сдвига, коэффициент Пуассона, напряжения, деформации, прогибы, кривизны, ко-

эффициенты запаса прочности, остаточные прочности фиброармированного бетона, коэффи-

циент ползучести, функция податливости, усадочные деформации и предельные эксплуатаци-

онные параметры материала или элемента. 

В основе расчётного модуля лежит система уравнений механики деформируемого твёр-

дого тела. Для малых деформаций рассматривается тело, занимающее область Ω, граница ко-

торого обозначается через Γ. Основными неизвестными являются перемещения, деформации 

и напряжения. 

Зададим для начала вектор перемещений: 

𝐮 = [

𝑢𝑥
𝑢𝑦
𝑢𝑧
], (2) 

а после запишем явный вид тензора малых деформаций, через ранее введённые перемещения: 

𝛆 =
1

2
(∇𝐮 + (∇𝐮)𝑇), (3) 

или же в компонентной форме: 

ε𝑖𝑗 =
1

2
(
∂𝑢𝑖
∂𝑥𝑗

+
∂𝑢𝑗
∂𝑥𝑖

), (4) 

где 𝜀𝑖𝑗 – компоненты тензора деформаций; 𝑢𝑖 – компоненты вектора перемещений. 

Уравнения равновесия в объёмной области имеют вид ∇ ⋅ 𝛔 + 𝐛 = 0, где 𝛔 – тензор 

напряжений, 𝐛 – вектор объёмных сил [1]. А в компонентной форме: 

∂𝜎𝑖𝑗

∂𝑥𝑗
+ 𝑏𝑖 = 0. (5) 

Связь между напряжениями и деформациями для линейно-упругого материала задаётся 

обобщённым законом Гука 𝛔 = 𝐂 𝛆, который также можно записать в матричной форме:  

{𝜎} = [𝐶]{𝜀}, где [𝐶] – матрица жёсткости материала [3]. 

Для изотропного материала связь напряжений и деформаций может быть записана че-

рез параметры Ламе: 
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𝛔 = 𝜆 tr(𝛆)𝐈 + 2𝐺𝛆, (6) 

где 𝜆 и 𝐺 – параметры Ламе; 𝐺 – модуль сдвига. Модуль сдвига же определяется через модуль 

упругости и коэффициент Пуассона: 

𝐺 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
. (7) 

Также используется выражение для объёмного модуля упругости: 

𝐾 =
𝐸

3(1−2𝜈)
. (8) 

Эти зависимости позволяют алгоритму расчётного модуля автоматически дополнять 

недостающие механические параметры материала, если в цифровом паспорте заданы модуль 

упругости и коэффициент Пуассона. 

Для корректного расчёта должны быть заданы граничные условия. На части границы Γ𝑢 

задаются перемещения: 

𝐮 = 𝐮‾ , 𝐱 ∈ Γ𝑢. (9) 

На части границы Γ𝑡 задаются поверхностные усилия: 

𝛔 ⋅ 𝐧 = 𝐭‾, 𝐱 ∈ Γ𝑡, (10) 

где 𝐧 – внешняя нормаль к поверхности; 𝐭‾ – заданный вектор поверхностной нагрузки. 

Для инженерных расчётов в цифровом паспорте может использоваться упрощённая мо-

дель сопротивления материалов, позволяющая рассчитывать напряжения, деформации и про-

гибы элементов, изготовленных из заданного материала. 

При одноосном растяжении или сжатии нормальное напряжение определяется выра-

жением: 

𝜎 =
𝑁

𝐴
, (11) 

где 𝑁 – продольная сила; 𝐴 – площадь поперечного сечения [2]. 

Относительная продольная деформация: 

𝜀 =
Δ𝑙

𝑙0
. (12) 

Связь напряжения и деформации при линейно-упругом поведении задаётся законом 

Гука: 

𝜎 = 𝐸𝜀. (13) 

Отсюда удлинение стержневого элемента: 

Δ𝑙 =
𝑁𝑙0

𝐸𝐴
. (14) 

При кручении круглого стержня касательное напряжение определяется как: 

𝜏 =
𝑇𝑟

𝐽𝑝
, (15) 

где 𝑇 – крутящий момент; 𝑟 – расстояние от центра сечения; 𝐽𝑝 – полярный момент инерции. 

Угол закручивания: 

𝜑 =
𝑇𝑙

𝐺𝐽𝑝
. (16) 
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При изгибе нормальные напряжения определяются по формуле Навье: 

𝜎𝑥 =
𝑀𝑦

𝐼
, (17) 

где 𝑀 – изгибающий момент; 𝑦 – расстояние от нейтральной оси; 𝐼 – момент инерции сечения. 

Касательные напряжения при поперечном изгибе могут быть рассчитаны по формуле 

Журавского: 

𝜏 =
𝑄𝑆

𝐼𝑏
, (18) 

где 𝑄 – поперечная сила; 𝑆 – статический момент отсечённой части сечения; 𝑏 – ширина сече-

ния на рассматриваемом уровне. 

Прогиб балки при изгибе определяется дифференциальным уравнением упругой линии: 

𝐸𝐼
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
= 𝑀(𝑥), (19) 

где 𝑤(𝑥) – прогиб балки. 

Более точная форма уравнения изгиба может быть записана как:  

𝑑2

𝑑𝑥2
(𝐸𝐼

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
) = 𝑞(𝑥), (20) 

где 𝑞(𝑥) – распределённая нагрузка. 

Данный набор зависимостей позволяет использовать данные цифрового паспорта мате-

риала для расчёта поведения изделий и конструктивных элементов, изготовленных из соот-

ветствующего материала. 

Для расчёта эффективных характеристик слоистых композиционных материалов ис-

пользуется модель многослойной среды. Материал рассматривается как пакет из 𝑛 слоёв, каж-

дый из которых характеризуется толщиной ℎ𝑖, углом ориентации 𝜃𝑖, модулем упругости 𝐸𝑖 , 
модулем сдвига 𝐺𝑖, коэффициентом Пуассона 𝜈𝑖 и пределами прочности. 

Суммарная толщина многослойного материала определяется выражением: 

ℎ = ∑ ℎ𝑖
𝑛
𝑖=1 . (21) 

Объёмная доля 𝑖-го слоя: 

𝑉𝑖 =
ℎ𝑖

ℎ
. (22) 

Для предварительной оценки эффективного модуля упругости вдоль направления 

укладки используется правило смесей [4]: 

𝐸∥ = ∑ 𝑉𝑖
𝑛
𝑖=1 𝐸𝑖 . (23) 

Для направления, перпендикулярного слоям, используется обратное правило смесей:  

𝐸 ⊥= (∑
𝑉𝑖

𝐸𝑖

𝑛
𝑖=1 )

−1

. (24) 

Для композиционного материала, состоящего из матрицы и армирующего наполнителя, 

продольный модуль упругости может быть определён как: 

𝐸1 = 𝐸𝑓𝑉𝑓 + 𝐸𝑚𝑉𝑚. (25) 

Поперечный модуль упругости: 

𝐸2 =
𝐸𝑓𝐸𝑚

𝐸𝑓𝑉𝑚+𝐸𝑚𝑉𝑓
. (26) 
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Модуль сдвига композиционного материала:  

𝐺12 =  
𝐺𝑓 𝐺𝑚

𝐺𝑓 𝑉𝑚 + 𝐺𝑚 𝑉𝑓
. (27) 

Коэффициент Пуассона в первом приближении: 

𝜈12 = 𝜈𝑓𝑉𝑓 + 𝜈𝑚𝑉𝑚 , (28) 

где индексы 𝑓 и 𝑚 соответствуют армирующему компоненту и матрице. 

Для более точного расчёта каждый слой композиционного материала рассматривается 

как ортотропный материал [5]. В локальной системе координат слоя связь напряжений и де-

формаций при плоском напряжённом состоянии записывается в виде: 

[

𝜎1
𝜎2
𝜏12
] = [

𝑄11 𝑄12 0
𝑄12 𝑄22 0
0 0 𝑄66

] [

𝜀1
𝜀2
𝛾12
], (29) 

где 𝜎1, 𝜎2, 𝜏12 – напряжения в локальных осях слоя; 𝜀1, 𝜀2, 𝛾12 – соответствующие деформации [8]. 

Коэффициенты матрицы жёсткости слоя определяются как: 

𝑄11 =
𝐸1

1 − 𝜈12𝜈21
; 𝑄22 =

𝐸2
1 − 𝜈12𝜈21

; 𝑄12 =
𝜈12𝐸2

1 − 𝜈12𝜈21
; 𝑄66 = 𝐺12. (30) 

При этом выполняется условие взаимности 
𝜈12

𝐸1
=

𝜈21

𝐸2
, отсюда 𝜈21 = 𝜈12

𝐸2

𝐸1
. 

Если слой ориентирован под углом к глобальной системе координат, выполняется пре-

образование матрицы жёсткости. В глобальной системе координат используется преобразо-

ванная матрица, учитывающая ориентацию армирования относительно глобальных осей кон-

струкции. 

Для многослойного композиционного материала расчётный модуль может использо-

вать положения классической теории слоистых пластин. В этой модели деформации в произ-

вольной точке по толщине материала выражаются через деформации срединной поверхности 

и кривизны: 

{𝜀(𝑧)} = {𝜀0} + 𝑧{𝜅}, (31) 

где 𝜀0 – деформации срединной поверхности; 𝜅 – вектор кривизн; 𝑧 – координата по толщине 

материала. 

В развёрнутом векторном виде: 

[

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦
] = [

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

] + 𝑧 [

𝜅𝑥
𝜅𝑦
𝜅𝑥𝑦

]. (32) 

Напряжения в 𝑘-м слое определяются выражением:  

{σ}(𝑘) = [𝑄̅](𝑘)({ε0} + 𝑧{κ}). (33) 

Силовые и моментные факторы связаны с деформациями и кривизнами через матрицы 

жёсткости слоистого пакета: 

[
𝐍
𝐌
] = [

𝐀 𝐁
𝐁 𝐃

] × [𝛆
0

𝛋
]. (34) 

При этом: 𝐍 – вектор мембранных усилий; 𝐌 – вектор изгибающих и крутящих моментов;  

𝐀 – матрица растяжения; 𝐁 – матрица связи растяжения и изгиба; 𝐃 – матрица изгибной 

жёсткости. 
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Компоненты матриц 𝐀, 𝐁 и 𝐃 определяются суммированием по слоям: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝐴𝑖𝑗 =∑𝑄‾𝑖𝑗

(𝑘)

𝑛

𝑘=1

(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1);

𝐵𝑖𝑗 =
1

2
∑𝑄‾𝑖𝑗

(𝑘)

𝑛

𝑘=1

(𝑧𝑘
2 − 𝑧𝑘−1

2 );

𝐷𝑖𝑗 =
1

3
∑𝑄‾𝑖𝑗

(𝑘)

𝑛

𝑘=1

(𝑧𝑘
3 − 𝑧𝑘−1

3 ),

 (35) 

где 𝑧𝑘−1 и 𝑧𝑘 – координаты нижней и верхней поверхности 𝑘-го слоя [6,7]. 

Если слоистый пакет симметричен относительно срединной поверхности, матрица  

𝐁 = 0. Это означает отсутствие связи между растяжением и изгибом. 

На основе матрицы растяжения 𝐀 могут быть определены эффективные инженерные 

характеристики слоистого материала. Для этого вводится нормированная матрица жёсткости: 

𝐀∗ =
1

ℎ
𝐀. (36) 

Матрица податливости определяется как: 

𝐚 = (𝐀∗)−1. (37) 

Тогда эффективные характеристики слоистого материала в плоскости могут быть опре-

делены выражениями: 

𝐸𝑥
𝑒𝑓𝑓

=
1

𝑎11
;  𝐸𝑦

𝑒𝑓𝑓
=

1

𝑎22
; (38) 

𝐺𝑥𝑦
𝑒𝑓𝑓

=
1

𝑎66
; (39) 

𝜈𝑥𝑦
𝑒𝑓𝑓

= −
𝑎12
𝑎11

;  𝜈𝑦𝑥
𝑒𝑓𝑓

= −
𝑎12
𝑎22

. (40) 

Данные выражения позволяют рассчитывать эффективные характеристики многослой-

ного материала с учётом свойств каждого слоя, его толщины и ориентации. 

После определения деформаций и кривизн расчётный модуль определяет напряжения 

в каждом слое [11]. Для k-го слоя: 

{𝜎}(𝑘) = [𝑄‾](𝑘){𝜀}(𝑘). (41) 

Для оценки работоспособности материала могут использоваться критерии прочности. 

В простейшем случае применяется критерий максимальных напряжений: 

|𝜎1| ≤ 𝑋; |𝜎2| ≤ 𝑌; |𝜏12| ≤ 𝑆, (42) 

где X – предел прочности вдоль волокон; Y – предел прочности поперёк волокон; S – предел 

прочности при сдвиге. 

Коэффициент запаса прочности может быть определён как: 

𝑛𝜎 =
𝜎𝑙𝑖𝑚

𝜎𝑚𝑎𝑥
, (43) 

где 𝜎𝑙𝑖𝑚  – предельно допустимое напряжение; 𝜎𝑚𝑎𝑥 – максимальное расчётное напряжение. 

Для более точной оценки разрушения композиционных материалов может применяться 

квадратичный критерий Цая – Хилла [4]: 
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(
𝜎1
𝑋
)
2

−
𝜎1𝜎2
𝑋2

+ (
𝜎2
𝑌
)
2

+ (
𝜏12
𝑆
)
2

≤ 1. (44) 

Если значение левой части выражения меньше или равно единице, условие прочности 

считается выполненным. Если значение превышает единицу, в соответствующем слое прогно-

зируется потеря прочности [8]. 

Также может быть использован критерий Цая – Ву: 

𝐹1𝜎1 + 𝐹2𝜎2 + 𝐹11𝜎1
2 + 𝐹22𝜎2

2 + 𝐹66𝜏12
2 + 2𝐹12𝜎1𝜎2 ≤ 1. (45) 

Данный критерий позволяет учитывать различие прочности материала при растяжении 

и сжатии. Но в цифровом паспорте материала могут храниться не только механические, но и 

термомеханические характеристики. При изменении температуры в расчётной модели учиты-

ваются температурные деформации: 

{𝜀𝑇} = {𝛼}Δ𝑇, (46) 

где α – вектор коэффициентов линейного температурного расширения; ΔT – изменение темпе-

ратуры [1]. 

Тогда напряжения в слое определяются выражением: 

{𝜎}(𝑘) = [𝑄‾](𝑘)({𝜀}(𝑘) − {𝜀𝑇}
(𝑘)). (47) 

Такой подход позволяет рассчитывать напряжённо-деформированное состояние мате-

риала с учётом температурных воздействий и условий эксплуатации. 

Расширение математической модели для железобетона, фиброармирования и пол-

зучести. Железобетонный элемент в цифровом паспорте описывается не как слоистая кон-

струкция, а как составная конструкционная система: бетонная матрица, дискретная арматура, 

возможная предварительно напряжённая арматура, фибры, сцепление компонентов, геомет-

рия сечения и история воздействий. Эти сведения целесообразно хранить как предметный про-

филь, связанный с общими сущностями материала, экземпляра, пробы, испытания и расчёт-

ного сценария [19, 20]. 

εx(z, t) = ε0(t) + z κ(t), (48) 

где ε0(𝑡) – продольная деформация оси или срединной линии; κ(t) – кривизна; z – координата 

точки сечения. Такая запись позволяет хранить в паспорте не только свойства материала, но и 

параметры деформационной модели сечения. 

σ𝑐(𝑧, 𝑡) = 𝐸𝑐,eff(𝑡, 𝑡0)[ε𝑐(𝑧, 𝑡) − ε𝑠ℎ(𝑡) − α𝑐  Δ𝑇(𝑡)]; (49) 

𝜎𝑠(𝑡) = 𝐸𝑠[ε𝑠(𝑡) − ε𝑠
0]. (50) 

Здесь 𝜎𝑐(𝑧, 𝑡) и 𝜎𝑠(𝑡) – напряжения в бетоне и арматуре; 𝐸𝑐,eff(𝑡, 𝑡0) – эффективный модуль 

бетона с учётом длительности нагружения; ε𝑐(𝑧, 𝑡) – полная деформация бетона; ε𝑠ℎ(𝑡) – уса-

дочная деформация; α𝑐  Δ𝑇(𝑡) – температурная деформация; 𝐸𝑠 – модуль упругости арма-

туры; ε𝑠(𝑡) – деформация арматуры; ε𝑠
0 – начальная деформация предварительно напряжён-

ной арматуры. 

𝑁(𝑡) = ∫ σ𝑐(𝑧, 𝑡)𝐴𝑐
 d𝐴 + ∑ 𝐴𝑠,𝑖

𝑛𝑠
𝑖=1  σ𝑠,𝑖(𝑡); (51) 

𝑀(𝑡) = ∫ σ𝑐(𝑧, 𝑡)𝐴𝑐
 𝑧 d𝐴 + ∑ 𝐴𝑠,𝑖

𝑛𝑠
𝑖=1  σ𝑠,𝑖(𝑡) 𝑧𝑖; (52) 

где 𝐴𝑐 – площадь бетонной части сечения; 𝐴𝑠,𝑖 – площадь i-го арматурного стержня; σ𝑠,𝑖(𝑡) – 

напряжение в i-м арматурном стержне; 𝑧𝑖 – координата i-го стержня; 𝑛𝑠 – число арматурных 

стержней. 
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Формулы (51) и (52) фиксируют связь между расчётными усилиями и параметрами пас-

порта: площадью бетона 𝐴𝑐, площадями арматуры 𝐴𝑠,𝑖, координатами арматурных стержней 𝑧𝑖 
и диаграммами деформирования компонентов. В такой постановке дискретное положение ар-

матуры, анкеровка и сцепление являются самостоятельными данными паспорта, а не произ-

водными от универсального набора упругих констант. 

ρ𝑠 =
𝐴𝑠
𝐴𝑐
,  ρ𝑓 =

𝑉𝑓
𝑉FRC

,  λ𝑓 =
𝑙𝑓
𝑑𝑓
. (53) 

Здесь 𝜌𝑠 – коэффициент стержневого армирования; 𝜌𝑓  – объёмная доля фибры; 𝜆𝑓 – отноше-

ние длины фибры к её диаметру; 𝐴𝑠 – суммарная площадь арматуры; 𝑉𝑓  – объём фибры;  

𝑉FRC – объём фиброармированного бетонного композита; 𝑙𝑓 и 𝑑𝑓 – соответственно длина и 

диаметр фибры. 

Для фиброармированного бетона паспорт должен хранить не только факт наличия 

фибры, но и её тип, материал, длину 𝑙𝑓, диаметр 𝑑𝑓, отношение 𝜆𝑓, объёмную долю 𝜌𝑓 , коэф-

фициент ориентации, распределение по объёму и остаточные прочностные характеристики. 

При обработке результатов изгибных испытаний остаточная прочность может быть представ-

лена, например, через значения 𝑓𝑅,𝑗, определяемые по нагрузкам 𝐹𝑗 при заданных раскрытиях 

трещины [24–27]: 

𝑓𝑅,𝑗 =
3𝐹𝑗𝐿

2𝑏ℎ𝑠𝑝 2
,  𝑗 = 1,2,3,4; (54) 

σ𝑡,FRC(𝑤) = σ𝑐𝑡(ε) + ηθη𝑙  σres(𝑤; 𝑓𝑅,1, 𝑓𝑅,2, 𝑓𝑅,3, 𝑓𝑅,4), (55) 

где L – пролёт образца; b – ширина; ℎ𝑠𝑝
   – высота сечения; w – раскрытие трещины; ηθ и η𝑙 – 

коэффициенты ориентации и эффективности фибр. В цифровом паспорте эти величины сохра-

няются как отдельные показатели свойств и могут использоваться как входные данные для 

расчёта трещиностойкости и остаточной несущей способности. 

Для учёта ползучести бетона и других длительных процессов в паспорт вводится рео-

логический профиль. В нём фиксируются возраст материала при нагружении t₀, текущий воз-

раст t, относительная влажность RH, температура T, приведённый размер сечения h₀, класс 

бетона, вид цемента, усадка, коэффициент ползучести и функция податливости. Эти пара-

метры необходимы, поскольку длительные деформации зависят не только от состава матери-

ала, но и от времени, влажности, температуры и истории нагрузки [20]. 

εc(𝑡) =
σ𝑐(𝑡0)

𝐸𝑐(𝑡0)
[1 + φ(𝑡, 𝑡0)] + ε𝑠ℎ(𝑡) + α𝑐  Δ𝑇(𝑡); (56) 

𝐽(𝑡, 𝑡0) =
1

𝐸𝑐(𝑡0)
+

φ(𝑡,𝑡0)

𝐸𝑐(𝑡0)
=

1+φ(𝑡,𝑡0)

𝐸𝑐(𝑡0)
; (57) 

ε(𝑡) = ∫ 𝐽(𝑡, τ)
𝑡

0
 dσ(τ) + ε𝑠ℎ(𝑡) + ε𝑇(𝑡); (58) 

𝐸𝑐,eff(𝑡, 𝑡0) =
𝐸𝑐(𝑡0)

1+χ(𝑡,𝑡0) φ(𝑡,𝑡0)
; (59) 

φ(𝑡, 𝑡0) = Φ(𝑓𝑐𝑚 , 𝑅𝐻, ℎ0, 𝑡0, 𝑡, 𝑇, 𝑐cem,ℳ). (60) 

Здесь 𝑡0 – возраст бетона в момент приложения нагрузки; φ(𝑡, 𝑡0) – коэффициент ползучести; 

𝐸𝑐(𝑡0) – модуль упругости бетона в возрасте 𝑡0; 𝐽(𝑡, 𝑡0) – функция податливости, χ(𝑡, 𝑡0) – ко-

эффициент старения, ε𝑇(𝑡) – температурная деформация; 𝑓𝑐𝑚 – средняя прочность бетона на сжа-

тие; RH – относительная влажность среды; ℎ0 – приведённый размер сечения; T – температура; 
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𝑐cem – параметр, характеризующий вид цемента ℳ – применяемая расчётная методика. Формулы 

(56)–(60) показывают, что параметры длительного деформирования не могут быть сведены к 

одному табличному значению: они должны храниться вместе с условиями определения, вре-

менной шкалой, методикой расчёта и областью применимости. 

Исходные данные для расчётного модуля извлекаются из цифрового паспорта матери-

ала, экземпляра или связанного с ним элемента. Связь математических моделей с сущностями 

базы данных для основных групп расчётных параметров может быть представлена следующим 

образом (табл. 4, 5). 

 
Таблица 4 

Связь иерархии модели с основными типами расчётных данных 

 

Тип расчётных данных Источник в цифровом паспорте 

Наименование материала materials 

Тип материала и класс материала materials, instances 

Состав материала materials, propvalues 

Свойства компонентов propcats, propvalues 

Толщина слоёв samples, propvalues 

Ориентация слоёв samples, propvalues 

Модуль упругости propvalues 

Модуль сдвига propvalues 

Коэффициент Пуассона propvalues 

Предел прочности propvalues 

Условия испытаний tests 

Нормативные методики documents 

Расчётные результаты propvalues 

Класс бетона, прочность, модуль упругости materials, instances, propcats, propvalues 

Параметры стержневой и напрягаемой арматуры reinforcements, propvalues 

Схема расположения арматуры, защитный слой, анкеровка reinforcements, samples, propvalues 

Параметры фибр: тип, длина, диаметр, объёмная доля fiber_systems, propvalues 

Остаточные прочности fR,j и закон σres(w) fiber_systems, tests, propvalues 

Возраст нагружения t₀, текущий возраст t creep_params, load_histories 

Относительная влажность, температура, приведённый размер h₀ environments, samples, creep_params 

Коэффициент ползучести φ(t,t₀) creep_params, propvalues 

Функция податливости J(t,t₀) creep_params, propvalues 

Усадочные деформации ε𝑠ℎ(𝑡) creep_params, propvalues 

История нагружения и длительность воздействий load_histories, calculation_runs 

Версия расчётной модели и область применимости calculation_runs, documents, propvalues 

 
Таблица 5 

Предметные параметры армированных бетонных материалов и элементов 

 
Группа параметров Содержание паспорта Назначение в расчётной модели 

Бетонная матрица 

Класс бетона, 𝑓𝑐𝑘/𝑓𝑐𝑚, 𝐸𝑐𝑚, ν,  αT, 𝑓𝑐𝑡, 
диаграмма растяжения/сжатия σ − ε,  
состав, цемент, заполнители, добавки,  

режим твердения 

Определение прочности, упругости, 

трещинообразования и исходных пара-

метров ползучести 

Стержневая  

и напрягаемая арматура 

Класс, диаметр, площадь, шаг,  

координаты, защитный слой, 𝐸𝑠 𝑓𝑦𝑘 , 𝑓𝑢𝑘 ,  

начальные напряжения, анкеровка,  

сцепление 

Расчёт усилий, деформаций, трещино-
стойкости, несущей способности и 

предварительного напряжения 

Фиброармирование 

Тип и материал фибры, 𝑙𝑓, 𝑑𝑓, 𝑙𝑓/𝑑𝑓, 𝑉𝑓, 

ориентация, распределение, 𝑓𝑅,1 − 𝑓𝑅,4, 
закон остаточного растяжения 

Учёт остаточной прочности, трещино-

стойкости и постпикового поведения 

фибробетона 

Геометрия элемента 

Форма сечения, 𝐴𝑐, 𝐼𝑐, b, h, ℎ𝑠𝑝,  

координаты слоёв/зон, положение  

арматуры и фиброобъёма 

Связь материала с конструктивным 

элементом и интегрирование напряже-

ний по сечению 
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Окончание табл. 5 

 
Группа параметров Содержание паспорта Назначение в расчётной модели 

Ползучесть и усадка 
𝑡0, t, RH, T, ℎ0, φ(t, 𝑡0), J(t, 𝑡0), χ, ε𝑠ℎ(𝑡), 
методика расчёта  

и область применимости 

Расчёт длительных деформаций,  

перераспределения напряжений  

и эффективного модуля 

История нагружения 

N(t), M(t), Q(t), длительность,  

повторность, эксплуатационный  

сценарий, граничные условия 

Корректное применение  

реологической модели и расчёт НДС  

во времени 

Провенанс  
и неопределённость 

Источник данных, метод испытания, 

стандарт, версия модели, дата расчёта, 
доверительный интервал, тип значения 

Воспроизводимость расчёта  

и сопоставимость экспериментальных,  
расчётных и прогнозных данных 

 

Выделение профильных параметров не нарушает универсальности паспорта: базовая 

структура данных сохраняется, а дополнительные поля активируются только для тех материа-

лов, для которых они физически необходимы. Это позволяет описывать армированные и фиб-

роармированные бетонные материалы с учётом состава, армирования, геометрии, трещиностой-

кости и длительного поведения, не подменяя их расчётную природу моделью другого класса. 

Результаты расчёта сохраняются в цифровом паспорте как новые показатели свойств. 

При этом для каждого расчётного значения фиксируются: 

1) используемая математическая модель и её класс: упругая, ортотропная, CLT, мо-

дель сечения с дискретным армированием, модель фиброармирования, реологическая или 

комбинированная; 

2) набор исходных параметров, включая состав, структуру, армирование, фибры, гео-

метрию, условия среды и историю нагружения; 

3) версия данных цифрового паспорта и версия расчётного алгоритма; 

4) дата расчёта и идентификатор расчётного запуска; 

5) единицы измерения; 

6) параметры ползучести, усадки и температурно-влажностных условий, если они ис-

пользовались; 

7) условия нагружения, длительность воздействия и возраст материала; 

8) ссылка на методику или нормативный документ; 

9) тип результата: экспериментальный, расчётный, нормативный или прогнозный; 

оценка неопределённости и область применимости. 

Это позволяет обеспечить прослеживаемость происхождения данных и повторяемость 

расчётов. Алгоритм расчёта характеристик материала или связанного с ним элемента вклю-

чает следующие этапы: 

1) выбор материала, экземпляра или конструктивного элемента в цифровом паспорте; 

2) загрузка физико-механических, технологических, геометрических и реологических 

характеристик из базы данных; 

3) проверка полноты исходных данных, единиц измерения, применимости норматив-

ной или расчётной методики; 

4) идентификация класса расчётной модели: изотропная, ортотропная, слоистая, мо-

дель сечения с дискретным армированием, фиброармированная, реологическая или комбини-

рованная; 

5) формирование матриц жёсткости отдельных компонентов, слоёв или зон сечения; 

6) для слоистых композитов – преобразование матриц жёсткости и сборка матриц A, 

B, D; 

7) для элементов с дискретным армированием – формирование бетонного сечения, 

положения арматуры, параметров сцепления и диаграмм деформирования; 

8) для фиброармированного бетона – загрузка параметров фибр и остаточных проч-

ностей 𝑓𝑅,𝑗; 
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9) для длительных воздействий – загрузка истории нагружения, возраста материала, 

влажности, температуры и параметров ползучести; 

10) расчёт эффективных модулей упругости и сдвига, напряжений, деформаций, кри-

визн и прогибов; 

11) проверка условий прочности, трещиностойкости, деформативности и области при-

менимости модели; 

12) сохранение расчётных результатов в цифровом паспорте с указанием провенанса, 

версии модели, исходных параметров и неопределённости. 

Таким образом, расчётный модуль расширяет функциональность цифрового паспорта 

и позволяет использовать его не только как средство хранения данных, но и как инструмент 

инженерного анализа материалов и элементов с различной внутренней структурой: слоистой, 

дисперсно-армированной, дискретно армированной или реологически зависимой. Использо-

вание уравнений механики деформируемого твёрдого тела, сопротивления материалов, теории 

слоистых композитов, деформационных моделей армированных бетонных элементов и реоло-

гических моделей ползучести обеспечивает расчёт эффективных характеристик, напряжённо-

деформированного состояния, трещиностойкости и длительных деформаций при различных 

режимах эксплуатации. 

Применение модели в информационных системах цифрового материаловедения и 

строительного проектирования. Предложенная модель цифрового паспорта может исполь-

зоваться при разработке информационных систем, предназначенных для хранения, анализа и 

обработки материаловедческих и строительных данных. Использование данной модели поз-

воляет интегрировать сведения о различных типах материалов, полученные в ходе экспери-

ментальных исследований, технологических процессов, проектных расчётов, контроля каче-

ства и эксплуатации. Для материалов строительного назначения паспорт связывает лаборатор-

ные испытания, нормативные данные, расчётные параметры, условия среды и результаты мо-

ниторинга, что создаёт основу для сопоставления экспериментальных, расчётных и эксплуа-

тационных характеристик. 

Описание алгоритма расчётного модуля, его преимущества и научная новизна. 

Разработанный алгоритм расчётного модуля цифрового паспорта реализует мультимодельную 

методологию, включая методологию классической теории слоистых пластин. Он обеспечи-

вает вычисление эффективных упругих характеристик многослойных композиционных мате-

риалов, расчёт параметров элементов с дискретным или фибровым армированием, а также 

учёт ползучести и усадки на основе данных, хранящихся непосредственно в информационной 

системе цифрового паспорта. 

Описание алгоритма. Алгоритм реализуется в виде отдельного программного компо-

нента на языке Python и взаимодействует с базой данных цифрового паспорта посредством 

прикладного интерфейса. Входными данными служат физико-механические характеристики, 

хранящиеся в сущностях propvalues и propcats, а также дополнительные профили components, 

reinforcements, fiber_systems, creep_params, load_histories и environments. Для слоистых компо-

зитов используются модули упругости вдоль и поперек волокон (𝐸1, 𝐸2), модуль сдвига 𝐺12, 

коэффициент Пуассона 𝜈12, толщина и ориентация слоёв; для элементов с дискретным арми-

рованием – класс бетона, диаграммы деформирования, параметры арматуры, геометрия се-

чения, сцепление и предварительное напряжение; для фиброармированного бетона – тип и 

параметры фибр, объёмная доля, ориентация и остаточные прочности; для ползучести – воз-

раст нагружения, длительность, влажность, температура, приведённый размер сечения и вы-

бранная методика. 

Алгоритм выполняется в следующей последовательности. На первом этапе произво-

дится загрузка и верификация данных из цифрового паспорта: проверяется наличие обяза-

тельных параметров для выбранного класса модели, совместимость единиц измерения, 
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актуальность версии записи и наличие ссылки на методику. На втором этапе выбирается рас-

чётная ветвь: CLT для слоистого композита, деформационная модель сечения для элемента с 

дискретным армированием, модель остаточной прочности для фибробетона или реологиче-

ская модель длительных деформаций. На третьем этапе формируются расчётные объекты: 

матрицы жёсткости слоёв, сечение с дискретной арматурой, параметры фибр и функция по-

датливости. На четвёртом этапе рассчитываются эффективные характеристики, напряжения, 

деформации, кривизны, прогибы, раскрытие трещин и длительные деформации. На заключи-

тельном этапе результаты записываются в паспорт как новые показатели свойств с указанием 

типа значения, версии модели, исходных параметров, даты расчёта и источника нормативной 

методики (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Схема алгоритма расчётного модуля 

 

Важной особенностью алгоритма является то, что он не требует приведения всех кон-

струкционных материалов к одной физической модели. Многослойный композит, элемент с 

дискретным армированием, фиброармированный бетон и реологическая модель используют 

разные наборы исходных параметров, однако результаты сохраняются в единой атрибутивной 

структуре propvalues и сопровождаются единым набором метаданных провенанса. 

Подробная блок-схема работы алгоритма для случая слоистого композита приведена на 

рис. 2. 

Преимущества предложенного подхода. Ключевым преимуществом разработанного 

подхода является непосредственная интеграция расчётного модуля с моделью цифрового пас-

порта конструкционных материалов. В отличие от изолированных расчётных программ, тре-

бующих ручного переноса данных, предложенный модуль использует показатели свойств, уже 

хранящиеся в информационной системе, и записывает результаты обратно в ту же структуру. 

Это исключает дублирование данных, снижает риск ошибок при вводе и обеспечивает просле-

живаемость происхождения каждого расчётного значения – от первичных экспериментальных 

показателей до производных эффективных, прочностных и реологических характеристик. 
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Рис. 2. Схема алгоритма 

 

Иерархическая структура объектов паспорта (материал → экземпляр → проба → группа 

свойств → показатель свойства) дополнена связями для компонентов, армирования, фибр, 

условий среды, истории нагружения и расчётных запусков. Эти связи используются только 

при наличии соответствующего профиля материала или расчётной задачи и обеспечивают кор-

ректную привязку результатов к исходным экспериментальным данным и конструктивной 

конфигурации элемента. 

Использование алгоритма позволяет существенно сократить трудозатраты на подго-

товку данных для инженерного анализа. Автоматическое дополнение недостающих механи-

ческих параметров, проверка совместимости единиц измерения, выбор применимой расчётной 

ветви и запись результатов с провенансом повышают практическую применимость системы в 

условиях неполного или неоднородного набора экспериментальной информации. 

Научная новизна. Во-первых, предложена мультимодельная информационно-расчёт-

ная структура цифрового паспорта, пригодная для различных классов конструкционных мате-

риалов и расчётных задач. Предложенная архитектура объединяет универсальное атрибутив-

ное ядро паспорта с предметными профилями параметров, которые подключаются без изме-

нения базовой схемы данных. В существующих подходах к цифровому материаловедению, 

таких как Materials Project, AFLOW, NOMAD и других базах материаловедческих данных, рас-

чётные инструменты и хранилища данных, как правило, функционируют раздельно, что тре-

бует экспорта и импорта данных между системами. Предложенная архитектура устраняет этот 

разрыв за счёт использования единой реляционной модели для хранения как первичных экс-

периментальных, так и вычисленных производных характеристик. 

Во-вторых, разработана иерархическая связь между объектами базы данных и парамет-

рами математической модели расчёта (см. табл. 4), которая формализует соответствие между 

сущностями информационной системы и переменными уравнений механики деформируемого 

твёрдого тела. Такая формализация является необходимым условием для автоматизирован-

ного извлечения исходных данных из паспорта и однозначной интерпретации результатов рас-

чёта в контексте информационной системы. 
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В-третьих, расчётный модуль сформулирован как библиотека взаимосвязанных моде-

лей, результаты которых сохраняются в единой атрибутивной структуре с метаданными про-

венанса. За счёт этого экспериментальные, нормативные, расчётные и прогнозные значения 

могут сопоставляться в одной информационной системе и использоваться в дальнейших зада-

чах анализа данных и машинного обучения. 

Таким образом, совокупность предложенных решений – единая модель данных для хра-

нения разнородных материаловедческих характеристик, интегрированный расчётный модуль 

и формализованная связь параметров математической модели с объектами информационной 

системы – представляет самостоятельный научный вклад в область цифрового материалове-

дения и информационных систем управления данными о материалах. 

Заключение. В работе предложена модель цифрового паспорта конструкционных ма-

териалов, предназначенная для интеграции разнородных данных в информационных системах 

материаловедения и строительного проектирования. 

Разработанная модель основана на иерархической структуре объектов, включающей 

уровни материала, экземпляра, пробы, испытания и расчётного сценария, а также на атрибу-

тивной модели представления свойств. Такой подход обеспечивает унификацию представле-

ния данных о различных типах материалов и позволяет расширять структуру свойств без из-

менения базовой архитектуры информационной системы. Предложенная модель может быть 

использована при разработке цифровых платформ и информационно-аналитических систем 

цифрового материаловедения и обеспечивает основу для дальнейшего применения методов 

анализа данных и компьютерного моделирования свойств материалов. 
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The development of digital technologies and information systems creates a need to integrate heterogeneous ma-

terial science, technological, and computational data generated during experimental studies, research and development, 

design, and production. These data are formed in different sources and often have different structures, which complicates 
their joint use, comparison, and incorporation into computational models. 

This paper proposes a digital passport model for structural materials. The model is based on a hierarchical struc-

ture of objects – material, instance, sample, test, and computational scenario – and on an attribute-based representation 

of properties. Unlike existing materials-science databases, in which computational tools operate separately from data 

repositories, the proposed architecture provides direct integration of a computational module into the passport structure. 

The computational module is represented as a model library that includes Classical Laminate Theory (CLT), a defor-

mation-based model of reinforced concrete, residual-strength models for fiber-reinforced concrete, and rheological mod-

els based on the creep coefficient and compliance function. This makes it possible to calculate the effective elastic prop-

erties of multilayer composite materials and to store the results as full-fledged property indicators with provenance 

metadata. The developed approach ensures a unified representation of data on different types of materials, extensibility 

of the property structure without changing the database schema, and traceability of the origin of both experimental and 
calculated characteristic values. The proposed model can be used in the development of digital platforms and information-

analytical systems for digital materials science. 
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Исследована плоская статически определимая ферменная конструкция. Принято, что вся масса сооруже-

ния сконцентрирована в узловых точках, а перемещения узлов возможны только в вертикальном направлении. В 

зависимости от числа панелей система может быть как геометрически изменяемой, так и неизменяемой. Сфор-

мулирован критерий неизменяемости. Для неизменяемого варианта получены аналитические выражения, поз-

воляющие рассчитать прогиб фермы и первую частоту свободных колебаний при различном числе панелей. 

Сначала были найдены решения для конкретного числа панелей, а затем они были распространены на общие 

случаи с применением математической индукции. При вычислении прогиба фермы использовалась формула 

Максвелла – Мора, при вычислении частоты колебаний – упрощенная формула Донкерлея. Полученные по 

выведенной формуле значения сопоставлены с результатами численного решения, в котором собственная ча-

стота определялась через собственное число матрицы прогибов. Сравнение показало хорошее совпадение с ре-

зультатом численного решения. Выполнение всех вычислительных операций и аналитических преобразований 

происходило в программной среде «Maple». 

 

Ключевые слова: ферма, четыре опоры, прогиб, свободные колебания, первая собственная частота, 

упрощенная формула Донкерлея, формула Максвелла – Мора, индукция, критерий кинематической неизменяе-

мости, «Maple». 

 

Введение. При эксплуатации стержневых конструкций возможны воздействия динами-

ческого характера, вызывающие выход механической системы из равновесия и появление сво-

бодных (собственных) колебаний. Такие нагрузки обусловлены разными факторами: подзем-

ными толчками, интенсивными ветрами, движением транспорта, авариями и прочими явлени-

ями. Для оценки реакции сооружений на подобные воздействия необходимо знать динамиче-

ские параметры системы, среди которых важной является частота собственных колебаний [1]. 

На практике наиболее часто требуется определение первой (основной) частоты. Для ее при-

ближенного расчета используются разные подходы: метод Донкерлея, дающий оценку снизу 

[2–4], и метод Рэлея, позволяющий оценить частоту сверху [5–7]. Оба метода приводят к ана-

литическим выражениям, поскольку не предполагают составления характеристического урав-

нения, порядок которого определяется числом степеней свободы узлов фермы. Хотя метод 

Рэлея обеспечивает более высокую точность по сравнению с методом Донкерлея, получаемые 

решения оказываются довольно громоздкими. Кроме того, метод Рэлея неприменим, если 

нельзя вывести формулы для конечных сумм. В данной работе используется подход Донкер-

лея, который дает компактное аналитическое выражение, отличающееся хорошей точностью. 

Сначала этим методом находят решения для отдельных значений числа панелей, а затем с по-

мощью индукции [8–10] обобщают их на случай произвольного количества панелей. Для 

оценки погрешности предложенной аналитической формулы проводится сравнение с резуль-

татами точных численных расчетов [11–13]. 

Модель фермы. Рассматривается плоская стержневая система, которая является стати-

чески определимой. По типу закрепления конструкция является балочной (пролетной), по 
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форме поясов – прямоугольной (с параллельными поясами), по типу решетки – крестовой. Вся 

масса фермы считается сосредоточенной в узлах, причем каждый узел обладает массой m,  

а стержни условно принимаются невесомыми. Все стержни имеют одинаковую жесткость, 

равную EF. Предполагается, что перемещения узлов возможны только в вертикальном направ-

лении (горизонтальные смещения отсутствуют). Общий вид фермы представлен на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Схема фермы при 3=n  

 

Ферма будет неизменяемой, если количество панелей в половине пролета подчиняется 

формуле: 

 
6 1 ( 1)

,
4

+ − −
=

kk
n  (1) 

где k N . Из зависимости (1) следует, что допустимые значения n равны 2, 3, 5, 6, 8, 9... . При 

невыполнении (1) система становится изменяемой, и для такого случая расчет проводиться не 

будет ( 1, 4, 7, 10, 13...).=n  Пример неизменяемой конструкции показан на рис. 1, а изменяе-

мой – на рис. 2. 

На рис. 2 приведена картина виртуальных скоростей [14–16] для мгновенно изменяе-

мого варианта фермы, полученная из кинематического анализа; МЦС1 и МЦС2 – мгновенные 

центры скоростей. Аналогичную картину распределения возможных скоростей узлов можно 

получить и других чисел панелей из списка 1, 4, 7, 10, 13...n = . 

 

 
 

Рис. 2. Схема виртуальных скоростей при 1=n  
 

Между скоростями U и V справедливо соотношение: 

,
2

U V

c a
=  

где 2 2= +c a h . 

Количество степеней свободы фермы равно числу ее узлов: 4 7.= +K n  При построении 

схемы фермы в среде «Maple» опоры заменяются стержнями: три подвижные опоры модели-

руются вертикальными стержнями (на каждую опору один вертикальный стержень),  



Строительная механика и конструкции 
 

73 

а неподвижная опора рассматривается как два стержня: горизонтальный и вертикальный. В 

результате такой замены общее количество стержней становится равным 8 14,= +v n а число 

узлов равно 4 12= +u n . 

Расчет усилий в стержнях фермы. Вычисление вектора усилий в стержнях фермы 

выполняется с помощью формулы: 

1 ,S G R−=  

где R – вектор узловых нагрузок, G – квадратная матрица v×v, заполняемая направляющими 

косинусами стержней (каждый стержень рассматривается как вектор в пространстве). Направ-

ляющие косинусы находят по формуле: прcos( ) / ,l l =  в которой прl  – длина проекции стержня 

на координатную ось, а l – его длина. Поскольку проекции на оси x или y определяются как 

разность соответствующих координат концов стержня, предварительно требуется присвоить 

номера всем узлам и стержням (как показано на рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Пример нумерации узлов и стержней фермы при 3=n  
 

Затем в «Maple» задаются координаты узлов схемы: 

 

Принимается, что длина вертикальных стержней опор составляет h, а горизонтальных – a. 

Система уравнений, решаемая в «Maple», позволяет вычислить усилия в стержнях конструкции. 

Формула для расчета прогиба. Прогибом фермы является вертикальное смещение 

центрального узла нижнего пояса, которое находится по формуле Максвелла – Мора [17, 18]: 

( ) ( 2) ( ) ( 2)

1 1

1 1
,+ +

= =

 = = 
v v

P n P n

j j j j j j

j jj j

S S l S S l
E F EF
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где ( )P

jS  – усилие в j-м стержне, которое возникает из-за действия нагрузки P, равномерно рас-

пределенной по всем узлам конструкции; ( 2)+n

jS  – усилие в j-м стержне от единичной вертикаль-

ной силы, приложенной к узлу с номером 2+n  в середине пролета; 
jl  – длина j-го стержня. 

Поскольку жесткость EF принята одинаковой для всех элементов фермы, она вынесена за знак 

суммирования. 

Результаты вычисления прогиба в «Maple» для разных k выглядят следующим образом:  

3 3 3
1

2

136 28 82
,

4

= + +
 =k a c h

h EF
 

3 3 3
2

2

380 24 10
,

4

= + −
 =k a c h

h EF
 

3 3 3
3

2

2892 100 138
,

4

= + +
 =k a c h

h EF
 

3 3 3
4

2

4912 96 18
,

4

= + −
 =k a c h

h EF
 

3 3 3
5

2

16136 220 194
,

4

= + +
 =k a c h

h EF
 

3 3 3
6

2

23004 216 26
,

4

= + −
 =k a c h

h EF
 

3 3 3
7

2

53500 388 250
.

4

= + +
 =k a c h

h EF
 

На основе найденных выражений для конкретных значений k средствами «Maple» 

можно обобщить формулу прогиба для любого k: 

3 3 3

1 2 3

2
,

4

+ +
 =

C a C c C h

h EF
 

где коэффициенты C1, C2, C3 определяются через k следующим образом: 

( ) ( ) ( )( )4 3 2

1 15 2 15 7( 1) 3 8 7( 1) 1 ( 1) 13 3 ,k k kC k k k k= + − − + − − + − − +  

( ) ( )2

2 6 1 ( 1) 6 5 ,= + − −  +kC k k  

3 4(3 4( 1) ) 28( 1) 26.= − − − − +k kC k  

Формула первой частоты собственных колебаний. Для приближенного определения 

первой собственной частоты колебаний системы применяется формула Донкерлея в упрощен-

ном виде: 

2 max

1

,
2

K

D i

i

m K
m−

=


 =  =  

где i  – прогиб i-го узла под действием вертикальной единичной силы; max – наибольшее 

среди всех i  ( 1,..., ).=i K  В рассматриваемой ферме наибольший прогиб возникает в цен-

тральном узле нижнего пояса, имеющем номер 2+n . Величина max  определяется с исполь-

зованием формулы Максвелла – Мора: 
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( ) ( )
2 2

( 2) ( 2)

max

1 1

1 1
.+ +

= =

 = = 
v v

n n

j j j j

j jj j

S l S l
E F EF

 

Вычисления в системе «Maple» для разных значений параметра k дают следующие вы-

ражения для максимального прогиба: 

3 3 3
1

max 2

32 12 18
,

4

= + +
 =k a c h

h EF
 

3 3 3
2

max 2

36 12 2
,

4

= + +
 =k a c h

h EF
 

3 3 3
3

max 2

260 24 18
,

4

= + +
 =k a c h

h EF
 

3 3 3
4

max 2

264 24 2
,

4

= + +
 =k a c h

h EF
 

3 3 3
5

max 2

872 36 18
,

4

= + +
 =k a c h

h EF
 

3 3 3
6

max 2

876 36 2
,

4

= + +
 =k a c h

h EF
 

3 3 3
7

max 2

2060 48 18
,

4

= + +
 =k a c h

h EF
 

где 2 2= +c a h . 

Полученная в «Maple» общая формула для любого коэффициента k: 

3 3 3

1 2 3
max 2

,
4

+ +
 =

C a C c C h

h EF
 

где коэффициенты C1, C2, C3 равны: 

( ) ( )3 2

1 4 6 1 ( 1) 8 6( 1) 1 ( 1) ,= + − − + − − + − −k k kC k k k
 

2 6 3 3( 1) ,= + − − kC k  

3 10 8( 1) .= − − kC  

Таким образом, искомая первая частота собственных колебаний определяется формулой: 

( )3 3 3

1 2 3

2
2 . =

+ +
D

EF
h

mK C a C c C h
 

Погрешность формулы первой частоты собственных колебаний. Для оценки точ-

ности выведенной формулы следует выполнить сравнение с результатами численного реше-

ния, при котором учитываются все степени свободы узлов системы. Действующая нагрузка 

распределяется равномерно по всем узлам фермы, которая рассматривается как совокупность 

сосредоточенных масс с числом степеней свободы, равным K. Первая собственная частота при 

численном подходе вычисляется по формуле: 
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1
,N

m
 =


 

где   – собственное число матрицы прогибов, для расчета которых применяется формула 

Максвелла – Мора. Для нахождения собственных чисел применяется встроенная функция  

Eigenvalues пакета «Maple». 

Относительная погрешность аналитического решения определяется как: 

.
D N

N

 −
 =


 

В расчетах использованы следующие числовые данные: панель фермы имеет длину 

3a =  м, стержни изготовлены из материала с модулем упругости 
52,1 10E =   МПа, площадь по-

перечного сечения каждого стержня 16F =  см2, в каждом узле сосредоточена масса 100m =  кг. 

На рис. 4 представлены зависимости первой собственной частоты от коэффициента k. 

Сплошной линией показан результат аналитического расчета ( )D , штриховой – численного 

( )N . Рассмотрены два варианта высоты конструкции: 2h = м (фиолетовый цвет) и 4h = м 

(голубой цвет). 

 

 
Рис. 4. Сопоставление аналитического и численного решений 

 

График изменения   в зависимости от коэффициента k представлен на рис. 5. 
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Рис. 5. Погрешность аналитического решения 

 

Заключение. В работе представлена новая схема плоской статически определимой 

фермы. Особенность этой схемы – ограничение на число панелей, необходимое для кинема-

тической неизменяемости конструкции. Найдена соответствующая формула для числа пане-

лей. Получено аналитическое выражение для расчета первой собственной частоты колебаний. 

Сравнение аналитического и численного решений говорит о хорошем совпадении результатов 

решений. Погрешность предложенной формулы уменьшается по мере увеличения числа пане-

лей. Описанная методика получения расчетной формулы основной частоты может быть рас-

пространена на другие плоские статически определимые фермы.  
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A planar statically determinate truss structure is investigated. It is assumed that the entire mass of the structure 
is concentrated at the nodes, and the displacements of the nodes are possible only in the vertical direction. Depending on 

the number of panels, the system can be either geometrically variable or invariable. A criterion is formulated for the latter 
case. For the invariable case, analytical expressions are obtained to calculate the deflection of the truss and the first 

frequency of natural oscillations for various numbers of panels. First, solutions for a specific number of panels were 
found, and then they were extended to general cases using mathematical induction. The Maxwell – Mohr formula was 

used to calculate the deflection of the truss, and the simplified Dunkerley formula was used to calculate the frequency of 
oscillations. The values obtained from the derived formula are compared with the results of a numerical solution, in which 

the natural frequency was determined through the eigenvalue of the deflection matrix calculated by the Maxwell – Mohr 
formula. The comparison shows good agreement with the numerical solution. All computational operations and analytical 

transformations were performed in the «Maple» software environment. 
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Постановка задачи. Рассматривается формирование перечня технологических операций для регулиро-

вания внутренних усилий в двухбалочных сталежелезобетонных пролетных строениях с целью разгружения об-

жатого верхнего пояса главных балок для повышения устойчивости конструкции в целом при реконструкции по 

половине проезжей части. 

Результаты. Обозначена предыстория нагружения сталежелезобетонного пролетного строения в каче-

стве начальной точки отсчета для перечня технологических операций по регулированию внутренних усилий. 

Определено пять этапов выдомкрачивания для плавного выключения из совместной работы верхнего пояса в 

двутавровом сечении и железобетонной плиты с целью повышения устойчивости изгибно-крутильной формы 

сплошностенчатыми главными балками, а также создания усилий предварительного напряжения в главных бал-

ках для более полного исчерпания ресурса грузоподъемности существующих металлоконструкций пролетного 

строения. 

Выводы. Полученные результаты теоретического эксперимента, реализованного путем аналитического 

и численного моделирования, показывают высокую сходимость, что дает возможность судить об их достоверно-

сти. Представленная методика может найти отражение в реализации практической составляющей технологиче-

ского обеспечения процесса реконструкции сталежелезобетонного пролетного строения. 

 

Ключевые слова: сталежелезобетонное пролетное строение, напряженно-деформированное состояние 

мостовых конструкций, выдомкрачивание, регулирование внутренних усилий, предварительное напряжение, 

временная опора. 

 

Введение. Динамичная модернизация транспортной инфраструктуры привела к актив-

ному развитию парка сталежелезобетонных мостовых переходов на территории Дальнего Во-

стока в начале 70-х годов прошлого столетия [1]. Спустя четыре – пять десятилетий активной 

эксплуатации наблюдаются значительные дефекты в железобетонной плите, которые явля-

ются определяющими в общем эксплуатационном состоянии сооружения [2, 3]. Анализ тех-

нико-экономических показателей проектов капитального ремонта или реконструкции на ста-

лежелезобетонных мостах [4, 5] показал, что затраты на специальные вспомогательные 

устройства в виде временного объезда, включающего временный мост, а иногда и технологи-

ческую эстакаду для размещения строительной техники в случае исключения применения вре-

менных опор, могут занимать долю до 1/4 от общей стоимости проекта.  

 
7© Шевченко Н. С., Каменчуков А. В., 2026 
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Цель исследования: разработка эффективной технологии производства работ по за-

мене существующей железобетонной плиты проезда на двухбалочных сталежелезобетонных 

мостах по половине проезжей части на металлический ортотропный настил при одновремен-

ном пропуске транзитного транспорта по одной половине и размещении строительной тех-

ники на другой, что позволит исключить устройство временных объездных мостов и техно-

логических эстакад. 

Задачи, которые решаются в рамках данного исследования: 

– анализ начального напряженно-деформированного состояния (НДС) сталежеле-

зобетонных пролетных строений, которые эксплуатируются на территории Дальнего Во-

стока, для определения обоснованной точки начального отсчета при проработке этапов вы-

домкрачивания; 

– разработка технологических приемов по разгрузке сжатого верхнего пояса в дву-

тавровом сталежелезобетонном сечении для повышения устойчивости изгибно-крутильной 

формы сплошностенчатых балок при специфическом нагружении; 

– выявление возможности изыскания дополнительных ресурсов грузоподъемности 

металлических главных балок в результате перераспределения усилий в поперечном сечении 

пролетного строения. 

Известно, что возведение балочных сталежелезобетонных пролетных строений сопро-

вождается возможностью последовательного вовлечения их элементов в совместную работу 

при возведении пролёта путем перераспределения усилий между стальной и железобетонной 

частями. Данный вопрос является решением прямой задачи с целью возведения конструкции, 

основные аспекты широко освещены в работах Н. Н. Стрелецкого [6], И. Ю. Белуцкого [7], 

А. В. Перельмутера [8], а также В. В. Бирюлева [9]. Однако в настоящее время недостаточно 

освещены положения, которые бы решали обратную задачу – по разгрузке сжатого верхнего 

пояса в двутавровом сечении эксплуатируемого сталежелезобетонного пролетного строения 

для проведения работ по реконструкции. Именно этот вопрос становится главенствующим 

при реализации технологии строительно-монтажных работ по половине проезжей части при 

одновременном пропуске транзитного движения, так как реализация процесса выдомкрачи-

вания конструкций создает предпосылки для выполнения условий прочности и устойчиво-

сти изгибно-крутильной формы сплошностенчатых балок при специфическом нагружении. 

Таким образом, формирование технологических операций регулирования внутренних уси-

лий в сталежелезобетонном сечении для разгружения обжатого верхнего пояса главных ба-

лок и плавного преобразования системы «сталежелезобетон» в «сталь + бетон» необходимо 

для обеспечения эффективности и безопасности при реконструкции пролетного строения по 

половине проезжей части [10]. 

В проработке данного вопроса принимаются замечания И. Ю. Белуцкого [4, 5, 11]  

о необходимости сопровождения рассматриваемых работ подведением под реконструируемые 

пролетные строения двух временных опор. С целью модернизации конструктивно-технологи-

ческого обеспечения рассматриваемой технологии предлагается применение одной временной 

опоры по центру пролетного строения. 

В качестве объекта исследования принято двухбалочное сталежелезобетонное пролет-

ное строение с расчетным пролетом 42,5 м в соответствии с типовым проектом № 43282КМ,  

с габаритом проезжей части 8,0 метров. Ввиду того, что данные конструкции наиболее часто 

представлены на искусственных сооружениях такого типа в Дальневосточном регионе [1]. 

Предыстория нагружения пролетного строения необходима для определения 

начальной точки отсчета перечня технологических операций по регулированию внутренних 

усилий в сталежелезобетонном сечении с целью обеспечения механической безопасности ме-

таллоконструкций на этапе демонтажа существующей плиты проезда. Для анализа конечного 

НДС моделируются две расчетные схемы пролетного строения в соответствии с процессом 

возведения [8, 12, 13]. Так, первая схема выполняется при возведении строго по типовому 
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проекту 43282КМ, вторая – при регулировании внутренних усилий при помощи выдомкра-

чивания с одной временной опоры посередине расчетного пролета. При второй технологи-

ческой последовательности строительных работ предполагается разгрузка верхнего пояса и, 

как следствие, полноценное включение сталежелезобетонного сечения в его «классическую» 

работу [6], когда бетон плиты проезда воспринимает основные сжимающие усилия. Общая 

последовательность работ, моделируемых для двух расчетных случаев в программном ком-

плексе «Midas Civil», представлена на рис. 1. 
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Рис. 1. Блок-схема моделирования строительно-монтажных работ 

 

Результаты численного моделирования технологии возведения с применением времен-

ной опоры полностью согласуются с теоретическими постулатами регулирования усилий [6]. 

Таким образом, при сравнительном анализе двух способов возведения сталежелезобетонного 

пролетного строения с геометрическими характеристиками металлоконструкций и железобе-

тонных плит по типовому проекту № 43282КМ выявляется значительный перегруз металли-

ческой части сечения при первом варианте конструирования ввиду накопления внутренних 

напряжений металлом главных балок и, как следствие, неполного включения железобетонной 

части пролета в работу сталежелезобетонного сечения. Итоговые схемы работы конструкций 

представлены на рис. 2. 
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(А) (Б) 

 
 

 

Рис. 2. Стадии работы разрезного сталежелезобетонного пролетного строения  

при моделировании стадий возведения: 

(А) схема возведения по типовому проекту; (Б) схема с использованием временной опоры; 

q0 – масса металлоконструкций; q1 – масса железобетонной плиты проезжей части;  

q2 – масса элементов мостового полотна, дорожной одежды, ограждений 

 

Для определения достоверности полученных результатов численного моделирования 

были произведены поверочные расчеты аналитическим методом. Контрольные вертикальные 

перемещения с учётом симметрии нагрузки и компоновочных решений пролётного строения 

определены при действии от постоянной составляющей распределённой нагрузки из формулы 

Мора – Максвелла: 

 i

i

Li 4

i 1st /b i L 1

f
1 1

2 MdL
E j

=

= −

=   .  

Таким образом, особенностью внутреннего предварительного напряжения с перераспре-

делением силовых факторов является предварительный выгиб металлоконструкций и снятие 

сжимающих усилий в верхнем поясе после объединения железобетона и стали. Тогда при мон-

таже плит по типовому проекту центральная часть металлоконструкций пролета перегружена, 

о чем свидетельствует средняя разница полученных нормальных сжимающих напряжений в 
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верхнем поясе. Данный факт выявлен при моделировании двух вариантов возведения кон-

струкции. При сравнении вариантов строительства в 141,45 МПа для конечно-элементной мо-

дели пролетного строения и 154,43 МПа при аналитическом методе возникают большие вер-

тикальные упругие прогибы. Данное явление перегруза создает предпосылку к восстановле-

нию потребительских способностей путем исчерпания металлоконструкциями ресурса грузо-

подъемности за счет более рационального использования возможностей существующих кон-

струкций путем трансформации из сталежелезобетонного сечения в цельнометаллическое. Ре-

зультаты численного и аналитического моделирования представлены в табл. 1. 

 
Таблица 1 

Результаты численного и аналитического моделирования стадий работы  

сталежелезобетонного пролетного строения при различных технологиях возведения 

 

Результаты численного моделирования 

Технология возведения  

пролетного строения 
M, кН·m 

DZ, мм 

(середина пролета) 

σx, МПа 

(верхний пояс) 

σx, МПа 

(нижний пояс) 

По типовому проекту 432825КМ. 

Расчетная схема № 1 
12 199,15 -145,21 -179,08 174,41 

То же с временной опорой. 

Расчетная схема № 2 
13 303,61 -75,55 -37,63 145,40 

Результаты аналитического моделирования 

По типовому проекту 432825КМ. 

Расчетная схема № 1 
12 239,19 -160,00 -190,16 161,51 

То же с временной опорой. 

Расчетная схема № 2 
12 239,19 -81,00 -35,73 133,83 

 

Следовательно, первоначальным этапом перед стадией демонтажа железобетонных 

плит проезжей части является разгрузка сжатого верхнего пояса путем выдомкрачивания про-

летного строения по центру пролета, исходной точкой которого будут являться параметры 

эксплуатируемых пролетных строений по типовому проекту, смоделированные ранее. Вы-

домкрачивание служит для исключения влияния факторов внутреннего напряжения при даль-

нейшем моделировании поведения конструкции на различных этапах рассматриваемой техно-

логии, а также создания резерва механической надежности пролетного строения с целью 

предотвращения потери устойчивости изгибно-крутильной формы сплошностенчатыми бал-

ками (временная опора, таким образом, будет играть роль следящей системы в общей работо-

способности конструкции на время проведения работ) [10, 11]. 

Характеристика технологических операций в обратной задаче перераспределения 

усилий при помощи временной опоры. Рассматривается на примере конструкций по типо-

вому проекту 43282КМ и подразделяется на пять этапов. Предлагаемая последовательность 

работ по разгрузке сжатого верхнего пояса решает обратную задачу моделирования работы 

сталежелезобетонного пролетного строения, что создает резерв устойчивости металлокон-

струкций при проведении дальнейших операций по смене плиты проезда и условия для более 

полного исчерпания ресурса грузоподъемности пролетного строения за счет создания внут-

ренних усилий предварительного напряжения в главных балках. Общая последовательность 

работ представлена на рис. 3. 

Необходимо отметить, что часто чрезмерный объем дорожной одежды на участке мо-

стового полотна, скопившийся за годы эксплуатации сооружения, потенциально сопутствует 

потере строительного подъема. В свою очередь, это влечет за собой необходимость дополни-

тельного учета резерва высоты выдомкрачивания и грузоподъемности толкающих устройств 

на значения постоянной нагрузки, превышающие указанные в типовом проекте. В каждом ин-

дивидуальном случае эксплуатируемого пролетного строения следует рассчитывать значение 

второй стадии на основании его инструментального обследования. Однако чрезмерное 
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увеличение постоянной нагрузки не является первостепенным фактором в утрате металлокон-

струкциями заложенного в них конструктивного прогиба на стадии возведения. При рассмот-

рении в отдельности каждого сооружения имеют место и другие немаловажные факторы (к 

примеру, возможные отступления от изначальных конструктивных размеров на стадии сборки 

металлоконструкций). Однако и игнорировать данный аспект при реализации технологии вы-

домкрачивания невозможно. Так, при выдомкрачивании эксплуатируемого пролетного строе-

ния на первом этапе необходимо учитывать существующую постоянную нагрузку, актуализи-

рованую в соответствии с реальными геометрическими параметрами конструктивов (в част-

ности, мостового полотна), которые зачастую отличны от типового проекта. 

 

Установка временной опоры посередине пролетного строения

(Преобразование расчетной схемы в двухпролетную балку)

Этап   

Компенсация усилий стадии   

(Демонтаж мостового полотна, монтаж вспомогательного обустройства)

Демонтаж существующих железобетонных плит проезжей части

Этап   

Частичная (1/3) компенсация усилий стадии   

(Начальная разгрузка металлоконструкций)

Этап   

Частичная (2/3) компенсация усилий стадии   

(Компенсация усилий от от железобетонных плит проезжей части)

Этап   

Частичная (3/3) компенсация усилий стадии   

(Уравнивание нагрузок от массы металлоконструкций пролета)

Этап   

Задание предварительного напряжения металлоконструкций

(Создание растягивающих усилий в верхнем поясе)

Работа пролетного 

строения 

характеризуется 

сталежелезобе-

тонным сечением

Работа пролетного 

строения 

характеризуется 

металлическим 

сечением

 
 

Рис. 3. Линейная блок-схема алгоритма выдомкрачивания пролетного строения 

 

Технологические операции по выдомкрачиванию пролетного строения и усилия в кон-

струкциях от технологических операций были получены при помощи метода конечных эле-

ментов путем реализации модели в программном комплексе «Midas Civil» на примере стале-

железобетонного пролетного строения по типовому проекту 43282КМ. 

Подъем пролетного строения производится одновременно с шести точек. Четыре точки 

расположены на постоянных опорах, две – в центре пролета, в створе вспомогательной точки 

опирания. Для предотвращения концентрации чрезмерных опорных реакций на временной 

опоре и, как следствие, упрощения конструкции и уменьшения металлоемкости. Схема при-

ложения усилий в расчетной конечно-элементной модели обозначена на рис. 4.  
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Рис. 4. Схема приложения усилий в объемной пространственной модели ПК «Midas Civil» 

(железобетонная плита условно не показана) 

 

На время производства работ по поднятию пролета, выверке высотного положения кон-

струкций временной опоры и опусканию на шесть точек опирания металлоконструкций вре-

менно прекращается движение транзитного транспорта. Перед производством работ по вы-

домкрачиванию происходит трансформация расчетной схемы из однопролетной балки в двух-

пролетную неразрезную систему (рис. 5А). 

 
(А) (Б) 

 

 

 

RОП – опорная реакция на постоянной опоре;  

RВоп – опорная реакция на временной опоре; 

FОП – толкающее усилие на постоянной опоре;  

FВоп – толкающее усилие на временной опоре 
 

Рис. 5. Схемы работы конструкций на первом этапе выдомкрачивания: 
(А) изменение расчетной схемы; (Б) выдомкрачивание пролетного строения на первом этапе 
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Первый этап направлен на компенсацию действия в виде постоянных нагрузок обу-

стройства мостового полотна стадии работы № 2 (от веса дорожной одежды, барьерных и 

перильных ограждений). Предусматривается выдомкрачивание пролётного строения с вре-

менной опоры на величину второй стадии возведения с отсчётом от исходного НДС кон-

струкции (рис. 5Б).  

Завершается первый этап работами по демонтажу обустройства мостового полотна, до-

рожной одежды и установке временных ограждений проезжей части, а также вспомогатель-

ных подмостей для рабочих. Движение транзитного транспорта при этом приостанавливается 

только на время подъема пролета до момента его фиксации на шести точках (четырех на по-

стоянных опорах и двух на временной). При производстве работ по демонтажу элементов мо-

стового полотна движение осуществляется в непрерывном режиме по одной полосе в ревер-

сивном порядке. 

После удаления постоянной нагрузки, характеризующей вторую стадию работы про-

летного строения, перераспределение усилий в расчетной схеме ввиду разгрузки конструкций 

путем демонтажа обустройств характеризует нивелирование усилий выдомкрачивания пер-

вого этапа, закладывая в сталежелезобетонное сечение отрицательный изгибающий момент, 

создающий предпосылки для дальнейшей разгрузки пролета, и возможности более точного 

контроля поведения конструкций. 

На данном этапе учитываются доводы И. Ю. Белуцкого, что в расчётах по определению 

опорной реакции использованы моменты инерции сечений балки, бетонная часть которой 

наделена значением начального модуля упругости Eb с учётом предположения о том, что в 

течение короткого времени выдомкрачивание будет сопровождаться преимущественно мгно-

венными деформациями без развития деформаций упругого последствия в железобетонной 

плите [11]. Распределение внутренних усилий от постоянных нагрузок по завершении первого 

этапа отражено на рис. 6А.  

Второй этап выдомкрачивания (рис. 6Б) знаменует начало бифуркации системы стале-

железобетонного пролетного строения на составные части и заключается в высвобождении 

сжатого верхнего пояса и придании ему положительного изгибающего момента для создания 

запаса устойчивости при проведении дальнейших работ по переустройству плиты проезжей 

части. Данный этап нацелен на обеспечение восприятия металлоконструкциями 50 % верти-

кального усилия от железобетонных плит.  

При этом следует отметить, что второй и третий этапы направлены на компенсацию 

нагрузки непосредственно от железобетонных плит проезда и разделяются только для обеспе-

чения безопасности производства работ постепенным и плавным выключением железобетон-

ной плиты из совместной работы ввиду движения транзитного транспорта.  

Третий этап характеризуется полной компенсацией постоянных нагрузок от железобе-

тонных плит проезда. Данный этап предполагает полное исключение из совместной работы в 

сталежелезобетонном сечении металла главных балок и бетона плиты проезда, т. е. возникно-

вение участков пластической деформации бетона в участке объединения стальной части и же-

лезобетона плиты проезда и, как следствие, возникновение пластических шарниров в расчет-

ной схеме неразрезной балки. Соответственно происходит перераспределение моментов и 

опорных реакций из системы сталежелезобетонного сечения в раздельную работу стальной 

балки и железобетонной плиты. 

При определении деформационных характеристик и перераспределении силовых 

факторов учитываются положения, выведенные В. Г. Ереминым и А. В. Козловым в части 

учета зависимости смещения железобетонной плиты по стальной балке от сдвиговой жест-

кости стыка [14, 15]. Схема работы пролетного строения при реализации третьего этапа 

представлена на рис. 7. 

Четвертый этап (рис. 8А) предполагает полную разгрузку пролетного строения от по-

стоянных нагрузок и абсолютную компенсацию вертикальных деформаций, перевод расчет- 
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ной схемы в «нулевое положение». Подразумеваем, что далее при расчете железобетон не 

участвует в совместной работе со стальным сечением, плиты свободно опираются на верхний 

пояс главных балок.  

 
(А) (Б) 

  
 

Рис. 6. Схемы работы конструкций на втором этапе выдомкрачивания: 

(А) перераспределение усилий от постоянных нагрузок на пролетном строении; 

(Б) выдомкрачивание пролетного строения при проведении второго этапа; 

q3 – масса вспомогательных обустройств, временных ограждений 

 

НДС пролетного строения данного этапа принимается в качестве контроля, заложен-

ного в предпосылки оценки устойчивости конструкций стальной части, в предположении того, 

что ключевым фактором в обеспечении механической надежности сооружения будет являться 

обеспечение условия изгибно-крутильной устойчивости сплошностенчатыми балками, не 

подкрепленными поперечными ребрами жесткости [10, 16, 17]. 

Пятый, финальный, этап выдомкрачивания (рис. 8Б) заключается в придании сжа-

тому верхнему поясу при рядовой эксплуатации сооружения положительного изгибающего 

момента. 

Предполагаемое конечное НДС системы пролетного строения может быть использо-

вано в дальнейшем после монтажа блоков ортотропной плиты для повышения грузоподъем-

ности вследствие перераспределения нормальных и касательных напряжений в металлокон-

струкциях [18, 19], в случае когда будет затянут последний высокопрочный болт на стыке 

нижнего пояса ортотропной плиты с верхним поясом главных балок, с последующим демон-

тажем временной опоры. 
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Стоит отметить, что полноценное преднапряжение существующих металлоконструк- 

ций для более полного исчерпания ресурсов грузоподъемности довольно затруднительно в 

условиях непрерывного движения транзитного транспорта ввиду большой трудоемкости ра-

бот по фиксации концов пролетного строения к постоянным опорам в случае выдавливания 

по центру. Помимо этого, становится особо острым вопрос устойчивости стенки балки в 

участке воздействия домкратных установок. Таким образом, создание внутренних усилий 

преднапряжения ограничивается упругостью стального сечения пролета, заканчиваясь на мо-

менте, когда опорные реакции на постоянных опорах стремятся к нулю.  

 
(А) (Б) 

  
 

Рис. 7. Схемы работы конструкций  

на третьем этапе выдомкрачивания 

 

В результате пятый этап создает предварительные усилия в стальном сечении пролета, 

равные 61,97 % от максимально возможных. После присоединения ортотропной плиты и сня-

тия усилий предварительного напряжения стенка за счет обратных упругих деформаций об-

жимает сечение тавра, соответствующее верхнему поясу главной балки, создавая предпо-

сылки к более полному исчерпанию ресурса грузоподъемности металлоконструкций. Резуль-

таты этапов выдомкрачивания представлены в табл. 2.  

Таким образом, перечень технологических операций по регулированию внутренних 

усилий в сталежелезобетонном сечении с помощью временной опоры, расположенной по цен-

тру расчетного пролета, создает предпосылки для резерва устойчивости металлоконструкций 

при проведении дальнейших операций по смене плиты проезда и условия для более полного 

исчерпания ресурса грузоподъемности пролетного строения за счет создания внутренних уси-

лий предварительного напряжения в главных балках. 
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Рис. 8. Схемы работы конструкций на завершающих этапах выдомкрачивания: 

(А) параметры четвертого этапа; (Б) параметры пятого этапа 

 

Таблица 2 

Усилия в главной балке в процессе выдомкрачивания 
 

Номер 

этапа 

Прогиб  

центра  

пролета, 

м 

Высота  

выдомкрачи-

вания, м 

Нормальные напряжения в главной балке, МПа 

Первый пролёт 

(L1/2 = 21,25 м) 
Центр пролета 

Второй пролет 

(L1/2 = 21,25 м) 

Верхний 

пояс 

Нижний 

пояс 

Верхний 

пояс 

Нижний 

пояс 

Верхний 

пояс 

Нижний 

пояс 

 -0,145  -22,4 12,7 -37,4 145,1 -22,4 12,7 

I  +0,039 -16,8 66,0 -13,7 54,3 -16,8 66,0 

 -0,106  – – – – – – 

II  +0,039 -33,3 18,4 33,2 -111,2 -33,3 18,4 

 -0,067        

III 

 +0,027 21,9 -14,1 22,5 -81,4 21,9 -14,1 

-0,040        

 +0,012 -52,1 46,6 -22,3 87,4 -52,1 46,6 

 -0,028        

VI  +0,028 -28,8 23,5 52,6 -35,5 -28,8 23,5 

 0,000        

V  +0,054 16,1 -32,1 182,8 -119,7 16,1 -32,1 

 +0,054        

 

Выводы и заключение. При формировании главенствующих аспектов, сопутствую-

щих обеспечению механической безопасности сталежелезобетонных конструкции, для реали-

зации технологии смены плиты проезда по половине проезжей части важным является оценка 
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распределения внутренних усилий между обжатой металлической и железобетонной частями 

сечения. Рассмотренная последовательность работ позволит постепенно выключить из общей 

работы железобетонную плиту, плавно разделяя структуру сечения на отдельные несущие 

конструкции, что будет создавать резерв механической надежности пролетного строения с 

целью предотвращения потери устойчивости изгибно-крутильной формы сплошностенча-

тыми балками [16], значительно снижая вероятность выпучивания краевых зон полки, не 

подкрепленной ребром жёсткости. Соответственно временная опора будет играть роль сле-

дящей системы в общей работоспособности конструкции на время проведения работ [11]. 

Данный набор операций служит для исключения влияния факторов внутреннего напряжения 

при дальнейшем моделировании поведения конструкции на различных этапах рассматрива-

емой технологии замены существующей железобетонной плиты проезда по половине проез-

жей части без устройства временной объездной дороги, а также позволит за счет создания 

внутренних усилий предварительного напряжения в главных балках создать предпосылки 

для более полного исчерпания ресурса грузоподъемности существующих металлоконструк-

ций пролетного строения. 

Произведенный анализ работы конструкции пролетного строения по типовому проекту 

№ 43282КМ на этапах выдомкрачивания формирует условия для детального изучения следу-

ющих аспектов разрабатываемой технологии: 

– оценки устойчивости изгибно-крутильной формы главными балками при сжатом со-

стоянии верхнего пояса в реализации промежуточных этапов выдомкрачивания, когда пояс не 

до конца разгружен, и организации движения транзитного транспорта по смежной полосе; 

– детальной оценки сложнонапряженного состояния главных балок и работы металло-

конструкций в целом из-за изменения одного пролетного строения большой протяженности в 

двухбалочную неразрезную сталежелезобетонную систему при специфических условиях 

нагружения [10]. 
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Problem statement. Formation of a list of technological operations for regulating internal forces in double-

girder steel-reinforced concrete span structures for unloading the compressed upper chord of the main beams in order to 
increase the stability of the structure as a whole during the reconstruction of a span along half of the roadway. 

Results. The loading history of the steel-reinforced concrete superstructure is outlined as the starting point for a 

list of technological operations to regulate internal forces. Five stages of jack up are defined for smoothly disengaging 

the upper chord in the I-section and the reinforced concrete slab from combined section, increasing the flexural-torsional 

stability of the solid-wall main beams. And also allows creates internal prestressing forces in the main beams to more 

fully exhaust the load-bearing capacity of the existing superstructure steel structures. 

Conclusions. The obtained results of the theoretical experiment, implemented through analytical and numerical 

modeling, show high convergence of the results, which makes it possible to judge the reliability of the results obtained. 

The presented methodology can be reflected in the implementation of the practical component of the technological support 

for the reconstruction of a steel-reinforced concrete superstructure. 
 

Keywords: steel-reinforced concrete superstructure, stress-strain state of bridge structures, jacking, regulation 

of internal forces, prestressing, temporary support.  
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Проведены натурные измерения уровня колебаний конструкций учебного корпуса от воздействия транс-

портного потока. Приведена программа выполнения измерений и методика инструментальной оценки вибрации 

вблизи проезжей части, у стен учебного корпуса и в характерных точках внутри него. Описана приборная база 

натурных измерений и техника установки приборов. Выполнена обработка полученных результатов с целью их 
анализа и дальнейшего их применения для решения поставленной задачи численными методами. Представлены 

некоторые результаты и выявлена регулярная составляющая транспортной вибрации. Рассмотрены методы 

оценки влияния вибрации на конструктивные элементы сооружений и организм человека. Определены некото-

рые закономерности и особенности распространения вибрации от транспортного потока через грунтовое основа-

ние к сооружению и его конструктивным элементам. Выявлено превышение уровня вибрации, допускаемого са-

нитарными нормами. 

 

Ключевые слова: транспортный поток, динамическое воздействие, грунтовое основание, сейсмическая 

волна, виброметрические измерения, акселерограммы вибрационных волн. 

 

Введение. Вибрация способна негативно влиять как на состояние строительных кон-

струкций, так и на человеческий организм. Периодическое воздействие вибрации на обще-

ственные и жилые здания может как снижать несущую способность его конструктивных эле-

ментов, так и ухудшать физическое состояние пребывающих в здании людей. Существующие 

в настоящее время нормы регламентируют максимально допустимые уровни вибрации для 

разных типов конструкции, однако предлагают разные подходы оценки влияния вибрации на 

несущие элементы и на организм человека. Это связано с тем, что здание, его элементы, а 

также человеческий организм имеют разные собственные частоты. И если собственные ча-

стоты здания и его несущих элементов определяются их формой и размером, то собственная 

частота человеческого организма и жизненно важных органов хорошо известна. 

Здания центральных улиц крупных городов подвержены постоянному вибрационному 

воздействию со стороны стремительно развивающейся транспортной инфраструктуры.  

 
8© Гриднев С. Ю., Сафронов В. С., Дятлов В. В., Вакулин А. В., 2026 
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В условиях ежегодного роста уровня автомобильной вибрации, здания, возведенные задолго 

до активного развития автомобильных сетей и появления массивных транспортных средств 

для перевозок тяжелых грузов, испытывают все более интенсивное динамическое воздействие 

со стороны плотного транспортного потока. Некоторые объекты, которые приобрели культур-

ное значение и находятся в непосредственной близости от автомобильных магистралей, по-

просту не были рассчитаны на такие транспортные вибрации. Оценка влияния динамических 

автомобильных нагрузок на конструкции зданий требует комплексного подхода, включаю-

щего в себя как натурные экспериментальные исследования для решения поставленной задачи 

в рамках конкретного объекта, так и численные теоретические расчеты для выявления общих 

закономерностей передачи вибрации через дорожное полотно и грунтовое основание на фун-

дамент сооружения с последующими расчетами отдельно взятых элементов конструкции. По-

мимо этого, вибрация отдельных элементов сооружения, например перекрытий, может оказы-

вать негативное влияние на общее состояние здоровья пребывающих в помещении людей. Са-

нитарные нормы жестко регламентируют предельно допустимые уровни вибрации в помеще-

ниях зданий и требуют отдельной оценки влияния существующих динамических нагрузок на 

психофизическое состояние организма человека. Основные тезисы о влиянии транспортных 

потоков на элементы сооружений отражены в [1]. 

В рамках общего исследования по оценке влияния транспортных потоков на напря-

женно-деформированное состояние зданий рамно-связевых систем на этом этапе решалась за-

дача по оценке влияния вызываемых движением автомобилей вибраций на конструкции зда-

ний, расположенных в непосредственной близости к проезжей части. Постановка задачи, а 

также обзор литературы по теме исследования подробно изложены в работе [4].  

Выполняемые исследования направлены на построение методики натурных измерений 

и выявление закономерностей распространения динамических нагрузок в системе «транспорт-

ный поток – грунтовое основание – строительная конструкция». 

Экспериментальное исследование передачи вибраций от проезжающих автомобилей на 

конструкции зданий можно разделить на три этапа: 

1. Регистрация уровня динамического воздействия с целью определения его харак-

тера и особенности распространения в грунте; 

2. Измерение характера и особенности передачи вибрации на фундамент и конструк-

ции сооружения; 

3. Измерение и оценка распространения вибраций в элемент конструкции. 

Каждый из этих этапов требует отдельного рассмотрения. Полученные в ходе выпол-

няемых измерений данные использованы для верификации численного метода исследования 

поставленной задачи, а также для оценки особенностей уровней динамического воздействия. 

Так, например, в работах [2, 3] рассматриваются вопросы, связанные с численными исследо-

ваниями распространения динамической нагрузки в грунтовом основании. Обзор литературы 

по данной тематике, а также подробное описание каждого этапа исследования представлены 

в работе [4]. Выполняемые исследования описывают методику проведения виброметрических 

измерений на примере конкретного строительного объекта.  

Объект исследования. В качестве объекта исследования выступает корпус № 2 Воро-

нежского государственного технического университета (ВГТУ), расположенный по адресу:  

г. Воронеж, ул. 20-летия Октября, 84. Северное крыло корпуса расположено на пересечении 

ул. 20-летия Октября и ул. Станкевича. В непосредственной близости от перекрестка располо-

жена автобусная остановка. Корпус имеет 3 этажа. По итогам измерений решается вопрос о 

допустимости уровня вибрационного воздействия на несущие конструкции и организм чело-

века в границах аудитории 2245, расположенной на втором этаже. Обследуемая аудитория 

имеет 3 окна, которые выходят во внутренний двор корпуса. Под окнами аудитории в уровне 

земли выполнена отмостка. Со стороны ул. 20-летия Октября расположены колонны. Перед 

колоннами находится тротуар, остановка и озеленение (рис. 1). 
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Рис. 1. Объект исследования 

 

Детальная информация об объекте получена по материалам технического паспорта кор-

пуса. Полученные в ходе сбора информации данные использовались при разработке про-

граммы натурных измерении и сведены в таблицу (табл. 1). 
 

Таблица 1 

Технические характеристики корпуса 

 

Год постройки 1933 

Фундамент Бутовый ленточный 

Стены Кирпич 

Перекрытия Деревянные 

Крыша Железная 

Полы Паркет, плитка 

Дата обследования 13.10.2015 

Физический износ, % 48 

 

После сбора технической информации выполнены обмеры обследуемого крыла соору-

жения и, опираясь на существующие поэтажные планы (рис. 2), составлены чертежи с указа-

нием размеров и предполагаемым расположением датчиков для измерения вибраций (рис. 3). 

Согласно плану второго этажа и результатам натурных измерений размеры помещения состав-

ляют 11,8×6,4 м. 
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Рис. 2. План аудитории 

 

Рис. 3. Схема установки вибродатчиков 

 

Описание эксперимента. Натурные измерения выполнены 1 ноября 2025 года на базе 

ВГТУ. Для северного крыла корпуса измерен уровень вибрационного воздействия от транс-

портного потока на аудиторию второго этажа. В рамках выполнения научных исследований 

под руководством профессора Сергея Юрьевича Гриднева сформирована исследовательская 

группа в составе 5 человек из представителей Российского университета транспорта (МИИТ), 

Научно-исследовательского института железнодорожного транспорта и кафедры строитель-

ной механики ВГТУ. Задачей ставилось выполнение полномасштабных виброметрических из-

мерений в точках прохождения сейсмических волн от дорожного покрытия до конструкций 

обследуемой аудитории с целью определения регулярной составляющей динамического воз-

действия от транспортного потока, проходящего по улице 20-летия Октября, а также выявле-

ния закономерностей передачи вибраций от грунтового основания на фундамент второго кор-

пуса. Поставленная в рамках измерений задача в силу ограниченного количества виброметров 

решалась в несколько этапов. Обследование проводилось в будний световой день.  

Предлагаемое место установки датчиков указано на чертежах (рис. 3): 

1. На грунте между улицей 20-летия Октября и пешеходной зоной; 

2. В месте расположения фундамента колонн; 

3. На стенах аудитории; 

4. На перекрытии корпуса. 

При планировании эксперимента определено такое расположение датчиков для реги-

страции уровня вибрации, которое позволило бы выявить закономерности передачи вибраци-

онного воздействия от транспортных средств к конструктивным элементам аудитории, распо-

ложенной на втором этаже. Динамический сигнал распространяется в следующих элементах: 

1. Дорожное полотно; 

2. Грунт, разделяющий автомобильную и пешеходную зоны с возможным образова-

нием волноводов; 

3. Тротуар; 

4. Грунт, к которому примыкают конструкции фундамента здания; 

5. Обследуемый корпус университета. 

В силу ограниченного количества датчиков инструментальные измерения проводились 

в несколько этапов. На первом этапе проводились измерения на грунте за пределами корпуса – 
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вдоль дороги и под окнами аудитории. Поскольку измерения показали одинаковые уровни 

вибрации вдоль дороги, то на втором этапе количество датчиков в этой точке было сокращено 

до одного. Остальные датчики располагались у фундамента и на конструкциях здания – сте-

нах и перекрытиях. Поскольку отдельные результаты после второй серии испытаний имели 

дефекты записи, был проведен третий, завершающий, этап, на котором уточнялись получен-

ные в аудитории результаты, в том числе были измерены значения вибраций на полу ауди-

тории для оценки соблюдения санитарных норм в помещении и возможности образования 

стоячих волн. 

В процессе измерений использовалось современное оборудование, включающее: 

1. Шумомер-виброметр, анализатор спектра «ЭКОФИЗИКА-110А» (№ БФЛ231633) – 

6 шт.; 

2. Акселерометр трехкомпонентный «PCB PIEZTRONICS» – 6 шт.; 

3. Металлические платформы 004ОП (рис. 4); 

4. Колы металлические длиной 20 см. 

 

  
 

Рис. 4. Приспособление для измерения вибраций на покрытии. Платформа 004ОП 

 

Все измерения проводились в сухую погоду. На грунт датчики устанавливались при 

помощи металлических колов (рис. 6а, 6б), вбиваемых в грунт способом «датчик на стержне», 

согласно рекомендациям [10]. Все датчики оборудованы магнитами для крепления на метал-

лическую основу. На вертикальные конструкции для крепления датчиков приклеивались ме-

таллические пластинки (рис. 6в). На горизонтальные конструкции устанавливались массив-

ные металлические платформы на трех ножках, обеспечивающие устойчивое положение дат-

чика (рис. 6г). Все виброметры имели встроенные часы, что обеспечило синхронизацию при-

боров во времени и позволило соотнести полученные результаты со временем прохождения 

транспортных средств. Транспортные средства фиксировались в журнале (рис. 5). Учиты-

вался тип ТС, время прохождения и полоса, на которой фиксировалась нагрузка. Для выпол-

нения измерений использован портативный многофункциональный шумомер-виброметр и 

анализатор спектра «ЭКОФИЗИКА-110А», предназначенный для многих исследовательских 

задач [5]. В связке с виброметром использовались трехкомпонентные акселерометры «PCB 

PIEZTRONICS», которые обеспечивают одновременное измерение вибрации и ударных воз-

действий в трех ортогональных направлениях. Все измерения проводились в соответствии с 

руководством по эксплуатации [6]. 
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Рис. 5. Регистрация крупногабаритного транспортного средства по ближним полосам движения 

 

 
а) датчик на грунте 

 

 
б) датчик у фундамента 

 

 
в) датчик на стене 

 
г) датчик на перекрытии перед входом в аудиторию 

 

Рис. 6. Вид установленных приборов в характерных точках 
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Результаты. По результатам измерений получены виброграммы виброускорений в ха-

рактерных местах здания в относительных единицах в октавных полосах со среднегеометри-

ческими значениями частот 2; 4; 8; 16; 31,5; 63 и 125 Гц (рис. 7). 
 

 
а) виброграмма виброускорений  

вблизи проезжей части 

 
б) виброграмма виброускорений  

у фундамента корпуса 

 
в) виброграмма виброускорений  

на стене аудитории 

 
г) виброграмма виброускорений  

на перекрытии корпуса перед входом в аудиторию 
 

Рис. 7. Результаты измерений по трем направлениям (в направлении X – серая линия,  

в направлении Y – зеленая линия, в направлении Z – синяя линия) за наиболее интенсивные 30 минут движения 
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Дополнительно для оценки воздействия вибрации на организм человека выполнено из-

мерение на конструкции пола аудитории (рис. 8). 

 

  
 

Рис. 8. Схема установки приборов и виброграмма виброускорений на полу в аудитории 

 

Оценка допустимых уровней вибрации осуществлялась на основе сравнения измеряе-

мых ускорений с нормируемыми параметрами вибрации [7].  

Согласно [8], оценка постоянной и непостоянной вибрации производится следующими 

методами: 

1) частотным (спектральным) анализом нормируемого параметра; 

2) интегральной оценкой по частоте нормируемого параметра; 

3) интегральной оценкой с учетом времени вибрационного воздействия по эквива-

лентному (по энергии) уровню нормируемого параметра. 

При частотном (спектральном) анализе, который использовался для обработки резуль-

татов в проведенных исследованиях, нормируемыми параметрами являются средние квадра-

тические значения виброскорости и виброускорения или их логарифмические уровни, изме-

ряемые в 1/1 и 1/3 октавных полос частот. 

Логарифмические уровни, дБ, виброускорения определялись по формуле: 

𝐿𝑎 = 20 lg
𝑎

1×10−6
, 

где a – среднее квадратическое значение виброускорения, м/с2 (параметр, зависящий от ре-

зультатов измерений); 1 × 10−6 – опорное значение виброускорения, м/с2. 

Согласно [9], основными нормируемыми параметрами вибрации являются среднеквад-

ратичные величины виброскорости и виброускорений в октавных полосах со среднегеометри-

ческими значениями частот 2; 4; 8; 16; 31,5; 63 Гц. 

Допустимые уровни вибрации в помещениях общественных зданий регламентируются 

санитарными нормами [7]. Для помещений образовательных учреждений, читальных залов 
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библиотек к допустимым значениям уровней, вводится поправка «–3 дБ», абсолютные значе-

ния умножаются на 0,71. Допустимые уровни виброускорений для помещений образователь-

ных учреждений с учетом поправок сведены в табл. 2. 
 

Таблица 2 

Допустимые уровни вибрации в помещениях образовательных учреждений 

 

Среднегеометрические частоты октавных полос, Гц Уровни виброускорений, дБ 

2 77 

4 78 

8 80 

16 86 

31,5 92 

63 98 

 

Согласно [8], автомобильное транспортное воздействие относится к общей широкопо-

лосной низкочастотной постоянной вибрации от внешних источников с нормируемым диапа-

зоном частот от 0,8 до 80 Гц. Условия и правила измерения вибраций приведены в [9]. Оценка 

воздействия вибраций на организм человека производится на основании измеренного средне-

квадратичного значения корректированного ускорения по [11]. Согласно [10], выделяют сле-

дующие факторы, влияющие на измеряемую величину (табл. 3). 

 
Таблица 3 

Факторы, влияющие на измеряемую величину 

 

Факторы источника  

(транспортного потока) 

Тип, полная масса, нагрузка на ось, тип ходовой части 

Характеристики колес 

Маршрут и характер транспортного движения 

Скорость и направление движения 

Состав и плотность движения в разные моменты времени 

Факторы пути  

распространения вибрации 

Расстояние от источника до точки измерений 

Изменения условий распространения (мерзлый грунт, грунтовые воды) 

Связь строения с грунтовым основанием, другими зданиями 

Тип грунтового основания 

Категория грунта 

Имеющиеся в грунте препятствия распространения вибраций 

Факторы места измерений 

Характеристика зданий (вид, число этажей, возраст, состояние) 

Особенности конструкции (фундамента, стен, перекрытий) 

Назначение здания (способ его использования) 

Собственные частоты здания и его элементов 

Грунтовое основание 

Связь с другими сооружениями 

Покрытие и конструкция пола 

 

Выводы 

1. Уровень вибраций от проезжающего транспорта оказался равномерен вдоль участка 

дороги, на котором проводились измерения. При удалении от дорожного полотна вибрации 

поглощаются грунтовым основанием, что закономерно приводит к затуханию вибраций. Зату-

хание динамического воздействия на элементах конструкции происходит неравномерно. До-

минирующие частоты вибраций непостоянны и зависят от формы и размеров конструктивных 

элементов (фундамента, стен, перекрытий).  

2. Анализ виброграмм виброускорений на полу аудитории выявил завышенные значе-

ния для канала по вертикальному направлению Z. Это может быть связано с податливостью 

конструкции пола аудитории. Для корректной оценки влияния вибрации на перекрытия ауди-

тории датчики устанавливались непосредственно на поверхность плиты перекрытия.  
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3. На всех проанализированных виброграммах всплески виброускорений согласуются 

со временем прохождения тяжелых транспортных средств и показывают регулярность такого 

динамического воздействия.  

4. При распространении вибрационной волны через пешеходную зону значительно уве-

личиваются уровни вибрации для высоких частот – 31,5 и 63 Гц, в то время как для других 

частот уровни закономерно снижаются. Изменение частотных характеристик вибрации можно 

объяснить наличием в толще грунта волнопроводящих сред с разной плотностью.  

5. Сигнал, зарегистрированный на стене здания, имеет уровень ниже, чем у фунда-

мента, за исключением частот 8 и 16 Гц, что соответствует основной частоте автомобильной 

вибрации [14]. При распространении вибрационной волны на перекрытие снова происходит 

изменение частотных параметров волны. Для частот 2 и 4 Гц заметно увеличение уровней 

вибрации, в то время как для остальных частот наблюдается незначительное уменьшение. Это 

может быть связано с резонансными явлениям, вызванными совпадением собственных частот 

перекрытия с частотой вибрации. 

6. С точки зрения существующих санитарных норм наблюдается превышение допусти-

мого уровня вертикальных ускорений в помещении аудитории. Частота, для которой зафикси-

ровано превышение, соответствует 8 Гц. Согласно исследованию [12], общая низкочастотная 

вибрация в диапазоне от 4 до 11 Гц является одним из самых опасных видов вибрации для 

человека. 

Полученные результаты показали актуальность исследований и необходимость даль-

нейшего изучения колебаний несущих конструкций здания для оценки распространения ди-

намических волн от транспортного потока в грунтовой среде и в несущих элементах здания 

учебного корпуса. 
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Field measurements of the vibration levels of the academic building's structures due to traffic flow were con-
ducted. A measurement program and methodology for instrumental vibration assessment near the roadway, the walls of 

the academic building, and at key points inside it are presented. The instrumentation for field measurements and the 

installation technique are described. The obtained results were processed for analysis and subsequent application to solv-

ing the stated problem using numerical methods. Some results are presented and the regular component of traffic vibration 

is identified. Methods for assessing the impact of vibration on structural elements of buildings and the human body are 

considered. Certain patterns and characteristics of vibration propagation from traffic through the ground foundation to 

the building and its structural elements have been identified. Vibration levels exceeding sanitary standards have been 

identified. 

 

Keywords: traffic flow, dynamic impact, ground foundation, seismic wave, vibrometric measurements, vibra-

tion wave accelerograms.  
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Динамические характеристики пространственных решетчатых конструкций представляют интерес в 

силу возможности их использования при решении задач диагностики. Отработку методик контроля технического 

состояния целесообразно проводить на масштабных макетах. В работе представлены результаты построения ди-

намически подобной модели реальной опоры воздушных линий электропередачи в масштабе 1:5 без учета тех-

нологических ограничений и имитационной модели из существующего металлопроката. Выполнено сопоставле-

ние расчетных спектров частот и соответствующих форм собственных колебаний. В силу сохранения топологии 

реальной конструкции обе модели показали качественное совпадение по формам собственных колебаний. Спек-

тры частот моделей оказались существенно выше, чем у натурной конструкции, как и ожидалось. Использование 

имитационной модели приводит к отклонениям в относительном спектре колебаний fi / f1 на уровне не более 12 % 

для пятой формы колебаний, соответствующей изгибному колебанию с одним узлом. 

 

Ключевые слова: собственные колебания, пространственная решетчатая конструкция, имитационная 

модель, динамически подобная модель, теория подобия, отдельно стоящая конструкция. 

 

Введение. Исследование динамического поведения пространственных решетчатых 

конструкций является одной из актуальных задач строительной механики, обусловленной 

необходимостью обеспечения надежности и безопасности инженерных сооружений при воз-

действии переменных и динамических нагрузок. К таким конструкциям относятся, в частно-

сти, металлические промежуточные опоры воздушных линий электропередачи (ВЛ), пред-

ставляющие собой пространственные решетчатые конструкции башенного типа. 

Проведение натурных динамических испытаний подобных объектов связано со значи-

тельными трудностями, включая большие габариты конструкций, ограниченную доступность 

для экспериментальных исследований и высокую стоимость проведения подобных испыта-

ний. Дополнительную трудность представляет необходимость исследования не только от-

дельно опоры ВЛ, но и присоединенных проводников электрического тока. В рамках данной 

работы объектом исследования является отдельно стоящая промежуточная металлическая ре-

шетчатая опора башенного типа марки П110-3. В связи с этим широкое распространение по-

лучили методы моделирования, позволяющие исследовать динамические характеристики кон-

струкций на основе их уменьшенных аналогов. 

 
9© Кожевников А. Н., 2026 
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Традиционно построение масштабных моделей основывается на положениях теории 

подобия, в соответствии с которыми модель должна обеспечивать сохранение безразмерных 

параметров или комплексов, определяющих поведение системы. Однако для пространствен-

ных решетчатых конструкций, выполненных из металлического проката, строгое выполнение 

условий динамического подобия затруднено в силу дискретности выбора реального сорта-

мента для изготовления силовых элементов. Это проявляется в невозможности пропорцио-

нального масштабирования геометрических характеристик поперечных сечений, таких как 

площадь и осевые моменты инерции, а также в исполнении узловых соединений. 

При исследовании поведения сложных пространственных конструкций не всегда тре-

буется добиться однозначного соответствия между реальным объектом и его аналогом. В та-

ких случаях целесообразно использовать понятие имитационной модели, которая воспроизво-

дит качественные особенности поведения конструкции, но не удовлетворяет строгим крите-

риям подобия. 

Наряду с этим теоретически возможно построение геометрически подобной модели 

(ГПМ), в которой все линейные размеры конструкции масштабируются с заданным коэффи-

циентом. При таком подходе обеспечивается строгое выполнение условий геометрического 

подобия, что позволяет корректно воспроизводить соотношения жесткостных характеристик 

элементов. Однако практическая реализация подобных моделей для решетчатых конструкций 

затруднена, поскольку требует масштабирования параметров поперечных сечений вне рамок 

существующего сортамента. 

Таким образом, возникает необходимость сравнительного анализа различных подходов 

к моделированию отдельно стоящей пространственной решетчатой конструкций опоры воз-

душных линий электропередачи П110-3, включая геометрически подобные и имитационные 

модели, с точки зрения воспроизведения динамических характеристик реального объекта, что 

и является целью настоящей работы. Дополнительно возможно установить особенности и 

ограничения применения различных типов моделей при исследовании динамики простран-

ственных решетчатых конструкций. 

Обзор литературы. Теория подобия и методы моделирования физических процессов по-

дробно разработаны в классических трудах, в которых сформулированы условия геометриче-

ского, кинематического и динамического подобия, а также требования к сохранению безразмер-

ных параметров или комплексов при переходе от натурного объекта к модельному [1–3]. В даль-

нейшем указанные подходы получили развитие в работах, посвящённых применению теории 

подобия в инженерных задачах, где показано, что для сложных систем часто используется при-

ближённое или частичное подобие, допускающее нарушение отдельных критериев [4, 5]. 

При рассмотрении задач механики деформируемого твёрдого тела отмечается, что 

обеспечение динамического подобия требует сохранения соотношений между жесткостными 

и инерционными характеристиками конструкции [5, 6]. Для стержневых систем это условие 

имеет принципиальное значение, поскольку их поведение определяется не только геометрией, 

но и характеристиками поперечных сечений элементов, в частности осевыми моментами инер-

ции. В работах по строительной механике и динамике конструкций показано, что частоты и 

формы собственных колебаний зависят от распределения жесткости и массы в системе [8, 9]. 

При этом формы колебаний в значительной степени определяются топологией конструкции, 

тогда как частотные характеристики чувствительны к изменению геометрических и жесткост-

ных параметров элементов. 

Анализ современных исследований показывает, что для пространственных решетчатых 

конструкций, таких как промежуточные опоры ВЛ, преимущественно используются числен-

ные методы моделирования, например, с применением конечно-элементного дискретного мо-

делирования [10, 11]. Это связано преимущественно со сложностью геометрии, большим чис-

лом элементов и наличием узловых соединений, влияние которых трудно учесть в рамках фи-

зического моделирования. 
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В опубликованном ранее кратком обзоре литературы [12] показано, что имеющиеся ли-

тературные источники фокусируются на рассмотрении вынужденных колебаний систем 

«опора ВЛ – провода» под действием внешних ветровых и снеговых нагрузок с целью выявле-

ния причин разрушения конструкций. На первом этапе предлагается рассмотреть отдельно сто-

ящую опору ВЛ, поскольку учет влияния присоединенных проводов существенно усложняет 

расчетную модель и требует решения задач совместного динамического деформирования слож-

ной пространственной системы с учетом геометрической нелинейности в силу существенной 

податливости проводов относительно достаточно жесткой конструкции самой опоры [13]. 

В то же время применение масштабных моделей для таких конструкций ограничено 

рядом факторов. Использование реального металлического проката приводит к нарушению 

условий геометрического и динамического подобия вследствие дискретности сортамента и не-

возможности пропорционального изменения как массовых, так и жесткостных характеристик 

сечений. В этих условиях для экспериментальных исследований могут применяться имитаци-

онные модели, воспроизводящие топологию и расчетную схему конструкции при отсутствии 

строгого соответствия динамических параметров. 

Таким образом, анализ литературы показывает, что, несмотря на развитость теории по-

добия, вопрос сопоставления динамических характеристик геометрически подобных и имита-

ционных моделей металлических пространственных решетчатых конструкций башенного 

типа, например опоры П110-3, остается недостаточно изученным и требует дополнительного 

исследования. 

Постановка задачи. Для оценки влияния способа масштабирования на динамические 

характеристики пространственных решетчатых конструкций рассматривается задача сравни-

тельного анализа нескольких моделей одной и той же конструкции, отличающихся подходом 

к формированию их геометрических и жесткостных параметров. 

В качестве исходного объекта принимается промежуточная металлическая опора ВЛ 

марки П110-3, для которой формируется конечно-элементная модель, рассматриваемая в даль-

нейшем как условно натурная. Моделирование выполняется с использованием стержневых 

пространственных конечных элементов с учетом геометрических и физико-механических ха-

рактеристик элементов реальной конструкции. Условия закрепления конструкции заданы в 

виде жесткой заделки всех четырех опорных точек конструкции. Использование такого за-

крепления позволит получить верхнюю консервативную оценку спектра частот собственных 

колебаний конструкции. 

На основе исходной модели формируется ГПМ, полученная путем масштабирования 

всех линейных размеров конструкции, в том числе и размеров поперечных сечений, с коэффи-

циентом lc = 1/5. При этом обеспечивается строгое выполнение условий геометрического по-

добия, включая пропорциональное изменение длин элементов и их взаимного расположения. 

Данная модель рассматривается как идеализированная, поскольку параметры поперечных се-

чений элементов могут быть заданы в соответствии с требованиями теории подобия без огра-

ничений, связанных с технологическими условиями. Граничные условия ГПМ идентичны 

натурному объекту исследования. 

Параллельно с этим формируется имитационная модель конструкции, предназначенная 

для физической реализации. В данной модели сохраняется топология и расчетная схема ис-

ходного объекта, однако элементы конструкции выполняются из металлического проката фик-

сированного сортамента (равнополочных уголков по ГОСТ 8509-93 [14]). Вследствие этого 

геометрические характеристики поперечных сечений элементов не масштабируются пропор-

ционально линейным размерам конструкции, что приводит к отклонению от условий геомет-

рического и, как следствие, динамического подобия. В этом случае производится уменьшение 

числа силовых элементов в конструкции для исключения избыточной жесткости модели. 

Условия опирания имитационной модели также соответствуют закреплению реальной кон-

струкции. 
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Для всех рассматриваемых моделей выполняется модальный анализ с определением 

частот и форм собственных колебаний с применением единого вычислительного алгоритма. 

Сопоставление результатов осуществляется по следующим параметрам: 

– характер низших форм собственных колебаний; 

– значения низших частот собственных колебаний; 

– спектр относительных частот fi / f1. 

По результатам сравнительного анализа указанных моделей формулируется вывод о 

применимости методов теории подобия при построении динамических аналогов реальных 

пространственных решетчатых конструкций с учетом ограничений на имеющийся сортамент 

металлопроката. 

Расчетное исследование. Определение динамических характеристик пространствен-

ной решетчатой конструкции выполнено с использованием метода конечных элементов. Для 

этого сформированы конечно-элементные модели исходной конструкции, а также её геомет-

рически подобного и имитационного аналогов. 

Моделирование выполнено в программной среде «ANSYS Mechanical APDL» с исполь-

зованием пространственных балочных конечных элементов, позволяющих учитывать про-

дольную, изгибную и крутильную жесткость стержневых элементов конструкции [15]. Геомет-

рическая схема моделей сформирована на основе пространственной расчетной схемы решетча-

той конструкции с сохранением взаимного расположения элементов и узлов [16]. При построе-

нии расчетной модели использована программа автоматизированного построения расчетных 

моделей пространственных решетчатых конструкций, разработанная на кафедре «Прочность ле-

тательных аппаратов» Новосибирского государственного технического университета [17]. 

Полноразмерная модель рассматривается как условно натурная и задается с использо-

ванием геометрических и физико-механических характеристик, соответствующих реальной 

конструкции опоры П110-3. Материал элементов принят линейно-упругим, с параметрами, 

характерными для конструкционной стали 3. 

ГПМ получена путем масштабирования всех линейных размеров исходной конструкции 

с коэффициентом lc = 1/5. При этом для данной модели обеспечивается пропорциональное из-

менение геометрических характеристик элементов, включая площади поперечных сечений F  

и моменты инерции Imax и Imin, что соответствует условиям геометрического подобия. Таким 

образом, данная модель представляет собой идеализированный случай, в котором отсутствуют 

ограничения, связанные с использованием реального сортамента профилей. 

Имитационная модель формируется с сохранением топологии и расчетной схемы кон-

струкции, однако геометрические характеристики поперечных сечений элементов задаются на 

основе доступного сортамента равнополочных уголков. Вследствие этого параметры сечений 

не масштабируются пропорционально линейным размерам конструкции, что приводит к от-

клонению от условий геометрического подобия и изменению жесткостных характеристик эле-

ментов. Распределение типов силовых элементов для реальной опоры и имитационной модели 

показано на рис. 1 и 2. Цифрами обозначен номер типа уголка, который приведен в последу-

ющих таблицах. 

Полученные модельные конструкции обладают различным распределением жесткост-

ных характеристик как в силу выбора различных типов силовых элементов для поясных угол-

ков или решетки заполнения, так и вследствие различной структуры решетки заполнения тра-

верс (рис. 1в и г; рис. 2 в). 

Данные о соответствии характеристик поперечных сечений натурного объекта и ГПМ 

приведены в табл. 1. 

При анализе полученных значений геометрических характеристик поперечных сече-

ний установлено, что уменьшение линейных размеров поперечных сечений в 5 раз проявля-

ется в уменьшении площади поперечного сечения в 25 раз с относительной погрешностью 

не более 0,026 % и снижении осевых моментов инерции в 625 раз с относительной погреш-

ностью не более 0,252 %. 
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Рис. 1. Распределение типов силовых элементов по конструкции опоры П110-3: а) общий вид; 

б) укрупненный вид стыковки вертикальных секций; в) зона крепления большей траверсы; г) тросостойка 

 

   
а) б) в) 

 

Рис. 2. Распределение типов силовых элементов по имитационной модели: 

а) общий вид; б) укрупненный вид стыковки вертикальных секций; в) зона крепления большей траверсы 

 

Данный результат соотносится с основными положениями теории подобия конструк-

ций. Выявленные погрешности являются следствием математического округления. 

 
Таблица 1 

 

Тип  

элемента 

Тип  

конструкции 

Тип равнополочного  

уголка 

Площадь  

сечения F, см2 

Осевой момент инерции, cм4 

Imin Imax 

1 

Натурная L90×7 12,2779 38,9411 149,6657 

ГПМ L90×7_уменьш 0,4911 0,0623 0,2395 

Отношение 25,001 625,058 624,909 

2 

Натурная L63×5 6,1325 9,5190 36,5915 

ГПМ L63×5_уменьш 0,2453 0,0152 0,05855 

Отношение 25,000 626,250 624,962 

3 

Натурная L70×6 8,1461 15,5242 59,6372 

ГПМ L70×6_уменьш 0,3258 0,0248 0,0954 

Отношение 25,003 625,976 625,128 

4 

Натурная L50×4 3,8910 3,8029 14,6251 

ГПМ L50×4_уменьш 0,1556 0,0061 0,0234 

Отношение 25,006 623,426 625,004 
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Окончание табл. 1 

 

Тип  

элемента 

Тип  

конструкции 

Тип равнополочного  

уголка 

Площадь  

сечения F, см2 

Осевой момент инерции, cм4 

Imin Imax 

5 

Натурная L80×6 9,3752 23,5421 90,3952 

ГПМ L80×6_уменьш 0,3750 0,0377 0,1446 

Отношение 25,001 624,459 625,140 

6 

Натурная L125×10 24,3298 148,5916 571,1040 

ГПМ L125×10_уменьш 0,9732 0,2378 0,9137 

Отношение 25,000 624,860 625,045 

 

Построение имитационной модели основано на сохранении топологии реальной кон-

струкции с уменьшением ее размеров и использованием реального сортамента равнополочных 

уголков. Поэтому весьма условно можно установить соответствие между выбранными реаль-

ными константами (табл. 2). 
 

Таблица 2 

 

Тип  
элемента 

Тип конструкции 
Тип равнополочного  

уголка 
Площадь  

сечения F, см2 

Осевой момент инерции, cм4 

Imin Imax 

1 

Натурная L90×7 12,2779 38,9411 149,6657 

Имитац. модель L45×5 4,2913 3,3272 12,7400 

Отношение 2,8611 11,7039 11,7477 

2 

Натурная L63×5 6,1325 9,5190 36,5915 

Имитац. модель L32×4 2,4338 0,9438 3,5786 

Отношение 2,5197 10,0858 10,2251 

3 

Натурная L70×6 8,1461 15,5242 59,6372 

Имитац. модель L32×4 2,4338 0,9438 3,5786 

Отношение 3,3471 16,4486 16,6650 

4 

Натурная L50×4 3,8910 3,8029 14,6251 

Имитац. модель L25×4 1,8601 0,4353 1,6211 

Отношение 2,0918 8,7363 9,0217 

5 

Натурная L80×6 9,3752 23,5421 90,3952 

Имитац. модель L32×4 2,4338 0,9438 3,5786 

Отношение 3,8521 24,9439 25,2599 

6 

Натурная L125×10 24,3298 148,5916 571,1040 

Имитац. модель L45×5 4,2913 3,3272 12,7400 

Отношение 5,6696 44,6597 44,8276 

 

Построенная модель использует такой набор типов силовых элементов, который не 

дает единого масштабного множителя, но позволяет реализовать ее в лабораторных или ре-

альных условиях. Геометрические характеристики полученных моделей приведены в табл. 3. 

На основании анализа данных в табл. 3 установлено, что обе модели имеют размеры, 

соответствующие 1/5 от размеров реальной конструкции, однако масса уменьшилась в  

125 раз для ГПМ (в соответствии с положениями теории подобия) и в 14,5 раза для имита-

ционной модели. 

Граничные условия для всех моделей заданы в виде жесткого закрепления опорных уз-

лов, что соответствует расчетной схеме отдельно стоящей конструкции. Влияние различного 

навесного оборудования и проводов в рамках данного исследования не учитывается, что поз-

воляет сосредоточить внимание на динамических свойствах самой отдельно стоящей решет-

чатой конструкции. 

Для всех моделей выполнен модальный анализ, в ходе которого определены частоты 

и формы собственных колебаний конструкции. Расчет выполнен в линейной постановке, что 

соответствует условиям теории малых колебаний упругих систем с распределенными пара-

метрами [9]. 
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Таблица 3 
 

Объект Площадь основания, м×м Высота, м Масса, кг 

Реальная опора П110-3 2,70 × 2,70 25,00 2558 

ГПМ 0,54 × 0,54 5,00 20,46 

Имитационная модель 0,54 × 0,54 5,04 176,75 

 

Сопоставление результатов расчетного исследования проведено по следующим критериям: 

– характер форм низших собственных колебаний; 

– значения низших собственных частот конструкции/модели. 

Полученные результаты позволяют оценить влияние способа масштабирования на ди-

намические характеристики конструкции и выявить различия между геометрически подобной 

и имитационной моделями натурного объекта, а также определить области их дальнейшего 

применения. 

Результаты и обсуждение. Для каждой модели определялся спектр частот собственных 

колебаний (табл. 4).  
 

Таблица 4 
 

Характер формы  

собственных  

колебаний 

Безузловая изгибная  

в соответствующей плоскости 

Крутильная  

относительно  

вертикальной оси 

Одноузловая изгибная  

в соответствующей плоскости 

Формы колебаний 

опоры П110-3 

     
Частоты собствен-

ных колебаний  

опоры П110-3 

f1 = 2,9504 Гц f2 = 2,9541 Гц f3 = 10,446 Гц f4 = 11,491 Гц f5 = 11,949 Гц 

Формы колебаний 

ГПМ 

     
Частоты  

собственных ГПМ 
f1 = 14,751 Гц f2 = 14,769 Гц f3 = 52,181 Гц f4 = 57,441 f5 = 59,738 Гц 

Формы колебаний 

имитационной  

модели 

     
Частоты собственных 

колебаний имитаци-

онной модели 

f1 = 13,702Гц f2 = 13,732 Гц f3 = 51,604 Гц f4 = 59,239 Гц f5 = 61,495 Гц 
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В результате проведенного расчетного исследования выполнено сопоставление динами-

ческих характеристик трех моделей пространственной решетчатой конструкции: исходной 

опоры П110-3 (условно натурной), геометрически подобной и имитационной. 

Приведенные в табл. 4 данные в дальнейшем подвергались анализу. 

Сопоставление форм собственных колебаний. Анализ форм собственных колебаний 

показал, что для всех рассматриваемых моделей сохраняется качественное соответствие мо-

дальных форм. Наблюдается одинаковая последовательность изгибных и крутильных форм, а 

также сходный характер пространственного распределения перемещений. 

Полученный результат объясняется тем, что формы колебаний в значительной степени 

определяются топологией конструкции и схемой соединения элементов. Поскольку эти пара-

метры сохраняются как в геометрически подобной, так и в имитационной модели, обеспечи-

вается качественное совпадение форм колебаний. 

Следует отметить, что данное обстоятельство имеет принципиальное значение, по-

скольку позволяет использовать имитационные модели для анализа характера деформирования 

конструкции, несмотря на отсутствие количественного совпадения частотных характеристик. 

Сопоставление спектров частот собственных колебаний. На рис. 3 представлена за-

висимость собственных частот от номера формы для рассматриваемых моделей. Анализ полу-

ченных результатов показывает, что геометрически подобная и имитационная модели харак-

теризуются существенным увеличением значений собственных частот по сравнению с исход-

ной конструкцией. Данный результат является закономерным и обусловлен уменьшением ли-

нейных размеров конструкции при сохранении пропорциональных характеристик поперечных 

сечений, что приводит к изменению соотношения жесткости и массы системы. 

 

 
 

Рис. 3. Сопоставление спектров частот собственных колебаний реальной конструкции и двух типов моделей 

 

Полученные результаты являются малоинформативными в силу достаточно большой 

разницы между спектрами частот в абсолютных значениях, поэтому целесообразно перейти 

к некоторым относительным оценкам. Например, к относительным частотам собственных 

колебаний.  

Для оценки структуры спектра собственных колебаний выполнена нормировка частот 

по первой форме колебаний для каждой из рассмотренных расчетных моделей. На рис. 4 пред-

ставлены зависимости относительных частот fi / f1 в соответствии с номером формы колебаний. 

Полученные результаты показывают, что ГПМ реальной конструкции имеет идентич-

ный реальной опоре относительный спектр частот собственных колебаний, что объясняется 

соблюдением условий геометрического подобия. 

Имитационная модель демонстрирует заметное искажение относительных соотноше-

ний между частотами (не более 12 %), что свидетельствует о нарушении динамического 
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подобия. Данный эффект обусловлен непропорциональным изменением жесткости отдель-

ных элементов конструкции вследствие использования прокатных профилей фиксирован-

ного сортамента. 

 

 
 

Рис. 4. Сопоставление относительных спектров частот  

собственных колебаний реальной конструкции и двух типов моделей 

 

Таким образом, анализ относительных частот подтверждает, что только полное соблю-

дение принципов геометрического подобия обеспечивает полное воспроизведение спектра 

собственных колебаний исходной конструкции. 

Заключение. В работе выполнен сравнительный анализ динамических характеристик 

геометрически подобной и имитационной моделей пространственной решетчатой конструк-

ции, полученных на основе единого исходного объекта – промежуточной опоры ВЛ марки 

П110-3. 

Проведенное исследование показало, что ГПМ, полученная путем пропорциональ-

ного масштабирования всех линейных размеров конструкции, обеспечивает строгое выпол-

нение условий геометрического подобия. Однако при уменьшении размеров конструкции 

происходит существенное изменение соотношения жесткости и массы, что приводит к зна-

чительному отклонению абсолютных значений собственных частот по сравнению с исход-

ной конструкцией. Переход к оценке относительных спектров частот колебаний fi / f1 демон-

стрирует совпадение результатов с натурным объектом исследования. Кроме того, реализа-

ция подобной модели в физическом виде затруднена вследствие невозможности масштаби-

рования геометрических характеристик поперечных сечений в рамках существующего сор-

тамента проката. Изготовление силовых элементов с толщиной стенки менее 1 мм представ-

ляется слабо реализуемым. 

В отличие от этого имитационная модель, сформированная с использованием элемен-

тов реального сортамента при сохранении топологии конструкции, демонстрирует качествен-

ное соответствие форм собственных колебаний исходному объекту, а также хорошее воспро-

изведение относительных соотношений частот реальной опоры ВЛ. Данный результат обу-

словлен тем, что имитационная модель в большей степени отражает реальные соотношения 

жесткости элементов и особенности их конструктивного исполнения. 

Вместе с тем следует отметить, что построение имитационной модели фактически 

представляет собой решение обратной задачи, в рамках которой по заданным динамическим 

характеристикам подбираются геометрические и жесткостные параметры элементов. Такая 

постановка не имеет единственного решения, вследствие чего существует множество возмож-

ных имитационных моделей, способных обеспечить более близкое соответствие динамиче-

ским характеристикам исходной конструкции. 
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Таким образом, в отличие от ГПМ, которая определяется однозначно выбранным мас-

штабным коэффициентом lc, имитационные модели образуют класс решений, различающихся 

по конструктивному исполнению, но сходных по динамическому поведению. Это обстоятель-

ство необходимо учитывать при интерпретации результатов моделирования и переносе ре-

зультатов, полученных на имитационных моделях, на натурные объекты. 

В целом результаты исследования позволяют сделать вывод о том, что ГПМ обладают 

строгой теоретической определенностью, однако ограничены в практическом применении и 

не обеспечивают адекватного воспроизведения динамических характеристик решетчатых кон-

струкций. Имитационные модели, напротив, являются физически реализуемыми и позволяют 

корректно (с некоторой погрешностью) воспроизводить формы колебаний и структуру спек-

тра, однако не являются единственными и требуют обоснования при их построении. 

Полученные результаты подтверждают целесообразность использования имитационных 

моделей при экспериментальных исследованиях динамики пространственных решетчатых кон-

струкций при условии учета их неоднозначности и ограничений, связанных с отсутствием стро-

гого динамического подобия. При расчетных исследованиях предпочтение следует отдавать 

полноразмерным моделям или строгим динамическим аналогам реальных объектов. 
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The dynamic characteristics of spatial lattice structures are of interest due to their potential use in diagnostics 

problems solving. It is advisable to develop technical condition monitoring methods using geometrically scaled models. 

This paper presents the results of constructing a dynamically similar model of a real overhead power transmission line 

pylon at a scale of 1:5, ignoring technological limitations, and a simulation model using available rolled metal. A com-

parison of the calculated eigenvalue spectra and the corresponding natural oscillation modes was performed. Due to the 

preservation of the topology of the real structure, both models demonstrated qualitative accordance in their eigenvectors. 

The frequency spectra of the models were significantly higher than similar ones of the real structure, as expected. Using 

the simulation model results in deviations in the relative eigenvalue spectrum fi / f1 of no more than 12 % for the fifth 

vibration mode, corresponding to single-node bending oscillation. 

 

Keywords: eigenvalues, spatial lattice structure simulation model, geometrically similar model, dynamic ana-
logue, theory of similarity, single standing structure. 
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Описываются результаты полевых экспериментальных исследований развития давления морозного пу-

чения при промерзании грунта под подошвой фундамента. Исследования, посвященные изучению силовых воз-

действий пучинистых грунтов на сооружения, приобретают в настоящее время особое значение в связи с интен-

сивным освоением районов севера и северо-востока России. Проведенные исследования позволили выявить осо-

бенности развития давления морозного пучения глинистых грунтов при промерзании грунта под подошвой фун-

дамента в зависимости от условий промерзания грунта. Выявлено, что формирование давления в значительной 

степени зависит от локализации мерзлой зоны промерзающего грунта и сжимаемости талой зоны грунта. 

 

Ключевые слова: промерзающий грунт, давление морозного пучения, натурные исследования. 

 

Введение. Актуальность строительства новых территориально-производственных ком-

плексов промышленного и гражданского назначения в районах севера и северо-востока Рос-

сии связана с освоением богатых залежей полезных ископаемых. 

Одной из проблем, имеющих важное научно-техническое и прикладное значение, яв-

ляется возведение фундаментов и конструкций сооружений в промерзающих и пучащих грун-

тах с целью разработки приемов управления процессами пучения и эффективных мер борьбы 

с ними. В области экспериментальных и теоретических исследований проблемы морозного 

пучения накоплен значительный материал, который нашел отражение в работах [1–4]. При 

этом большое значение имеет разработка методов снижения давления пучения на фундаменты 

сооружений [5–7].  

Однако натурные исследования, направленные на изучение силовых воздействий пу-

чинистых грунтов на сооружения, не теряют своей актуальности. 

Целью и задачами данного исследования являются установление в натурных условиях 

закономерностей развития давления морозного пучения грунтов под подошвой фундамента и 

на их основе разработка методов расчета этого давления применительно к возводимым соору-

жениям. 

Изучение давления пучения с помощью полевой установки. В натурных условиях 

исследования давления и сил морозного пучения, действующих под подошвой и на боковую 

поверхность моделей фундаментов, проводились на опытной площадке в Московской 

 
10© Ким В. Х., Ким М. С., 2026 
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области. Грунты площадки сложены пылеватыми суглинками, обладающими высокой интен-

сивностью пучения. Гранулометрический состав и физические свойства исследуемых грунтов 

в соответствии с [8] приведены в табл. 1 и 2. 

 
Таблица 1 

Гранулометрический состав исследуемых грунтов 

 

Глубина 

отбора 

проб, м 

Содержание фракций, % 

>0,5 мм 0,5–0,25 мм 0,25–0,1 мм 0,1–0,05 мм 0,05–0,01 мм 0,01–0,005 мм <0,005 мм 

0,5 - - 1,0 0,8 56 13,7 21,3 

1,0 - 0,5 1,0 5,9 52,7 12,8 27,1 

1,5 - 0,1 0,4 7,0 55,4 12,0 25,1 

 

Таблица 2 

Физические характеристики исследуемых грунтов 
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Влажность  

на границе  
текучести 

WL, % 

Влажность  

на границе 
раскатывания 

(пластичности) 

WP, % 

Число  
пластичности 

IP, % 

Степень  
водонасыщения 

грунта Sr, % 

0,2 1,95 2,71 26,8 34 20 14 95 

0,5 2,02 2,71 24,0 36 36 16 98 

1,0 2,2 2,71 25,2 35 18 17 100 

1,5 - 2,71 31,2 36 19 17 - 

2,0 - 2,71 28,4 34 19 15 - 

 

Полевая установка для изучения давления и сил пучения, формирующихся под подош-

вой незаглубленного фундамента, состояла из трех опытных фундаментов-штампов, анкерных 

опор и силоизмерительных устройств. В качестве силоизмерительного устройства применя-

лись пружинные динамометры типа Д0СМ-3-5 (рис. 1).  

 

 

Рис. 1. Схема экспериментальной установки  

для изучения давления морозного пучения,  

действующего на подошву фундамента,  

в натурных условиях: 

1, 2, 3 – фундаменты  
(металлические штампы); 

4, 5, 6 – упорные балки;  

7 – анкерное устройство; 

8 – динамометры сжатия ДОСМ;  

9 – экран по контуру штампов;  

10 – термометрическая скважина; 

11 – поверхностные марки (пучиномеры) 
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Кроме изучения динамики развития давления морозного пучения на подошву фунда-

ментов в течение холодного периода, была поставлена задача исследовать влияние прочности 

структурных связей мерзлого грунта на развитие давления пучения. Для этого на двух фунда-

ментах-штампах площадью (0,5×0,5) и (1×1) м2 по контуру подошвы фундамента до глубины 

сезонного промерзания (1,4 м) был устроен вертикальный экран, отделяющий грунт под фун-

даментом от остального массива и позволяющий устранить влияние прочности структурных 

связей мерзлого грунта на развитие давления пучения. 

На третьем фундаменте-штампе площадью (0,5×0,5) м2 проводился контрольный опыт 

по определению нормальных сил пучения в обычных условиях.  

Эксперимент проводился в течение одного зимнего периода. 

Результаты полевых опытов. Проведенные в натурных условиях исследования поз-

волили рассмотреть динамику развития давления морозного пучения на подошву фундамен-

тов в зависимости от глубины промерзания грунта и температуры наружного воздуха. Как из-

вестно [9], увеличение толщины слоя промерзшего грунта под подошвой фундамента ведет к 

возрастанию нормальных сил пучения. Однако развитие давления пучения на подошву фун-

даментов в течение холодного периода происходит неравномерно. При повышении темпера-

туры воздуха до положительных значений наблюдаются периоды значительного понижения 

давления пучения грунта (рис. 2а). Так, например, в начале зимы, когда грунт промерз на глу-

бину более 0,6 м (рис. 3), во время оттепели, когда температура воздуха повысилась до плю-

совой (рис. 2б), давление от действия нормальных сил пучения на штамп с площадью подошвы 

(0,5×0,5) м2 без экрана снизилось от 0,6 до 0,29 МПа, а давление на штамп такой же площадью 

подошвы с экраном – от 0,16 до 0,10 МПа (рис. 2а). В следующем месяце температура воздуха 

стабильно держалась на отрицательных значениях, и давление пучения на штамп без экрана 

увеличилось до 0,69 МПа, а на штамп с экраном – до 0,22 МПа. 

Через месяц во время оттепели температура наружного воздуха опять повысилась до 

положительных значений (рис. 2б), и давление на контрольный штамп снизилось с 0,69 до 

0,31 МПа. Давление на штамп с размерами подошвы (0,5×0,5) м, по контуру которого был 

установлен экран, также понизилось от 0,22 до 0,14 МПа. Давление на штамп с экраном пло-

щадью (1×1) м2 было более стабильным, и таких резких скачков не наблюдалось. 

 
а) б) 

 
 

 

Рис. 2. Результаты испытаний незаглубленных фундаментов-штампов: 

а) изменение давления пучения на подошву фундамента в зимний период: 

1 – штамп размером (1×1) м с экраном; 2 – то же размером (0,5×0,5) м с экраном;  
3 – то же размером (0,5×0,5) м без экрана; 

б) изменение температуры воздуха и грунта за тот же период: 

4 – температура на поверхности грунта; 5, 6, 7 – температура грунта на глубине 0,5; 1,0 и 1,5 м 
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Рис. 3. Деформация пучения и глубина промерзания грунта за зимний период:  

1 – перемещения поверхности грунта; 2 – глубина промерзания 

 

Глубина промерзания грунта в это время составляла 0,85 м. Снижение давления на 1–

2 дня отставало от повышения температуры. Промерзание грунта на глубину 130 см сопро-

вождалось изменением влажности грунта по сравнению с исходной (рис. 4). На глубине от 0 

до 60 см наблюдалось повышение влажности, на глубине от 60 до 100 см – снижение, а глубже 

влажность оставалась постоянной. 
 

 

Рис. 4. Эпюра изменения влажности грунта  

до и после замерзания:  

1 – исходная влажность;  

2 – увеличение влажности;  

3 – уменьшение влажности;  

W – влажность до замерзания;  

Wc – влажность после замерзания 

 

Анализ результатов полевых опытов. Результаты полевых опытов показывают, что 

в течение всего периода промерзания грунта давление пучения на подошву контрольного 

штампа примерно в 3 раза превышает давление на подошву штампа такого же размера, имею-

щего экран по контуру подошвы.  

Максимальное давление на подошву штампа без экрана от действия нормальных сил 

пучения в течение зимнего периода составило 0,69 МПа. Для штампов с экранами по пери-

метру подошвы максимальное давление на подошву было существенно ниже и составило 

0,24 МПа.  

Рассмотрим этот вопрос более подробно. 

Если объем грунта при кристаллизации влаги увеличивается свободно и равномерно, 

то внутренние усилия в грунте не возникают. Имеет место лишь простое расширение грунта, 
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преодолевающее вес вышележащего слоя. При ограничении свободного расширения или не-

допущения деформаций в промерзающем грунте формируются силы пучения.  

В природных условиях деформации и силы пучения развиваются в зоне промерзания, 

находящейся между слоями твердомерзлого и талого грунта [9–10]. Возникающие напряжения 

в этой зоне передаются на твердомерзлый слой, находящийся сверху, и на нижний буферный 

слой талого грунта. Эти напряжения возникают в промерзающих грунтах только при наличии 

сопротивления расширению переходящей в лед воды, численно равны этому сопротивлению 

и изменяются от нуля (в случае отсутствия сопротивления) до некоторой величины, определя-

емой деформационными свойствами среды и условиями теплообмена.  

При промерзании пучинистого грунта ниже подошвы фундамента последний оказы-

вается как бы стоящим на плите из мерзлого грунта, размеры которой значительно превы-

шают площадь подошвы фундамента. При этом чем ниже температура воздуха, тем выше 

жесткость мерзлого грунта, находящегося в твердомерзлом состоянии. Поэтому в этом слу-

чае нормальные силы пучения будут определяться не развитием напряжений в зоне промер-

зания, а прочностью структурных связей мерзлого грунта, т. е. сопротивлением промерзшего 

слоя грунта. Промерзание грунта под подошвой фундамента в объеме, изолированном от 

остальной части массива, например, вертикальным экраном, установленным по периметру 

подошвы, вызывает иное развитие напряжений пучения. В этом случае в течение всего пе-

риода промерзания площадь плиты из твердомерзлого грунта будет ограниченной и равной 

площади подошвы фундамента. При этом давление пучения на подошву фундамента будет 

определяться напряжениями пучения, возникающими в зоне промерзания на площади, соот-

ветствующей площади подошвы фундамента. Поэтому давление пучения на подошву фун-

дамента без экрана заметно превышает давление на подошву фундамента, по контуру по-

дошвы которого установлен экран. 

Таким образом, установку экрана, позволяющего устранить влияние прочности струк-

турных связей мерзлого грунта на развитие давления пучения, следует рассматривать как одно 

из мероприятий по снижению воздействия пучения на фундаменты.  

Выводы. Результаты проведенных исследований по определению давления морозного 

пучения при промерзании грунта под подошвой фундамента позволяют сделать следующие 

основные выводы: 

1. Давление морозного пучения зависит от теплового режима промерзания. Пониже-

ние температуры наружного воздуха способствует увеличению давления пучения, в то время 

как повышение температуры значительно его снижает независимо от глубины промерзания; 

2. Механизмы формирования давления морозного пучения на подошву штампа, экра-

нированного по контуру на глубину промерзания, и штампа, не имеющего такого экрана, 

принципиально различны; 

3. Величина давления морозного пучения на экранированный штамп примерно в три 

раза ниже величины давления на штамп без экрана; 

4. Установку экрана для устранения влияния прочности структурных связей мерзлого 

грунта на развитие давления пучения следует рассматривать как одну из мер по снижению 

воздействия пучения на фундаменты. 

 

 

Библиографический список 

 

1. Ершов Э. Д. Общая геокриология: учеб. М.: изд-во МГУ, 2002. 682 с. 

2. Орлов В. О., Ёлгин Б. Б., Железняк И. И. Морозное пучение грунтов в расчетах 

оснований сооружений. Новосибирск: Наука, 1987. 133 с. 

3. Орлов В. О., Железняк И. И., Филиппов В. Д., Фурсов В. В. Пучинистые грунты 

как основания сооружений. Новосибирск: Наука, 1991. 130 с. 



ISSN 2219-1038 (print)  Выпуск 2 (49), 2026 
 

124 

4. Орлов В. О., Бондаренко Г. И., Алексеев А. Г. Полевые исследования горизонтальных 

сил давления морозного пучения грунта, действующего на подпорные стены // Объединенный 

научный журнал. 2006. № 7. С. 75–78. 

5. Железняк И. И. Устройства и способы защиты сооружений от опасных криогенных 

процессов в грунтах // Кулагинские чтения: техника и технологии производственных процес-

сов: сб. ст. XV Междунар. науч.-практ. конф., 30 ноября – 2 декабря 2015 г., г. Чита. Чита: 

Забайкал. гос. ун-т, 2015. С. 272–276. 

6. Лукьянов П. Ю., Железняк И. И., Гурулев А. А. Устройство для послойного изме-

рения физических свойств ледяного массива в условиях естественного залегания // Приборы 

и техника эксперимента. 2017. № 6. С. 90–93. 

7. Железняк И. И. О технике и технологиях обеспечения устойчивости сооружений 

на мёрзлых грунтах в геокриологических условиях Восточной Сибири // Кулагинские чтения: 

техника и технологии производственных процессов: сб. ст XVI Междунар. науч.-практ. конф., 

28–30 ноября 2016 г., г. Чита. Чита: Забайкал. гос. ун-т, 2016. С. 250–254. 

8. ГОСТ 25100-2020. Грунты. Классификация. М.: изд-во стандартов, 2020. 43 с. 

9. Орлов В. О. Криогенное пучение тонкодисперсных грунтов. М.: изд-во АН СССР, 

1962. 177 с. 

10. Kim V., Kim M. Method of evaluation of ground frost heaving pressure on ice-ground 

barrier of an underground construction and well strengthening walls // Int. Sci. Conf. Energy Man-

agement of Municipal Transportation Facilities and Transport EMMFT 2017. Advances in Intelligent 

Systems and Computing / Ed. V. Murgul, Z. Popovic. Springer, Cham., 2017. Vol 692. Pp. 998–

1008. 

 

References 

 

1. Ershov E. D. General Geocryology: Textbook. Moscow: Moscow State University Press, 

2002. 682 p. 

2. Orlov V. O., Yolgin B. B., Zheleznyak I. I. Frost Heaving of Soils in Calculations of 

Structural Foundations. Novosibirsk: Nauka, 1987. 133 p. 

3. Orlov V. O., Zheleznyak I. I., Filippov V. D., Fursov V. V. Heaving Soils as Structural 

Foundations. Novosibirsk: Nauka, 1991. 130 p. 

4. Orlov V. O., Bondarenko G. I., Alekseev A. G. Field studies of horizontal pressure forces of 

frost heaving of soil acting on retaining walls // Combined Scientific Journal. No. 7. 2006. Pp. 75–78. 

5. Zheleznyak I. I. Devices and methods for protecting structures from hazardous cryogenic 

processes in soils // Kulagin Readings: Engineering and Technologies of Production Processes: Coll. 

Art. XV Int. Res. and Pract. Conf., November 30 December 2, 2015. Chita. Chita: Transbaikal State 

University. 2015. Pp. 272–276. 

6. Lukyanov P. Yu., Zheleznyak I. I., Gurulev A. A. Device for layer-by-layer measurement 

of physical properties of an ice massif in natural occurrence conditions // Experimental Instruments 

and Techniques. No. 6. 2017. Pp. 90–93. 

7. Zheleznyak I. I. On the engineering and technologies for ensuring the stability of struc-

tures on frozen soils under the permafrost conditions of Eastern Siberia // Kulagin Readings: Engi-

neering and Technologies of Production Processes: Coll. Articles of the XVI Int. Scientific and Prac-

tical Conf., November 28–30, 2016. Chita. Chita: Transbaikal State University. 2016. Pp. 250–254. 

8. Federal Standard 25100-2020. Soils. Classification. Moscow: Publishing House of Stand-

ards, 2020. 43 p. 

9. Orlov V. O. Cryogenic Heaving of Fine Soils. Moscow: Publishing House of the USSR 

Academy of Sciences, 1962. 177 p. 

10. Kim V., Kim M. Method of evaluation of ground frost heaving pressure on ice-ground 

barrier of an underground construction and well strengthening walls // Int. Sci. Conf. Energy 



Строительная механика и конструкции 
 

125 

Management of Municipal Transportation Facilities and Transport EMMFT 2017. Advances in Intel-

ligent Systems and Computing. Ed. V. Murgul, Z. Popovic. Springer, Cham. Vol 692. 2017. Pp. 998–

1008. 

 

 

STUDY OF FROST HEAVE PRESSURE DURING SOIL FREEZING  

UNDER THE FOUNDATION IN NATURAL CONDITIONS 

 

V. Kh. Kim 1, M. S. Kim 2 

 

Voronezh State Technical University 1, 2 

Voronezh, Russia 
 

 

1 PhD of Technical Sciences, Associate Prof. of the Dept. of Building Structures and Foundations,  

tel.: +7(920) 423-90-78, e-mail: vyachhkim@yandex.ru 
2 PhD of Technical Sciences, Associate Prof. of the Dept. of Building Structures and Foundations,  

tel.: +7(920) 468-91-36, e-mail: marskim@yandex.ru 
 

 

This article describes the results of field experimental studies of frost heave pressure development during soil 

freezing beneath a foundation base. Research devoted to the study of the forces exerted by heaving soils on structures is 

currently of particular importance due to the intensive development of northern and northeastern Russia. The conducted 

studies revealed the specific features of frost heave pressure development in clayey soils during soil freezing beneath a 

foundation base, depending on the soil freezing conditions. It was found that the pressure development depends largely 

on the location of the frozen zone of the freezing soil and the compressibility of the thawed zone of the soil. 
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Статья посвящена вопросам мониторинга технического состояния и экспериментального определения 

напряженно-деформированного состояния большепролетных конструкций, в частности висячей железобетонной 

оболочки. В качестве основного геодезического метода использовано наземное лазерное сканирование.  

Поставлена и решена комплексная задача – от получения и регистрации облака точек до численного 

определения напряженно-деформированного состояния исследуемой оболочки.  

Разработана общая методологическая схема обработки облака точек в условиях шума и помех, обеспе-

чивающая восстановление фактической геометрии висячего покрытия на различных этапах нагружения. На ос-

новании полученных данных проведен анализ отклонения геометрии оболочки при статическом нагружении по-

стоянными и временными длительными нагрузками от ее исходного преднапряженного состояния. 

Определено напряженно-деформированное состояние исследуемого объекта методом конечных элементов 

путем решения задачи интеграции данных лазерного сканирования в расчетный комплекс в виде поля перемещений. 
По результатам исследования сделаны выводы о напряженно-деформированном состоянии рассматри-

ваемой висячей оболочки, а также приведены выводы по мониторингу большепролетных конструкций с помо-

щью лазерного сканирования. 

 

Ключевые слова: висячие оболочки, наземное лазерное сканирование, аппроксимация облака точек, 

поле перемещений, метод конечных элементов, напряженно-деформированное состояние, мониторинг техниче-

ского состояния. 

 

Введение. Задача определения напряженно-деформированного состояния (НДС) зда-

ний и сооружений в целом, а также их конструкций, помимо случая проектирования, возни-

кает при обследовании технического состояния уже построенных объектов, а также в процессе 

мониторинга строящихся. 

Одной из проблем, возникающей в данных случаях, является получение фактических 

сведений об объекте, так как применение идеализированных расчетных схем на основании 

проектных данных часто не отражает реальное состояние таких зданий и сооружений. К таким 

сведениям, например, могут относиться геометрические параметры конструкций с отклонени-

ями и дефектами, фактические свойства материалов, грунтовые условия и нагрузки. 

Для большепролетных конструкций актуальной является проблематика определения 

перемещений и деформаций ввиду их чувствительности к отклонениям и дефектам геометрии 

 
11© Глазков Д. С., Козлов В. А., 2026 
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(например, в опорных узлах), возможности потери устойчивости, а также вследствие сложных 

явлений, возникающих при неравномерных статических, температурных и динамических воз-

действиях [1–4]. 

Основным геодезическим методом при обследовании и мониторинге зданий и соору-

жений является нивелирование на основании сформированной сети из деформационных ма-

рок [5, 6]. Данный подход отличается высокой точностью, однако имеет большую трудоем-

кость как при создании сети на объекте и сборе данных, так и при их дальнейшей обработке 

для формирования представления о геометрических отклонениях конструкций. 

В связи с обозначенными трудностями при нивелировании перспективным направле-

нием геодезического мониторинга представляется наземное лазерное сканирование [7–10], ко-

торое позволяет оперативно получать большой массив данных об объекте целиком в виде не-

которой трехмерной совокупности точек, называемой облаком точек. Данный метод исклю-

чает необходимость закрепления большого количества марок на объекте, сокращает время по-

левых работ и быстро дает представление об отклонениях конструкций. Однако ввиду особен-

ностей обработки полученного облака, а также корректного преобразования массивов точек в 

вид, пригодный для использования в конечно-элементных комплексах, требуется дальнейшее 

изучение данных вопросов и совершенствование соответствующей методики. 

Постановка задачи и объект исследования. Основной задачей исследования является 

разработка алгоритма обработки данных лазерного сканирования большепролетных зданий 

для получения фактической геометрии нагруженного покрытия в условиях зашумленности об-

лака точек многочисленными конструкциями, не входящими в область интереса (подвесным 

оборудованием, инженерными коммуникациями и др.). Также в работе обсуждается апроба-

ция методики определения НДС объекта путем задания в качестве входных параметров рас-

чета поля перемещений, полученного на основании сравнения конфигураций покрытия в 

нагруженном и ненагруженном состояниях. 

Объектом исследования, представленным на рис. 1, является железобетонная висячая 

предварительно напряженная оболочка отрицательной гауссовой кривизны диаметром 48 м, по-

коящаяся на омоноличенных спаренных канатах, являющихся растянутой арматурой оболочки. 

 

 
 

Рис. 1. Исследуемое висячее покрытие в форме гиперболического параболоида 
 

Геометрия оболочки описывается уравнением гиперболического параболоида [11]: 

 𝑧 = 15,5 +
1

200
∙ 𝑥2 −

1

800
∙ 𝑦2 . (1) 
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В таблице, а также на рис. 2–5 представлены элементы, из которых состоит рассматри-

ваемая оболочка, и приведена их краткая характеристика. 

 
Таблица 

Основные элементы исследуемой оболочки 

 

Элемент Сечение Материал 

Оболочка 63 мм Бетон B25 

Опорный контур Основное сечение 1500×800 Бетон B50 

Балки омоноличивания  

стягивающих канатов 
300×90 Бетон B50 

Балки омоноличивания  

рабочих канатов 
300×150 Бетон B50 

Канаты 52,5 мм 
Тех. условия ВТУ-196-67 

Разрывное усилие 197000 кгс 

 

 

 

Рис. 2. Железобетонная оболочка 

 

Рис. 3. Несущие и стягивающие канаты 

 

 
 

Рис. 4. Балки омоноличивания канатов 

 

Рис. 5. Депланированный в пространстве  

опорный контур 

 

Методы исследования. Для решения поставленных задач использовался комплексный 

подход, который включает в себя 3 направления. 

1 направление. Экспериментальный метод получения пространственных данных – гео-

дезический мониторинг с помощью наземного лазерного сканирования. 

На рис. 6, 7 представлены соответственно место, где происходила съемка оболочки, а 

также лазерный сканер Leica BLK360, использованный при мониторинге. Из рис. 6 видно, что 

сканирование покрытия производилось в условиях загруженности помещения технологиче-

скими конструкциями. Полнота сбора пространственных данных достигается за счет переме-

щения сканера по отдельным остановкам, целое облако собиралось из массивов точек, полу-

ченных с 15 различных позиций. 
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Точность сканера по паспортным данным – 6 мм на расстоянии до 10 м и 8 мм на рас-

стоянии до 20 м. Однако благодаря большому количеству испускаемых лучей (360 000 в сек), 

отснятое облако, представленное на рис. 8, содержит порядка 0,5 млдр точек, приходящихся 

на оболочку диаметром 48 м, что приводит в конечном счете к избыточной плотности точек. 

Согласно закону больших чисел математическое ожидание функции распределения точек при 

большом количестве измерений будет стремиться к искомой средней поверхности оболочки. 

 

 

Рис. 8. Полученное  

по итогам лазерного сканирования об-

лако точек.  

Места, окрашенные темным цветом,  

соответствуют большей плотности то-

чек 

 

Данное замечание проиллюстрировано примером выделения массива точек отдельной 

сборной плиты висячего покрытия, для которой была построена аппроксимирующая плос-

кость по методу наименьших квадратов (рис. 9).  

Анализ гистограммы отклонений (рис. 10) показал, что стандартное (среднеквадрати-

ческое) отклонение составляет 𝜎 = 5,3 мм, что соответствует точности лазерного сканера. При 

этом 99,5 % массива точек укладывается в доверительный интервал ±2𝜎. Также стоит заме-

тить, что на функции распределения явно выражен положительный эксцесс относительно тео-

ретической кривой Гаусса. Данный факт говорит о том, что большинство точек сгруппировано 

в окрестности среднего значения, а смещение 𝜎 до значения 5,3 мм может быть обусловлено 

не только точностью сканера, но и шероховатостью бетонной поверхности, частицами пыли и 

прочими посторонними шумами. 

 
 

 

Рис. 6. Пространство под оболочкой,  

где происходило лазерное сканирование 

 

Рис. 7. Лазерный 3D-сканер  

Leica BLK360 
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Рис. 9. Выборка точек  

отдельной сборной плиты висячей оболочки  
и аппроксимирующая ее плоскость 

 

Рис. 10. Функция распределения  

отклонений точек плиты 

от аппроксимирующей плоскости 

 

2 направление. Применялись методы цифровой обработки и фильтрации полученных 

данных для выделения целевого объекта – геометрии оболочки под действием постоянных и 

временных длительных нагрузок, а также для получения поля перемещений при переходе по-

крытия из ненагруженного в нагруженное состояние. 

Ввиду отсутствия цифровых данных, характеризующих процесс строительства объ-

екта, ненагруженное (преднапряженное) состояние оболочки определялось на основании 

предварительного численного анализа. 

Разработанный алгоритм обработки пространственных данных (рис. 11) производит 

геометрическую реконструкцию искомой поверхности оболочки в 2 этапа. На первом этапе 

предварительно подготовленный массив точек аппроксимируется квадратичной поверхно-

стью по методу наименьших квадратов. Полученная идеализированная поверхность не может 

в полной мере отразить сложные перемещения исследуемой оболочки, поэтому используется 

только в качестве ориентира. Вычисление отклонений разреженного облака точек от данной 

поверхности позволяет, используя заданную выборку расстояний, отсечь случайные выбросы, 

шумы и объекты [12], не входящие в область интереса (коммуникации, технологическое обо-

рудование), а также сформировать более полный массив точек, описывающих оболочку. На 

втором этапе полученная выборка (рис. 12) аппроксимируется NURBS-поверхностью [13, 14], 

которая позволяет учесть локальные несовершенства и сложные перемещения реального по-

крытия, формируя точную геометрию нагруженной оболочки, необходимую для этапа числен-

ных исследований. 



Строительная механика и конструкции 
 

131 

 
 

Рис. 11. Разработанный алгоритм обработки пространственных данных 

 

3 направление. Применение методов вычислительной механики для определения 

напряженного состояния оболочки. 

Перемещения и напряжения оболочки в начальной стадии (предварительного напряже-

ния) возможно получить, решив основную систему уравнений метода конечных элементов в 

матричной форме [15]: 

 {𝐹} = [𝐾] ∙ {𝑈},   (2) 

где {𝐹} – вектор узловых сил; [𝐾] – глобальная матрица жесткости системы; {𝑈} – вектор пе-

ремещений. 

Задавшись известными начальными параметрами – силами и жесткостями, возможно 

найти перемещения. 

Последовательно решая матричные уравнения (2) и (3), связывающие деформации и 

перемещения, а также напряжения и деформации, в конечном итоге находим напряженное со-

стояние оболочки в начальной стадии. 
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Для нахождения напряженного состояния оболочки на стадии действия постоянных и 

временных длительных нагрузок сразу решаем систему уравнений (3) и (4), подставляя вместо 

𝑈 фактическое поле перемещений 𝑈факт, определенное в ходе обработки пространственных 

данных: 

 {𝜀} = [𝐿] ∙ {𝑈},  (3) 

где {𝜀} – вектор деформаций; [𝐿] – дифференцирующая матрица; {𝑈} – вектор перемещений; 

 {𝜎} = [𝐷] ∙ {𝜀},  (4) 

где {𝜎} – вектор напряжений; [𝐷] – матрица Гука; {𝜀} – вектор деформаций. 

Результаты исследования. На основе разработанного алгоритма обработки простран-

ственных данных получен массив точек, принадлежащих оболочке и представляющих интерес 

для дальнейшего исследования (рис. 12). Сформированное облако характеризуется отсут-

ствием посторонних шумов в виде оборудования и коммуникаций, подвешенных к оболочке. 

 

 

Рис. 12. Полученное  

в ходе выполнения алгоритма  

облако точек исследуемой оболочки 

 

В дальнейшем полученное облако аппроксимировано NURBS-поверхностью, которая 

затем совмещена с другой поверхностью, характеризующей начальное преднапряженное со-

стояние оболочки. Результат представлен на рис. 13. 

 

 

Рис. 13. Аппроксимирующие  

NURBS-поверхности.  

Синий цвет – стадия преднапряжения  

оболочки.  

Розовый цвет – стадия постоянных  

и временных длительных нагрузок 

 

В результате сравнения двух поверхностей финальным этапом перед численным расче-

том стало вычисление перемещений оболочки, находящейся на разных стадиях нагружения – 

в преднапряженном состоянии, а также под действием постоянных и временных длительных 

нагрузок. Как видно из рис. 14, максимальное перемещение оболочки под нагрузкой состав-

ляет 4,35 см, при этом распределение перемещений не строго симметрично, а имеет смещение 

максимума в сторону 3 четверти оболочки. 
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Рис. 14. Визуализация  
поля перемещений оболочки  

под нагрузкой относительно начального 

преднапряженного состояния  

 

Полученное поле перемещений затем использовалось в качестве входных параметров 

численного расчета. 

На рис. 15–16 изображены мембранные напряжения в оболочке по направлениям X и 

Y, полученные на стадии преднапряжения висячего покрытия. Оболочка на этой стадии ха-

рактеризуется обжатием по двум направлениям. Максимальные сжимающие напряжения  

Nx = 3,12 МПа, Ny = 5,39 МПа. 

 

 

Рис. 15. Напряжения Nx оболочки  

в стадии преднапряжения, МПа 

  

 

Рис. 16. Напряжения Ny оболочки  
в стадии преднапряжения, МПа 
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На рис. 17–18 представлены мембранные напряжения в оболочке по направлениям X и 

Y, полученные на стадии нагружения висячего покрытия постоянными и временными дли-

тельными нагрузками. Максимальные сжимающие напряжения Nx = 3,26 МПа, Ny = 4,15 МПа. 

Наиболее явное перераспределение характера и величины напряжений зафиксировано по 

направлению Y, по которому располагаются рабочие (несущие) ванты. Также стоит отметить, 

что полученные напряжения на данной стадии характеризуют снижение обжатия оболочки, 

что согласуется с принципом работы преднапряженных железобетонных висячих покрытий. 

 

 
 

Рис. 17. Напряжения Nx оболочки в стадии постоянных и временных длительных нагрузок, МПа 

 

 
 

Рис. 18. Напряжения Ny оболочки в стадии постоянных и временных длительных нагрузок, МПа 

 

Выводы 

1. Выявлена эффективность применения технологии наземного лазерного сканирова-

ния для оценки НДС большепролетных покрытий зданий на примере обследования висячей 

преднапряженной оболочки отрицательной гауссовой кривизны. В отличие от традицион-

ного метода геодезического мониторинга – нивелирования по деформационным маркам – 
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предложенный подход позволяет в сжатые сроки получать полное детализированное пред-

ставление об отклонениях исследуемого объекта. 

2. Разработана и апробирована методика цифровой обработки пространственных дан-

ных, включающая этапы статистической фильтрации, разрежения облака точек на основе ок-

тодерева и дискретизации облака точек сеткой в горизонтальной проекции с выделением ло-

кальных высотных максимумов. Методика также включает двухэтапную реконструкцию гео-

метрии оболочки с использованием промежуточной квадратичной аппроксимации по методу 

наименьших квадратов и финального построения точных NURBS-поверхностей. Разработан-

ный подход позволил получить геометрию висячего покрытия в условиях высокой зашумлен-

ности облака точек элементами подвесного оборудования и инженерных коммуникаций. 

3. Показана возможность применения полученного в ходе обработки облака точек 

поля перемещений в качестве входных параметров при расчете в конечно-элементном ком-

плексе, а также реализован сам численный расчет напряженного состояния оболочки в ли-

нейно-упругой постановке. Получены изополя мембранных напряжений Nx и Ny для стадии 

предварительного напряжения, а также для стадии действия постоянных и временных дли-

тельных нагрузок. Зафиксированный характер перераспределения напряжений показывает 

частичное снятие обжатия оболочки вдоль рабочих вант, что согласуется с принципами ра-

боты преднапряженных железобетонных висячих систем и верифицирует методику, рас-

смотренную в работе. 
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The article is devoted to the issues of monitoring the technical condition and experimental determination of the 

stress-strain state of large-span structures, in particular hanging reinforced concrete shells. Ground-based laser scanning 

is used as the main geodetic method.  

A complex task has been set and solved, from obtaining and registering a point cloud to numerically determining 

the stress-strain state of the shell under study.  
A general methodological scheme for processing a point cloud in conditions of noise and interference has been 

developed, ensuring the restoration of the actual geometry of the suspended coating at various stages of loading. Based 

on the data obtained, the deviation of the shell geometry from its initial prestressed state during static loading by constant 

and temporary long-term loads is analyzed.  

The stress-strain state of the object under study is determined by the finite element method by solving the prob-

lem of integrating laser scanning data into a computational complex in the form of a displacement field. Based on the 

results of the study, conclusions were drawn about the stress-strain state of the hanging shell in question, as well as 

conclusions on monitoring large-span structures using laser scanning. 

 

Keywords: hanging shells, ground-based laser scanning, point cloud approximation, displacement field, finite 

element method, stress-strain state, technical condition monitoring.  
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