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АНАЛИТИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ПРОГИБА  
И ПЕРВОЙ СОБСТВЕННОЙ ЧАСТОТЫ КОЛЕБАНИЙ ПЛОСКОЙ ФЕРМЫ1 

 
М. Н. Кирсанов 1 

 

Национальный исследовательский университет «МЭИ» 1 
Россия, г. Москва 

 
 
1 Д-р физ.-мат. наук, проф. кафедры робототехники, мехатроники, динамики и прочности машин,  
тел.: +7(495)362-73-14, e-mail: c216@ya.ru 
 

 
Рассмотрена схема статически определимой фермы регулярного типа. Ферма имеет прямолинейные по-

яса, и четыре опоры, одна из которых – неподвижный шарнир, три – подвижные шарниры. Зависимость прогиба 
и горизонтального смещения опоры фермы под действием равномерно распределенной нагрузки от числа пане-
лей находится методом индукции с использованием формулы Максвелла – Мора. При выводе формулы для ос-
новной частоты используется модифицированный метод Донкерлея. Предполагается, что масса конструкции рав-
номерно распределяется по ее узлам, а колебания узлов происходят только по вертикали. Выполняется сравнение 
результата приближенного аналитического решения с численными при учете всех степеней свободы конструк-
ции в рамках принятой модели. Для аналитических преобразований используется система символьной матема-
тики «Maple». В зависимости прогиба от числа панелей найдена квадратичная асимптотика. Выведены формулы 
для реакций опор фермы. 

 
Ключевые слова: плоская ферма, собственная частота, метод Донкерлея, индукция, Maple, приближен-

ный метод, формула Максвелла – Мора, прогиб, асимптотика, смещение опоры. 
 

Введение. Для расчета частот собственных колебаний и деформаций стержневых систем 
на практике используют хорошо зарекомендовавшие себя численные алгоритмы на основе ме-
тода конечных элементов [1–3]. Альтернатива численным методам расчета строительных кон-
струкций появилась с развитием систем компьютерной математики. Вероятно, первыми, кто об-
ратил внимание на возможность получения аналитических решений для регулярных стержне-
вых систем, были В. А. Игнатьев [3], R. G. Hutchinson и N. A. Fleck [4, 5]. В этих работах подняты 
проблемы существования и расчета регулярных конструкций и методов их расчета. Системы 
компьютерной математики для расчета строительных конструкций широко используют также 
А. В. Матросов и Д. П. Голоскоков [6, 7]. В [8] с применением системы «Maple» выведена ана-
литическая зависимость прогиба плоской внешне статически неопределимой фермы с произ-
вольным числом панелей от порядка конструкции. Формулы для расчета прогиба и частоты соб-
ственных колебаний плоской статически определимой фермы с произвольным числом панелей 
приведены в [9]. В [10] исследованы собственные частоты плоской фермы и проанализированы 
те области значений частот, для которых исключен эффект резонанса. Оценки статического про-
гиба и частоты собственных колебаний шарнирно-стержневой рамы с произвольным числом 
панелей в форме конечных соотношений получены в [11]. Метод индукции совместно с опера-
торами системы компьютерной математики использован в [12] для вывода формулы 

 
1© Кирсанов М. Н., 2025 
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приближенной зависимости основной частоты свободных колебаний плоской фермы от числа 
панелей. Спектр частот колебаний фермы, инерционные свойства которой моделируются сосре-
доточенными массами в ее узлах, и формула для первой частоты получены в [13]. Эта же задача 
для консольной фермы решена в [14]. В [15] методом индукции выведена простая формула для 
расчета низшей частоты собственных колебаний плоской модели составной фермы. Аналитиче-
ские решения известны и для пространственных регулярных ферм. В [16, 17] получены такие 
решения для составной и консольной пространственных ферм. Собственные частоты плоской 
двухпролетной балки рассчитаны аналитически в [18]. Формулы для расчета статического про-
гиба плоской шпренгельной фермы с треугольной решеткой и параллельными поясами выве-
дены в [19]. В [20] метод, примененный в этой работе, использован для аналитического расчета 
башни опоры линии электропередач. Спектр собственных частот семейства регулярных плос-
ких балочных ферм различного порядка и некоторые закономерности частотных характеристик 
исследованы в [21]. Формулы для первой частоты собственных колебаний плоских шпренгель-
ных ферм выведены в системе «Maple» в [22, 23]. Зависимость прогиба плоской внешне стати-
чески неопределимой фермы арочного типа от числа панелей в аналитической форме исследо-
вана в [24]. В настоящей работе в аналитической форме разыскивается зависимость прогиба, 
сдвига опоры и основной частоты плоской фермы с дополнительными опорами от числа пане-
лей. Особенность рассматриваемой схемы фермы – внешняя статическая неопределенность, 
конструктивно реализованная в виде двух дополнительных боковых опор.  

Конструкция фермы. Статически определимая ферма с параллельными поясами 
имеет четыре опоры, одна из которых – неподвижный шарнир, три других – горизонтально 
подвижные шарниры. Ферма состоит из 2n панелей длиной a в средней части пролета и по две 
панели по концам. Высота фермы равна h, масса фермы равномерно распределена по узлам 
массами m. Принимается, что узлы совершают вертикальные колебания по гармоническому 
закону (рис. 1).  

 

 
 

Рис. 1. Схема фермы, n = 3 
 
В задаче о колебании число степеней свободы конструкции равно числу ее внутрен-

них узлов:  4 6K n . Общее число стержней   8 12n . В это число входят и пять ре-
акций опор. 

Расчет усилий в стержнях. Для определения жесткости статически определимой си-
стемы с использованием формулы Максвелла – Мора необходимо рассчитать усилия в стерж-
нях из условия равновесия узлов. Для этого в системе компьютерной математики составляется 
матрица уравнений равновесия узлов, состоящая из направляющих косинусов усилий. Эти ве-
личины в аналитической форме находятся по данным о структуре соединения стержней в узлы 
и их координатам. Стержни и узлы фермы нумеруются (рис. 2). Начало координат размеща-
ется в левой подвижной опоре A:  

   

    
    

2 5 2 5

( 1), 0, 1,..,2 5,

( 1), , 1,..,2 1.
i i

i n i n

x a i y i n

x a i y h i n
 

Порядок соединения стержней в узлы задается специальными списками, содержа-
щими номера концов стержней. Стержни нижнего пояса кодируются следующими списками: 
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    [ , 1], 1,...,2 4.
i

i i i n  Аналогично списки стержней верхнего пояса имеют вид: 

       
2 4

[ 2 5, 2 6],
i n

i n i n  1,...,2 .i n  

Пролет фермы:   (2 4)AD L n a . Система уравнений равновесия узлов записыва-
ется для произвольного порядка фермы в матричной форме: GS = R , где R  – вектор внешних 
узловых нагрузок, G  – матрица размером   , составленная из направляющих косинусов, 
S  – вектор неизвестных усилий в стержнях и опорных реакций. Направляющие косинусы рас-
считываются по данным о координатах узлов и порядку соединения стержней в соответству-
ющие узлы. 

 

 
 

Рис. 2. Номера стержней и узлов фермы, n = 2 
 
Прогиб. В случае действия распределенной нагрузки интенсивностью P на узлы ниж-

него пояса ненулевые элементы вектора в правой части системы уравнений равновесия имеют 
вид:   , 1,..,2 5

i
R P i n  (рис. 3). На рис. 3 показано распределение усилий в стержнях  

от действия распределенной по нижнему поясу единичной безразмерной нагрузки P = 1 при  
a = 3 м, h = 2 м.  

 

 
 

Рис. 3. Нагрузка и распределение усилий, n = 3 
 

Верхний пояс фермы при такой нагрузке сжат, нижний растянут, а в решетке значи-
тельные сжимающие усилия есть только в боковых раскосах. Стойки фермы растянуты незна-
чительными усилиями. Прогиб фермы фиксируется вертикальным смещением среднего узла 
E. Расчет прогиба выполняется по формуле Максвелла – Мора: 



  


  ( ) (1)

1

/( ),p
E

S S l EF  

где 

( )pS  – усилие в стержне с номером   при действии на ферму распределенной нагрузки; 


( )ES  – усилие от действия единичной  вертикальной силы на узел E; 

l  – длина стержня  . 
Жесткость EF стержней принимается для всей фермы одинаковой. Для вывода формулы про-
гиба в зависимости от числа панелей составляется последовательность решений для ферм  
с числом панелей n = 1, 2, ..., 14: 

3 3 3 2
,1

3 3 3 2
,2

(24 5 ) / (2 ),

(80 2 5 ) / ( ),
E

E

P a c h h EF

P a c h h EF

   

   
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3 3 3 2
,3

3 3 3 2
,4

3 3 3 2
,5

(144 2 5 ) / ( ),

(888 9 17 ) / (2 ),

(1320 9 17 ) / (2 ),...

E

E

E

P a c h h EF

P a c h h EF

P a c h h EF

   

   

   

 

Для меньшей длины последовательности решений закономерность в системе «Maple» 
не находится. Решения линейных однородных рекуррентных уравнений, полученных с помо-
щью операторов rgf_findrecur и rsolve из пакета genfunc системы «Maple», дает общий член 
этой последовательности:  

   3 3 3 2
, 1 2 3

( ) / ( ),
E n

P C a C c C h h EF
 

где 2 24c a h  , а коэффициенты имеют вид полиномов по числу панелей: 

            

      

      

4 3 2
1

2
2

2
3

(10 4(2( 1) 15) 4(9( 1) 35) 2(29( 1) 75) 33( 1) 63) / 24,

(2 (2( 1) 6) 3( 1) 5) / 16,

(2 (2( 1) 14) 7( 1) 33) / 16.

n n n n

n n

n n

C n n n n

C n n

C n n

 

На графике 4 представлены кривые зависимости от числа панелей относительного про-
гиба: ,' / ( )E n sumEF LP   , где (2 5)sumP n P   – суммарная нагрузка на ферму. С помощью 
операторов системы «Maple» можно найти асимптотику решения. Выясняется, что рост про-
гиба при увеличении числа панелей имеет квадратичный характер: 2 2 2lim '/ 5 / (48 ).

n
n a h


   

 

 

Рис. 4. Зависимость относительного прогиба  
от числа панелей 

 
Одновременно с вычислением прогиба в этом же цикле по числу панелей программа 

позволяет найти реакции опор внешне статически неопределимой конструкции: 
  ( 3) / 2,

A D
S S P n    ( 2) / 2.

B C
S S P n  Горизонтальная компонента реакции непо-

движной правой опоры при такой нагрузке равна нулю. 
Под действием вертикальной нагрузки три подвижные опоры смещаются. Расчет сме-

щения также производится по формуле Максвелла – Мора, но в качестве единичной силы бе-
рется горизонтальная сила, приложенная к опоре A: 

       22   1 2 3 / (3 ).
A

n n n hEFP a  
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Расчет основной частоты собственных колебаний. Вычисление первой собственной 
частоты 

D
  производится по приближенной формуле [25], основанной на упрощении подхода 

Донкерлея [26, 27]:  

     

 

     2 2 max

1 1

/ 2 ,
K K

D p p n
p p

m m K mK   (1)
 

где 
p  – парциальная частота колебаний одной массы m в узле с номером p. Упрощение со-

стоит в замене суммы парциальных прогибов 


1

K

p
p

 ее средним значением max / 2K . Частота 

находится из уравнения движения массы в узле:  

 0, 1,2,..., .
p p p

m D y Ky p    (2) 

Для вычисления коэффициента 
pD  используется формула Максвелла – Мора как сумма 

квадратов усилий по всем стержням фермы, включая опоры: 

  


 



2

( )

1

1/ /( ),p
p
D S l EF  (3) 

где 

( )pS  – усилие в стержне   при действии на узел p единичной вертикальной силы. В ка-

честве узла p, согласно [25], выбирается наиболее податливый узел. Для данной схемы это, 
очевидно, узел с номером n + 3 в середине нижнего пояса.  

Расчет суммы в (3)  


 


  
2

( )

1

/ (2 )p
n

S l EF  для ряда ферм с увеличивающимся чис-

лом панелей дает следующие формулы: 
3 3 3 2

1
3 3 3 2

2
3 3 3 2

3
3 3 3 2

4
3 3 3 2

5

(8 3 ) / (4 ),

(24 2 ) / (2 ),

(24 2 ) / (2 ),

(152 3 5 ) / (4 ),

(152 3 5 ) / (4 ),...

a c h h EF

a c h h EF

a c h h EF

a c h h EF

a c h h EF

   

   

   

   

   

 

Общий член полученной последовательности методами «Maple» находится из анализа 
не менее четырнадцати ферм различного порядка. С помощью операторов системы «Maple» 
находится общий член последовательности: 

   3 3 3 2
1 2 3

( ) / ( ),
n

C a C c C h h EF  

где коэффициенты имеют вид полиномов: 

 
         

   

   

3 2
1

2

3

(2 (3( 1) 9) (9( 1) 19) 9( 1) 15) / 12,

(2 ( 1) 3) / 16,

(2 ( 1) 11) / 16.

n n n

n

n

C n n n

C n

C n

 (4) 

Расчетная формула для определения нижней оценки первой частоты принимает вид: 

  
  3 3 3

1 2 3

.
( ( )4 6)D C a C

E
h

c C h

F

m n  (5) 
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Для оценки степени приближения полученного решения приведем стандартное числен-
ное решение задачи о колебании, полученное без упрощений Донкерлея с учетом всех K сте-
пеней свободы системы грузов. В расчете приняты следующие размеры: м3  ,a 

 
 м2 h   

или м4 h  . Материал стержней (сталь) имеет модуль упругости   52,1 10E  MПa, площадь 
поперечного сечения всех стержней см29 F  , массы в узлах кг 200m  . На рис. 5 приве-
дены кривые аналитической зависимости от числа панелей частоты 

D
  и первой частоты 

1
, 

рассчитанной численно для двух значений высоты фермы h. С увеличением числа панелей в 
ферме аналитическое решение и численное сближаются, частоты закономерно уменьшаются, 
стремясь в пределе к нулю. Решение 

D
  по модифицированному методу Донкерлея в отличие 

от оригинального метода не ограничивает численное решение снизу, соответствующие кривые 
пересекаются, что повышает точность решения. Точность приближенного аналитического ре-
шения оказывается достаточно высокой и увеличивается с ростом числа панелей.  

Для уточненной оценки погрешности вводится относительная величина: 
    

1 1
| | /

D
. На рис. 6 показана зависимость погрешности   от числа панелей при раз-

личных значениях высоты h.  
 

 

Рис. 5. Сравнение  
аналитического решения  

с численным 

 

Рис. 6. Погрешность  
аналитической оценки  

основной частоты 
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Использованы те же данные фермы, что и для кривых рис. 5. Погрешность аналитиче-
ского решения неравномерно уменьшается с увеличением порядка фермы и зависит от высоты 
фермы h. Для нечетного числа панелей n в половине пролета погрешность в несколько раз 
меньше, чем для четного числа.  

Заключение. Предложена и проанализирована схема раскосной статически определи-
мой фермы с двумя дополнительными опорами. Методом индукции получены формулы зави-
симости прогиба и основной (первой) частоты собственных колебаний от числа панелей. По-
казано, что точность выведенной приближенной формулы растет с увеличением числа пане-
лей. В решении задачи о прогибе фермы под действием распределенной узловой нагрузки 
найдена квадратичная асимптотика.  
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Для определения напряженного состояния в зоне пересечения оболочек при плоском нагружении ис-

пользован смешанный метод конечных элементов в криволинейной системе координат.  
Сочлененные оболочки рассматривались без использования гипотезы Кирхгофа – Лява при использова-

нии метода конечных элементов в смешанной формулировке. 
В качестве конечного элемента использовался призматический конечный элемент единичной высоты 

при треугольных основаниях с узловыми неизвестными в виде перемещений узловых точек и компонент тензора 
напряжений (нормальных и сдвигающих напряжений в плоскости нагружения). 

Искомые величины внутренней точки призматического конечного элемента аппроксимировались с ис-
пользованием линейных функций в координатах модельного равнобедренного треугольника. Для получения мат-
рицы деформирования призматического конечного элемента при нагружении в пределах упругости использо-
вался смешанный функционал Рейсснера, при минимизации которого по искомым узловым неизвестным полу-
чены матрица деформирования призматического конечного элемента и вектор узловых усилий. Для узлов на гра-
нице сочленения плоско нагруженных оболочек узловые неизвестные одной оболочки приняты за основные. Уз-
ловые неизвестные примыкающей оболочки выражены через узловые неизвестные основной на основе равенства 
векторов перемещений граничной узловой точки и ее тензоров напряжений в криволинейных системах коорди-
нат сочленяемых оболочек. 

На конкретном примере реализован разработанный алгоритм для сочленяемых пластин с возможностью 
контроля. 

 
Ключевые слова: смешанный метод конечных элементов, призматический конечный элемент, функци-

онал Рейсснера, упругое деформирование, сочленение оболочек. 
 
Введение. Для определения напряженно-деформированного состояния (НДС) тонко-

стенных элементов инженерных конструкций (типа пластин и оболочек различного очерта-
ния) широко используется метод конечных элементов (МКЭ) в различных формулировках. 
Наиболее широкое распространение при определении НДС получил МКЭ в формулировке ме-
тода перемещений, когда при расчетах тонкостенных конструкций используется гипотеза 
Кирхгофа – Лява, а в используемых конечных элементах искомыми величинами принимаются 
перемещения узловых точек и их производные различных порядков [1–5, 10–12]. На основе 
МКЭ в формулировке метода перемещений проведены исследования НДС в зонах сочленения 
пересекающихся оболочек [14, 15] и в контактных задачах [8]. В последнее время для опреде-
ления НДС тонкостенных элементов инженерных конструкций стал использоваться МКЭ  
в смешанной формулировке [6, 7, 16–19]. 

 
2© Киселёва Р. З., Рябуха В. В., Кирсанова Н. А., Клочков Ю. В., Николаев А. П., 2025 
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Гипотеза Кирхгофа – Лява, широко используемая при определении НДС в тонкостен-
ных элементах инженерных конструкций, хорошо выполняется в зонах, располагающихся на 
некотором удалении от мест сочленения тонкостенных конструкций, от мест резкого измене-
ния толщин и от вырезов. А так как в этих зонах как раз проявляются концентрации напряже-
ний, то задача определении НДС без принятия гипотезы Кирхгофа – Лява является актуальной 
задачей инженерной практики. По этой причине при определении НДС пластин и оболочек 
стал применяться МКЭ в смешанной формулировке без использования гипотезы о возможно-
сти прямолинейного деформирования нормали [6, 7, 16–19]. В таких работах для конечных 
элементов различных конфигурации в качестве узловых неизвестных принимались перемеще-
ния и напряжения с линейными аппроксимациями. – 

В настоящей работе для определения НДС в зоне сочленения двух плоско нагруженных 
криволинейных пересекающихся оболочек использован трехмерный конечный элемент с уз-
ловыми неизвестными в виде перемещений и напряжений. Разработаны условия сочленения 
двух плоско нагруженных оболочек в криволинейных системах координат. 

1. Геометрия сочленяемых оболочек. В декартовых системах координат срединные 
поверхности сочленяемых оболочек, продольные сечения которых представлены на рис. 1, 
определяются радиус-векторами: 

 ;)(0 kxzixR


  ,0 kzixR 


 (1.1) 

где x, z, ki


,  – координаты и орты координатной системы основной оболочки; kizx 


,,,  – 
координаты и орты декартовой системы координат примыкающей оболочки. 
 

 
 

Рис. 1. Продольное сечение сочленяемых оболочек в декартовых системах координат 
 
Орты декартовых систем координат на границе сочленения оболочек связаны матрич-

ным соотношением 

     
122212 

   ii


, (1.2) 

где 

        kiikii ТТ 
,;,

2121



 . 

Положения произвольных точек сочленяемых оболочек, расположенных на расстоя-
ниях t  и t  от срединных поверхностей, определяются радиус-векторами: 

 0000 ;   atRRatRR 
, (1.3) 

где 00; aa   – нормали к срединным поверхностям основной и примыкающей оболочек. 
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Базисные векторы произвольных точек оболочек определяются дифференцированием 
соотношений (1.3): 

 0000 ,,,;,,,    atRRgatRRg  , (1.4) 

где символом   обозначено дифференцирование по координатам x, t и tx ,  соответственно. 
Соотношения (1.4) представляются матричными выражениями: 

           
122212122212

;

   igig
 , (1.5)  

где         31
21

31
21

,;, gggggg Т
i

Т
i 



 . 

С использованием (1.2) из (1.5) определяются матричные зависимости между векто-
рами локальных базисов граничных точек сочленяемых оболочек в криволинейных системах 
координат основной и примыкающей оболочек: 

          
122212

1

222212 




 gdgg 

 .  (1.6) 

На основании (1.6) базисные векторы граничной точки записываются выражениями 

 2211 gdgdg 
  , (1.7) 

при использовании которых формируется матричное соотношение между диадными произве-
дениями базисных векторов граничных точек сочленяемых оболочек: 

     
133313 

 gg


 , (1.8)  

где         313311
31

313311
31

; gggggggggggggg
ТТ 





. 

Дифференцированием (1.4) можно записать соотношения 

     ,,,;,,, 00
,

00
,

  atRgatRg  , (1.9) 

на основании которых при учете (1.6) формируются матричные выражения для представления 
производных базисных векторов компонентами в этих же базисах: 

              ;,
122212

1

2222
1

1222
1

12
1




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 gmgig 

   (1.10) 
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122212
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2222
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1222
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где                3,33,1
21
31,31,1

21
13,33,1

21
31,31,1

21
1 ,,;,,;,,;,, gggggggggggg ТТТТ 



 . 

2. Смешанный конечный элемент оболочки и его преобразование на границе со-
членения при плоском нагружении. Используется призматический конечный элемент еди-
ничной высоты с основаниями в форме равных треугольников с узловыми неизвестными в 
виде перемещений и напряжений. Вектор перемещения внутренней точки поперечного сече-
ния конечного элемента и его производная определяются в локальном базисе точки: 
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 











 gfgvgvvgvv 
 ,,,; . (2.1) 

В качестве узловых неизвестных принимаются перемещения узловых точек: 

    kjikjiТ
y vvvvvvv 333111

61




. (2.2) 

Аппроксимация перемещения внутренней точки поперечного сечения конечного эле-
мента выполняется с использованием линейных функций относительно координат 0 ≤  ,  
 ≤ 1 модельного равнобедренного треугольника: 

                

         y
T

y vvv ,1   , (2.3) 

где    kjiТ
y vvvv  
31

; ( 3,1 ).  

С использованием (2.3) формируется матричное соотношение: 

     
166212 

 yvAv , (2.4) 

где     31

21
vvv T 


. 

Деформация во внутренней точке конечного элемента определяется соотношениями [8, 13]: 

 

   ,,
2
1 vgvg  , (2.5) 

или в матричной форме при учете (2.1):  

 
           

1663166223122313 
 yyy vBvALvL , (2.6) 

где     133311
31

2 


Т , 

 
23

L  – матрица дифференциальных операторов. 

Компоненты тензора напряжений во внутренней точке конечного элемента аппрокси-
мируются также с использованием линейной функции (2.3): 

       y
T

31
,


 , (2.7) 

где    kjiТ

y

  
31

. 

На основании (2.7) формируется матричное соотношение: 

 
    

199313 
 yS  , (2.8) 

где    133311

31
 



Т ;    kjikjikjiT
y

131313333333111111

91
 



. 
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Соотношения между деформациями и напряжениями принимаются по уравнениям [13]: 

 
    

133313 
  С . (2.9) 

Для получения матрицы деформирования призматического конечного элемента ис-
пользуется смешанный функционал Рейсснера [6]: 

              



F

T

V

T

V

T
к dFqvdVCdVvLП

1221133331122331 2
1

2
1  , (2.10) 

где V – объем конечного элемента; F – площадь приложения нагрузки. 
С учетом аппроксимирующих выражений (2.4), (2.6) и (2.8) функционал (2.10) записы-

вается выражением: 

                        



V F

TT
yy

TT
yy

T

V

T
уR dFqAvdVSCSvdVBSП

122661199333399116633991 2
1

2
1  . (2.11) 

В результате минимизации функционала (2.11) по узловым неизвестным получаются 
системы уравнений: 

 
        0

161996







qy

T
Т

y

R fQП 


; (2.12) 

        0
16691999







yyТ

y

R vQH
v

П
 , 

где       



V

T dVSСSH
93333999

;  
 
     dVBSQ T

V 633969 
 ; 

     



F

T
q dFqAf

122616
. 

Системы алгебраических уравнений представляются в виде матрицы деформирования 
призматического конечного элемента  

1515
K , вектора узловых неизвестных  

115
yz  и вектора  

узловых усилий  
115

f : 

 
     

1151151515 
 fzK у , (2.13) 

где   
   

   























6696

6999

1515 0TQ

QH
K ;       
















T
y

T
y

T
y vz

6191151
 ;       
















T
q

TT ff
6191151

0 . 

Для конечных элементов, примыкающих к границе сочленения оболочек, неизвестные 
граничных узлов одной оболочки принимаются за основные: 

 
     
















T
y

T
y

T
vz

213151

  , (2.14) 

где  – номер граничной точки. 
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Узловые неизвестные примыкающей оболочки в узле  

 
     
















T
y

T
y

T
y vz

213151

   (2.15) 

следует выразить через узловые значения (2.14) основной оболочки, и с использованием по-
лученного матричного выражения преобразовать матрицу деформирования примыкающей 
оболочки. 

С этой целью используется условие равенства векторов перемещения граничной точки 
в криволинейных координатных системах сочленяемых оболочек: 

 
VV


 .  (2.16) 

С использованием (1.6) и (2.1) из (2.16) получается зависимость: 

      
12

1

2212 




  vdv T .  (2.17) 

Условие равенства тензоров напряжений граничной точки в криволинейных коорди-
натных системах сочленяемых оболочек записывается выражением: 

        
13311331 

   y
TT

gg
 .  (2.18) 

При использовании (1.8) из (2.18) получается зависимость между компонентами тензо-
ров напряжений в граничной точке сочлененных оболочек: 

        y
T

y
1

3313




 . (2.19) 

С использованием (2.18) и (2.19) формируется матричная зависимость: 

 
    

155515 
  v , (2.20) 

где    31331131

51




  vvv

Т  –  

узловые искомые величины примыкающей оболочки в граничном узле  ;  

   13331131

51
 vvv

Т




 – 

узловые неизвестные основной оболочки в узле  . 
Матрицы (2.20) составляются для всех граничных точек сочлененных оболочек, и с их 

использованием преобразуются матрицы деформирования  
1515
K , столбцы узловых неизвест-

ных  
115
yz  и векторы узловых усилий  

16
qf  конечных элементов примыкающей оболочки, узлы 

которых содержат граничные точки сочленяемых оболочек.  
3. Полученные результаты. Пример. Определялось НДС пересекающихся пластин, 

загруженных сосредоточенной силой Q (рис. 2). Материал пластин однородный. 
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Были приняты следующие исходные данные: l1 = 1 м; l2 = 0,8 м; Q = 20 кН; h  = 0,1 м; 
h  = 0,1 м; E = 2×106 МПа; E/ = 2×106 МПа;  0,3;  0,3.  

 

 

Рис. 2. Расчетная схема сочленяемых пластин  
с дискретизацией на конечные элементы 

 
По толщине основная и примыкающая пластины разбивались на 9 равных дискретных 

элементов. По длине основная пластина разбивалась на 70 одинаковых элементов, а примыка-
ющая пластина – на 50 одинаковых элементов.  

По полученным результатам построены эпюры нормальных напряжений хх  в сече-
ниях a-b, c-d, с-f (рис. 2), разделенных по высоте на 9 равных частей (рис. 2). 

 
а) б) 

  
в)  

 

Рис. 3. Эпюры осевых нормальных напряжений  
в сечениях a-b (a); c-d (б); с-f (в) 
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В напряженном состоянии рассматриваемой конструкции в точке с имеет место кон-
центрация нормальных напряжений с коэффициентами концентрации 1,65c dk    и 1,7c fk   . 

По полученным результатам нормальных напряжений хх  с использованием эпюр нор-
мальных напряжений хх  для контроля точности вычислений выполнены проверки  0М . 

Условие равновесия по моментам    oM х  выполняется с погрешностью 0,1   % 
(рис. 3а); для (рис. 3б) условие равновесия по моментам    oM х  выполняется с погрешно-
стью 2   %; для (рис. 3в) условие равновесия по моментам    oM х  выполняется с по-
грешностью 2   %. 

Заключение. Разработанный призматический смешанный конечный элемент с узло-
выми неизвестными в виде перемещений и напряжений вполне пригоден для определения 
напряженно-деформированного состояния в тонкостенных конструкциях без использования 
гипотезы Кирхгофа – Лява. 

Использование разработанного призматического смешанного конечного элемента дает 
возможность определения напряженного состояния в тонкостенных конструкциях в зонах 
концентраторов напряжений (вырезах, точках резкого изменения толщин, зонах сочленения). 
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To determine the stress state in the intersection zone of shells under plane loading, a mixed finite element method 

in curvilinear coordinate systems was used. 
Articulated shells were considered without using the Kirchhoff-Love hypothesis using the FEM in a mixed for-

mulation. 
A prismatic finite element of unit height with triangular bases with nodal unknowns in the form of displacements 

of nodal points and stress tensor components (normal and shear stresses in the loading plane) was used as a finite element. 
The sought values of the internal point of the prismatic finite element were approximated using linear functions 

in the coordinates of the model isosceles triangle. To obtain the deformation matrix of the prismatic finite element under 
loading within the elastic limits, the mixed Reissner functional was used, with the minimization of which, by the sought 
nodal unknowns, the deformation matrix of the prismatic finite element and the nodal force vector were obtained. For 
nodes on the junction boundary of plane loaded shells, the nodal unknowns of one shell are taken as the main ones. The 
nodal unknowns of the adjacent shell are expressed through the nodal unknowns of the main one based on the equality of 
the displacement vectors of the boundary nodal point and its stress tensors in the curvilinear coordinate systems of the 
articulated shells. 

A specific example is used to implement the developed algorithm for articulating plates with the possibility of 
control. 

 
Key words: mixed FEM, prismatic finite element, Reissner functional, elastic deformation, shell joint. 
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Статически определимая регулярная ферма пространственной консоли с четырьмя плоскими гранями 

имеет треугольную решетку. Рассматриваются собственные колебания модели фермы, вся масса которой условно 
концентрируется в ее узлах. Узлы совершают вертикальные колебания, число степеней свободы системы масс 
равно числу узлов фермы без учета точек крепления конструкции к вертикальной стенке. Вывод формулы зави-
симости основной частоты колебаний конструкции от числа панелей основан на методе Донкерлея. Жесткость 
фермы рассчитывается по формуле Максвелла – Мора. Сопоставление найденного аналитического решения с 
численным показывает весьма высокую точность полученной формулы. Все аналитические преобразования вы-
полнены в системе символьной математики «Maple». Обобщение ряда решений для ферм различного порядка на 
произвольный случай выполняется методом индукции. Точность предложенного метода увеличивается с ростом 
числа панелей. 
 

Ключевые слова: пространственная ферма, консоль, собственная частота, метод Донкерлея, «Maple», 
метод индукции, формула Максвелла – Мора. 

 
Введение. Для вычисления основной частоты собственных колебаний стержневых 

систем, как правило, применяются специализированные численные компьютерные про-
граммы [1, 2], в основу которых положен метод конечных элементов [3]. Реже расчет частот 
колебаний ферм выполняется аналитически. В основном такие задачи решаются прибли-
женно, как правило, методом Донкерлея или Рэлея [4, 5]. Первый подход дает оценку ча-
стоты снизу, второй – сверху. Аналитический расчет прогиба регулярного пространствен-
ного прямоугольного покрытия в системе «Maple» выполнен в [6]. В [7] получена компакт-
ная формула для прогиба стержневой модели каркаса четырехскатного пространственного 
покрытия с произвольным числом панелей. Методы компьютерной математики «Maple» ча-
сто применяются для расчета строительных конструкций [8, 9]. В [10] выполняется аналити-
ческий расчет основной частоты собственных колебаний плоской модели составной фермы. 
Найденное решение сравнивается с численным. Формула для первой собственной частоты ко-
лебаний двухпролетной регулярной плоской фермы выведена в [11]. Двухсторонняя оценка 
первой частоты собственных колебаний в аналитической форме получена в [12] методами Рэ-
лея и Донкерлея. В настоящей работе выводится формула зависимости основной частоты ко-
лебаний пространственной четырехгранной консоли от числа панелей, размеров и масс в уз-
лах. Аналогичная задача для пространственной консоли, составленной из трех плоских ферм 
c крестообразной решеткой, в аналитической форме решена в [13]. Формула для собственной 
частоты колебаний Г-образной пространственной фермы выведена методом индукции в [14]  
с использованием метода Донкерлея. Деформации плоской консольной рамы в аналитической 
форме рассматривались в [15]. 

 
3© Кирсанов М. Н., Агарков А. В., 2025 
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Конструкция фермы. Консольная ферма составлена из четырех одинаковых плоских 
ферм и прикреплена к вертикальной плоскости сферическим шарниром A, цилиндрическим B 
и стойками C, D (рис. 1, 2).  

 

 
Рис. 1. Схема фермы, n = 5 

 

 
 

Рис. 2. Схема фермы в проекции на плоскость x-z, n = 7 
 

Плоские фермы, из которых составлена консоль, имеют треугольные решетки и раскос-
ный стержень на конце фермы. Пролет фермы L = nh, ее высота и глубина равны a. Принима-
ется модель конструкции, в которой вся масса равномерно распределена по ее узлам, а 
стержни считаются невесомыми. Всего в ферме  4 6K n  узлов и 12 18

s
n n   стержней, 

считая и семь стержней, моделирующих опоры. 
Число степеней свободы рассматриваемой модели фермы равно K. Массы узлов M оди-

наковые. 
Расчет усилий в стержнях. Усилия, необходимые для определения жесткости кон-

струкции по формуле Максвелла – Мора, рассчитываются из решения системы уравнений рав-
новесия узлов. Матрица этой системы состоит из направляющих косинусов усилий [16]. В 
программу расчета вводятся данные о координатах узлов и порядке их соединения в узлах.  

Система уравнений равновесия узлов записывается в матричной форме: GS = R , где 
R  – вектор нагрузок на узлы; G  – матрица, состоящая из направляющих косинусов векторов 
усилий в стержнях размером 

s s
n n ; S  – вектор длиной 

s
n  искомых усилий в стержнях. В 

число неизвестных усилий включаются и семь усилий в опорных стержнях. Элементы мат-
рицы G  составлены по данным о координатах концов стержней. 

Оценка первой частоты собственных колебаний. Для расчета первой собственной 
частоты 

*  используется формула, предложенная в [16]: 

    

 

    2 2

1 1

,
K K

D p p n
p p

M M
 

(1) 
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где  , 1,..,
p
p K  рассчитывается по формуле Максвелла – Мора как прогиб узла p от дей-

ствия на него единичного вертикального усилия: 

  2
1

/ ( ).
sn

p
S l EF 






  (2) 

Обозначено: S  – усилие в стержне при действии на узел p единичной вертикальной 

силы; l  – длина стержня. Жесткость EF стержней одинаковая. Колебания узлов происходят 
по оси x. Сложность решения состоит в том, что в (1) и (2) выполняются аналитические пре-
образования с двойным суммированием. Последовательный расчет ферм после упрощений 
дает следующие формулы: 

3 3 3 3 2
1

3 3 3 3 2
2

3 3 3 3 2
3

3 3 3 3 2
4

3 3 3 3 2
5

(40 2 116 20 381 ) / (4 ),

(28 2 78 28 1303 ) / (2 ),

(70 2 196 108 8995 ) / (4 ),

(22 2 59 44 5691 ) / ( ),

(104 2 276 260 48025 ) / (4 ),...,

a a b h a EF

a a b h a EF

a a b h a EF

a a b h a EF

a a b h a EF

    

    

    

    

    

 

где  2 24b a h  .  

Для нахождения общего члена в этой задаче оказалось достаточным проанализировать 
десять членов последовательности. Операторы системы «Maple» rgf_findrecur и genfunc воз-
вращают общий член этой последовательности: 

3 3 3
1 2 3

2
,

n

C a C b C h

a EF

 
   

где полиномиальные по числу панелей коэффициенты имеют вид: 

  1

2 3
2 3

96 2 240 144 2 456 / 24,

(2 3), (488 518 25 112 ) / 12.

C n

C n n C n n n n

   

     

 

 

Таким образом, конечная формула для определения нижней оценки первой частоты по 
методу Донкерлея имеет вид: 

 
3 3 3

1 2 3
( )

.
D C a h

EF

bM C C
a




  (3) 

Численное решение. Для примера принят поперечный размер панели консоли: 
м3 a  , модуль упругости материала стержней   52,1 10E MПa, площадь поперечного се-

чения см 29F . Массы в узлах кг 200M  . Кривые зависимости частоты 
D

  от числа па-

нелей по формуле (3) на графике 3 сравниваются с первой частотой спектра 
1

 , найденной 
численно с помощью оператора «Eigenvalues» из специализированного пакета «LinearAlgebra» 
системы «Maple». С увеличением числа панелей и фактической длины консоли частота моно-
тонно падает, при этом аналитическое решение практически совпадает с численным, различа-
ясь с ним лишь в третьем знаке. Более точно оценить относительную погрешность 
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аналитического решения можно по величине     
1 * 1

| | / . Точность решения суще-
ственно зависит от размера панели h (рис. 4) и начиная с n = 5 незначительно растет с увели-
чением числа панелей.  

 

 
 

Рис. 3. Зависимость частоты 
*


 
от числа панелей 

 

 
 

Рис. 4. Погрешность оценки основной частоты 
 
Заключение. Предложена математическая модель пространственной консольной 

фермы. В системе компьютерной математики выведена формула для основной частоты соб-
ственных колебаний. Сравнение аналитического решения с численным решением показало 
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высокую точность выведенной формулы зависимости решения от числа панелей и размеров 
конструкции. Использованная модель конструкции и предложенный алгоритм вывода анали-
тического решения можно использовать в других статически определимых ферменных кон-
струкциях для оценки основной частоты собственных колебаний. 
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A statically determinate regular spatial cantilever truss with four planar faces has a triangular lattice. Natural 

oscillations of a truss model are considered, the entire mass of which is conventionally concentrated in its nodes. The 
nodes perform vertical oscillations, the number of degrees of freedom of the mass system is equal to the number of truss 
nodes without taking into account the points of attachment of the structure to the vertical wall. The derivation of the 
formula for the dependence of the main frequency of oscillations of the structure on the number of panels is based on the 
Dunkerley method. The rigidity of the truss is calculated using the Maxwell – Mohr's formula. Comparison of the found 
analytical solution with the numerical one shows a very high accuracy of the obtained formula. All analytical transfor-
mations are performed in the Maple symbolic mathematics system. Generalizations of a number of solutions for trusses 
of different orders to an arbitrary case are performed by the induction method. The accuracy of the proposed method 
increases with an increase in the number of panels. 

 
Key words: spatial truss, console, natural frequency, Dunkerley method, Maple, induction method, Maxwell – 

Mohr formula. 
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Представлена математическая модель термомеханического деформирования тонкой сферической обо-

лочки, изготовленной на основе ортотропного композита, в котором развивается наведенная в процессе ее нагру-
жения неоднородность. Общая постановка краевых задач, как обосновано в ряде работ, осуществлена в несвя-
занной постановке. Возникновение температурного перепада принято одномерным по нормали к поверхностям 
оболочки. При этом приняты малые градиенты распространения температурного воздействия, благодаря чему 
решение задач осуществлено в квазистатическом варианте. Для учета влияния наводимой неоднородности, про-
являющейся как зависимость деформационно-прочностных свойств композитов от вида напряженного состоя-
ния, использованы уравнения состояния, сформулированные одним из авторов в главных материальных осях 
нормированного тензорного пространства. Разработанная модель реализована при термомеханическом расчете 
однослойной сферической оболочки с центральным отверстием. Основные параметры решения сравниваются с 
результатами аналогичных решений, полученных с использованием наиболее апробированных моделей теории 
деформирования ортотропных разносопротивляющихся материалов, предложенных другими авторами, а также 
базирующихся на уравнениях ортотропной линейной теории упругости без учета разносопротивляемости.  

 
Ключевые слова: сферическая оболочка, наведенная анизотропия, ортотропия, перепад температуры, 

несвязанная термомеханическая задача, нормированное тензорное пространство. 
 

Введение. При интенсивном развитии строительства, беспилотной авиации, энергетики, 
оборонной промышленности и микроэлектроники обнаруживается повсеместное внедрение 
композитных материалов, обладающих особыми физико-механическими свойствами [1–7]. 
Приоритетное использование композитов объясняется их высокими деформационно-
прочностными характеристиками при одновременной явной сопротивляемости агрессивным и 
термическим воздействиям при минимальной массе [1–7]. Как оказалось, большинство 
разработанных композитов обладают особыми механическими проявлениями, такими как 
структурная ортотропия, физическая нелинейность, а особенно их зависимость от вида 
напряженного состояния, которая может трактоваться как деформационная анизотропия [1–10]. 
Очевидно, что эти факторы вызвали широкий импульс к теоретическим и экспериментальным 
исследованиям среди ученых во всем мире [1–16]. Если с экспериментальными 
исследованиями все более или менее ясно с учетом их ограничения рамками уровня и 
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возможностями современного парка испытательного оборудования, то при теоретических спо-
собах формулировки уравнений состояния до сих пор нет единого подхода и правил 
построения [1, 2, 8–16].  

На наличие серьезных недостатков моделей определяющих соотношений, уже извест-
ных и применяемых для ортотропных композитов, проявляющих деформационную 
анизотропию, неоднократно указывалось в работах [17–19]. К этим недостаткам были отнесены 
разрывности уравнений или энергетических поверхностей [8, 9, 11, 12], недостаточная 
обоснованность качественных параметров [10, 13], совершенное отсутствие в моделях функций, 
определяющих вид напряженного состояния [15, 16], наличие ограничений, искусственно 
накладываемых на значения деформационных констант [8, 9, 11, 12], чрезвычайно большое 
количество необходимых испытаний для определения коэффициентов полиномиальных 
разложений [14–16] и – самое главное – неудовлетворительная согласованность с 
эмпирическими диаграммами при сложных видах напряженного состояния [8–16].  

Учитывая обнаруженные преимущества разработанных композитов, они нашли широ-
кое применение в конструировании тонкостенных элементов, таких как оболочки и пластины. 
В частности, широкое распространение получили сферические оболочки, зачастую эксплуа-
тируемых в переменных температурных полях. При этом для пропуска технологических жид-
костей или газообразных сред их подведение осуществляется через трубопроводные сети, под-
водимые к центральным отверстиям оболочек. 

При постановке термомеханических задач деформационно-прочностных расчетов кон-
струкций рассматриваются как несвязанные, так и связанные формулировки. Однако анализ 
влияния связанности термических и механических полей при расчете элементов из деформа-
ционно-анизотропных материалов показал, что связанность задачи проявляется только на 
начальных этапах колебаний температуры, а временной интервал проявления весьма короток 
и заканчивается после установления равновесного температурного перепада [20, 21]. Поэтому 
в представленном исследовании сформулирована математическая модель термомеханиче-
ского деформирования тонкой сферической оболочки с центральным отверстием, изготовлен-
ной на основе ортотропного композита, чувствительного к виду напряженного состояния, в 
несвязанной постановке. Основой построения этой модели послужил обобщающий подход к 
построению потенциала деформаций для ортотропных материалов, проявляющих нелиней-
ную деформационную анизотропию [17]. В этой же работе продемонстрировано, что для пол-
ного эмпирического вычисления коэффициентов разложения энергетического полинома 
необходимо привлекать достаточно сложную комбинацию экспериментов, включающих ис-
пытания на одновременные сдвиги в трех главных взаимно ортогональных плоскостях орто-
тропии [17], что даже при современном уровне развития экспериментальной техники пока 
не удается реализовать. Поэтому в других работах [22–24] для практических расчетов реко-
мендовано использование потенциала деформаций, представленного в тензорном простран-
стве нормированных напряжений в квазилинейном приближении. Обработав этот потенциал 
процедурой, предложенной Кастильяно, уравнения состояния приводим к виду [22–24]: 

     е С  , (1) 
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[ 2 3
1111 1111 1111 11 1111 11 11 2222 22C = (A + В )+0,5 B (1 ) B       

]3 3 3 3
3333 33 1212 12 2323 23 1313 13В В В В +        2

1122 22 11 11 22В (1 )+     
2

1133 33 11 11 33+В (1 )     2233 22 33 22 33В ( )    ; 

1122 2211 1122 1122 11 22C C А B ( )     ;     1133 3311 1133 1133 11 33C C А B ( )     ; 

=2222C 2222 2222 22(A + В )+ [ 2 3
2222 22 22 1111 110,5 B (1 ) B      

3 3
3333 33 1212 12В В     ]3 3

2323 23 1313 13В В +   2
1122 11 22 11 22В (1 )+     

2
2233 33 22 22 33+В (1 )     1133 11 33 11 33В ( )    ; 

2233 3322 2233 2233 22 33C C А B ( )     ; 

=3333C [ 2 3
3333 3333 33 3333 33 33 1111 11(A + В )+0,5 B (1 ) B       

]3 3 3 3
2222 22 1212 12 2323 23 1313 13В В В В +        2

1133 11 33 11 33В (1 )+     
2

2233 22 33 22 33+В (1 )     1122 11 22 11 22В ( )    ; 
3 3 3

2323 2323 1111 11 2222 22 3333 33C = A (B + B + B )      
[ 1122 11 22 11 222 В ( + )+     2233 22 33 22 33В ( + )    ]1133 11 33 11 33+В ( + )    ; 

3 3 3
1313 1313 1111 11 2222 22 3333 33C = A (B + B + B )      

[ 1122 11 22 11 222 В ( + )+     2233 22 33 22 33В ( + )    ]1133 11 33 11 33+В ( + )    ; 

3 3 3
1212 1212 1111 11 2222 22 3333 33C = A (B + B + B )      

[ 1122 11 22 11 222 В ( + )+     2233 22 33 22 33В ( + )    ]1133 11 33 11 33+В ( + )    ; 

ije ( / 2ij ije   при i j ), km  ( km ) – компоненты тензоров деформаций и напряжений; ijkmC  – 
компоненты тензора податливостей ортотропного материала; /ij ij S   – нормированные 
напряжения в тензорном пространстве, определенном в главных осях ортотропии, связанные 
условием нормировки 2 2 2 2 2 2

11 22 33 12 13 232 2 2 1ij ij              ; ij ijS    – норма тензор- 
ного пространства, определенная в нем модулем вектора полного напряжения; i, j = 1, 2. 3 . 

Константы ijkmA , ijkmB , фигурирующие в нелинейных выражениях компонентов тензора 
податливостей ijkmC , в работах [22–24] вычислены по результатам обработки методом 
наименьших квадратов эмпирических данных, полученных при осевых растяжении, сжатии в 
главных направлениях материала и на сдвиги в главных плоскостях. 

Постановка задачи исследования. Расчетная схема сферической оболочки представ-
лена на рис. 1, где приведены основные геометрические и равновесные температурные пара-
метры для исследуемой задачи. 

Исходные данные для рассматриваемой задачи принимались следующими:  
1) к пологой оболочке приложено внешнее нормальное давление равномерной 

интенсивностью до q = 0,3 МПа (рис. 1);  
2) начальная температура оболочки на всю толщину и по всем поверхностям принята 

равной 0 22Т С  , а в последующем внутренняя поверхность охлаждается до 1 0Т С   и под-
держивается неизменной; внешняя поверхность нагревается с последующей стационарностью 
до 2 60Т С   (разность температур в точке оболочки между начальным и равновесным состо-
яниями обозначим через   );  
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3) главные кривизны срединной поверхности оболочки характеризуют ее сферичность 
1 2 1k k k R   , 6R   м;  

4) радиус опорного контура оболочки составляет a  = 2,5 м (рис. 1), а стрела подъема  
f  = 0,545 м (рис. 1);  

5) центральное круговое отверстие имеет диаметр 02 r = 1 м (рис. 1);  
6) толщина оболочки принята равной h = 0,08 м (рис. 1). 
 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема пологой сферической оболочки 
 
Хотя при построении математических моделей расчета ортотропных оболочек зача-

стую принимаются гипотезы С. П. Тимошенко, В. З. Власова и С. А. Амбарцумяна, здесь же, 
учитывая генеральные соотношения толщины, радиусов кривизны и диаметров их основа-
ний, с большой точностью для получаемых результатов можно принять допущения 
Кирхгофа – Лява. 

Благодаря принятой осевой симметрии распределения физико-математических свойств 
материалов оболочки и ее термосилового загружения, связи деформационных параметров ее 
срединной поверхности с перемещениями можно определить следующим образом: 

2, 0,5 ,r r ru kw ( w )    ;       /u r kw   ; 

 r r re z   ;   e z     ;   ,r rrw   ;   , /rw r   , (2) 

где r ,   – горизонтальная радиальная и окружная координаты; u , w  – радиальные 
перемещения срединной поверхности и ее прогибы; r ,   – относительные деформации в 
срединной поверхности. 

Учитывая, что главные материальные оси ортотропии строго направлены вдоль коор-
динат цилиндрической системы, к которой привязана сферическая оболочка, физические урав-
нения (1) можно упростить, добавляя температурные составляющие, приводя к виду:  
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 11 12 1r r Te K K        ;        21 22 2r Te K K        , (3) 

где [ ]2 3
11 1111 1111 r 1111 r r 2222K = A + В +0,5 B (1 ) B      2

1122 r r+В (1 )     ; 

12 21 1122 1122 rK K A B ( )     ; 

где ,  ,  ,  kkkk kkkk iijj iijjA B A B  – константы потенциала, зависящие от модулей упругости ( kE ) и 

коэффициентов поперечной деформации ( ij  ) материала при растяжении и сжатии; /r r S  , 
/ S    – нормированные напряжения; 1T , 2T  – коэффициенты линейного температур-

ного расширения в направлениях радиальной и окружной координат. 
Методика проведения экспериментов с эталонными образцами композитов, вырезан-

ных вдоль главных направлений ортотропии и в их главных плоскостях, подробно изложена 
в работах [22–24]. Там же осуществлена обработка эмпирических данных, получены выра-
жения констант ,  ,  ,  kkkk kkkk iijj iijjA B A B  через технические параметры материала, которые при-
менительно к рассматриваемой задаче приведем в упрощенном виде и двумерной форме при 
, , ,i j k r  : 

(1/ 1/ ) / 2kkkk k kА E E  ;   ( / / ) / 2iijj ij j ij jА E E      ;   / /ij j ji iE E     ; 

(1/ 1/ ) / 2kkkk k kB E E  ; ( / / ) / 2iijj ij k ij jB E E      ; / /ij j ji iE E     .  

В этих же работах [22–24] приведены числовые значения характеристик ряда ортотроп-
ных композитов, проявляющих склонность к наводимой физико-механической неоднородности. 

В процессе построения системы разрешающих дифференциальных уравнений, которые 
будут сформулированы в перемещениях, необходимо рассмотреть полный комплект уравнений 
механики деформируемого твердого тела применительно к теории оболочек. Для этой цели 
физические уравнения (3) обратим, представив их в форме зависимости компонентов напря-
жений от деформаций: 

 11 12 1r r TЕ e E e    ;           12 22 2r TE e E e     ,  (4) 

где 11 22 /Е K  ;   22 11 /Е K  ;   12 12 /Е K   ;   2
11 22 12K K K   ;  

1 11 1 12 2T T TЕ Е       ;     2 12 1 22 2T T TЕ Е       . 

Статические условия для оболочек принято формулировать через значимые усилия и мо-
менты, среди которых в условиях осесимметричных задач сохраняются следующие rN , N , rQ  
и rM , M . При этом первые из двух усилий и моменты определяются путем интегрирования 
напряжений по толщине конструкции по координате z :  

 
2

2h
r r

h

N d z


  ;    
2

2

h

h

N d z 


  ;    
2

2h
r r

h

M d zz


  ;    
2

2

h

h

M zd z 


  . (5) 

Поперечная сила rQ  определяется дифференцированием момента rM  по радиальной 
координате: 

 , ,r r r r rQ M N w  .  (6) 

Совокупность уравнений (2)–(5) позволяет определить связи интегральных характери-
стик напряженного состояния с параметрами деформаций и развивающихся кривизн средин-
ной поверхности оболочки: 
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11 12 11 12 1r r r TN L L J J          ; 

12 22 21 22 2r r TN L L J J           ; 

11 12 11 12 1r r r TM J J R R          ; 

 12 22 21 22 2r r TM J J R R           , (7) 

где 

 
/2

/2

h

ij ij
h

L E d z


  ;   
/2

/2

h

ij ij
h

J E d zz


  ;   
/2

2

/2

h

ij ij
h

R E dz z


  ; 

/2

/2

h

iT iT
h

d z 


  ;   
/2

/2

h

iT iT
h

z d z 


  ;    , 1, 2i j  . 

Независимо от вводимых тех или иных уравнений состояния, статические зависимости 
не меняют свои формы, которые в условиях формулируемой задачи, то есть для пологой обо-
лочки при 1zk   [25]: 

 2 ,, , / ,r r
r rr r r r rr z

MM M r k N N N w q
r        ; 

    , , / 0r
r r r r r

M M
N k M N N r

r




 
     

 
.  (8) 

Анализ приведенного комплекта уравнений (1)–(15) свидетельствует о том, что рас-
сматриваемая краевая задача обладает нелинейностями трех видов – физической, геометри-
ческой и конструктивной. Поэтому формулировка разрешающей системы дифференциаль-
ных уравнений и последующее их решение проводятся в рамках двухшагового метода по-
следовательных возмущений параметров, предложенного В. В. Петровым [26]. Предвари-
тельно исходные зависимости подвергались линеаризации по методике последовательных 
нагружений. 

Линеаризация системы дифференциальных уравнений. Линеаризация геометриче-
ских зависимостей приводит к уравнениям в приращениях аргументов и функций: 

r r re z      ;   e z        ;   ,r rrw   ;   , /rw r   ; 

 , , ,r r r ru k w w w       ;   /u r k w     ,  (9) 

где множитель  , фигурирующий перед каждым параметром, обозначает их приращение. 
Разложив уравнения состояния (1) в ряд Тейлора в соответствие с указаниями [27], 

ограничившись малыми величинами первого порядка, получим: 

1
r r r

r r T
r

e e ee 


   
  
  

      
  


 ; 

 2r T
r

e e ee   
 



   
  
  

      
  


 .  (10) 

Обратив уравнения (10) относительно приращений напряжений, получим: 

11 12 1r r TD e D e       ; 

 21 22 2r TD e D e        ,  (11) 
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где 

 11 22 /D    ;   12 21 21 12/ /D D       ;   22 11 /D    ; 

11
r

r

e



 


;   12 21
r

r

ee 

 


    
 

;   22
e



 


;   1

r
T

e



 
  ;   2T

e



 
  ; 

11 22 12 21     ;   1 12 2 1 22( ) /T T T       ;   2 21 1 2 11( ) /T T T       . 

Переход от приращений напряжений (11) к приращениям усилий и моментов осуществ-
ляется по тем же правилам (5): 

 
/2

/2

h

r r
h

N d z


   ;   
/2

/2

h

h

N d z 


   ;   
/2

/2

h

r r
h

M zd z


   ;   
/2

/2

h

h

M zd z 


   ,  (12) 

где rN , N , rM , M  – приращения соответствующих усилий и моментов. 
Применив процедуры (12) к уравнениям в приращениях (11), получим:  

11 12 11 12 1r r r TN L L J J                  ; 

21 22 21 22 2r r TN L L J J                   ; 

 11 12 11 12 1r r r TM J J R R                  ; (13) 

21 22 21 22 2r r TM J J R R                   , 

где 

 
/2

/2

h

ij ij
h

L D d z



  ;   
/2

/2

h

ij ij
h

J D dz z



  ;   
/2

2

/2

h

ij ij
h

R D dz z



  ; 

/2

/2

h

iT iT
h

d z 


   ;   
/2

/2

h

iT iT
h

z d z 


   ;    , 1, 2i j  . 

Уравнения статики (8) после преобразования через приращения записываются в виде: 

3, , / 2 , / ( ) , ,r rr r r r r r rr r rrM M r M r k N N N w N w q              ; 

 , ( ) / [ , ( ) / ] 0r r r r r rN N N r k M M M r           ,  (14) 

где Δq3 – приращение интенсивности поперечной нагрузки. 
Объединив уравнения (9), (13) и (14) в единое математическое пространство, приходим 

к линеаризованным модельным представлениям в приращениях перемещений срединной по-
верхности оболочки: 

11 11 11 12 11, {2[ , ( ) / ] , } ,rrrr r r rrrR w R R R r J w w          11 11{ , 2[ ,rr rR R  
2

12 12 22 12 11 12 110,5 , ( 2 / ) / ( ) 0,5 ,r rrR R R R r r k J J J w             
2

11 11 12 11 12 11( , / / ) , ] [ , 0,5( , ) ] ( / ) ,r r r r rrJ J r J r w L u kw w L u r kw J w           

 12 1, / } ,r T rrJ w r w    2 2
12 12 12 22 22{[ , 2( 2 / ) / ] / ( , / ) /rr rR R R r r r R R r r          (15) 

11 11 12 11[ , ( ) , ] ,rr rr rL k L L L w w        11 12 11 12 112 [ , , ( ) / ] ,r r rrrk J J J J r J w          

11 12 11 122( ) , / 2 , ( , , / ) , , / } ,rr r rr r r r rJ J w r J w w r J w r w           
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11 12 11 12 22 11 12 22 11 12{ [( ), (2 , , , ) / (2 ) ( ) , ]}rr r r r rrk J J J J J r L k L L L L w w                      

11 ,rrrJ u   2
11 11 11 11 12 12 222( , / ) , [ , (2 3 ), / ( ) /r rr rr rJ J r u J J J r J J r             

11 12 11( ) , ] ,rr rk L L L w u       2
12 12 12 22 22{[ , , / 3 / ( , , / ) /rr r r rJ J r J r J J r r          

12 22 12 1 1 2( ) , ] / } , (2 ), /rr T rr T T rk L L L w r u r            1 2 1( ) ,T T T rrk w q        ; 

11 11 11 11 11 11( ) , [( , / ) ( , / )] ,rr r r rL kJ u L L r k J J r u             12 22 12[( , / ) ( ,r rL L r k L      

22 / )] /L r u r   11 11( ) ,rrrJ kR w    11 11 11 12 12{ , ( , ) ( / )r rL w J J J J r          

11 11 11[ , ( , / )]} ,r r rrk J w R R r w       2
11 11 11 12 22{ , [ , ( ) / ] , /rr r rL w L L L r w J r          

11 12 11 11( ) [ , , ,rr r rk L L k L w J w        11 12 11 12( ) , / ( )rJ J w r k J J        

12 22( , / ) / ]} ,r rR R r r w     2
11 12 11 22 11 12{( , , ) / [( , , )r r r rL L L L k r k J J           

11 12 22( ) / ]}J J J r w       1 2 1 1 2( , / ) [ , ( ) / ] 0T r T T r T Tr k r             . 

Для обеспечения замкнутой постановки задачи к дифференциальным уравнениям (15) 
необходимо добавить граничные условия, также представленные в приращениях перемеще-
ний. Для границы центрального отверстия оболочки условия приняты соответствующие сво-
бодному контуру:  

11 12 11 12 1( , , , ) ( / ) , , / 0r r r r rr r TN L u k w w w L u r k w J w J w r                     ; 

11 12 11 12 1( , , , ) ( / ) , , / 0r r r r rr r TM J u k w w w J u r k w R w R w r                     ; 

11 11 12 11 11 12 12 12, ( , / ) , { ( , , ) ( ) ( / ) /r rrr r rr rr rQ R w R R r w J w w k J J R R r r                     
2

11 12 11 12 1 11 12[ , 0,5( , ) ] ( / ) , , / ( , / ) , } ,r r rr r T r r rL u kw w L u r kw J w J w r L w J r w w               

11 12 11 12 11 11 12 11[ , , ( ) , ] , ( , / , ) ,r r r rr r r rk J J L L w w J u J J r L w u                    
 12 12 12 1 1( , / , ) / , , 0r r T r T rJ J r L w u r w          . (16) 

При этом опорный внешний контур принят жестко защемленным, то есть: 

 0u  ;  0w  ;  , 0rw  . (17) 

Температурная составляющая задачи. Процесс распространения температуры в 
твердых телах, обладающих структурной ортотропией, подчиняется дифференциальному 
уравнению теплопроводности [28]: 

 1 11 2 22 3 33tТ, = T, + T, + T,      , (18) 

где 1 , 2 , 3  – параметры, определяющие температуропроводность материала по взаимно 
ортогональным направлениям и характеризующие его температурную инерционность в этих 
осях; t – текущее время; T –температура в точке. 

Учитывая, что градиент температуры в данной задаче устанавливается только по тол-
щине оболочки и процесс передачи температуры является одномерным вдоль координаты z , 
уравнение теплопроводности (18) упрощается и сводится к виду: 

 3 33tТ, = T,  , (19) 

где 3 / с   – параметр температуропроводности, ортогональный к оболочечной поверхно-
сти;   – коэффициент теплопроводности; с  – относительная по объему теплоемкость (удель-
ная) материала оболочки. 
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Численному анализу подлежали оболочки, выполненные из стеклопластиков [24, 25] и 
подобных им композитов, у которых коэффициенты теплопроводности достаточно велики.  
В связи с этим в тонких оболочках процесс возникновения равновесного стационарного 
распределения температуры по их толщинам обнаруживается достаточно скоротечно, а само 
распределение является линейным. Этот факт является достаточным основанием для рассмот-
рения комплексной термомеханической задачи по деформированию оболочки после установ-
ления линейной зависимости температуры от координаты z . Таким образом, распределение 
температуры по толщине оболочки будет соответствовать зависимости (см. рис. 1): 

 2 1 1 2 0( ) ( ) ( ) / 2T z = T T z h+ T +T T- - . (20) 

Решение поставленной задачи и анализ полученных результатов. Для конкретиза-
ции ортотропной структуры оболочки были приняты стеклопластики, физико-механические 
характеристики материала которых рассматривались в работах [13, 14]. В частности, модули 
упругости при осевых (в главных осях ортотропии) растяжениях использованы следующие: 

1E =140 ГПа, 2E =280 ГПа, а при осевых сжатиях: 1E =70 ГПа, и 2E =140 ГПа; соответствую-
щие коэффициенты поперечной деформации: 12 0,2   ; 12 0,3   ; коэффициенты линейного 
температурного расширения в направлениях главных материальных осей: 1T 6 13,3 10 ( )С    ; 

2T 6 14,0 10 ( )С     [13, 14]. 
Решение линеаризованных дифференциальных уравнений (15) совместно с гранич-

ными условиями (16), (17) и в соответствии с законом распределения температуры по толщине 
оболочки (20) осуществлялось численно с конечно-разностной аппроксимацией повышенной 
точности с использованием центральных и односторонних разностей (вблизи контуров) [29]. 
При этом дискретизация континуума оболочки вдоль радиуса аппроксимировалась 200 точ-
ками с разбиением по толщине на 21 точку для интегрирования методом Симпсона. Получен-
ная система алгебраических уравнений решалась методом Зейделя с ускорением по способу 
Люстерника. Для численного интегрирования по параметрам приращения нагрузки применя-
лась интерполяционная процедура Адамса. Разработанный многоветвевой алгоритм был реа-
лизован в рамках пакета прикладных программ с применением комплекса «SCILAB». 

В представленном исследовании осуществлено сравнение результатов решения крае-
вой задачи, полученных в рамках разработанной модели, с расчетными параметрами, соответ-
ствующими уравнениям состояния, сформулированным другими авторами в работах [8–13]. 
Разработанная модель была сопоставлена: а) с расчетом без учета свойств наведенной деформа-
ционной анизотропии (с усредненными механическими характеристиками); б) с расчетами, по-
лученными на основе разработанной модели, но без температурного воздействия; в) с результа-
тами, вытекающими из теории C. W. Bert – J. N. Reddy [8, 9]; г) с решениями, основанными на 
модели R. M. Jones – D. A. R. Nelson [10, 13]; д) с решениями С. А. Амбарцумяна [11, 12]. 

На рис. 2 и 3 приведены результаты расчета радиальных перемещений и прогибов сре-
динной поверхности рассмотренной оболочки, полученные с использованием различных урав-
нений состояния структурно ортотропных материалов, проявляющих в процессе нагружения 
деформационную неоднородность (разносопротивляемость). Рис. 4, 5 иллюстрируют анало-
гичные результаты по распределению нормальных напряжений вдоль радиальной координаты 
для крайних волокон, а на рис. 6, 7 представлены характерные распределения напряжений по 
толщине оболочки в контурном опорном сечении. 

Анализ напряженно-деформированного состояния сферической оболочки с отверстием 
в ее центре и находящейся одновременно под воздействием поперечного нагружения и пере-
пада температур, выявил существенные расхождения в результатах расчета, которые зависят 
от применяемых уравнений состояния ортотропных сред, проявляющих деформационную за-
висимость от вида напряженного состояния. 
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Рис. 2. Горизонтальные перемещения срединной поверхности в радиальном направлении, м 
 

 
 

Рис. 3. Прогибы срединной поверхности, м 
 

 
 

Рис. 4. Осевые напряжения, Па 
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Рис. 5. Окружные напряжения, Па 
 

 
 

Рис. 6. Осевые напряжения по толщине оболочки на опоре (внешний край), Па 
 
Анализ результатов численного моделирования термомеханического деформирования 

ортотропной сферической оболочки, выполненной из стеклопластиков, позволил обнаружить 
ряд особенностей:  

1. Для перемещений в срединной поверхности: величины отклонений от классиче-
ского подхода, не учитывающего деформационную анизотропию материалов и с учетом их усред-
ненных механических характеристик, достигают 8,5 %, при игнорировании температурного воз-
действия – 18 %, а при всех равных условиях термомеханического нагружения – 21 % по 
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сравнению с расчетами на основе уравнений С. А. Амбарцумяна, 3 % по сравнению с теорией  
C. W. Bert – J. N. Reddy и 16 % при применении соотношений R. M. Jones – D. A. R. Nelson; 

2. Для прогибов срединной поверхности: расхождение достигло 12,5 % относи-
тельно расчетов по традиционной теории ортотропных оболочек с применением усредненных 
характеристик материала, 22 % без учета температурного перепада, 23 % по сравнению с тео-
рией С. А. Амбарцумяна, 6,5 % по сравнению с моделью C. W. Bert – J. N. Reddy и 17,5 %  
по отношению варианта расчета R. M. Jones – D. A. R. Nelson; 

3. Для радиальных напряжений: различия достигали 8 % относительно классиче-
ских расчетов с усредненными характеристиками, 20 % по сравнению с теорией С. А. Амбар-
цумяна, 24 % в расчетах без учета температурного воздействия, 4 % по отношению к теории 
C. W. Bert – J. N. Reddy и 11,5 % при использовании соотношений R.M.Jones – D. A. R. Nelson; 

4. Для окружных напряжений: расхождения были наиболее выраженными, дости-
гая 23 % по сравнению с классическими расчетами, полученными с использованием усреднен-
ных свойств материала, 47 % при игнорировании температурного фактора, 15 % по сравнению 
с соотношениями С. А. Амбарцумяна, 13 % – по отношению к теории C. W. Bert –  
J. N. Reddy и 10 % в случае использования соотношений R. M. Jones – D. A. R. Nelson. 

 

 
 

Рис. 7. Окружные напряжения по толщине оболочки на опоре (внешний край), Па 
 
Выводы, подкрепленные исследованиями. Проведенные численные исследования 

по прогнозированию характеристик состояния ортотропной сферической оболочки с отвер-
стием, в основу которых были положены потенциальные уравнения состояния, учитывающие 
наводимую деформационную неоднородность, сформулированные в нормированном тензор-
ном пространстве напряжений, преимущества которых при согласовании с эксперименталь-
ными данными обсуждались в работах [13], позволяют утверждать следующее: 

1. Использование разработанного подхода обеспечивает надежные и более точные ре-
зультаты расчета пространственных конструкций по сравнению с известными теориями дру-
гих авторов; 

2. Результаты численных экспериментов убедительно показывают, что учет деформа-
ционной анизотропии в расчетных моделях раскрывает серьезные недостатки классических 
подходов к определению НДС оболочечных конструкций. Недооценка этого фактора может 
приводить к заметным погрешностям в прогнозировании поведения пространственных кон-
струкций. 
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A mathematical model of thermomechanical deformation of a thin spherical shell made on the basis of an ortho-

tropic composite, in which an induced heterogeneity develops during its loading, is presented. The general setting of 
boundary value problems, as justified in a number of works, was carried out in an unrelated setting. The temperature 
difference is assumed to be one-dimensional along the normal to the shell surfaces. In this case, small gradients of tem-
perature effect propagation are accepted, due to which the solution of problems is implemented in a quasi-static version. 
To take into account the effect of induced inhomogeneity manifested as the dependence of the deformation-strength 
properties of composites on the kind of stress state, the equations of state formulated by one of the authors in the main 
material axes of the normed tensor space were used. The developed model is implemented in thermomechanical calcula-
tion of a single-layer spherical shell with a central hole. The main solution parameters are compared with the results of 
similar solutions obtained using the most proven models of the theory of deformation of orthotropic opposite materials 
proposed by other authors, as well as based on the equations of the orthotropic linear theory of elasticity without taking 
into account the different resistances. 

 
Key words: spherical shell, induced anisotropy, orthotropy, temperature difference, unrelated thermomechanical 

problem, normalized tensor space. 

  



ISSN 2219-1038 (print)  Выпуск 2 (45), 2025 
 

50 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ  
ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИЙ 

 

 
 

УДК 624.012.45 
DOI 10.36622/2219-1038.2025.45.2.005 

 
РАСЧЕТ ПРОЧНОСТИ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ ПЛИТ,  

АРМИРОВАННЫХ СТАЛЬНЫМ ПРОФИЛИРОВАННЫМ НАСТИЛОМ,  
ПО НОРМАЛЬНЫМ СЕЧЕНИЯМ  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПОЛНОЙ ДИАГРАММЫ СЖАТИЯ БЕТОНА5 
 

С. Ю. Беляева 1, А. С. Померанцев 2, А. В. Ляшенко 3 
 

Воронежский государственный технический университет 1, 2, 3 
Россия, г. Воронеж 

 
 
1 Канд. техн. наук, доц. кафедры металлических и деревянных конструкций, тел.: +7-909-217-31-10, 
e-mail: svetboy@yandex.ru 
2 Канд. техн. наук, доц. кафедры металлических и деревянных конструкций, тел.: +7-909-217-31-10, 
e-mail: u00569@vgasu.vrn.ru 
3 Аспирант кафедры технологии, организации строительства, экспертизы и управления недвижимостью,  
тел.: +7-962-326-29-24, e-mail: sanya.lyashenko.98@mail.ru 
 

 
Проанализированы сложившиеся подходы к оценке прочности нормальных сечений изгибаемых желе-

зобетонных элементов, армированных стальным профилированным настилом. Приведены развернутые уравне-
ния равновесия, позволяющие определить прочность пролетных сечений плит, армированных стальным профи-
лированным настилом, на основе полной диаграммы сжатия в бетоне и диаграммы Прандтля в стальном профи-
лированном настиле. Выделены ключевые этапы аналитической расчетной методики, предполагающей исполь-
зование полинома пятой степени для описания диаграммы сжатия бетона, что позволяет оценить напряженно-
деформированное состояние плиты, армированной стальным профилированным настилом, на всех этапах нагру-
жения, вплоть до разрушения. 

 
Ключевые слова: стальной профилированный настил, армирование железобетонной плиты, прочность 

нормальных сечений, нелинейные деформационные модели, полная диаграмма сжатия бетона, полином пятой 
степени, диаграмма Прандтля. 

 
Введение. Постановка задачи. Использование стального профилированного настила 

(далее – СПН), применяемого в настоящее время преимущественно в качестве несъемной опа-
лубки, при сокращении сроков возведения значительно удорожает конструкции железобетон-
ных перекрытий. Рациональным с точки зрения расходования материала и снижения стоимости 
перекрытий, безусловно, представляется включение СПН в расчетное сечение плиты в качестве 
листовой арматуры. Внедрение в практику проектирования железобетонных перекрытий, арми-
рованных СПН, останавливало отсутствие нормативной базы проектирования сталежелезобе-
тонных конструкций перекрытий, поскольку до введения в 2016 г. СП 266.1325800 «Сталеже-
лезобетонные конструкции. Правила проектирования» [1] существовали только рекомендации 
НИИЖБ [2], выпущенные в 1987 г., которые затем заменило СТО 0047-2005 [3]. Кроме того, 
отсутствовали специализированные профилированные настилы с выштампованными на стен-
ках гофров рифами, обеспечивающими сцепление СПН с бетоном в процессе деформирования, 
ГОСТ Р 58389 на которые также введен только в 2019 г. [4], а применяемые для несъемной 
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опалубки листы с гладкими стенками гофров по ГОСТ 24045-2016 [5] требовали дополнитель-
ных мероприятий по обеспечению сцепления с бетоном, что усложняло и конструкцию плиты, 
и построение расчетных методик, поэтому при введении в расчет гладких настилов использу-
ется понижающий расчетное сопротивление СПН коэффициент условий работы 0,4. 

По требованиям СП 266.1325800 [1] различают расчет сталежелезобетонной плиты на 
стадии возведения, когда укладываемая бетонная смесь и арматура являются нагрузкой для 
тонкостенного гофрированного профиля, и на стадии эксплуатации, когда СПН включается  
в расчетное сечение плиты в качестве арматуры. С введением ГОСТ Р 58901-2020 [6] и  
СП 260.1325800.2016 [7] расчет гофрированных профилей на стадии возведения необходимо 
выполнять с учетом возможной неустойчивости ограниченной площади сжатых полки и 
стенки, а в действующем СП 266.1325800 [1] нет указаний на необходимость учета остаточных 
деформаций в эксплуатационной стадии работы при оценке прочности нормальных сечений 
плит, армированных СПН. 

Согласно СП 266.1325800 [1]: «...Расчет прочности нормальных сечений сталежелезо-
бетонных элементов следует проводить на основе нелинейной деформационной модели ана-
логично СП 63.13330.2018 [8], учитывая работу стального настила. Напряжения в настиле при 
сжатии или растяжении следует определять по СП 16.13330 [9]». Вместе с тем при определе-
нии несущей способности железобетонных конструкций перекрытия, армированных СПН, до-
пускается проводить расчет на основе предельных усилий, с использованием прямоугольной 
эпюры распределения напряжений по сечению элемента [1–3]. Такой подход может привести 
к некоторому завышению несущей способности элементов, допускает неограниченную дефор-
мативность материалов, что не отвечает их реальной работе под нагрузкой, т. к. при ограни-
ченной пластичности любого конструкционного материала после достижения деформациями 
предельных значений происходит его разрушение [10]. 

Дискретная модель, основанная на описании нелинейной зависимости между напряже-
ниями и деформациями бетона с использованием секущего модуля деформаций, заложена в нор-
мативной методике нелинейного расчета железобетонных конструкций СП 63.13330.2018 [8]. 
Указанная деформационная модель требует численного решения с использованием ЭВМ при 
большом количестве итераций для каждого случая расчета [11]. На практике нелинейный рас-
чет конструкций по требованиям [8] чаще всего реализуется в программных комплексах, ос-
нованных на методе конечных элементов. 

Имеющиеся решения по замене криволинейной диаграммы «ߪ − -условной диаграм «ߝ
мой Прандтля [12], с одной стороны, упрощают расчет, с другой – вносят погрешности в 
оценку прочности бетона и, следовательно, в назначение армирования плит со СПН. С целью 
устранения погрешностей, вносимых трапецеидальной эпюрой распределения напряжений в 
бетоне, и в связи с необходимостью определения значения жесткостей и деформаций на всех 
этапах нагружения предложена методика расчета железобетонных изгибаемых элементов, ар-
мированных стальным профнастилом, с использованием реальной, криволинейной диаграммы 
деформирования бетона [13], основные положения которой основаны на описании зависимо-
сти «напряжения – деформации» в бетоне сжатой зоны полиномом пятой степени по предло-
жению НИИСК Госстроя СССР [14]. Необходимо отметить, что в настоящее время аппрокси-
мация диаграммы работы бетона на сжатие полиномом пятой степени и уточненные коэффи-
циенты полинома закреплены в расчетной методике действующих норм Украины по проекти-
рованию железобетонных [15] и сталежелезобетонных конструкций [16]. В частности, именно 
такой подход использован в [16] для расчёта прочности комбинированных сечений, включаю-
щих балку и плиту по СПН. 

Ниже приведены развернутые уравнения равновесия в рамках развития аналитической 
методики расчета пролетных сечений железобетонных плит, армированных СПН, с использова-
нием полной диаграммы деформирования сжатого бетона и диаграммы Прандтля в СПН [13]. 
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Расчетные предпосылки. Расчетные зависимости для оценки напряженно-деформи-
рованного состояния нормального сечения изгибаемого элемента, армированного СПН, полу-
чены исходя из следующих предпосылок: 

 расчетное сечение принимается согласно рис. 1, 2; железобетонная плита с внеш-
ней профилированной арматурой в поперечном сечении представляет собой ребристую балоч-
ную конструкцию, расчет которой может быть сведен к обеспечению прочности одиночного 
ребра таврового сечения [1–3]; 

 закон распределения деформаций по высоте расчетного сечения – линейный; 
 связь между напряжениями ߪ௕ и относительными деформациями ߝ௕ сжатого бетона 

описывается уравнением: 

௕ߪ  = ܴ௕ ∑ ܽ௞ ቀఌ್భ
ఌ್ೃ

ቁହ
௞ୀଵ

௞
,  (1) 

где ܴ௕ – призменная прочность бетона; ܽ௞ – коэффициенты полинома пятой степени по таб-
лицам [15] в зависимости от значений параметров диаграммы «ߪ −  ;осевого сжатия бетона «ߝ
௕ோߝ ;௕ଵ – деформации бетона на крайнем сжатом волокне сечения (рис. 1, 2)ߝ  – относительные 
деформации сжатия бетона при напряжениях ߪ௕ = ܴ௕;  

 работа растянутого бетона в изгибаемых элементах, армированных СПН, в расче-
тах не учитывается; 

 связь между напряжениями и деформациями арматуры (СПН) принимается в виде 
диаграммы Прандтля (горизонтальные участки диаграммы ограничиваются значениями пре-
дельной сжимаемости и растяжимости стали); 

 за критерий разрушения принимается достижение значений предельных деформа-
ций крайним сжатым волокном бетона ߝ௕ଵ =  .௦௨ߝ ௕௨ или крайним растянутым волокном СПНߝ

Построение расчетных зависимостей для оценки прочности нормальных сечений 
плит, армированных СПН, в пролете. В железобетонных элементах таврового сечения со 
стержневой арматурой расчет зависит от положения нейтральной оси по высоте сечения, ко-
торая определяет границу сжатой зоны. В связи с этим различают три случая расчета нормаль-
ных сечений плит, армированных СПН: при положении нейтральной оси в полке элемента 
таврового сечения, в стенке или на уровне верхней грани профилированного настила. 

В соответствии с принятыми предпосылками напряженно-деформированное состояние 
расчетного сечения описывается системой нелинейных алгебраических уравнений равновесия: 

 сумма сил в сечении: 

,߯)ܨ  (௕ଵߝ = 0;  (2) 

 сумма изгибающих моментов в сечении: 

,߯)ܯ  (௕ଵߝ − М = 0,  (3) 

где ߯ = ଵ
ఘ

= ఌభ
х

 – кривизна изогнутой оси в сечении; М – внешний изгибающий момент. 
Деформации в сжатой части сечения на уровне произвольной точки Z согласно гипо-

тезе плоских сечений: 

௭ߝ  = ఌ್భ⋅௭
௫

,  (4) 

где ݔ – высота сжатой зоны; ݖ – расстояние от нейтральной оси до произвольной точки 
сечения Z. 

Для элемента таврового сечения, армированного СПН, условия равенства нулю суммы 
проекций всех сил на продольную ось и суммы изгибающих моментов относительно нейтраль-
ной оси записываются в зависимости от положения нейтральной оси в расчетном сечении. 
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Рассмотрим случай расположения нейтральной оси в пределах толщины или на уровне 
нижней границы «полки» ݔ ≤ ℎ௙ (рис. 1) расчетного таврового сечения. 

 
 

Рис. 1. Распределение напряжений и деформаций в расчетном тавровом сечении при х ≤ ℎ௙ 
 

Учитывая связь между напряжениями и деформациями по высоте сжатой зоны в виде 
уравнения (1) для нахождения усилий и статических моментов в бетоне сжатой зоны, выпол-
ним интегрирование функции (1) в соответствующих пределах и получим выражения для вы-
числения внутренних силовых факторов в бетоне сжатой зоны.  

Несущая способность сжатой зоны бетона определяется интегральной зависимостью: 

 ∫ ௭ߪ ௙ܾ݀ݖ = ௙ܾ ∫ ݖ௭݀ߪ = ௙ܾ ∫ ܴ௕ ∑ ܽ௞ ቀఌ್೥
ఌ್ೃ

ቁହ
௞ୀଵ

௫
଴

௫
଴

௞
ݖ݀ =௫

଴ ௙ܾܴ௕ ∫ ∑ ܽ௞ ቀఌ್భ⋅௭
௫⋅ఌ್ೃ

ቁହ
௞ୀଵ

௫
଴

௞
 (5)  .ݖ݀

Решая интеграл общего вида, окончательно запишем выражение для силы, определяю-
щей несущую способность сжатой зоны бетона в уравнениях равновесия: 

௙ܾܴ௕ න ෍ ܽ௞ ൬
௕ଵߝ ⋅ ݖ
ݔ ⋅ ௕ோߝ

൰
ହ

௞ୀଵ

௫

଴

௞

ݖ݀ = ௙ܾܴ௕ߝݔ௕ோ

௕ଵߝ
෍  

ܽ௞

݇ + 1 ൬
௕ଵߝ ⋅ ݖ
ݔ ⋅ ௕ோߝ

൰
ହ

௞ୀଵ

௞ାଵ

ቮ

଴

௫

= 

= ௙ܾ ⋅ ܴ௕ ⋅ ݔ ⋅ ௕ோߝ

௕ଵߝ
෍  

ܽ௞

݇ + 1

ହ

௞ୀଵ

൬
௕ଵߝ ⋅ ݔ
௕ோߝ ⋅ ൰ݔ

௞ାଵ
− ௙ܾ ⋅ ܴ௕ ⋅ ݔ ⋅ ௕ோߝ

௕ଵߝ
෍  

ܽ௞

݇ + 1

ହ

௞ୀଵ

൬
௕ଵߝ ⋅ 0
௕ோߝ ⋅ ൰ݔ

௞ାଵ

= 

= ௕೑⋅ோ್⋅௫⋅ఌ್ೃ

ఌ್భ
∑   ௔ೖ

௞ାଵ
ହ
௞ୀଵ ቀఌ್భ

ఌ್ೃ
ቁ

௞ାଵ
. 

(6) 

Момент несущей способности сжатой зоны бетона определяется интегралом: 

 ∫ ௭ߪ ௙ܾݖ݀ݖ = ௙ܾ ∫ ݖ݀ݖ௭ߪ = ௙ܾ ∫ ܴ௕ ∑ ܽ௞ ቀఌ್೥
ఌ್ೃ

ቁହ
௞ୀଵ

௫
଴

௫
଴

௞
௫ݖ݀ݖ

଴ .  (7) 

Выразив переменную ݖ через деформации ߝ௭   из условия (4): ݖ = ௫⋅ఌ್೥
ఌభ

, и учитывая, что 

ݖ݀ = ௫⋅ௗఌ್೥
ఌభ

, запишем: 

௙ܾܴ௕ න ෍ ܽ௞ ൬
௕௭ߝ

௕ோߝ
൰

ହ

௞ୀଵ

ఌ್భ

଴

௞

⋅
ݔ ⋅ ௕௭ߝ

ଵߝ
⋅

ݔ
ଵߝ

௕௭ߝ݀ = ௙ܾܴ௕ න ෍ ܽ௞ ൬
௕௭ߝ

௕ோߝ
൰

ହ

௞ୀଵ

ఌ್భ

଴

௞

⋅
ଶݔ ⋅ ௕௭ߝ

ଵߝ
ଶ ⋅

௕ோߝ

௕ோߝ
௕௭ߝ݀ = 

= ௙ܾܴ௕
௫మ

ఌభ
మ ௕ோߝ ∫ ∑ ܽ௞ ቀఌ್೥

ఌ್ೃ
ቁହ

௞ୀଵ
ఌ್భ

଴

௞ାଵ
 .௕௭ߝ݀



ISSN 2219-1038 (print)  Выпуск 2 (45), 2025 
 

54 

Тогда момент несущей способности сжатой зоны бетона в уравнениях равновесия: 

௙ܾܴ௕ݔଶߝ௕ோ ⋅ ௕ோߝ

ଶߝ
௕ଵ

෍  
ܽ௞

݇ + 2 ൬
௭ߝ

௕ோߝ
൰

ହ

௞ୀଵ

௞ାଶ

ቮ

଴

ఌ್భ

= ௙ܾ ⋅ ܴ௕ ⋅ ଶݔ ⋅ ଶߝ
௕ோ

ଶߝ
௕ଵ

෍  
ܽ௞

݇ + 2

ହ

௞ୀଵ

൬
௕ଵߝ

௕ோߝ
൰

௞ାଶ
− 0 = 

= ௙ܾ ⋅ ܴ௕ ⋅ ଶݔ ⋅ ଶߝ
௕ோ

ଶߝ
௕ଵ

෍  
ܽ௞

݇ + 2

ହ

௞ୀଵ

൬
௕ଵߝ

௕ோߝ
൰

௞ାଶ
. 

(8) 

Уравнения равновесия для расчетного сечения (рис. 1) с учетом полученных выраже-
ний (5) и (7), а также силовых факторов в профилированном настиле и стержневой арматуре 
приобретают вид: 

,߯)ܨ  (௕ଵߝ = ோ್⋅௕೑⋅௫⋅ఌ್ೃ

ఌభ
∑ ௔ೖ

௞ାଵ
ହ
௞ୀଵ ቀ ఌభ

ఌ್ೃ
ቁ

௞ାଵ
+ ∑ ௦௜ܣ௦௜ߪ + ∑ ܴ௡௜ܣ௡௜;  (9) 

,߯)ܯ  (௕ଵߝ = ோ್⋅௕೑⋅௫మ⋅ఌ್ೃ
మ

ఌభ
మ ∑ ௔ೖ

௞ାଶ
ହ
௞ୀଵ ቀ ఌభ

ఌ್ೃ
ቁ

௞ାଶ
+ ∑ ௦௜ݖ௦௜ܣ௦௜ߪ + ∑ ܴ௡௜ܣ௡௜ݖ௡௜ .  (10) 

Суммы сил ∑ ∑  ௦௜ и моментовܣ௦௜ߪ  :௦௜ в стержневой арматуре соответственноݖ௦௜ܣ௦௜ߪ

∑ ௦௜ܣ௦௜ߪ = ௦ܣ௦ߪ− + ௦௖ߪ ௦ܣ
ᇱ ; 

(11) 
∑ ௦௜ݖ௦௜ܣ௦௜ߪ = ௦ܣ௦௖ߪ

ᇱ ݔ) − ܽᇱ) − ௦(ℎܣ௦ߪ − ܽ −  ,(ݔ

причем деформации и напряжения в стержневой арматуре определяются по формулам: 

௦ߝ = ఌ್భ(௛ି௫ି௔)
௫

≤  ;௦иߝ

௦௖ߝ = ௕ଵߝ ቆ1 −
ܽᇱ

ݔ ቇ ≤  ;௦௖иߝ
(12) 

௦ߪ = ௦ߝ௦ܧ ≤ ܴ௦; 

௦௖ߪ = ௦௖ߝ௦ܧ ≤ ܴ௦௖ . 

Суммы внутренних силовых факторов ∑ ܴ௡௜ܣ௡௜ и ∑ ܴ௡௜ܣ௡௜ݖ௡௜ (сил и моментов соответ-
ственно) в стальном профилированном настиле определяются в зависимости от распределения 
относительных деформаций в сечении элемента, т. е. от стадии работы стального настила: 

 с развитием пластических деформаций: 

∑ ܴ௡௜ܣ௡௜ = ௡[ܴ௩௣ݐ− ⋅ ( ௙ܾ − ܾ) + ܴ௡௣ ⋅ ܾ + +2 ⋅ ܴ௦௧ ௘௟(ݔ + ݕ − ℎ௙) +  
+2 ⋅ ܴ௦௧ ௣௟ ⋅ (ℎ − ݔ −  (13)  ;[(ݕ

෍ ܴ௡௜ܣ௡௜ݖ௡௜ = ௡[ܴ௩௣ݐ ⋅ ( ௙ܾ − ܾ) ⋅ (ℎ௙ − (ݔ + ܴ௡௣ ⋅ ܾ ⋅ (ℎ − (ݔ + 
+2 ⋅ ܴ௦௧ ௘௟(ݔ + ݕ+ − ℎ௙) ⋅ (ℎ௙ − ݔ + (ଵݕ + ܴ௦௧ ௣௟ ⋅ (ℎ − ݔ − (ݕ ⋅ (ℎ − ݔ +   ; [(ݕ

(14) 

причем, если напряжения во всех частях СПН достигают предела текучести, выражения (13), 
(14) приобретают вид:  

∑ ܴ௡௜ܣ௡௜ = ]௡ܴ௡ݐ ௙ܾ − 2 ⋅ ℎ௙ + 2 ⋅ ℎ]; (15) 

∑ ܴ௡௜ܣ௡௜ݖ௡௜ = ௡ݐ ⋅ ܴ௡[( ௙ܾ − ܾ) ⋅ (ℎ௙ − (ݔ + ܾ ⋅ (ℎ − (ݔ + 2 ⋅ ℎ௡ ⋅ (0,5ℎ௡ + ℎ௙ −  (16) ;[(ݔ
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 в упругой работе СПН, т. е. при (ݕ + (ݔ ≻ ℎ: 

∑ ܴ௡௜ܣ௡௜ = ௡[ܴ௩௣ݐ− ⋅ ( ௙ܾ − ܾ) + ܴ௡௣ ⋅ ܾ + 2 ⋅ ܴ௦௧ ௘௟ ⋅ ℎ௡]; (17) 

෍ ܴ௡௜ܣ௡௜ݖ௡௜ = ௡[ܴ௩௣ݐ ⋅ ൫ ௙ܾ − ܾ൯ ⋅ ൫ℎ௙ − ൯ݔ + ܴ௡௣ ⋅ ܾ ⋅ (ℎ − (ݔ + 

                                +2 ⋅ ܴ௦௧ ௘௟ ⋅ ℎ௡ ⋅ ൫ℎ௙ − ݔ +   .[ଷ൯ݕ
(18) 

При нахождении ∑ ܴ௡௜ܣ௡௜ и ∑ ܴ௡௜ܣ௡௜ݖ௡௜ по формулам (13)–(18) относительные дефор-
мации и напряжения ܴ௡௜ в i  частях профнастила определяются зависимостями: 

 в верхней полке СПН: 

௩௣ߝ = ఌ್భ⋅(௛೑ି௫)
х

≤  ௡и, (19)ߝ

ܴ௩௣ = ௡ܧ ⋅ ௩௣ߝ ≤ ܴ௡; (20) 

 в нижней полке СПН: 

௡௣ߝ = ఌ್భ⋅(௛ି௫)
௫

≤  ௡и, (21)ߝ

ܴ௡௣ = ௡ܧ ⋅ ௡௣ߝ ≤ ܴ௡; (22) 

 напряжения в стенках СПН: 
а) работающих в упругой стадии: 

ܴ௦௧ ௘௟ = ோೡ೛ାோ೙೛

ଶ
; (23) 

б) работающих в пластической стадии: 

при (ݕ + (ݔ < ℎ   ܴ௦௧ ௣௟ = ܴ௡; 

при (ݕ + (ݔ > ℎ   ܴ௦௧ ௣௟ = 0; 
(24) 

у – расстояние от нейтральной оси до точки перелома эпюры напряжений в стальном профи-
лированном настиле: 

ݕ = ோ೙⋅௫
ாп⋅ఌ್భ

; (25) 

уଷ – расстояние до центра тяжести эпюры напряжений в стенке, работающей в упругой стадии 
(уଷ определяется в случае упругой работы настила): 

ଷݕ = (௛ି௛௙)⋅(ோೡ೛ାଶ⋅ோ೙)
ଷ⋅(ோೡ೛ାோ೙)

; (26) 

уଵ – расстояние от крайней верхней полки СПН до центра тяжести эпюры напряжений в 
стенке, работающей в упругой стадии (уଵ определяется в случае упругопластической работы 
настила):  

ଵݕ = (௫ା௬ି௛௙)⋅(ோೡ೛ାଶ⋅ோ೙)
ଷ⋅(ோೡ೛ାோ೙)

; (27) 

௦௨ߝ = ௡௨ߝ = 200 ⋅ 10ିହ – предельные деформации растяжения стержневой арматуры и стали 
СПН.  

Запишем уравнения равновесия сил и изгибающих моментов для случая прохождения 
нейтральной оси в ребре расчетного таврового сечения (ݔ ≻ ℎ௙) (рис. 2), выполнив интегриро-
вание функции (1) по аналогии с приведенными преобразованиями (4)–(7): 
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,߯)ܨ (௕ଵߝ = ோ್⋅௕⋅௫⋅ఌ್ೃ
ఌ್భ

⋅ ∑ ௔ೖ
௞ାଵ

ቀఌ್భ
ఌ್ೃ

ቁ௡
௞ୀଵ

௞ାଵ
+ ∑ ௦௜ܣ௦௜ߪ + ∑ ܴ௡௜ܣ௡௜ +  

+
ܴ௕ ⋅ ( ௙ܾ − ܾ) ⋅ ݔ ⋅ ௕ோߝ

௕ଵߝ
⋅ ෍

ܽ௞

݇ + 1
ቌ൬

иଵߝ

௕ோߝ
൰

௞ାଵ
⋅ ൭1 − ቆ1 −

ℎ௙

ݔ ቇ൱
௞ାଵ

ቍ
௡

௞ୀଵ

; 
(28) 

,߯)ܯ (௕ଵߝ =
ܴ௕ ⋅ ܾ ⋅ ଶݔ ⋅ ௕ோߝ

ଶ

௕ଵߝ
ଶ ⋅ ෍

ܽ௞

݇ + 2 ൬
௕ଵߝ

௕ோߝ
൰

௡

௞ୀଵ

௞ାଶ

+  

        + ோ್(௕೑ି௕)௫మ⋅ఌ್ೃ
మ

ఌ್భ
మ ⋅ ∑ ௔ೖ

௞ାଶ
ቆቀఌ್భ

ఌ್ೃ
ቁ

௞ାଶ
⋅ ൬1 − ቀ1 − ௛೑

௫
ቁ൰

௞ାଶ
ቇ௡

௞ୀଵ + ∑ ௦௜ݖ௦௜ܣ௦௜ߪ +

+ ∑ ܴ௡௜ܣ௡௜   . ௡௜ݕ

(29) 

 

 
 

Рис. 2 Распределение напряжений и деформаций в расчетном тавровом сечении при х ≻ ℎ௙  
 

Суммы внутренних силовых факторов в стальном профилированном настиле ∑ ܴ௡௜ܣ௡௜ 
и ∑ ܴ௡௜ܣ௡௜ݖ௡௜ (сил и моментов соответственно): 

 при допущении развития пластических деформаций в настиле: 
∑ ܴ௡௜ܣ௡௜ = ܴ௩௣ ⋅ ݔ)௡ݐ − ℎ௙ + ௙ܾ − ܾ) − ܴ௡ ⋅ ௡(2ℎݐ − ݔ2 − ݕ + ܾ) = 0; (30) 

∑ ܴ௡௜ܣ௡௜ݖ௡௜ = ܴ௩௣ ⋅ ݔ௡൫ݐ − ℎ௙൯ ቀ௫ି௛೑

ଷ
+ ௙ܾ − ܾቁ +  

+ܴ௡ ⋅ ௡ݐ ቂ(ℎ − ݔ − ℎ)(ݕ + ݔ + (ݕ + ܾ(ℎ − (ݔ + ଶ
ଷ

 ;ଶቃݕ
(31) 

 при упругой работе, когда (ݕ + (ݔ ≻ ℎ: 

∑ ܴ௡௜ܣ௡௜ = ௡[ܴ௩௣ݐ ⋅ ( ௙ܾ − ܾ + ݔ − ℎ௙) + ܴ௡௣ ⋅ (ܾ + ℎ −  (32) ;[ݔ

∑ ܴ௡௜ܣ௡௜ݖ௡௜ = ௡[ܴ௩௣ݐ ⋅ ݔ) − ℎ௙) ⋅ ( ௙ܾ − ܾ + ଶ
ଷ

⋅ ݔ) − ℎ௙)) +  

+ܴ௡௣ ⋅ (ܾ + ଶ
ଷ

⋅ (ℎ − ((ݔ ⋅ (ℎ −   ,[(ݔ

(33) 

где ܴ௩௣ и ܴ ௡௣ – напряжения в верхней и нижней полках соответственно, определяются по фор-
мулам (19)–(22); ݕ – расстояние от нейтральной оси до точки перелома эпюры напряжений в 
растянутом стальном профилированном настиле, определяется по формуле (25); ∑  ௦௜ иܣ௦௜ߪ



Строительная механика и конструкции 
 

57 

∑  ௦௜ – суммы усилий в стержневой арматуре (11) с учетом деформаций и напряжений вݖ௦௜ܣ௦௜ߪ
сжатой и растянутой стержневой арматуре, определяются по формулам (12). 

Система нелинейных алгебраических уравнений (2)–(3) с двумя неизвестными (дефор-
мацией крайнего наиболее сжатого волокна бетона ߝ௕ଵ и высотой сжатой зоны х) решается 
подбором и справедлива до тех пор, пока деформации бетона и арматуры (стержневой и СПН) 
не достигнут предельных значений: 

௕ଵߝ ≤ ;виߝ ௡௜ߝ  ≤ ௦௜ߝ ;௡௨ߝ ≤  ௦௨. (34)ߝ

Таким образом, невыполнение условий (34) означает разрушение сечения. 
Методика оценки напряженно-деформированного состояния сечения плиты, армиро-

ванной СПН, и общая последовательность расчетов по указанной методике изложены в [13]. 
Остановимся на основных этапах прочностного анализа расчетного сечения плиты. Задаваясь 
некоторым начальным значением кривизны ߯ = ߯଴ и деформацией крайнего сжатого волокна 
бетона ߝ௕ଵ =  :଴, можно найти высоту сжатой зоныߝ

ݔ = ఌ್భ
ఞ

, (35) 

и в зависимости от положения нейтральной оси установить расчетный случай для таврового 
сечения. Вычисляют внутренние силовые факторы в стрежневой арматуре и СПН, а также зна-
чение функции ܨ(߯,   :௕ଵ); при невыполнении условия (1) снова задаются значениемߝ
଴ߝ = ଴ߝ + ଴ߝ߂ ଴ (при этомߝ߂ ≻ 0, если ܨ(߯, (௕ଵߝ < 0, и наоборот), повторяя расчет до его пол-
ного выполнения. Вычисляют значение функции ܯ(߯,  ,௕ଵ), и если условие (2) не выполняетсяߝ
то принимают новое значение кривизны ߯ = ߯ + ߯߂ при этом) ߯߂ ≻ 0, если ܯ(߯, (௕ଵߝ ≺ М),  
а затем повторяют расчет, пока условие (2) с заданной точностью не удовлетворяется. 

Проверка прочности нормального сечения плиты в предельном состоянии произво-
дится из условия: 

М ≤ Ми(߯,  ଴), (36)ߝ

где Ми(߯, ,߯)଴) – предельное значение функции Мߝ -଴) при значениях кривизны, соответствуߝ
ющих предельным относительным значениям деформации сжатия бетона: 

߯ = ఌ್ೠ
௫

. (37) 

Выражения (9), (10) и (28), (29) могут быть использованы для построения зависимости 
«момент – кривизна», т. е. для установления связи между фибровой деформацией сжатого бе-
тона, задаваемой с определенным шагом, кривизной и действующими в сечении усилиями. 

Выводы. Предложенные развернутые уравнения равновесия позволяют выполнить 
расчеты прочности нормальных сечений железобетонных плит, армированных стальным 
профилированным настилом, в эксплуатационной стадии работы перекрытия, а также оце-
нить напряженно-деформированное состояние изгибаемого сталежелезобетонного элемента 
таврового сечения на всех этапах работы, от начальных стадий нагружения вплоть до разру-
шения. Полученные выражения справедливы для оценки прочности пролетных сечений 
плит, когда сжатая зона бетона охватывает полку и часть ребра расчетного тавра. На основе 
изложенного подхода можно также получить зависимости для оценки напряженно-деформи-
рованного состояния опорных сечений плит при расположении части или всего СПН в сжа-
той зоне таврового сечения. Вместе с тем отметим, что расчет прочности опорных сечений 
плит, армированных СПН, с использованием полиномиальной зависимости между напряже-
ниями и деформациями сжатого бетона рационально выполнять на основе нормативной ме-
тодики ДБН В.2.6-160:2010 [16] как для комбинированного элемента, включающего балку и 
часть опирающейся на нее плиты перекрытия, при условии обеспечения совместности их 
работы на всех этапах нагружения. 
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Таким образом, приведенное в статье развитие аналитической методики прочностного 
расчета на основе криволинейной диаграммы сжатия бетона, описываемой полиномом пятой 
степени, позволяет четко сформулировать критерии исчерпания несущей способности нор-
мальных сечений плит, армированных стальным профилированным настилом. Кроме того, 
расчетная методика позволяет оценить достоверность результатов оценки несущей способно-
сти сталежелезобетонной плиты по другим нелинейным теориям проектирования железобе-
тонных конструкций, реализуемых, к примеру, в программных комплексах. При выполнении 
проверочных расчетов на основании приведенных уравнений можно получить представление 
об остаточном ресурсе плит, армированных СПН, при реконструкции. 

Необходимо отметить, что с введением ГОСТ Р 58901-2020 [6], устанавливающим 
требования к расчету стальных профилированных настилов как тонкостенных оболочек, в 
частности на стадии бетонирования плиты перекрытия, т. е. с учетом закритической работы 
профиля, получающего пластические деформации при ограниченной потере устойчивости 
части сечения, остается открытым вопрос о необходимости учета остаточных деформаций в 
эксплуатационной стадии работы при оценке прочности нормальных сечений плит, армиро-
ванных СПН. 
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Рассматриваются последние изменения в подходах к проектированию стальных профилированных 

настилов, отраженные в действующих нормативных документах; вносится ясность в чтение норм. Дается срав-
нительный анализ результатов расчета по разным методикам, формулируются основные принципы проектирова-
ния стальных профилированных настилов в легких покрытиях зданий. 

 
Ключевые слова: стальной профилированный настил, прочность, устойчивость, элементы жесткости, 

эффективное сечение, редуцированные характеристики. 
 
Введение. Постановка задачи. В легких покрытиях общественных, производствен-

ных, складских зданий и сооружений в качестве основного несущего элемента кровли исполь-
зуют стальной профилированный настил (далее – СПН). Конструктивное решение покрытия 
может быть выполнено беспрогонным, с опиранием СПН непосредственно на верхние пояса 
ферм (или балок), или с укладкой СПН по прогонам, расположенным с необходимым для обес-
печения его несущей способности и жесткости шагом. При этом доля СПН в общем расходе 
стали на покрытие составляет достаточно высокий процент. Так, в покрытиях зданий с приме-
нением легких ферм из гнутосварных профилей независимо от принятой схемы опирания рас-
ход СПН составляет около 27–30 % от массы покрытия в целом [1]. Учитывая, что профили-
рованный настил имеет достаточно высокую стоимость, и стремясь к снижению его весовых 
показателей, при проектировании зачастую пренебрегают общими принципами расчета СПН, 
заложенными в нормах. Вместе с тем участившиеся в последнее время аварии покрытий зда-
ний, как показывает экспертная оценка, чаще всего связывают с неправильным учетом снего-
вой нагрузки, превышением фактической нагрузки над нормативной и ошибками при проек-
тировании конструктивных элементов [2–5]. К примеру, масштабное обрушение покрытия ло-
гопарка «Биек-Тау» (Казань) в 2011 г. произошло в том числе по причине неправильно приня-
того профиля СПН (по заключению экспертизы проекта, расчет СПН не выполнялся), полу-
чившего значительные прогибы в процессе эксплуатации, что повлекло за собой потерю 
устойчивости рамных балок покрытия (рис. 1), раскрепленных в горизонтальном направлении 

 
6© Беляева С. Ю., Сазыкин В. Г., Ляшенко А. В., 2025 
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профилированными листами. Причем до обрушения, т. е. до наступления расчетной ситуации, 
здание простояло около 2 лет. Ущерб от неправильного технического решения покрытия на 
2001 г. составил около 663 млн руб. [5].  

 

 
 

 
 

Рис. 1. Обрушение кровли логопарка «Биек-Тау» (9 марта 2011 г.) 
 

Рекомендации по расчету СПН разбросаны по разным нормативным документам и ре-
комендациям, в которых требования к расчету и алгоритмам оценки несущей способности 
профилированных настилов значительно отличаются. В реальном проектировании инженеры-
конструкторы зачастую вообще не рассчитывают СПН покрытий, пользуясь готовыми табли-
цами несущей способности, или «изобретают» свои коэффициенты перехода для расчетных 
ситуаций, не отраженных в таблицах, что рано или поздно приводит к отказам строительных 
конструкций и авариям не только при эксплуатации, но и на стадии возведения. Необходимо 
отметить, что в последнее время подходы к расчету СПН претерпели значительные изменения. 
Постоянно проводимая корректировка нормативной базы проектирования стальных конструк-
ций, внесение изменений в СП, введение новых ГОСТ приводит к тому, что положения 
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действующих нормативных документов не всегда синхронизированы и проектировщики не 
успевают эти изменения отследить. 

Анализ развития нормативной базы в области проектирования настилов покры-
тий из стальных профилированных листов. Долгое время для расчета профилированных 
листов покрытий действовали рекомендации ЦНИИПСК им. Н. П. Мельникова от 1985 г. [6], 
обновленные в 2005 и 2014 гг. в виде СТО 0043 [7]. Расчетная методика, применяемая для 
оценки несущей способности профилированного настила в этих документах, основывалась на 
подходе СНИП II-23-81, а затем и его актуализированной редакции СП 16.13330.2017 [8] к 
расчету изгибаемых элементов по прочности и жесткости с использованием полных геометри-
ческих характеристик СПН, приведенных в ГОСТ 24045 [9]. Проверка стенки гофра на устой-
чивость выполнялась как для сжато-изгибаемого элемента и зависела от наличия уступа на 
стенке или его отсутствия. Уступ в расчете выполнял роль продольного ребра, разделяющего 
стенку на отсеки по высоте (рис. 2). Этот же подход к расчету СПН был закреплен во впервые 
введенном в 2017 г. и действующем в настоящее время СП 294.1325800.2017 [10] для профили-
рованных листов с расчетным сопротивлением по пределу текучести Ry не менее 230 МПа.  
В СТО 0043-2014 [7] и рекомендациях [6] для шага опор 3, 4 и 6 м составлены таблицы, позво-
ляющие подобрать настил высотой не более 114 мм (Н114) из стали марки 220 (Ry = 220 МПа) 
при разном количестве (не более 4-х) равномерно загруженных пролетов. Табличными значе-
ниями продолжают руководствоваться проектировщики, не указывая при этом марку стали 
СПН в спецификациях и чертежах. К расчету прибегают только в случаях, не приведенных в 
таблицах, к примеру, в зонах повышенных снеговых отложений или при величинах пролетов, 
отличных от табличных. 

 
а) в) 

 
б)  

 

Рис. 2. Расчетная схема  
ступенчатой стенки гофра  

при проверке ее местной устойчивости [10]: 
а) расчетная нагрузка на гофр;  
б) уступ на стенке гофра (1), 

рассматриваемый как ребро жесткости (2); 
в) расчетные участки стенки 

 
В июне 2020 г. в основной нормативный документ по проектированию стальных кон-

струкций СП 16.13330.2017 [8] было внесено изм. 2, в котором кроме прочих введен п. 4.1.1а: 
«При проектировании стальных тонкостенных конструкций из холодногнутых оцинкованных 
профилей и гофрированных листов необходимо соблюдать требования СП 260.1325800» [11]. 
Кроме того, 01.12.2020 впервые введен ГОСТ Р 58901-2020 [12], отражающий требования к 
расчету настилов с трапециевидными гофрами, в котором даны ссылки на СП 260.1325800 [11] 
в части определения геометрических характеристик и расчетных сопротивлений СПН с уче-
том закритической работы стенок и полок профилей. 
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Согласно методике СП 260.1325800 [11] для оценки прочности и деформативности тон-
костенных гофрированных профилей в расчет вводится редуцированное сечение, т. е. учиты-
вается возможная потеря устойчивости сжатой части сечения и выключение его из общей ра-
боты профиля на изгиб при сохранении несущей способности элемента в целом. Редуцирован-
ные геометрические характеристики сечения профиля зависят от количества элементов жест-
кости на широких и (или) узких полках и (или) на стенке гофров, вводимых в виде уступов на 
стенках или продольных складок (мелких гофров) на полках с целью повышения жесткости и 
несущей способности пластин, составляющих поперечное сечение профилей (рис. 3), а также 
от уровня напряжений в сжатых полках профиля.  

 
а) 

 
б) 

 

в) 

 

 
Рис. 3. Профилированные листы: 

а) с элементами жесткости только на полках; б) без элементов жесткости, а также с одним или двумя 
элементами жесткости только на стенке; в) с элементами жесткости на полках и стенках 

 
Таким образом, в настоящее время для оценки несущей способности профилированных 

настилов существуют две расчетные методики, включенные в нормы проектирования сталь-
ных конструкций, но вместе с тем реализующие разные подходы к оценке напряженно-дефор-
мированного состояния СПН. Однако введение СП 260.1325800 [11], на который ссылается  
СП 16.13330.2017 [8], подразумевает, что методикой СП 294.1325800.2017 [10], детализирую-
щего и развивающего положения СП 16.13330.2017 [8], и готовыми таблицами несущей способ-
ности на основе этой методики можно пользоваться только для предварительного назначения 
профиля листа, который затем должен быть подтвержден и уточнен расчётами по требованиям 
нормативных документов [11, 12]. Вопрос к разработчикам норм в связи с отсутствием измене-
ний в разделе 23 действующего СП 294, связанных с введением СП 260, остается открытым. 

Особенности расчета СПН с редуцированными геометрическими характери-
стиками. Расчётные методики нормативных документов [11, 12] распространяются на 
стальные профилированные листы, геометрические параметры которых отвечают п. 7.4 [12] 
и разделу 7.1 [11]. Таким параметрам соответствуют СПН по ГОСТ 24045-2016 [9] и неко-
торым СТО. В оценке напряженно-деформированного состояния СПН в соответствии с 
требованиями СП 260.1325800 [11] можно выделить следующие основные этапы: 

1) определение нагрузок на покрытие и усилий в СПН в соответствии с принятой рас-
четной схемой разрезной однопролетной или неразрезной многопролетной балки, расчет ведет 
на 1 м ширины настила; 

2) определение (для заданного в соответствии с сортаментом сечения профиля) гео-
метрических характеристик полного поперечного сечения с острыми углами (без учета скруг-
лений) и с учетом фактических размеров элементов жесткости, а именно: площади сжатой и 
растянутой полок и стенки с учетом геометрии элементов жесткости; положение центра 
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тяжести полки с элементом жесткости; полной площади сечения части профиля, ограниченной 
стенкой, половиной верхней и нижней полки; 

3) уточнение площади полного сечения с учетом влияния зон сгиба; 
4) расчет эффективного сечения, уменьшенного вследствие потери местной устойчи-

вости, при этом учитывается возможность потери местной устойчивости элемента жесткости 
и потери устойчивости формы всего сечения, а также взаимодействие между потерей устой-
чивости полки и стенки: 

а) для сжатой гладкой полки расчет включает определение гибкости, критических 
напряжений в пластинке в зависимости от условий закрепления и коэффициента редукции; 

б) для сжатой полки с элементом жесткости расчет выполняется в несколько итераций. 
При этом жесткость упругоподатливой связи в первом приближении принимается бесконеч-
ной, т. е. считается, что элемент жесткости обеспечивает полное защемление пластины-полки, 
а напряжение в нем достигает предела текучести. От итерации к итерации корректируется ко-
эффициент снижения несущей способности в зависимости от величины фактических и крити-
ческих напряжений, а также гибкости расчетного участка полки;  

в) для стенки расчет выполняют в зависимости от количества элементов жесткости и 
положения нейтральной оси, а также от фактического распределения напряжений в растяну-
той и сжатой части стенки (рис. 4); после определения критических напряжений находят ко-
эффициент снижения несущей способности элемента жесткости; 

 

 
 

Рис. 4. Эффективные поперечные сечения стенок гофрированных листов [12]: 
а) со стенкой без элементов жесткости; б) со стенкой с одним элементом жесткости в сжатой зоне; 

в) со стенкой с двумя элементами жесткости в сжатой зоне; 
1 – начальное положение нейтральной оси в эффективном сечении; 2 – участки эффективного поперечного  

сечения сжатых полок с промежуточными элементами жесткости; 3 – центральная ось полки 
 

5) определение геометрических характеристик редуцированного сечения: площади, мо-
мента инерции, моментов сопротивления сечения; 

6) расчет по первой группе предельных состояний – оценка прочности: 
 по нормальным напряжениям в пролетном и опорном сечениях: 

ெ
ௐೝ೐೏,೘೔೙ோ೤

≤ 1, (1) 

где ௥ܹ௘ௗ,௠௜௡  – минимальный момент сопротивления редуцированного сечения; ܴ ௬ – расчетное 
сопротивление стали по пределу текучести; для изготовления холоднопрофилированного 
оцинкованного проката используются стали 220, 250, 280, 320, 350, т. е. с пределом текучести 
не ниже 215 МПа; 
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 по касательным напряжениям в опорных сечениях: 

ܳ௪ = ௛ೢ∙௧ೢ ∙ோೞ
ୱ୧୬ ఈ

, (2) 

где ܳ௪ – поперечная сила, воспринимаемая одной стенкой гофра; ℎ௪– высота стенки между 
осевыми линиями полок; ݐ௪ – толщина стенки профиля; ܴ௦ – расчетное сопротивление стали 
при сдвиге; в отличие от расчетного сопротивления срезу по СП 16.13330, является функцией 
гибкости стенки, определяемой от наличия и количества элементов жесткости; ߙ – угол 
наклона стенки относительно полок; 

7) расчет по второй группе предельных состояний – определение прогибов в пролете: 

݂ ≤ ௨݂ , (3) 

где f – расчетный прогиб от нормативных нагрузок, определяемый в зависимости от принятой 
расчетной схемы СПН с учетом редуцированных жесткостных характеристик ܫܧ௥௘ௗ,௠௜௡; ௨݂ – 
предельный прогиб, допустимый по условиям эксплуатации согласно СП 20.13330.2016 [13]; 
 ௥௘ௗ,௠௜௡ – наименьший по пролету момент инерции редуцированного сечения в расчете на 1 мܫ
ширины профиля. 

Сравнительный анализ результатов расчетов СПН по разным методикам. Как по-
казывает практика, в последние время в целях снижения металлоёмкости покрытий намети-
лась тенденция применения беспрогонных решений кровельных систем с шагом стропильных 
ферм (или балок) от 4 до 6 м. В проектах может быть заложена система связей по верхним 
поясам ферм (балок), включающая горизонтальные связевые фермы и распорки вдоль всего 
здания, или функцию связевых распорок может выполнять СПН, раскрепляя сжатые верхние 
пояса несущих элементов из плоскости действия нагрузки. В последнем случае при потере 
несущей способности настила с высокой степенью вероятности может произойти обрушение 
всего покрытия, что снижает надежность принятого проектного решения, особенно при непра-
вильном подходе к оценке напряженно-деформированного состояния СПН. Следует отметить, 
что ранее преимущество отдавали кровельным системам с опиранием СПН на прогоны покры-
тия, шаг которых редко превышал 3 м, что позволяло применять профилированные листы вы-
сотой не более Н75, а включение прогонов в связевую систему определяло раскрепление сжа-
тых элементов основных несущих конструкций от потери устойчивости из плоскости рамы. В 
этом случае возможное превышение деформациями настила нормативных значений в про-
цессе эксплуатации практически не влияло на несущую способность всей конструктивной си-
стемы покрытия, т. е. расчет по [6, 7, 10] давал удовлетворительные результаты. Таким обра-
зом, при проектировании беспрогонных покрытий со значительными пролетами профилиро-
ванных настилов требуется более тщательный подход к оценке его напряженно-деформиро-
ванного состояния, заложенный в расчетной методике [11]. 

Проанализируем результаты расчета СПН на конкретном примере, основываясь на 
расчетных подходах, изложенных в СП 294.1325800.2017 [10] и СП 260.1325800 [11]. Рас-
смотрим покрытие производственно-складского комплекса с фермами из гнутых сварных 
замкнутых профилей, распложенных с шагом 6 м, решение кровли – беспрогонное. Полное 
расчетное значение нагрузок на покрытие составляет 3 кПа, включая постоянную (0,4 кПа) 
и снеговую (2,17 кПа) нагрузки, а также вес вентиляционного оборудования (0,39 кПа). Нор-
мативная нагрузка на покрытие составила 2,2 кПа. Стальной профилированный лист рассчи-
тывается по 2-пролетной расчетной схеме (рис. 5). 

 

 

Рис. 5. Расчетная схема  
стального профилированного настила 
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Расчеты выполнены при размещении СПН широкими полками вверх (рис. 6), т. е. при 
изгибе в пролетном сечении профилированных листов сжаты широкие полки, в опорном сече-
нии сжаты узкие полки. Геометрические параметры СПН соответствуют ГОСТ 24045-2016 [9]. 
Ширина опоры – верхнего пояса стропильной фермы – составляет 140 мм. 

 

 
 

 
Рис. 6. Геометрические размеры профиля Н153-850 [9] 

 
Результаты последовательного подбора сечения СПН с процентами использования по 

первой и второй группам предельных состояний согласно требованиям СП 294.1325800.2017 
[10] сведены в табл. 1, результаты расчета по методике СП 260.1325800.2020 [11] приведены 
в табл. 2 (красным цветом показаны % использования, выходящие за предельно допустимые 
значения). 

 
Таблица 1 

Результаты расчета СПН по методике СП 294.1325800.2017 [10] 
 

Марка 
стали 

Марка СПН 
ГОСТ 24045 

Результаты расчета по 1-й группе предельных состояний % использо-
вания по 
прогибам 

(2-я группа 
пред. состо-

яний) 

% использования 
пролетного сечения СПН 

% использования опорного 
сечения СПН 

по нормаль-
ным напря-

жениям 

по устой-
чивости 
стенки 

по нормаль-
ным напря-

жениям 

по каса-
тельным 
напряже-

ниям 

по устой-
чивости 
стенки 

250 Н114-750-0,8 110,4 %  133,1 % 110,4 %  11,3 % 93,7 % 83,10 % 
250 Н114-750-0,9 98,5 %  111,7 %  98,5 % 10,1 % 78,6 % 70 % 
250 Н114-750-1,0 88,6 % 95,3 % 88,6 %  9,1 % 67,1 % 67 % 

 
Таблица 2 

Результаты расчета СПН по методике СП 260.1325800.2020[11] 
 

Марка 
стали 

Марка СПН 
ГОСТ 24045 

Результаты расчета по 1-й группе предельных состояний % использо-
вания по про-

гибам 
(2-я группа 

пред. состоя-
ний) 

% использования 
пролетного сечения СПН 

% использования опорного 
сечения СПН 

по нормальным 
напряжениям 

по нормальным 
напряжениям 

по касательным 
напряжениям 

250 Н114-750-1,0 80 % 150 % 66 % 97 % 
250 Н153-850-1,0 127 % 170 % 75 % 110 % 
280 Н153-850-1,2 95 % 133 % 50 % 90 % 
320 Н153-850-1,2 82 % 116,7 %  43 % 89 % 
320 Н153-850-1,5 65 % 93 % 29 % 68 % 

 
Анализ результатов расчетов (табл. 1 и 2) показал, что для опорного сечения профилиро-

ванного листа Н114-750-1 из стали марки 250, подобранного по СП 294 [10], условие прочности 
по нормальным напряжениям с учетом закритической работы полок и стенок профиля по 



ISSN 2219-1038 (print)  Выпуск 2 (45), 2025 
 

68 

требованиям СП 260 [11] не выполняется со значительными перенапряжениями, составляю-
щими 150 %. При попытке подбора профиля толщиной 1 мм из такой же стали, но большей 
высоты Н153-850-1, проверки прочности не выполняются не только для опорного, но и для про-
летного сечений, что связано с увеличением гибкости стенок СПН, зависящей от соотношения 
высоты и толщины профиля и, как следствие, исключением большей части сжатой стенки при 
расчете редуцированных геометрических характеристик. В итоге для профилированного 
настила подобрано сечение Н153-850-1,5 (табл. 2) из стали марки 320 (ܴ௬ = 310 МПа). 

Необходимо отметить, что в большинстве реальных проектов при подборе сечения ис-
пользуют табличные значения несущей способности настила, основанные на расчетных тре-
бованиях, не учитывающих потерю устойчивости части профиля при работе, и, кроме того, не 
указывают марку применяемой стали. При закупке профилированного листа, как правило, 
предпочтение отдают менее дорогому настилу из стали самой низкой марки по прочности, что, 
как показано выше, в случае наступления расчетной ситуации приводит к аварийным наруше-
ниям работы конструкций покрытий. 

Выводы и рекомендации 
1. Участившиеся случаи обрушения покрытий связаны, кроме прочего, с неправиль-

ной оценкой напряженно-деформированного состояния кровельных настилов. 
2. Расчеты по СП 294.1325800.2017, в котором при оценке прочности используется 

полное сечение элемента, завышают его несущую способность и приводят к недостоверной 
оценке НДС профилированных листов, что особенно опасно при значительных расстояниях  
(4 м и выше) между опорными закреплениями и включении СПН в работу связевой системы. 
Данной методикой и разработанными на ее основе таблицами можно пользоваться только для 
предварительного назначения профиля листа, который затем должен быть подтвержден рас-
чётами по введенным в 2020 г. нормам для тонкостенных профилей СП 260.1325800.2020. 

3. СП 260.1325800.2020 основывается на расчете стальных профилированных листов 
как тонкостенных оболочек, в которых потеря устойчивости отдельными сжатыми элемен-
тами сечения может наступить до достижения напряжениями предела текучести, что однако 
не приводит к потере несущей способности элемента в целом. Такой подход к проектированию 
СПН повышает надежность конструктивных решений покрытий. 

4. Отсутствие указания марок сталей в проектах является недопустимой ошибкой, ко-
торая может повлечь потерю несущей способности настила в стадии эксплуатации. 
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Оценивается возможность использования полубезмоментной теории оболочек для расчета замкнутых 

призматических тонкостенных пролетных систем. В соответствии с данной теорией получены разрешающие 
уравнения для напряжений и перемещений. Для проверки полученных результатов создана конечно-элементная 
модель оболочки. Дана оценка влияния депланации на напряженно-деформированное состояние оболочки. Дана 
оценка сходимости результатов, полученных аналитическим методом, с результатами расчета в МКЭ-комплексе.  

 
Ключевые слова: полубезмоментная теория оболочек, тонкостенные конструкции поперечных сечений, 

депланация, замкнутые сечения, метод конечных элементов. 
 
Введение. Тонкостенные пространственные системы, состоящие из пластинок и обо-

лочек, начали широко использоваться в строительной отрасли еще в позапрошлом веке. Это 
обусловлено в значительной мере их экономическими преимуществами перед обычными 
стержневыми конструкциями. Тонкостенные сооружения, запроектированные с учетом их 
пространственной работы, являются более экономичными, чем их стержневые аналоги. 

Однако следует отметить, что методы прочностных расчетов оболочек изучены еще 
мало. Обусловливается это не только более сложным используемым в расчетах математиче-
ским аппаратом, но и более трудоемким способом создания расчетных моделей в конечно-
элементных комплексах. При этом очевидно, что без правильного представления о работе кон-
струкций оболочек под нагрузкой невозможно создание рациональных и надежных сооруже-
ний. Поэтому теория расчета замкнутых призматических тонкостенных систем приобретает 
немаловажное практическое значение.  

Одним из наиболее эффективных подходов к решению задачи определения НДС за-
мкнутых и многозамкнутых тонкостенных оболочек является полубезмоментная теория, поз-
воляющая значительно упростить расчеты, сохраняя при этом высокую точность результатов. 
Полубезмоментная теория находит широкое применение в проектировании мостовых, авиа-
ционных и других инженерных конструкций, где требуется учет как мембранных, так и изги-
бных усилий, но при этом необходимо минимизировать сложность расчетов. 

 
7© Конов А. В., Козлов В. А., Викулов М. А., 2025 
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В работе [7] полубезмоментная теория дополняется численными методами и программ-
ными комплексами, что позволяет повысить точность расчетов и расширить область ее при-
менения. Это делает полубезмоментную теорию незаменимым инструментом для анализа 
сложных тонкостенных конструкций 

На рис. 1 изображены примеры замкнутых призматических пролетных строений. 
 

  
 

Рис. 1а. Замкнутая призматическая оболочка моста  
из сборного железобетона 

 
Рис. 1б. Призматическая оболочка моста  

из стальных листов 
 

1. Основные расчетные положения. В работе использовалась полубезмоментная тео-
рия, описанная в работах В. З. Власова [2], И. Ф. Образцова [1]. При выводе разрешающих 
уравнений были приняты следующие основные гипотезы: 

1) оболочка упругая безмоментная в продольном направлении и моментная в попе-
речном; 

2) по толщине оболочки материал несжимаем; 
3) деформация оболочки происходит таким образом, что нормальный линейный эле-

мент, перпендикулярный к срединной поверхности до деформации, остается линейным и нор-
мальным к срединной поверхности после деформации (гипотеза Кирхгофа – Лява). 

Первая гипотеза выдвинута в связи с тем, что рассматриваемые оболочки являются 
сравнительно длинными и существенное влияние на НДС в них оказывают нормальные и 
сдвигающие силы N1 N2 S и поперечные изгибающие моменты М2 с соответствующими им 
срезающими силами Q2.[1] Эти компоненты изображены на рис. 2.  

 

 

Рис. 2. Компоненты внутренних усилий 
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2. Основные уравнения метода В. З. Власова. Так как замкнутую оболочку можно 
представить в виде двумерного тела, дифференциальные уравнения перемещений этой обо-
лочки будут зависеть от двух координат: продольной z и поперечной s. Обозначим продольное 
перемещение через u(z, s), а поперечное через v(z, s). Эти перемещения можно представить в 
виде конечного ряда [1–2]: 

,ݖ)ݑ (ݏ = ෍ ௜ܷ (ݏ)௜߮(ݖ)
௠

௜ୀଵ

;  

,ݖ)ݒ (ݏ = ෍ ௞ܸ(ݖ)߰௞(ݏ),
௡

௞ୀଵ

 

(1) 
 
 

(2) 

где ௜ܷ(ݖ), ௞ܸ(ݖ) – искомые продольные и поперечные перемещения соответственно, зависящие 
только от продольной координаты z; ߮௜(ݏ), ߰௞(ݏ) – задаваемые функции, соответствующие иско-
мым функциями ௜ܷ(ݖ),  ௞ܸ(ݖ) соответственно и зависящие только от поперечной координаты s. 

Таким образом, дифференциальные уравнения теории оболочек в частных производ-
ных приводятся к системе обыкновенных дифференциальных уравнений.  

Важно отметить, что функции ߮௜(ݏ),  ߰௞(ݏ) подбираются в зависимости от сечения обо-
лочки и ее НДС. Для прямоугольного однозамкнутого контура (рис. 3) под действием изгибаю-
щих и крутящих воздействий, полагая, что рассматриваемая оболочка обладает жестким неде-
формируемым контуром в плоскости поперечного сечения, выберем следующие функции [1–2]: 

߮ଵ(ݏ) = ,(ݏ)ݕ ߮ଶ(ݏ) = ± ൥൭
݀ଶ

ଶ

4 − ൱(ݏ)ଶݔ − ൩(ݏ)ݕܿ , ߮ଷ(ݏ) =  ,(ݏ)ݕ(ݏ)ݔ

где ܨଶ = ݀ଶߜଶ – площадь одного горизонтального пояса: 

ܿ = ௗభௗమ
మிమ

଺௃ೣ
, 

 .௫ – момент инерции оболочки относительно оси Хܬ
 

 

Рис. 3. Поперечное сечение оболочки 

 
Функция ߮ଵ(ݏ) представляет собой перемещение точек от изгиба, соответствующее за-

кону плоских сечений; ߮ଶ(ݏ) отвечает депланации поперечного сечения от изгиба. Аппрокси-
мирующая функция ߮ଷ(ݏ) соответствует обобщенной депланации при кручении. 

߰ଵ(ݏ) = ݕ  ;(ݏ)`

߰ଶ(ݏ) = ℎ∗(ݏ), 
ℎ∗(ݏ) – длина перпендикуляра, опущенного из начала координат на соответствующую контур-
ную пластину оболочки. 

Функции ψଵ(s) и ψଶ(s) соответствуют контурному перемещению оболочки при попе-
речном изгибе и кручении соответственно. Эпюры аппроксимирующих функций представ-
лены на рис. 4. 



ISSN 2219-1038 (print)  Выпуск 2 (45), 2025 
 

74 

 

 

Рис. 4. Эпюры  
аппроксимирующих функций 

 
3. Вывод основных разрешающих уравнений. В работе [1] получены дифференци-

альные уравнения изгиба (3) и кручения (4): 

௫ܬܧ ଵܷ
`` − ଵܨܩ2 ଵܷ − ଵܨܿܩ2 ଶܷ − ଵܨܩ2 ଵܸ

` + ଵ݌ = 0, 

ଵఝܬܧ ଶܷ
`` − ଵܨܿܩ2 ଵܷ − ଶଶܾܩ ଶܷ − ଵܨܿܩ2 ଵܸ

` + ଶ݌ = 0, 

ଵܨܩ2 ଵܷ
` + ଵܨܿܩ2 ଶܷ

` + ଵܨܩ2 ଵܸ
`` + ݍ = 0; 

(3) 

ܽ ଷܷ
`` − ܾଵ ଷܷ − ܾଶ ଶܸ

` + ଷ݌ = 0, 

ܾଶ ଷܷ + ܾଵ ଶܸ
`` + ݉ = 0, 

(4) 

где ܨଵ = ݀ଵߜଵ – площадь одного вертикального пояса; ܧ,  модуль упругости и модуль – ܩ
сдвига соответственно; 

ܽ = ଶఝܬܧ ,  ܾଵ =
1
2 ଵ݀)ܩ

ଶܨଶ + ݀ଶ
ଶܨଵ),  

 ܾଶ =
1
2 ଶ݀)ܩ

ଶܨଵ − ݀ଵ
ଶܨଶ),  ܾଶଶ =

2
3 ݀ଶ

ଶܨଶ + 2ܿଶܨଵ, 

ଵఝܬ ,  .ଶఝ – бимомент инерции при изгибе и кручении соответственноܬ
Свободные члены ݍ, ݉, p୧ представляют собой обобщенные внешние поперечные (ݍ, ݉) 

и продольные (p௜) погонные силы. В дальнейшем положим следующее: обобщенные продоль-
ные погонные силы приняты равными нулю; обобщенная погонная сила, вызывающая попе-
речный изгиб, принята распределенной в соответствии с линейным законом изменения по 
длине; обобщенная погонная сила, вызывающая кручение, принята равномерно распределен-
ной по длине. Аналитически это можно записать следующим образом: 

pଵ = pଶ = pଷ = 0,    

(ݖ)ݍ = ଵݍ +
ଶݍ) − ݈)(ଵݍ − (ݖ

݈ ;  

ଵݍ = ,ݐݏ݊݋ܿ ଶݍ  = ,ݐݏ݊݋ܿ (ݖ)݉ =  .ݐݏ݊݋ܿ
Схемы обобщенных поперечных погонных нагрузок показаны на рис. 5. 
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а) 

 
 
 

б) 

 
 

Рис. 5. Схемы обобщенных поперечных изгибающих (а) и крутящих нагрузок (б) 
 
Решая системы обыкновенных дифференциальных уравнений (3), (4), получим: 

ଵܷ(ݖ) =
ଷݖଶݍ

௫ܬܧ6
−

ଶݍ) − ସݖ(ଵݍ

௫ܬܧ24݈
+

ܿଵݖଶ

௫ܬܧ2
+

ܿଶݖ
௫ܬܧ

+
ܿଷ

௫ܬܧ
, 

ଶܷ(ݖ) = ܿସ݁௞изг௭ + ܿହ݁ି௞изг௭ −
ܿଵܿ

ଵఝ݇изгܬܧ
ଶ −

ݖଶܿݍ
ଵఝ݇изгܬܧ

ଶ +
с(ݍଶ − ଶݖ(ଵݍ

2݇изг
ଶ݈ܬܧଵఝ

+
ଶݍ)ܿ − (ଵݍ
݇изг

ସ݈ܬܧଵఝ
, 

ଵܸ(ݖ) =
1

ଵܨܩ2
ቆ

ଶݖଶݍ

2 −
ଶݍ) − ଷݖ(ଵݍ

6݈ ቇ +
ܿଵݖ

ଵܨܩ2
−

ܿଵݖଷ

௫ܬܧ6
−

ܿଶݖଶ

௫ܬܧ2
−

ܿଷݖ
௫ܬܧ

− 

−
1

௫ܬܧ
ቆ

ସݖଶݍ

24 −
ଶݍ) − ହݖ(ଵݍ

120݈ ቇ −
ܿܿସ݁௞изг௭

݇изг
+

ܿܿହ݁ି௞изг௭

݇изг
+

ܿଶܿଵݖ
݇изг

ଶܬܧଵఝ
+ 

+
ܿଶݍଶݖଶ

2݇изг
ଶܬܧଵఝ

−
ܿଶ(ݍଶ − ଷݖ(ଵݍ

6݇изг
ଶ݈ܬܧଵఝ

−
ܿଶ(ݍଶ − ݖ(ଵݍ

݇изг
ସ݈ܬܧଵఝ

+ ܿ଺; 

(5) 

ଷܷ(ݖ) = ܿ଴ଶ + ܿ଴ଷ݇кр ch(݇ݖ) + ܿ଴ସ݇кр sh(݇ݖ) +
ଶܾݖ݉

ܾܽଵ݇кр
ଶ, (6) 
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ଶܸ(ݖ) = −
ܾଵ

ܾଶ
(ܿ଴ଵ + ܿ଴ଶݖ) −

ܾଶ

ܾଵ
ൣܿ଴ଷ sh൫݇крݖ൯ + ܿ଴ସ ch൫݇крݖ൯൧ −

ଶݖ݉

2ܽ݇кр
ଶ +

݉
݇кр

ଶܾଵ
, 

где 

kизг = ටଶୢమ
మ୊మ

ଷஓ୎భಞ
,  kкр = ටୠభ

మିୠమ
మ

ୟୠభ
 – 

упругая характеристика изгиба и кручения соответственно; сଵ … с଺, с଴ଵ … с଴ସ – константы ин-
тегрирования.  

Зная перемещения каждой точки на контуре, определяются напряжения: 

,ݖ)ߪ (ݏ = ܧ ቀ ଵܷ
` (ݏ)ଵ߮(ݖ) + ଶܷ

` (ݏ)ଶ߮(ݖ) + ଷܷ
` ቁ(ݏ)ଷ߮(ݖ) ; (7) 

,ݖ)߬ (ݏ = ܩ ቀ ଵܷ(ݖ)߮ଵ
` + ଶܷ(ݖ)߮ଶ

` + ଷܷ(ݖ)߮ଷ
` + ଵܸ

(ݏ)ଵ߰(ݖ)` + ଶܸ
 ቁ. (8)(ݏ)ଶ߰(ݖ)`

4. Определение констант интегрирования с использованием граничных условий. 
В работе [2] даны граничные условия для однопролетной коробчатой оболочки, шарнирно 
опертой по краям: 

௜ܷ
`(0) = ௜ܷ

`(݈) = ௝ܸ(0) = ௝ܸ(݈) = 0; ݅ = 1,2,3;  ݆ = 1,2. 

Для данных систем уравнений и граничных условий можно вычислить константы ин-
тегрирования аналитически, получим: 

ܿଵ =
ଶݍ) − ݈(ଵݍ

6 −
ଶ݈ݍ
2 , ܿଶ = 0, ܿଷ = ݈ଷ ൬

ଶݍ

45 +
ଵݍ7

360൰, 

ܿସ =
ଶܿݍ

ଵఝ݇ଷܬܧ −
ܿ

ଵఝ݇ଷ(݁௞∗௟ܬܧ − ݁௞∗௟ ) ቀݍଶ(݁௞∗௟ − 1) + ଶݍ) −  ,ଵ)ቁݍ

ܿହ = −
ܿ

ଵఝ݇ଷ(݁௞∗௟ܬܧ − ݁௞∗௟  ) ቀݍଶ(݁௞∗௟ − 1) + ଶݍ) − ,ଵ)ቁݍ  ܿ଺ =
ଶܿଶݍ

 ,ଵఝ݇ସܬܧ

ܿ଴ଵ =
ܾ݉ଶ

ଷ

ܾܽଵ
ଷ݇ସ +

ܾ݉ଶ

݇ଶܾଵ
ଶ ,  ܿ଴ଶ = −

݈ܾ݉ଶ

2ܽ݇ଶܾଵ
, 

  ܿ଴ଷ =
ܾ݉ଶ

ܾܽଵ݇ସ sh(݈݇) (ch(݈݇) − 1),  ܿ଴ସ = −
ܾ݉ଶ

ܾܽଵ݇ସ. 

5. Пример расчета. Данная методика реализована в ПК «MathCad», с ее помощью была 
произведена серия расчетов, в которых использовались две схемы загружений. 

Схема № 1: пролетное сооружение загружено поперечной изгибающей погонной силой 
по линейному закону, q1 = 50 кН/м, q2 = 200 кН/м. Крутящая нагрузка отсутствует. 

Схема № 2: пролетное сооружение загружено поперечной изгибающей погонной силой 
равномерно, q1 = q2 = 100 кН/м. Крутящая нагрузка составляет 100 кНм/м. 

Для каждой из схем была рассмотрена оболочка со следующими характеристиками: 
d1 = 2,2 м, d2 = 4 м, δ1 = δ2 = 1,9 см. Длина пролета – 6, 12, 50 м. Результаты расчета представ-
лены на рис. 6. 

Для проверки полученных результатов были произведены расчеты в конечно-элемент-
ном комплексе «ЛИРА-САПР» (рис. 7, 8, 9). Элементы панелей замоделированы с помощью 
КЭ № 44 (универсального четырехугольного КЭ оболочки). Нагрузка на конструкцию прикла-
дывалась к верхней панели. 

Для обеспечения условия недеформируемости контура сечения оболочка была под-
креплена поперечными ребрами. 
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б) 

 
 

Рис. 6. Графики нормальных напряжений для загружения № 1 (а) и № 2 (б) в нижней панели в середине пролета  
для трех значений l (масштаб по оси ординат логарифмический) 
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Рис. 7. Фрагмент конечно-элементной модели 
 
 

 
 

Рис. 8. Деформированный вид оболочки пролетом 50 м  
с изополями вертикальных перемещений (вид сбоку) 

 
 

 
 

Рис. 9. Оболочка пролетом 50 м с изополями нормальных напряжений 
 

Мозаики нормальных напряжений в середине пролета представлены на рис. 10. 
Результаты расчетов представлены в таблице.  
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а) 

б) 

в) 

 
Рис. 10. Мозаика нормальных продольных напряжений (кПа) при пролете 6 (а), 12 (б) и 50 (в) м. 

Для загружения № 1 – слева, для загружения № 2 – справа 
 

Полученные результаты имеют хорошую сходимость. Разница при расчете деформаций 
составила около 14 %, при расчете нормальных напряжений – чуть более 9 %.  

Также можно заметить, что влияние депланационных смещений оказывает наибольшее 
влияние для относительно небольших пролетов. При пролете 6 м разница между максималь-
ным и минимальным по модулю напряжением в границах полки составила (в зависимости от 
схемы загружения) 178–198 %, тогда как для пролета 50 м – не более 2 %.   



ISSN 2219-1038 (print)  Выпуск 2 (45), 2025 
 

80 

Таблица 
Сравнительная таблица результатов расчетов численным и аналитическим методом 

 

Н
ом

ер
 за

гр
уж

ен
ия

 

П
ро

ле
т,

 м
 

Полубезмоментная теория МКЭ-расчет Расхождение  
с МКЭ, % 

Прогиб грани, 
мм 

Напряжение  
на нижней грани, 

МПа 

Прогиб грани, 
мм 

Напряжение  
на нижней грани, 

МПа 

П
ро

ги
б 

Н
ап

ря
ж

ен
ие

 

Л
ев

. 

П
ра

в.
 

В
 у

гл
у 

 
(m

ax
) 

В
  

се
ре

ди
не

  
по

яс
а 

П
ра

в.
 

Л
ев

. 

В
 у

гл
у 

 
(m

ax
) 

В
  

се
ре

ди
не

 

№ 1 
6 0,16 4,45 1,60 0,14 3,86 1,71 12,50 7,93 
12 1,21 13,21 9,95 1,04 12,10 9,02 14,05 8,81 
50 231,00 199,29 196,00 210,00 198,00 195,00 9,09 0,58 

№ 2 
6 0,1 0,15 3,82 1,28 0,09 0,13 3,27 1,37 12,00 9,41 
12 0,87 1,06 10,90 7,96 0,73 0,93 9,91 7,19 13,99 9,54 
50 183,05 186,31 159,77 156,79 166,0 169,0 159,00 156,00 9,30 0,49 

 
Выводы. Предложена методика аналитической оценки НДС замкнутой призматиче-

ской оболочки на основе полубезмоментной теории. В отличии от известных работ [1, 2] были 
использованы другие граничные условия. 

На основе работ И. Ф. Образцова и В. З. Власова получены разрешающие уравнения 
для разрезной пролетной тонкостенной конструкции, в том числе под действием линейного 
закона распределения нагрузки с ненулевой начальной и конечной интенсивностью. 

Данная методика реализована в виде программы в ПК «MathCad». Была произведена 
серия расчетов для разных способов загружения и различных пролетов. 

Дана оценка влияния депланации на НДС оболочки для разных длин пролетов.  
Для проверки полученных результатов была создана расчетная модель в МКЭ-ком-

плексе «ЛИРА-САПР». Полученные результаты показали достаточно хорошую сходимость, 
что говорит о том, что данной методикой можно пользоваться для определения НДС замкну-
тых тонкостенных пролетных систем под действием изгибающей и крутящей нагрузки.  
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This paper evaluates the possibility of using the semi-momentless theory of shells to calculate closed 

prismatic thin-walled span systems. In accordance with this theory, solving equations for stresses and displacements 
are obtained. A finite element shell model has been created to verify the results obtained. An assessment of the 
effect of warping on the SSS of the shell is given. The convergence of the results obtained by the analytical method 
with the calculation results in the FEM complex is estimated.  
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Статья посвящена результатам лабораторных исследований развития давления морозного пучения при 

промерзании грунта в замкнутом объеме. Изучение силовых воздействий пучинистых грунтов на сооружения 
приобретают в настоящее время особое значение в связи с интенсивным освоением арктической зоны России. 
Проведены исследования особенностей развития давления морозного пучения глинистых и песчаных грунтов 
при одностороннем и всестороннем промерзании в замкнутом объеме в зависимости от степени их водонасыще-
ния, температурного режима и возможных деформаций. Выявлено различие в механизме формирования давления 
морозного пучения в песчаных и глинистых грунтах. 

 
Ключевые слова: промерзающий грунт, давление морозного пучения, лабораторные исследования. 
 

Введение. Условия промерзании пучинистого грунта в замкнутом объеме возникают в 
случае, когда мерзлый или замороженный грунт соприкасается с конструкцией, являющейся 
временным источником тепла. Таким источником тепла может служить бетон, при твердении 
которого выделяется экзотермическое тепло, в результате чего мерзлый грунт на контакте с 
конструкцией сначала оттаивает, а затем вновь промерзает. При этом развиваются процессы 
морозного пучения, приводящие к появлению дополнительного давления на конструкцию. 
Подобное явление может происходить, например, при устройстве буроопускных свай в мно-
голетнемерзлых грунтах при замерзании раствора в пазухе сваи [1].  

К настоящему времени по проблеме морозного пучения накоплен значительный ма-
териал и выполнены важные экспериментальные и теоретические исследования, которые 
нашли отражение в работах [1–6]. Значительно менее изучены вопросы исследования меха-
низма и динамики развития криогенных процессов, происходящих в грунтах, промерзающих 
в замкнутом объеме. 

Целью и задачей данного исследования является установление закономерностей разви-
тия давления морозного пучения при промерзании пучинистого грунта в замкнутом объеме.  

Экспериментальная установка для лабораторных исследований давления мороз-
ного пучения грунта в замкнутом объеме. Для исследования закономерностей развития дав-
ления морозного пучения грунта в замкнутом объеме в лабораторных условиях было поставлено 
свыше 50 опытов с песком средней крупности и пылеватой глиной. Гранулометрический состав 
и физические свойства исследуемых грунтов в соответствии с [7] приведены в табл. 1 и 2. 

 
8© Ким В. Х., Ким М. С., 2025 
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Таблица 1 
Гранулометрический состав исследуемых грунтов 

 
Наименование  

грунта 
Содержание фракций, мм 

>0,5 0,5–0,25 0,25–0,1 0,1–0,05 0,05–0,01 0,01–0,005 <0,005 
Песок  
средней крупности 36,0 59,4 3,9 0,1 0,6 – – 

Глина пылеватая 0,6 2,4 4,2 5,8 41,8 15,0 30,2 
 

Таблица 2 
Физические характеристики исследуемых грунтов 

 

Наименование 
грунта 

Влажность 
на границе 
текучести 

WL, % 

Влажность  
на границе  

раскатывания  
(пластичности) 

WP, % 

Число  
пластичности 

IP, % 

Плотность 
частиц 
грунта 
ρs, г/см3 

Плотность грунта 

минимальная 
ρmin, г/см3 

максимальная 
ρmax, г/см3 

Песок средней 
крупности – – – 2,68 1,60 1,73 

Глина  
пылеватая 38 17 21 2,70 – – 

 
Описанные в настоящей работе исследования проводились на экспериментальной уста-

новке, состоящей из камер для размещения образцов, датчиков давления и температуры, ин-
дикаторов часового типа, теплоизоляции, нагревательных элементов, комплекса регистриру-
ющей аппаратуры и необходимых средств автоматики для работы нагревательных элементов 
в заданных режимах. Исследовались образцы грунта цилиндрической формы диаметром 0,2 м 
и высотой 0,3 м. Камеры для размещения образца представляли собой металлический стакан 
с приваренным днищем. Съемная металлическая крышка, усиленная ребрами жесткости, кре-
пилась к фланцу верхнего звена трубы (рис. 1). 
 

            
 

Рис. 1. Общий вид камеры для размещения образца 
 

Грунтосодержащая камера была способна выдерживать давление до 16 МПа, а относи-
тельные деформации ее стенок и днища не превышали величины 1,3×10-3. 

Исследования давления пучения проводились в условиях одностороннего и всесторон-
него промерзания грунта. 

Температура воздуха в холодильной камере изменялась в диапазоне от +0 до -35 °С. 
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При одностороннем промерзании грунта опыты проводились как в условиях «закрытой 
системы» (без подтока влаги в промерзающий образец извне), так и в условиях «открытой 
системы» (с подтоком влаги снизу в образец грунта). Совместно с изучением давления пуче-
ния был поставлен ряд опытов по определению свободных деформаций пучения. После пре-
кращения эксперимента проводилось изучение и фотографирование криотекстур грунта. 

Результаты опытов с глинистыми и песчаными грунтами. Использование разрабо-
танной методики комплексных лабораторных исследований позволило установить закономер-
ности развития давления пучения в песчаных и глинистых грунтах, промерзающих в замкну-
том объеме при различных температурно-влажностных режимах. 

Далее представлены результаты пяти опытов с глинистыми и песчаными грунтами при 
одностороннем промерзании глины в замкнутом объеме. Характеристики грунтов, использо-
ванных в данных опытах, приведены в табл. 3. Графики давления и деформации пучения, по-
лученные по результатам опытов, представлены на рис. 2.  
 

Таблица 3 
Физические характеристики грунтов в опытах М1…М5 

 

Опыт Наименование 
грунта 

Плотность 
грунта 
ρs, г/см3 

Влажность 
грунта 
W, % 

Коэффициент 
пористости 

е 

Показатель 
текучести 

IL 

Коэффициент 
водонасыщения Sr 

М1 Глина  
текучепластичная 1,91 37,5 1,01 0,98 1,0 

М2 Глина 
тугопластичная 2,1 24,6 0,61 0,36 1,0 

М3 Глина  
полутвердая 2,1 20,3 0,54 0,16 1,0 

М4 Глина  
полутвердая 2,15 19,3 0,5 0,11 1,0 

М5 Песок средней  
крупности 2,06 20,2 0,58 – 0,98 

 
Опыты показали, что исходная влажность грунта оказывает сильное влияние на харак-

тер притока воды в образец. 
Так, в опыте М2 при промерзании глины тугопластичной в начальный период промер-

зания наблюдался интенсивный подток воды в образец, а в опыте М1 в начальном периоде 
промерзания глины текучепластичной наблюдалось обратное явление – отжатие влаги из об-
разца. Можно предположить, что причиной оттока влаги из промерзающего образца в опыте 
М1 явилась более высокая интенсивность «внутреннего» пучения грунта. 

Как видно из графиков (рис. 2), при неполном промерзании грунта в условиях стацио-
нарного температурного поля с градиентами температуры, близкими к оптимальным, замет-
ного роста давления пучения грунта не наблюдалось. Максимальное давление в опытах М1и 
М2 не превышало 1,0 МПа. Однако непродолжительное снижение температуры на нижней 
части образцов до -2°С после 10 суток эксперимента вызвало резкое увеличение давления пу-
чения до 4,0 МПа. По мере оттаивания грунта нижней части образцов давление снизилось до 
1,0 МПа и в дальнейшем, в течение всего периода охлаждения, длившегося свыше 30 суток, 
не превышало 1,0 МПа. 

После 40 суток медленного охлаждения грунта при стационарном температурном ре-
жиме грунт был полностью проморожен до температуры -32 °С. При этом давление пучения 
в опыте М1 достигло 8,1 МПа, а в опыте М2 – 15,7 МПа. Затем температура грунта была по-
вышена до -1…-2 °С, а давление снижено до нуля путем снятия верхних крышек рабочих ста-
канов. После снятия крышек снова был проведен цикл охлаждения (до -32 °С). Затем образцы 
мерзлого грунта извлекались из стаканов, и проводился анализ образовавшихся криогенных 
текстур. 
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а) б) 

 
Рис. 2. Графики давления и деформации пучения при одностороннем промерзании глины в замкнутом объеме: 

а) опыт М1; б) опыт М2; 
1 – давление пучения; 2 – относительная деформация пучения; 3 – относительная деформация пучения  

после разгрузки; 4, 5, 6 – температура соответственно верха, середины и низа образца грунта, 0С;  
7 – динамика миграции влаги, мл 

 
На фото (рис. 3) хорошо видна ячеистая (сетчатая) криогенная текстура, образовавша-

яся в мерзлой зоне образца при его неполном промерзании в условиях открытой системы. При 
промерзании грунта текучепластичной консистенции (опыт М1) частота расположения ледя-
ных прослоек была выше, чем в опыте М2 у грунта тугопластичной консистенции, и мощность 
их достигала 3 мм, а в опыте М2 не превышала 1 мм. В нижней части образцов грунта образо-
вались зоны с массивной криогенной текстурой, что также хорошо видно на фото (рис. 3). 

На рис. 4 показано изменение влажности этих образцов грунта до и после их промерза-
ния в условиях открытой системы. 

 

 

а) б) 

 
 

Рис. 3. Криогенная текстура  
в промерзшем грунте  

в опытах М1 (5) и М2 (6,7) 

 
Рис. 4. Эпюры изменения влажности грунта  
до и после промерзания в условиях открытой  

системы в опытах М1 (а) и М2 (б): 
1 – исходная влажность; 2 – увеличение влажности; 

3 – уменьшение влажности; W0 – влажность до замерзания;  
Wс – влажность после замерзания 

 
В верхней и средней частях образцов влажность грунта после промерзания увеличилась 

по сравнению с исходной на 2…7 %, а в нижней части произошло обезвоживание грунта до 
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влажности, близкой к критической. Влажности обезвоженных нижних частей обоих образцов 
после промерзания оказались практически одинаковыми.  

В опытах М3 и М4 (рис. 5) проводилось исследование развития давления морозного 
пучения полутвердой пылеватой глины в зависимости от циклического изменения отрицатель-
ной температуры. 

Выявлена отчетливая зависимость давления пучения при промерзании грунта от тем-
пературы. Температурный режим промерзания грунтов в опытах изменялся ступенчато. 
Форма графика давления пучения практически аналогична форме графика изменения темпе-
ратуры грунта. Так, ступенчатое понижение температуры грунта от -1,2 до -15,2 °С повлекло 
за собой возрастание давления от 4 до 13,8 МПа, а повышение температуры грунта от -15,2  
до -1,6 °С вызвало уменьшение давления пучения с 13,8 до 5,6 МПа. 

В опытах со всесторонним промерзанием в замкнутом объеме водонасыщенного песка 
средней крупности понижение отрицательной температуры грунта до -2 °С вызвало увеличе-
ние давления свыше 16 МПа (рис. 5, график 5). 

 
а) б) 

 
 

Рис. 5. Графики давления и деформации пучения  
в зависимости от циклического перепада отрицательной температуры: 

а) всестороннее промерзание (опыты М3, М5); б) одностороннее промерзание (опыт М4); 
1 – давление пучения; 2 – относительная деформация пучения; 3 – относительная деформация  

пучения после разгрузки; 4 – средняя температура грунта, 0С; 5 – давление пучения в опыте М5;  
6 – относительная деформация пучения в опыте М5 

 
Оценка давления в промерзающих песчаных грунтах. Используя результаты опи-

санных экспериментов, проведем оценку давления пучения водонасыщенных песков при их 
всестороннем промерзании в замкнутом объеме. В случае отсутствия в составе грунта пыле-
ватых и глинистых фракций их промерзание не сопровождается миграцией влаги и происхо-
дит только за счет объемного расширения поровой воды при переходе ее в лед.  

Максимальную величину давления, которое возникает при замерзании свободной воды 
без возможности ее объемного расширения, можно оценить с помощью зависимости Бридж-
мена-Тамманна [6]. При этом давление составляет свыше 10 МПа на один градус понижения 
температуры: 

௜,௪݌ 
ஶ = 1 + 127 ∙ ܶ − 1,519 ∙ ܶଶ,  (1) 

где ݌௜,௪
ஶ  – давление, 10-1 МПа; T – температура плавления льда, 0С. 
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Сравнение значений давлений, полученных в опыте М5 с песчаным грунтом и рассчи-
танных по формуле (1), позволило получить корреляционное уравнение связи между темпера-
турой и давлением в виде: 

 Рi = 1 + 76Т,  10-1 МПа. (2) 
При этом при сравнении экспериментальных данных и вычислений по формуле (2) в 

интервале температур грунта от -0,3 до -2,2 0С погрешность составила от 15 до 2 % (рис. 6). 
 

 

Рис. 6. Зависимость давления пучения  
от температуры при всестороннем промерзании 

водонасыщенного песка в замкнутом объеме: 
1 – значения давления пучения по формуле (1);  

2 – то же по формуле (2);  
3 – экспериментальные значения 

 
В водонасыщенных глинистых грунтах жидкая фаза представлена в основном связан-

ной водой, и давление, развивающееся при промерзании грунта в замкнутом объеме, обу-
словлено замерзанием рыхлосвязанной (пленочной) воды. Наличие в глинистых грунтах 
пленочной воды, оказывающей доминирующее влияние на развитие процесса морозного пу-
чения, вызывает отличную от песков динамику развития давления пучащегося грунта. Необ-
ходимо отличать давление, возникающее за счет кристаллизации свободной воды, и давле-
ние, возникающее в процессе охлаждения мерзлого грунта за счет кристаллизации пленоч-
ной, незамерзшей воды. 

При взаимодействии грунта с водой давление растущих в порах кристаллов льда будет 
восприниматься как его минеральной частью вместе с прочносвязанной водой, свойства кото-
рой аналогичны свойствам твердого тела. В процессе развития давления в зоне промерзания 
минеральные частицы и прочносвязанная вода образуют жесткий решетчатый каркас, кото-
рый, воспринимая давление, дает возможность пленочной воде проникать через отверстия ре-
шетки к растущим в порах кристаллам льда. При этом твердая фаза (лед) воспринимает дав-
ление, возникающее от растущих кристаллов льда, а в жидкой фазе (рыхлосвязанная, пленоч-
ная вода) это давление отсутствует [6]. 

Предложенные в [6, 8] механизм и механическая модель грунта позволили с позиций 
равновесной термодинамики получить формулу для количественной оценки давления пучения 
глинистого грунта в замкнутом объеме:  

 2 11 31035,76ln( ) 6,707 0,0031 1,66 10 4210ip T T T T      , (3) 

где pi – давление пучения, МПа, которое развивается в промерзающем грунте при температуре 
Т, 0К, за счет замерзания пленочной незамерзшей воды. 

В условиях полного промерзания грунта в замкнутом объеме возможно проявление не-
которой объемной деформации пучения за счет температурного сжатия мерзлого грунта, что 
вызывает в последнем изменение межфазового равновесного состояния и, как следствие, 
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уменьшение содержания незамерзшей воды вследствие перехода ее в лед. Это приводит к сни-
жению давления пучения pi, определяемого по формуле (3). 

В этом случае уменьшение давления pi учитывается введением понижающего коэффи-
циента ku [6]: 

 ( 3 )1
0,09
w v m

u
d mmw

Tk
w


 

  


,  (4) 

где ρd и ρw – плотности скелета грунта и воды соответственно, кг/м3; εv – относительная дефор-
мация, связанная (вызывающая?) с замерзанием связанной воды; αm – температурный коэффи-
циент линейного сжатия мерзлого грунта, (0C)-1; wmmw – максимальная молекулярная влагоем-
кость грунта. 

Выражение для давления пучения piu с учетом допущения возможных деформаций при-
мет вид [6]: 

 piu = kupi.  (5) 
В глинистых грунтах развитие давления морозного пучения связано с замерзанием рых-

лосвязанной (пленочной) воды и может быть определено предложенным авторами методом 
как при отсутствии, так и при наличии объемной деформации пучения. 
 

 

Рис. 7. Экспериментальные  
и расчетные данные при одностороннем  

промерзании глинистого грунта  
в замкнутом объеме: 

1 – зависимость давления пучения  
от температуры, определенная по формуле (3);  

2 – то же по формуле (5);  
3 – рассчитанная допустимая относительная  

объемная деформация, εv ×103; 
 – экспериментальные данные из опыта М2; 
 – экспериментальные данные из опыта М5 

 
При частичном промерзании глинистого грунта в замкнутом объеме, т. е. в условиях 

существования мерзлой и талой зон, давление пучения будет определяться сопротивлением 
талого грунта при его сжатии пучащимся грунтом. В условиях невозможности деформаций 
пучения промерзающий грунт вследствие его высокой жесткости уплотняет талый грунт бу-
ферной зоны на так называемую величину «внутреннего» пучения, что приводит к снижению 
давления пучения до 0,04...1 МПа. 

Выводы. Подводя итоги проведенных исследований и полученных результатов по 
определению давления морозного пучения при промерзании грунта в замкнутом объеме, 
можно сделать следующие выводы: 

1. В ходе лабораторных исследований установлены особенности развития давления 
пучения в зависимости от одностороннего и всестороннего промораживания глинистых и пес-
чаных грунтов, степени их водонасыщения и деформирования в замкнутом объеме, а также от 
температурного режима как в период промерзания талого, так и охлаждения мерзлого грунта 
в замкнутом объеме; 

2. Развитие давления пучения при промерзании водонасыщенных песчаных и глини-
стых грунтов имеет принципиальное различие. В песчаных грунтах формирование давления пу-
чения обусловлено замерзанием свободной (гравитационной) воды и может быть определенно 
по формуле Бриджмена – Тамманна (1), а в глинистых грунтах оно обусловлено замерзанием 
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рыхлосвязанной (пленочной) воды. Количественная оценка этого давления может быть сде-
лана с позиций равновесной термодинамики и описана уравнением (3); 

3. Давление морозного пучения непосредственно связано с температурой промерза-
ющего грунта и возможностью деформаций грунта. Количественная оценка этого давления с 
учетом допущения деформаций может быть сделана по формуле (5). Расчет по этой формуле 
показал хорошее совпадение с экспериментальными данными, полученными при полном про-
мерзании глинистых грунтов в замкнутом объеме. 
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This article is devoted to the results of laboratory studies of the development of frost heaving pressure during 

soil freezing in a closed volume. Currently, the study of the force effects of heaving soils on structures is of particular 
importance due to the intensive development of the Arctic zone of Russia. Studies of the peculiarities of the development 
of frost heaving pressure of clay and sandy soils during unilateral and comprehensive freezing in a closed volume, de-
pending on the degree of their water saturation, temperature regime and possible deformations, have been carried out. 
The difference in the mechanism of formation of frost heaving pressure in sandy and clay soils has been revealed. 
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