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НИЖНЯЯ ОЦЕНКА ПЕРВОЙ ЧАСТОТЫ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ  

ПРЯМОУГОЛЬНОГО ПРОСТРАНСТВЕННОГО ПОКРЫТИЯ1 

 

М. Н. Кирсанов 1, О. В. Грибова 2 

 

Национальный исследовательский университет «МЭИ» 1, 2 

Россия, г. Москва 

 
 

1 Д-р физ.-мат. наук, проф. кафедры робототехники, мехатроники, динамики и прочности машин,  

тел.: +7(495)362-73-14, e-mail: c216@ya.ru  

2 Ст. преп. кафедры робототехники, мехатроники, динамики и прочности машин, тел.: +7(495)362-73-14,  

e-mail: gribovaov@mail.ru  

 

 

Рассмотрена схема статически определимой регулярной фермы покрытия с вертикальными опорами-

стойками по периметру конструкции. Для вывода формулы зависимости основной частоты собственных колеба-

ний от числа панелей использован упрощенный метод Донкерлея. Инерционные свойства конструкции модели-

руются массами в ее узлах, совершающими вертикальные колебания. Для расчета жесткости фермы используется 

формула Максвелла. Сравнение результатов аналитического решения с численным показывает удовлетворитель-

ную точность предлагаемого подхода. Для аналитических преобразований использована система символьной ма-

тематики «Maple». Решение для произвольного числа панелей получается методом индукции по данным расчетов 

последовательности ферм различного порядка. Показано, что точность метода сильно зависит от четности числа 

панелей в ферме.  

 

Ключевые слова: пространственная ферма, собственная частота, метод Донкерлея, «Maple», метод индукции, 

формула Максвелла. 

 

Введение. Расчет основной частоты собственных колебаний инженерных конструкции, 

как правило, выполняется в специализированных численных компьютерных программах, ос-

нованных на методе конечных элементов [1, 2]. В тех случаях, когда конструкция статически 

определима, возможен и аналитический метод, дающий простую возможность для оценки ха-

рактеристик объекта [3–5]. Для приближенного вычисления первой частоты известны метод 

Донкерлея (оценка снизу) и метод Рэлея (оценка сверху) [6, 7]. Эти методы применимы и для 

аналитического расчета регулярных конструкций в тех случаях, когда требуется найти зави-

симость решения от числа панелей в регулярной конструкции. Аналитическое решение, полу-

ченное для произвольного порядка сооружения, позволяет без потери точности рассчитывать 

масштабные сооружения периодической структуры с большим числом элементов. Особенный 

эффект от применения аналитических методов достигается в пространственных конструкциях, 

расчет которых требует больших вычислительных мощностей [8, 9]. Основным алгоритмом, 

используемым для вывода расчетных формул для регулярных конструкций, является метод 

индукции с применением системы компьютерной математики [10, 11]. В [12] этим методом с 

использованием оценок Донкерлея и Рэлея получено значение первой частоты колебаний про-

стой плоской фермы с треугольной решеткой. Аналитический расчет прогиба плоской внешне 

статически неопределимой фермы с произвольным числом панелей методом индукции в 

 
1© Кирсанов М. Н., Грибова О. В., 2025 
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системе компьютерной математики «Maple» выполнен в [13]. Альтернативой этому подходу 

является аналитический метод расчета статики и динамики строительных конструкций с при-

менением рядов и специальных функций [14, 15]. В [16] для вывода формулы зависимости 

основной собственной частоты колебаний плоской фермы используется упрощенный метод 

Донкерлея, дающий большую точность, чем исходный метод Донкерлея. В настоящей работе 

этот метод применяется для пространственной стержневой конструкции.  

Конструкция покрытия. Объектом исследования является регулярная ферма с двумя 

осями симметрии купольного типа с 4( )n m n  опорами-стойками по ее перимет- 

ру (рис. 1). В [17] для этой конструкции с использованием системы «Maple» была получена 

формула зависимости прогиба центрального узла от числа панелей. Рассматривалась сосредо-

точенная нагрузка на этот узел. Конструкция безопорная и предназначена для перекрытия 

больших площадей. Сооружение имеет 2n панелей длиной a по одной стороне и 2m длиной b 

по другой. Всего в ферме  3 4 2 2 1
s
n mn m n  стержней, включая два горизонталь-

ных опорных стержня в узле A и один горизонтальный стержень в угловом узле B. Эти стержни 

вместе с вертикальными стойками моделируют сферический и цилиндрический шарниры со-

ответственно. Высота стоек – c, общая высота фермы – h + c (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 1. Схема конструкции фермы, n = m = 4 

 

 
 

Рис. 2. Схема фермы в проекции на плоскость x-z, n = m = 4 
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Принимая, что масса фермы равномерно распределена по (2 1)(2 1)K n m
 узлам, 

а колебания масс происходят только по вертикальной оси z, получаем, что число степеней 

свободы такой системы равно K. Масса каждого узла равна M. 

 Расчет усилий в стержнях. Для расчета усилий, необходимых для определения жест-

кости конструкции, составляются уравнения равновесия узлов. Матрица этой системы содер-

жит направляющие косинусы усилий, для расчета которых в программу вводятся координаты 

узлов и данные о порядке соединения стержней в узлах. Узлы фермы и стержни нумеру- 

ются (рис. 3). Фрагмент программы ввода координат на языке системы «Maple» имеет вид: 
 

> for j to 2*m+1 do 

>  for i to 2*n+1 do t:=i+(j-1)*(2*n+1):    

>   x[t]:=a*(i-1):y[t]:=b*(j-1):z[t]:=0: 

> od:od: 

 > for i to 2*n+1 do 

>  x[i+K]:=a*(i-1):y[i+K]:=0:                  z[i+K]:=-c:  

>  x[i+K+2*n+1]:=a*(i-1):y[i+K+2*n+1]:=b*2*m:  z[i+K+2*n+1]:=-c:  

> od: 

> K1:=K+4*n+2: 

> for i to 2*m-1 do 

>  x[i+K]:=0:           y[i+K1]:=b*i:       z[i+K1]:=-c:  

>  x[i+K1+2*m-1]:=n1*a: y[i+K1+2*m-1]:=b*i: z[i+K1+2*m-1]:=-c:  

> od: 

> for j to m do 

> for i from 2 to 2*n do z[1+i+2*n+2*(2*n+1)*(j-1)]:=h:  

  od:od: 

> for i to n-1 do  

   z[4*(n+1)+(i-1)*(4*n+2)]:=h:  

   z[6*n+2+(i-1)*(4*n+2)]:=h:  

od: 
 

 

Рис. 3. Нумерация узлов,  

n = m = 4 
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Система уравнений равновесия узлов записывается в векторном виде: GS = R , где  

R  – вектор узловых нагрузок; G  – матрица направляющих косинусов размером 
s s
n n ; S  – 

вектор неизвестных усилий в стержнях длиной 
s
n . В это число включены усилия в стойках и 

три горизонтальные опорные реакции в углах A и B. Матрица G строится по данным о коор-

динатах концов стержней. 

Оценка первой частоты собственных колебаний. Для расчета первой собственной 

частоты 
*
 используется формула, предложенная в [16]: 

 2 max

*
/ 2 ,

n
m K m  (1) 

где 
max

 – максимальное по всем узлам значение прогиба , 1,..,
p
p K  от действия верти-

кальной единичной силы на узел фермы. В оригинальном методе Донкерлея, дающем нижнюю 

оценку частоты, вычисление включает в себя сумму смещений по всем узлам: 
2

*
1

K

p
p

m

. Смещение на узел p рассчитывается от единичной вертикальной силы, приложенной к этому 

узлу. Если при численной реализации метода вычисление суммы почти не влияет на скорость 

расчетов, то в символьной форме суммирование может вызвать некоторые трудности, значи-

тельно увеличивает время вывода формулы и усложняет итоговую формулу. Отдельный во-

прос, который возникает в расчете этим методом, – выбор точки p с максимальным смеще-

нием, которое входит в формулу (1). В рассматриваемой задаче это достаточно очевидно. 

Точка в геометрическом центре покрытия с номером 2 1 1( )m n n  (рис. 3) имеет наиболь-

ший прогиб.  

Коэффициент 
n

 рассчитывается по формуле Максвелла суммированием по всем уси-

лиям в стержнях конструкции, включая стойки по периметру фермы: 

 
2

max

1

/ ( ),
sn

S l EF  (2) 

где S  – усилие в стержне  при действии на выбранный узел единичной вертикальной силы;  

l  – длина этого стержня. Жесткость EF всех стержней принимается одинаковой. Расчет сумм 

max / 2
n

K  для ферм с последовательно увеличивающимся числом панелей в предполо-

жении c = h дает следующие формулы: 

3 3 3 3 2

2
3 3 3 3 2

3
3 3 3 3 2

4
3 3 3 3 2

5
3 3 3 3 2

6

(6 6 2 ) / (4 ),

(23 19 5 ) / (4 ),

(44 44 6 ) / (4 ),

(109 85 9 ) / (4 ),

(162 146 10 ) / (4 ),...

a b d h h EF

a b d h h EF

a b d h h EF

a b d h h EF

a b d h h EF

 

где 2 2 2a bd h+= + . Особенность этих расчетов по сравнению с аналогичными расчетами для 

плоских ферм [7, 11] состояла в значительном объеме аналитических преобразований. При  

m = n = 2, 3, ..., 9 последовательность чисел стержней и, следовательно, размер матрицы G  

растут очень быстро: 75, 147, 243, ..., 1083. Это существенно усложняет и удлиняет решение. 

С применением операторов rgf_findrecur и genfunc системы «Maple» находится общий член 

последовательности: 
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3 3 3 3

1 2 3 4
2

,
n

C a C b C d C h

h EF
 

где коэффициенты имеют вид полиномов по числу панелей: 

3 2

1
2

2 3 4

(2 (( 1) 3) (5 ( 1) ) ( 1) 1) / 8,

(1 2 ) / 12, (4 ( 1) 3) / 8, 1 / 4.

n n n

n

C n n n

C n n C n C

 

 

Окончательно расчетная формула для определения нижней оценки первой частоты по 

методу Донкерлея имеет вид: 

 
3 3 3 3

1 2

*

3 4

.
( )C a d

EF
h
M C b C C h  (3) 

Численное решение. Для расчета приняты размеры панели фермы: 3a  м.
 
 Материал 

стержней – сталь с модулем упругости 52,1 10E  МПа. Площадь поперечного сечения 

стержней одинакова: 9F  см2, в узлах расположены одинаковые массы 500M  кг. На гра-

фике 4 кривые зависимости частоты 
*
 от числа панелей по формуле (3) сопоставлены с пер-

вой частотой спектра 
1
, полученной численно. Для численного расчета использовалась та же 

программа «Maple», но в режиме численных расчетов. Для вычисления собственных чисел 

матрицы задействовался оператор Eigenvalues из специализированного пакета LinearAlgebra.  

 

 
 

Рис. 4. Сравнение аналитического решения 
*

с численным 
1
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С увеличением числа панелей частота монотонно падает, при этом аналитическое реше-

ние является нижней границей численного. Оценить относительную точность найденной зави-

симости можно, вычислив погрешность 
1 * 1

| | / . На рис. 5 видно, что точность реше-

ния существенно зависит от четности числа панелей и почти не зависит от значения высоты h. 
 

 
 

Рис 5. Погрешность оценки основной частоты 

 

Заключение. Для пространственной модели шарнирно-стержневого покрытия выве-

дена формула оценки основной частоты собственных колебаний. Сравнение с численным ре-

шением, полученным стандартным способом с помощью собственных чисел матрицы с уче-

том всех степеней свободы, для принятой модели фермы показало хорошую точность найден-

ного аналитического решения. Замечены значительные скачки точности (до 30 %) в зависимо-

сти от четности числа панелей. Использованный алгоритм можно использовать в других ста-

тически определимых конструкциях для простой оценки собственной частоты. 
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The scheme of statically determinate regular roof truss with vertical supports – racks along the perimeter of the 

structure is considered. To derive the formula for the dependence of the main frequency of natural oscillations on the 

number of panels, the simplified Dunkerley method is used. The inertial properties of the structure are modeled by masses 

in its nodes performing vertical oscillations. To calculate the rigidity of the truss, the Maxwell formula is used. Compar-

ison of the results of the analytical solution with the numerical one shows satisfactory accuracy of the proposed approach. 

For analytical transformations, the Maple symbolic mathematics system is used. The solution for an arbitrary number of 

panels is obtained by induction based on the data of calculations of a sequence of trusses of different orders. It is shown 

that the accuracy of the method strongly depends on the parity of the number of panels in the truss. 

 

Key words: spatial truss, natural frequency, Dunkerley method, Maple, induction method, Maxwell's formula. 
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Представлен сравнительный анализ динамического отклика зданий различной высотности на ветровые 

и сейсмические воздействия, выполненный с использованием метода прямого интегрирования во времени и ме-

тодики суперэлементного моделирования. Рассматриваются пять типов зданий с габаритами 40×40×40 × n 

(n = 1…5), что соответствует высотам от 40 до 200 м. Для сейсмических расчётов применены акселерограммы 

Карпатского землетрясения с учётом вариации балльности (5–10 баллов), а для ветровых воздействий использо-

ван авторский программный комплекс «WindSpectrum», основанный на базе данных ветровых воздействий. По-

казано, что при увеличении высотности сооружений существенно возрастают резонансные эффекты и динами-

ческие перемещения верхних этажей, причём в ряде случаев ветровые нагрузки могут превосходить сейсмиче-

ские по интенсивности. Установлено, что стандартная методика расчёта (СП 20.13330.2016) в направлении вдоль 

ветра даёт завышенные значения перемещений и ускорений, а в направлении поперёк ветрового потока, напро-

тив, недооценивает пульсационную составляющую. Результаты сопоставления ветровых и сейсмических воздей-

ствий демонстрируют, что для низких и среднеэтажных зданий доминируют сейсмические эффекты при умерен-

ном уровне балльности, тогда как для высотных сооружений ветровая нагрузка может стать критическим факто-

ром. Полученные выводы позволяют оптимизировать проектные решения и повысить безопасность эксплуатации 

высотных объектов в условиях комплексного влияния внешних динамических нагрузок. 

 

Ключевые слова: динамический отклик, ветровые воздействия, сейсмические воздействия, здания и сооруже-

ния, конечно-элементное моделирование, суперэлементный анализ. 

 

Введение. В современной строительной практике вопросы обеспечения надёжности и 

безопасности зданий и сооружений при различных динамических воздействиях приобретают 

особую актуальность. Интенсивное градостроительство, усложнение архитектурных решений 

и постоянный рост высотности объектов требуют тщательного анализа поведения конструк-

ций под влиянием ветровых и сейсмических воздействий. При этом динамический отклик зда-

ний различной высотности может значительно варьироваться из-за отличий в жёсткостных, 

инерционных и демпфирующих характеристиках несущих систем. Изучение динамики строи-

тельных конструкций особенно важно в регионах с повышенной сейсмической активностью 

(для России порядка 30 % территории страны) и в районах, подверженных интенсивным вет-

ровым воздействиям (например, прибрежных территориях или местности с выраженными ура-

ганными ветрами).  

Несмотря на наличие обширного количества работ, посвящённых анализу динамической 

реакции зданий на сейсмические и ветровые воздействия, до сих пор остаётся пробел в ком-

плексном сравнительном исследовании объектов различной высотности. Известно, что даже 

здания-небоскрёбы, спроектированные с соблюдением требований по предельным боковым 

смещениям, способны испытывать заметные колебания во время сильных ураганных ветров. 

Причём с увеличением высоты сооружения возрастает его уязвимость к ветровым колебаниям, 
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что делает проблему определения динамического отклика при ветровых воздействиях весьма 

важной. Аналогично и в сейсмически активных районах: обеспечение сейсмостойкости зданий 

является первостепенной задачей, так как строения должны выдерживать землетрясения раз-

личной интенсивности без обрушения. Таким образом, исследование динамического отклика 

зданий различной высотности на ветровые и сейсмические воздействия актуально как с научной 

точки зрения (для углубления понимания динамического поведения конструкций), так и с прак-

тической – для повышения безопасности и комфорта эксплуатации сооружений. 

Необходимо учитывать, что строения малой, средней и большой высоты обладают 

разными динамическими характеристиками, от чего напрямую зависит их реакция на внеш-

ние возмущения. С увеличением высоты здания его каркас становится более гибким, а низ-

шая частота собственных колебаний снижается [1]. Это приводит к тому, что один и тот же 

внешний импульс – порыв ветра или сейсмический толчок – вызывает различный динамиче-

ский отклик в зависимых от высоты конструкциях. Так, для относительно невысокого здания 

ветровое воздействие может носить почти квазистатический характер, не вызывая ощутимых 

колебаний, тогда как для очень высокого и гибкого здания порывы ветра способны привести 

к заметным резонансным колебаниям. В случае землетрясения жёсткое малоэтажное строе-

ние испытает преимущественно высокочастотные колебания, тогда как у гибкого высотного 

здания возбудятся низкочастотные режимы с вовлечением нескольких форм колебаний в ди-

намический процесс.  

Динамический вклад при ветровых воздействиях с увеличением высотности зданий и 

сооружений зачастую оказывается настолько значительным, что по своей интенсивности мо-

жет превосходить даже сейсмические воздействия [1]. При этом важно учитывать эффекты 

аэродинамической интерференции, возникающие в условиях плотной городской застройки, 

когда здания влияют на воздушные потоки друг друга [2]. Здания могут экранировать одно 

другое от ветра или, наоборот, усиливать ветровые нагрузки за счёт концентрации воздушных 

потоков между сооружениями. Подобные явления особенно существенны при проектирова-

нии высотных комплексов в условиях плотной городской застройки.  

Для корректного учёта ветровых и сейсмических воздействий важно сравнивать спек-

тральные характеристики внешнего воздействия с собственными частотами колебаний зда-

ний, так как резонансные явления могут привести к существенным дополнительным нагруз-

кам. На рис. 1 сопоставлены спектральные плотности скорости ветра и ускорения грунта с ча-

стотами собственных колебаний основных типов сооружений [3, 4]. Из рис. 1 видно, что хоть 

и сейсмическое воздействие является более «мощным», чем ветровое воздействие, однако оно 

реализуется на более высоких частотах колебаний, что покрывает интервал наиболее энерго-

емкого спектра при частотах, близких к собственным частотам колебаний для нормальных по 

высоте зданий. 

 

 

Рис. 1. Сопоставление  

спектральных плотностей  

скорости ветра и ускорения грунта  

с частотами собственных колебаний  

основных типов сооружений [3, 4] 
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Ординаты спектральных плотностей (рис. 1) представлены в безразмерной форме; 

спектр ветра вычислен для 
10V  = 20 м/с и 

10

2

V
S  = 2400 м/с2 (где G – коэффициент, учитываю-

щий шероховатость поверхности грунта и принимаемый обычно в пределах от 0,005 до 0,015); 

спектр землетрясения соответствует значениям 
a  = 0 и 

2

aS  = 0,38 м2/с4. 

Таким образом, в данной статье ставится цель восполнить существующий научный про-

бел и провести сравнительный анализ динамического отклика зданий и сооружений разной вы-

соты на ветровые и сейсмические воздействия различной интенсивности (ветровых и сейсмиче-

ских районов / балльности по классификации СП 20.13330.2016 и СП 14.13330.2018). Предпо-

лагается исследовать влияние высотности (что влияет на жёсткость, массу, собственные ча-

стоты, коэффициенты демпфирования и т. д.), а также определить, каким образом высотность 

объекта сказывается на характере динамического отклика при внешних воздействиях. Резуль-

таты работы позволят как более точно оценивать риски, так и оптимизировать конструктивные 

решения в проектной практике, что особенно важно для снижения материальных затрат и по-

вышения безопасности эксплуатации объектов. 

Постановка задачи. Рассматривается типовой проект здания с габаритными разме-

рами 40×40×40∙n, где n – количество секций по высоте n = 1, 2, 3, 4, 5 [1]. Размерность пла-

стинчато-стержневой конечно-элементной модели секции 40×40×40 м составляла 6561 эле-

мент и 3059 узлов. На рис. 2 представлены конечно-элементные модели железобетонного зда-

ния, для которых проводился сравнительный анализ. Основное допущение расчетных иссле-

дований – линейный расчет. Для сбора масс задан собственный вес и полезная нагрузка. В 

качестве исследуемых параметров воздействий рассматриваются: (1) ветровое воздействие 

для 1–7-го ветровых районов, тип местности В; (2) сейсмическое воздействие – 5–10 баллов.  

 

 
 

Рис. 2. Конечно-элементная модель этажа и железобетонного здания размерами 40×40×40∙n, где n = 1, 2, … 5 

 

В качестве расчетной акселерограммы выбрано Карпатское землетрясение (рис. 3). Для 

варьирования балльности акселерограммы масштабировались амплитуды (ось OY) для соот-

ветствия требуемым уровням ускорения (п. 5.2.2 СП 14.13330.2018). Каждая последующая 

балльность приводит к удвоению амплитуд ускорений в уровне основания сооружения. 
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Рис. 3. Акселерограмма Карпатского землетрясения, соответствующая 7 баллам:  

черный график – Х-компонента, красный – Y-компонента, синий – Z-компонента (вертикальная) 

 

Ниже приведены спектры акселерограммы и сейсмограммы (рис. 4), а также спектр ве-

лосиграммы с отмеченными низшими собственными частотами колебаний рассматриваемых 

расчетных моделей зданий (рис. 5). 

  
 

Рис. 4. Спектр акселерограммы (слева) и сейсмограммы (справа) 

 

 
 

Рис. 5. Спектр велосиграммы с отмеченными низшими собственными частотами колебаний 

рассматриваемых расчетных моделей зданий 
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Сравнение напрямую ветровых и сейсмических воздействий является некорректным по 

следующим причинам: 

− ветровые нагрузки в СП 20.13330.2016 рассчитываются на основе метеорологиче-

ских данных за последние 50 лет, в то время как сейсмические карты общего сейсмического 

районирования строятся на основе геологических, сейсмотектонических и исторических дан-

ных, причем их временные интервалы значительно больше – от 500 (карта А ОСР-2015) до  

5 000 лет (карта С ОСР-2015); 

− ветровые воздействия относятся к первому и второму предельным состояниям, в то 

время как расчеты на контрольное землетрясение (максимальное расчетное землетрясение) 

относятся к особому предельному состоянию для оценки общей устойчивости, однородности 

и неизменяемости. 

Сопоставление ветровых и сейсмических воздействий на примерах рассмотренных рас-

четных моделей зданий является условным и производится на основе оценки интенсивности 

воздействий по эквивалентным напряжениям на уровне консольной опоры: 

 
max

x yM MN

F W

+
 = + , (1) 

где N – продольное усилие в уровне опоры; Mx и My – опорные изгибающие моменты; F и W – 

площадь и момент сопротивления поперечного сечения эквивалентной модели (на основе 

стержневой). 

Ветровые воздействия сгенерированы программным комплексом «WindSpectrum» [5], 

разработчиком которого является один из авторов настоящей статьи. Программный комплекс 

«WindSpectrum» предназначен для определения нестационарных (во времени) ветровых 

нагрузок на прямоугольные в плане здания и сооружения различных габаритов и конфигура-

ций при различных углах атаки ветра. В её основе лежит постоянно пополняемая база данных 

аэродинамических коэффициентов давления, которая может расширяться результатами экспе-

риментального или численного моделирования. 

Методика прямого динамического конечно-элементного анализа. Метод расчета 

основан на прямом динамическом конечно-элементном анализе отклика конструкций, реали-

зованном в программном комплексе «ANSYS Mechanical APDL», когда нагрузка линейно про-

порциональна узловым перемещениям, а матрица жесткости системы остается неизменной. 

Уравнение движения в матричной форме метода конечных элементов можно записать в сле-

дующем виде: 

           1 1 1 1 ,a

n n n nM u C u K u F+ + + ++ + =  (2) 

где  1nu + = ( ) 1nu t + ,  1nu + = ( ) 1nu t +  и  1nu + = ( ) 1nu t +  – соответственно векторы узловых 

ускорений, скоростей и перемещений в момент времени ( )1nt + ;  1a

nF + = ( ) 1 1

a

n nF t+ +  – вектор 

приложенных узловых нагрузок. 

В дополнение к уравнению (2) семейство алгоритмов интегрирования во времени Нью-

марка требует обновления перемещений и скорости следующим образом: 

     ( )   1 11 ,n n n nu u u u t+ += + − +      (3) 

           2

1 1

1
,

2
n n n n nu u u t u u t+ +

  
= +  + − +   

  
 (4) 

где   и   – параметры интегрирования Ньюмарка: 

2
1 1 1

,
2 4 2

  
    +      

. 
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В конечном итоге схема интегрирования Ньюмарка состоит из трех уравнений конеч-

ных разностей, представленных в уравнении (2) с учетом соотношений (3) и (4), а также трех 

неизвестных  1nu + ,  1nu +  и  1nu + , которые могут быть вычислены численно с помощью трех 

алгебраических уравнений вместе с тремя известными величинами  nu ,  nu  и  nu . 

Используя три уравнения (2)–(4), одношаговый алгоритм в терминах неизвестной  1nu +  

и трех известных величин можно записать как 

 
     ( )   

       ( )        ( )

0 1 1 1

0 2 3 1 4 5 ,

a

n n

n n n n n n

M C K u F

M u u u C u u u

+ + + + = +

+  + + +  + +
 (5) 

где 
0 2

1

t
 =


, 

1
t


 =


, 

2

1

t
 =


, 

3

1
1

2
 = −


, 

4 1


 = −


, 
5 2

2

t  
 = − 

 
 – параметры ин-

тегрирования. 

Учет демпфирующих свойств на основе Рэлеевского демпфирования [7–9] выполняется 

через коэффициенты α (пропорциональности масс) и β (пропорциональности жесткости), по-

считанные на основе круговых частот колебаний конструкции ωi и ωj. Для сейсмики линейные 

частоты для Рэлеевского демпфирования выбирались от первой собственной частоты колебаний 

до 33 Гц; для расчетов на ветровые воздействия – от первой собственной частоты колебаний до 

предельного значения собственной частоты flim (табл. 11.5 СП 20.13330.2016).  

Метод динамического синтеза подконструкций. Поскольку размерность расчетных 

моделей достаточно велика (учитывая многовариантные расчеты на ветровые и сейсмические 

воздействия), то они были редуцированы методом Component Mode Synthesis (CMS) (метод 

динамического синтеза подконструкций) для формирования суперэлементов с целью сниже-

ния размерности задачи. 

В основе данного метода лежит разбиение матричного уравнения (1) на внешние (ин-

терфейсные, или граничные) и внутреннюю степени свободы [10]: 

 

 
 

 
   

   
 

 

, , ,

, , , ,

, ,

, ,

,
; ; ;

; ,

ex in ex ex ex in

in ex in in in ex in inin

ex ex ex in

in ex in in

ex ex ex

ex

in

u M M C C
u M C

M M C Cu

FK K
K F

K K F

      
= = =     
      

    
= =   

    

 (6) 

где ex (external – наружные) – основные степени свободы, которые являются внешними (интер-

фейсными, или граничными); in (internal – внутренние) – все остальные степени свободы. 

Вектор перемещений  u  может быть представлен в виде обобщенных координат: 

  
 

 
 

 

 
,

ex

n

ex

i

u u
u T

u y

      
= =   
      

 (7) 

где yδ – усеченный набор обобщенных модальных координат; [T] – матрица преобразования, 

к формированию которой существует большое количество различных подходов, основными 

из которых являются метод фиксированной границы (метод Крейга-Бэмптона) [11], метод сво-

бодной границы (метод Гертинга) [12, 13], а также метод остаточно-гибкого свободного ин-

терфейса (метод Мартинеса) [14]. 

Эквивалентная суперэлементная динамическая система. Для обоснования коррект- 

ности подобной эквивалентной суперэлементной системы зданий необходимо сопоставление 

по собственным частотам и формам колебаний нескольких низших собственных частот 
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(поскольку именно низшие собственные частоты и формы колебаний формируют больший 

процент вовлеченной модальной массы). На рис. 6 приведены низшие собственные частоты и 

формы колебаний рассматриваемых моделей. В табл. 1 приведено сопоставление по первым  

5-ти собственным частотам колебаний полномасштабной КЭ-модели и их суперэлемент- 

ного эквивалента. 
 

     
М5 f1 = f2 = 0,19 Гц М4 f1 = f2 = 0,27 Гц М3 f1 = f2 = 0,424 Гц М2 f1 = f2 = 0,756 Гц М1 f1 = 1,73 Гц 

 

Рис. 6. Низшие собственные частоты и формы колебаний рассматриваемых моделей 

 
Таблица 1 

Собственные частоты полномасштабной КЭ-модели и суперэлементов 
 

Частота, Гц  Тип формы КЭ-модель Суперэлемент Δ, % 

Модель 1. 40×40×40 м 

f1 Крутильная 1,731 1,827 5,518 

f2 = f3 Изгибная 1,836 1,849 0,714 

f4 = f5 Изгибная 5,172 6,350 22,792 

Модель 2. 40×40×80 м 

f1 = f2 Изгибная 0,756 0,757 0,131 

f3 Крутильная 0,867 0,879 1,438 

f4 = f5 Изгибная 2,530 2,579 1,943 

Модель 3. 40×40×120 м 

f1 = f2 Изгибная 0,424 0,425 0,043 

f3 Крутильная 0,577 0,581 0,645 

f4 = f5 Изгибная 1,490 1,501 0,748 

Модель 4. 40×40×160 м 

f1 = f2 Изгибная 0,272 0,272 0,018 

f3 Крутильная 0,432 0,434 0,364 

f4 = f5 Изгибная 1,012 1,016 0,345 

Модель 5. 40×40×200 м 

f1 = f2 Изгибная 0,188 0,188 0,009 

f3 Крутильная 0,346 0,581 0,346 

f4 = f5 Изгибная 0,745 0,747 0,180 

 

На основе анализа результатов сопоставления низших собственных частот колебаний 

можно заявлять о корректности подобной суперэлементной системы, являющейся динамиче-

ски эквивалентной полномасштабной КЭ-модели. 
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Динамический отклик при сейсмических воздействиях. В данном подразделе 

кратко представлены результаты динамического отклика моделей М1, М2 и М5 для 7-балль- 

ного землетрясения (рис. 7–12). Всего было проведено 30 расчетов на сейсмическое воздей-

ствие (5 моделей (М1–М5)) × 6 видов балльности (с 5-балльного по 10-балльное землетрясе-

ние)) в прямой динамической (во временной области) постановке. 

 

 

Рис. 7. Колебание здания (в виде суперэлемента)  

во времени для модели М1  

при сейсмических воздействиях 

 

  
 

Рис. 8. σmax по эквивалентной модели (слева) для 7-балльной сейсмики  

и спектр ускорения верхнего этажа (справа).  

На графике спектра: черный цвет – по Х, красный – по Y, синий – по Z 

 

 

Рис. 9. Колебание здания (в виде суперэлемента)  

во времени для модели М2  

при сейсмических воздействиях 
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Рис. 10. σmax по эквивалентной модели для 7-балльной сейсмики (слева)  

и спектр ускорения верхнего этажа (справа), где черный цвет – по Х, красный – по Y, синий – по Z 

 

  
 

Рис. 11. Колебание здания (в виде суперэлемента) во времени для модели М5 при сейсмических воздействиях 

 

 
 

Рис. 12. σmax по эквивалентной модели для 7-балльной сейсмики (слева)  

и спектр ускорения верхнего этажа (справа), где черный цвет – по Х, красный – по Y, синий – по Z 
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Динамический отклик при ветровых воздействиях. В данном подразделе кратко 

представлены результаты динамического отклика моделей М4 и М5 для 1-го ветрового района 

(рис. 13–16).  

Всего было проведено 35 расчетов на ветровые воздействия (5 моделей (М1–М5)) × 7 вет- 

ровых районов (с 1-го по 7-й ветровой районы)) в прямой динамической (во временной обла-

сти) постановке.  

 

  
 

Рис. 13. σmax по эквивалентной модели М4 для 1-го ветрового района (слева)  

и ускорения (по модулю) верхнего этажа (зеленым цветом показано ограничение СП 20  

по динамической комфортности 80 мм/м2) (справа),  

где черным цветом показаны ускорения вдоль ветра, а красным – перпендикулярно ветру 

 

  
 

Рис. 14. Перемещения (по модулю) верхнего этажа (слева) и опорные реакции Mx (вдоль потока)  

и My (поперек потока) для модели М4,  

где черным цветом показаны ускорения вдоль ветра, а красным – перпендикулярно ветру 

 

В табл. 2 представлены результаты динамического отклика для здания М5, рассчитан-

ного по методике СП 20.13330.2016. Сравнительный анализ результатов для высотного здания 

М5 по методике СП 20.13330.2016 и на основе программного комплекса «WindSpectrum» по-

казывает, что в направлении вдоль потока (ux и ax) СП 20 дает завышенную оценку как сред-

них, так и пульсационных величин (по ускорениям – на 30 % в пике, по перемещениям – на 

78,5 % в пике), в то время как для направления поперек потока (uy и ay) СП 20 дает сильно 

заниженное значение пульсационных величин (почти в 8 раз по ускорениям и почти в 7,5 раз 

по перемещениям). 
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Рис. 15. σmax по эквивалентной модели М5 для 1-го ветрового района (слева)  

и ускорения (по модулю) верхнего этажа (зеленым цветом показано ограничение СП20  

по динамической комфортности 80 мм/м2) (справа),  

где черным цветом показаны ускорения вдоль ветра, а красным – перпендикулярно ветру 

 

  
 

Рис. 16. Перемещения (по модулю) верхнего этажа (слева) и опорные реакции Mx (вдоль потока)  

и My (поперек потока) для модели М5,  

где черным цветом показаны вдоль ветра, а красным – перпендикулярно ветру 

 
Таблица 2 

Результаты динамического отклика здания М5 (40×40×200) при ветровых воздействиях  

по методике СП 20.13330.2016 

 

Здание 40×40×200 м 
 Ветровой район ux(ср+пульс), мм uy (ср+пульс), мм Fx sum, кН Fy sum, кН ax, мм/с2 aу, мм/с2 

Ветер 

1 90,3+61,5 0+18,5 7920,06+3512 0+1058 66,1 19,9 

2 118+82 0+24,7 10332+4685 0+1411 88,2 26,6 

3 149+105 0+31,6 13086+5987 0+1804,1 113 34 

4 188+132 0+39,8 16506+7552 0+2275 142 42,8 

5 236+166 0+50 20699,9+9471 0+2854 178 53,7 

 

Обобщающие результаты сопоставления динамического отклика зданий при 

ветровых и сейсмических воздействиях. Рис. 17 представляет собой обобщающие 

результаты проведенного исследования по сравнению ветровых и сейсмических воздействий 
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(с учетом гипотез и условностей, принятых в данной постановке). На графике представлены 

результаты зависимости интенсивности воздействия по эквивалентной балочной модели (см. 

формулу (5)) к высоте зданий для различных районов (для ветровых воздействий) и 

балльности (для сейсмических воздействий). 

 

 
 

Рис. 17. Обобщающие результаты проведенного исследования  

по сравнению динамического отклика зданий разной высотности при ветровых и сейсмических воздействиях 

 

Выводы. В результате проведённого сравнительного анализа динамического отклика 

зданий и сооружений различной высотности на ветровые и сейсмические воздействия 

установлено, что влияние высоты сооружения и соответствующих ей жёсткостных, 

инерционных и демпфирующих характеристик является определяющим фактором при выборе 

конструктивных решений и оценке рисков, связанных с внешними динамическими 

возмущениями. Полученные данные позволили сделать следующие выводы: 

1. Динамический отклик при сейсмических воздействиях. Анализ временных 

реализаций и спектральных характеристик акселерограмм показал, что для малоэтажных 

зданий (М1, высота 40 м) преобладают высокочастотные колебания с меньшими 

перемещениями верхнего этажа и меньшими пиковыми ускорениями. Напротив, высотные 

здания (М5, высота 200 м) характеризуются более заметными низкочастотными колебаниями, 

вовлекающими несколько форм, что приводит к увеличенным перемещениям верхних этажей. 

Увеличение балльности землетрясения закономерно усиливает отклик, повышая как пиковые 

эквивалентные напряжения (σmax), так и горизонтальные ускорения верхних этажей. При этом 

особенно сильно возрастает чувствительность высотных зданий к резонансным эффектам; 

2. Динамический отклик при ветровых воздействиях. Ветровые нагрузки, особенно 

в сочетании с пульсационной (динамической) составляющей, могут приводить к 

существенным дополнительным перемещениям и ускорениям верхних этажей у высотных 

зданий. Выявлено, что в направлении вдоль ветра расчёты по СП 20.13330.2016 дают 

завышенные значения для высоких сооружений по сравнению с результатами численного 
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моделирования (до 78,5 % в перемещениях и около 30 % в ускорениях). В направлении 

поперёк ветрового потока стандартная методика, напротив, может сильно недооценивать 

пульсационную составляющую (почти в 8 раз по ускорениям и около 7,5 раз по 

перемещениям). Данные результаты указывают на необходимость детализированной оценки 

аэродинамической интерференции для высотных зданий и потенциального корректирования 

нормативных методов расчёта; 

3. Сопоставление ветровых и сейсмических воздействий. При сравнительно низкой 

высотности (до ~60–80 м) ветровые нагрузки могут быть ниже или сопоставимы с 

сейсмическими воздействиями 5–6-балльности. То есть если здание невысокое и жёсткое, то 

даже умеренная сейсмика способна стать доминирующим фактором в расчёте прочности. В 

диапазоне средних высот (около 100–120 м) ветровые воздействия 5–6 районов начинают 

давать тот же порядок интенсивности, что и сейсмика 7–8 баллов. Для высот свыше 160 м 

становится заметно, что ветровые воздействия значительно увеличиваются в сравнении с 

сейсмическими. Так, например, для здания высотой 200 метров 1-й ветровой район 

сопоставим с 8-балльной сейсмикой, а 3-й ветровой район – с 9-балльной сейсмикой. Это 

подчёркивает важность тщательного динамического анализа именно для ветровой 

компоненты у высотных зданий, особенно с учётом пульсационных эффектов и 

потенциальной аэродинамической интерференции. 

Сведения о финансировании: работа выполнена при поддержке гранта РНФ № 24-49-

02002. 
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The paper presents a comparative analysis of the dynamic response of buildings of various heights to wind and 

seismic loads using the direct time integration method and the superelement modeling technique. Five types of buildings 

with dimensions of 40×40×40 × n (n = 1…5), corresponding to heights from 40 to 200 m, are considered. Seismic calcu-

lations are performed using accelerograms of the «Carpathian earthquake» considering variations in intensity  

(5–10 scale score). Wind loads are analyzed using the proprietary software WindSpectrum based on a wind load database. 

The study reveals that resonant effects and dynamic displacements of upper floors significantly increase with the building 

height, and in some cases wind loads may exceed seismic loads in intensity. It is established that the standard calculation 

method (SP 20.13330.2016) overestimates displacements and accelerations in the windward direction, while underesti-

mating the pulsation component in the direction perpendicular to the wind flow. A comparative assessment of wind and 

seismic effects demonstrates that for low- and mid-rise buildings, seismic effects dominate at a moderate intensity level, 

whereas for high-rise structures, wind loads may become the critical factor. The obtained conclusions allow one to achieve 

optimizing design solutions and to enhance the safety of high-rise buildings under the combined influence of external 

dynamic loads. 

 

Keywords: dynamic response, wind loads, seismic loads, buildings and structures, finite element modeling, superelement 

analysis.  
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Для балочной статически определимой фермы с параллельными поясами и раскосной решеткой методом 

индукции в системе «Maple» выводятся формулы для расчета зависимости частоты собственных колебаний и 

прогиба середины пролета от размеров конструкции, нагрузки и числа панелей. Используется формула Макс-

велла – Мора в предположении, что все стержни конструкции упругие, невесомые и соединены идеальными шар-

нирами. Масса фермы предполагается равномерно распределенной по узлам. В задаче о прогибе рассмотрены 

три вида нагрузок на узлы фермы. Для аналитического расчета первой собственной частоты фермы используется 

упрощенный вариант метода Донкерлея. Сравнение аналитических результатов с численными расчетами пока-

зывает хорошую точность предлагаемых решений.  
 

Ключевые слова: ферма, прогиб, частота колебаний, индукция, формула Максвелла – Мора. 

 

Введение. Расчет прогибов и частот собственных колебаний конструкций представляет 

важные практические задачи строительной механики. Решаются они в основном численно в 

стандартных вычислительных пакетах, основанных на методе конечных элементов [1, 2]. Для 

некоторых простых статически определимых моделей возможны и аналитические решения [3–

5] с применением современных систем символьного исчисления. Преимущество таких расче-

тов на основе сравнительно несложных формул заключается в возможности оптимизации ис-

следуемой конструкции за счет выбора параметров системы. Аналитические методы расчета 

ферм применяются как для плоских [6, 7], так и пространственных систем [8–10]. В большин-

стве случаев в число параметров конструкции в эти решения входит и порядок системы (число 

панелей, например). В справочнике [11] собраны различные схемы плоских статически опре-

делимых регулярных ферм и формулы для расчета их прогибов под действием различных ви-

дов статических узловых нагрузок. В [12] приводятся формулы для основной частоты соб-

ственных колебаний плоской модели составной фермы. Аналитический расчет частоты коле-

баний консольной регулярной фермы с применением формулы Максвелла – Мора для вычис-

ления жесткости конструкции выполнен в [13]. Формулы для основной собственной частоты 

плоской двухпролетной фермы методом индукции выведены в [14]. Аналитическая оценка ча-

стоты собственных колебаний плоской фермы Больмана с произвольным числом панелей при-

ведена в [15]. Аналитическое решение задачи о статических деформациях фермы составной 

пространственной рамы получено в [16]. В [17] в аналитической форме с применением си-

стемы компьютерной математики «Maple» изучены деформации плоской многопролетной 

арочной фермы.  

В настоящей работе рассматривается новая схема плоской регулярной фермы балоч-

ного типа с двунаправленной раскосной решеткой. Выводится формула для прогиба фермы и 

частоты ее собственных колебаний методом индукции в системе «Maple». 

Конструкция фермы. Плоская ферма, состоящая из 2n панелей длиной 2a каждая по 

нижнему поясу, с параллельными поясами на двух шарнирных опорах имеет наклонные 
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восходящие раскосы длиной 2 24c a h  и нисходящие длиной 2 29 4 .d a h  Высота 

конструкции равна 2h, длина пролета 8na. Стержни конструкции соединены шарнирно, общее 

число стержней 8 10.n  В это число входят и три упругих стержня, моделирующих 

опоры (рис. 1). Число узлов 4 5K n .  

 

 
 

Рис. 1. Ферма с нагрузкой по верхнему поясу, 4n   

 

Расчет усилий в стержнях. Формулы для усилий в стержнях, необходимых при нахож-

дении прогиба и жесткости фермы, в задаче о собственной частоте рассчитываются из урав-

нений равновесия узлов в системе компьютерной математики «Maple»: 

 GS = R . (1) 

Здесь обозначено: R  – вектор узловых нагрузок длиной K ; G  – матрица направляю-

щих косинусов стержней размером ; S  – вектор неизвестных усилий в стержнях. В число 

неизвестных входят и три реакции опор. Все элементы матрицы G  рассчитываются по данным 

о координатах концевых шарниров стержней. Стержни и узлы фермы нумеруются (рис. 2). В 

программу вносятся координаты узлов:  

2 3 2 3

2 3 2 3

4 5 0 4 5

2 ( 1), 0, 1,..., 2 2,

/ 2, ,

2 , 2 , 1,..., 2 1,

/ 2, ,

i i

n n

i n i n

n n

x a i y i n

x a y h

x ai a y h i n

x L a y h

 

где 
0

2 (2 1).L a n  

 

 
 

Рис. 2. Нумерация стержней и узлов, n = 3 

 

Решение системы (1) ищется в системе «Maple». Рассмотрена для примера равно-

мерно распределенная по узлам вертикальная нагрузка. Для случая нагрузки по нижнему 

поясу (рис. 3) ненулевые элементы вектора нагрузок в правой части системы (1) имеют вид: 

2
, 1,..,2 2.

i
R P i n  Распределение усилий в стержнях фермы в случае 3n  представ-

лено на рис. 3. Тонкими черными линиями обозначены ненапряженные стержни, синим цве-

том выделены сжатые, а красным растянутые стержни.  
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Рис. 3. Распределение усилий в стержнях от действия равномерно распределенной по узлам нижнего пояса  

вертикальной нагрузки, n = 3,  1P  

 

Аналогичная картина распределения усилий по стержням получается и при нагрузке по 

верхнему поясу (рис. 4). 
 

 
 

Рис. 4. Распределение усилий в стержнях от действия равномерно распределенной по узлам верхнего пояса  

вертикальной нагрузки, n = 3,  1P  

 

В обоих случаях наиболее нагруженными оказываются стержни в середине пролета. 

Решение задачи о прогибе фермы, рассчитанном по значению вертикального переме-

щения среднего узла верхнего пояса, можно получить аналитически. Известна формула Макс-

велла – Мора применительно к стержневой системе: 

( ) (1)

1

/ ( ).p

i i i
i

S S l EF  

где 
(1)

i
S  – усилие в стержне i  при действии единичной вертикальной силы на центральный узел 

с номером 3 4n  верхнего пояса, в котором рассчитывается вертикальное смещение; ( )p
i
S  – 

усилия в стержнях фермы от распределенной нагрузки; 
i
l  – длина стержня. Жесткость EF всех 

стержней принимается одинаковой. Вертикальные опорные стержни имеют длину h, а гори-

зонтальный, соответствующий правой неподвижной опоре, имеет длину a. Расчет прогиба для 

нескольких ферм с последовательно увеличивающимся числом панелей с использованием 

операторов системы «Maple» дает следующие формулы: 

2 3 3 3 2 3 3 3

1 22 2

2 3 3 3 2 3 3 3

3 42 2

2 3 3 3

5 2

36 8 76 6
, ,

4 2
568 5 5 16 1440 7 7 20

, ,
4 4

799 3 3 6
,...

a c d h a c d h
P P

h EF h EF
a c d h a c d h

P P
h EF h EF

a c d h
P

h EF
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Общий член полученной последовательности имеет вид: 

3 3 3 3 2

1 2 3
( ) / ( ),( )

n
P C a C c d C h h EF  

где коэффициенты зависят только от порядка фермы n: 

3 2

1
2

2 3

( 1)(10 10 16 9 9( 1) ) / 12,

(6 2(3 ( 1) ) ( 1) 1) / 64 1.,

n

n n

C n n n n

C n n C n
 

Аналогично, для нагрузки по верхнему поясу получается решение вида: 

3 3 3 3 2

1 2 3 4
( ) / ( ),

n
P C a C c C d C h h EF  

с коэффициентами 

 

4 3 2

1
2

2
2

3

4

(20 40 58 2(16 9( 1) ) 6( 1) 3) / 24,

(6 2(5 ( 1) ) 3( 1) 11) / 64,

(6 2(1 ( 1) ) ( 1) 1) / 64,

(2 1) / 2.

n n

n n

n n

C n n n n

C n n

C n n

C n

 (2) 

Расчет первой частоты собственных колебаний. Рассмотрим инерционную модель 

фермы, в которой вся масса сосредоточивается в ее узлах, а сами стержни принимаются неве-

сомыми. Пренебрегая горизонтальными движениями масс в узлах, предполагаем, что узлы со-

вершают колебательные движения только по вертикали. В [18] предложен упрощенный (мо-

дифицированный) вариант метода Донкерлея для оценки первой собственной частоты 
D

 сво-

бодных колебаний узлов фермы. Расчетная формула этого метода, основанная на теореме о 

среднем, имеет вид: 

2 max

1

/ 2 ,
K

D p
p

n
m m K m  

где 
max

 – наибольшая для всех узлов величина прогиба , 1,..,
p
p K  от действия вертикаль-

ной единичной силы на узел p. В рассматриваемой ферме это узел в середине верхнего пояса: 

3 4n . Упрощение состоит в замене суммирования прогибов 
1

K

p
p

 вычислением соответ-

ствующей треугольной площади max / 2K  с максимальным значением 
max

. Значение 
n

 

рассчитывается по формуле Максвелла – Мора в аналитической форме суммированием по 

всем стержням конструкции, включая и три опорные: 

2
max ( )

1

/ ( ),j

i i
i

S l EF  

где ( )j

i
S  – значение усилия в стержне с номером i при действии на узел 3 4j n  единичной 

вертикальной силы. Как и в задаче о прогибе, жесткость EF всех стержней считается одинаковой.  

Вычисление сумм в (1) для ряда ферм с последовательно увеличивающимся числом 

панелей в системе «Maple» [19] дает следующие выражения: 

max 3 3 3 2

1
max 3 3 3 2

2

3

3 )

/ 2) / ,

/ 2) / ,

9(35 2 (16 )

13(93 2 (16

a c d h EF

a c d h h

h

EF
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3max 3 3 3 2

3
max 3 3 3 2

4
max 3 3 33 2
5

3

/ 2) / ,

/ 2) / ,

/

17(255 3 2 (16 )

21(505 3 2 (16 )

25(923 4 3 (1 .2 6 )) / ,..

a c d h EF

a c d E

h

h

h

h F

a c d h EF

 

Методами системы компьютерной математики «Maple» с помощью оператора 

rgf_findrecur из пакета genfunc можно найти выражение общего члена полученной последова-

тельности. Искомая формула имеет вид полинома: 

3 3 3

1
2

3

2 3(4 5) ,
/ 2

2n

C a C c C hd
n

h EF
 

где коэффициенты полинома 
1 3
, ..,C C  зависят лишь от числа панелей n в половине пролета: 

3 2

1

2

3

(16 24 26 18( 1) ) / 24,

(2 ( 1) ) / 32,

(4 ( 1) 1)/ 3

2

5

2

1

.

n

n

n

C n n n

C n

C n

     В итоге формула для определения первой частоты собственных колебаний фермы при-

нимает вид: 

 
3

2

33 3

1 3

2
.

(4 5 2( )) /D C C

EF
h

cn Cm a d h
 (3)

 
Численное решение. Приближенное аналитическое решение можно сравнить с чис-

ленным, полученным для системы K отдельных масс в узлах фермы, совершающих колебания 

по вертикали как дискретной механической системы масс с K степенями свободы. Расчеты 

выполняются в численной моде системы «Maple». Элементы 
,i j

 квадратной матрицы жест-

кости  согласно формуле Максвелла – Мора имеют вид: 

,
/ , , 1,.., .i j

i j k k k
k

S S l EF i j K  

Для вычисления вектора собственных чисел матрицы используется оператор 

.( )Eigenvalues Собственные частоты имеют вид 1/ , 1,.., ,
i i

m i K  где 
i
 – соб-

ственное число матрицы . 

Пример. Приняты следующие размеры: 9F  см2, 3a  м. Материал стержней – 

сталь с модулем упругости 52,1 10E  MПa, в узлах сосредоточены массы 200m  кг. Кри-

вая (3) аналитической зависимости частоты D  от числа панелей сравнивается с первой ча-

стотой спектра 1 , полученной численно (рис. 5). 

С увеличением числа панелей в ферме аналитическое решение сближается с числен-

ным, а частота колебаний уменьшается. Начиная с некоторого числа панелей кривая аналити-

ческого решения ограничивает численное решение снизу. Заметим, что оригинальный метод 

Донкерлея отличается от использованного здесь модифицированного метода тем, что он огра-

ничивает численное решение снизу при любом значении числа панелей.  

Оценить погрешность приближенного решения можно по относительной величине: 

1 1
| | /

D
. Зависимости погрешности от числа панелей при 3a  м для различных 

значений высоты h представлены на рис 6. С увеличением числа панелей погрешность пред- 

ложенного аналитического решения немонотонно уменьшается. 
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Рис. 5. Первая частота колебаний. Аналитическое решение wD и численное w1 

 

 
 

Рис. 6. Погрешность аналитического решения 

 

Заключение. Предложена простая схема статически определимой решетчатой фермы 

балочного типа. Выведены формулы зависимости прогиба и основной частоты собственных 

колебаний конструкции от числа панелей. Решения имеют простые формулы полиномиаль-

ного по числу панелей вида. Погрешность аналитического решения для первой частоты 

вполне приемлема и уменьшается с увеличением числа панелей.  
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For a statically determinate beam truss with parallel chords and a diagonal lattice, the induction method in the 

Maple system is used to derive formulas for calculating the dependence of the natural oscillation frequency and the mid-

span deflection on the dimensions of the structure, load, and number of panels. The Maxwell – Mohr formula is used 

under the assumption that all the rods of the structure are elastic, weightless, and connected by ideal hinges. The mass of 

the truss is assumed to be uniformly distributed among the nodes. In the deflection problem, three types of loads on the 

truss nodes are considered. A simplified version of the Dunkerley method is used for the analytical calculation of the first 

natural frequency of the truss. Comparison of the analytical results with numerical calculations shows good accuracy of 

the proposed solutions.  

 

 

Key words: statically determinate truss, first natural frequency, analytical method, induction, Maxwell – Mohr formula, 

spectrum of natural frequencies, spectral constants, resonance safety zone. 
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Рассматривается моделирование поведения изгибаемых железобетонных элементов, подвергающихся 

воздействию хлоридной агрессивной среды, с использованием программного комплекса «Abaqus». Основной це-

лью исследования является оценка напряженно-деформированного состояния железобетонного элемента прямо-

угольного поперечного сечения. Моделирование проводится с учетом нелинейной диаграммы состояния бетона, 

описанной моделью пластичного разрушения бетона с повреждениями (CDP), а армирование задано стержне-

выми конечными элементами с комбинацией упругих свойств и модели пластичности металла. Нагружение эле-

мента осуществляется статически с приложением двух сосредоточенных сил по центрам третей расчетного про-

лета. В результате моделирования были получены распределения напряжений и деформаций в бетоне и арматуре, 

а также модели повреждения бетона при нарастании нагрузки. Полученные результаты показывают высокую 

сходимость с экспериментальными данными испытания балок на изгиб по нормальному сечению. Это подтвер-

ждает возможность применения разработанного алгоритма для проектирования изгибаемых железобетонных 

конструкций в агрессивных средах, что имеет важное значение для повышения их надежности и долговечности. 

 

Ключевые слова: конечно-элементный метод (КЭМ), модель пластичного разрушения бетона с повреждениями 

(CDP), «Abaqus», прочность, деформативность. 

 

Введение. Железобетон широко используется в строительстве благодаря своей высокой 

прочности и долговечности [1–3]. Однако железобетонные конструкции, эксплуатирующиеся в 

условиях воздействия агрессивной хлоридной среды (объекты транспортной инфраструктуры, 

паркинги, станции обеззараживания, резервуары), подвержены коррозии арматуры, что приво-

дит к снижению их несущей способности и долговечности [4–7]. Исследование поведения по-

врежденных железобетонных изгибаемых элементов в агрессивных средах имеет важное значе-

ние для повышения надежности и долговечности строительных конструкций. 
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Хлориды, проникая в бетон, вызывают коррозию арматуры, что приводит к появлению 

трещин и снижению прочности элементов. Расчет поврежденных конструкций требует учета 

множества факторов, таких как неравномерное распределение коррозии, изменение физико-

механических свойств бетона и арматуры, а также влияние внешних нагрузок [8–11]. Тради-

ционные методы расчета часто не учитывают всех этих аспектов, что может привести к ошиб-

кам в оценке несущей способности конструкций. 

Использование конечно-элементного метода (КЭМ), который является численным ме-

тодом решения дифференциальных уравнений с частными производными, а также интеграль-

ных уравнений, возникающих при решении задач прикладной физики, позволяет более точно 

моделировать поведение поврежденных железобетонных элементов [12–14].  

Конечно-элементный метод легко реализуется при использовании программных ком-

плексов, таких как «Simulia Abaqus». «Abaqus» предоставляет инструменты для создания де-

тализированных моделей, учитывающих нелинейное поведение материалов, развитие тре-

щин, коррозию арматуры и другие важные факторы. Это позволяет получать более точные 

данные о напряженно-деформированном состоянии конструкций и прогнозировать их дол-

говечность [15].  

Основные задачи исследования включают моделирование процессов коррозии арма-

туры, оценку изменения прочностных характеристик бетона и арматуры, а также анализ вли-

яния этих изменений на несущую способность элементов. Для верификации результатов ко-

нечно-элементного моделирования проведено экспериментальное исследование по определе-

нию прочности железобетонных изгибаемых элементов, поврежденных в результате нахожде-

ния в хлоридной агрессивной среде, что позволило сопоставить полученные результаты с дан-

ными лабораторных испытаний. 

Материалы и методы. В данном исследовании авторами проведено моделирование 

работы железобетонной балки прямоугольного сечения при испытании на изгиб, прямоуголь-

ного сечения из бетона класса прочности на сжатие В15 и плотностью 2180 кг/м3. Армирова-

ние балки выполнено одиночным каркасом, в качестве рабочей и конструктивной арматуры 

каркасов использовалась стальная горячекатаная арматура Ø 12 мм класса А500 и холоднотя-

нутая проволока из низкоуглеродистой стали класса В500 Ø 5 мм. Роль поперечной арматуры 

выполняет горячекатаная арматура Ø 6 мм класса А240. Геометрические размеры и схема ар-

мирования железобетонной балки показаны на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Схема армирования железобетонной балки 

 

Физико-механические характеристики бетона в программном комплексе «Abaqus» за-

давались упругими и пластичными свойствами согласно модели пластичного разрушения бе-

тона с повреждениями (CDP), изложенной в работе Дж. Люблинера [16]. Соотношения между 

напряжениями растяжения-сжатия и деформациями в бетоне в исходном (неповрежденном) 

состоянии описываются зависимостями: 

𝜎𝑡 = (1 − 𝑑𝑡)𝐸0(𝜀𝑡 − 𝜀𝑡̃
𝑝𝑙), (1) 
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𝜎𝑐 = (1 − 𝑑𝑐)𝐸0(𝜀𝑐 − 𝜀𝑐̃
𝑝𝑙), (2) 

где 𝐸0 – модуль упругости бетона; 𝑑𝑡 и 𝑑𝑐 – коэффициенты поврежденности растянутого и 

сжатого бетона; 𝜀𝑡 и 𝜀𝑐 – полные деформации растяжения и сжатия; 𝜀𝑡̃
𝑝𝑙

 и 𝜀𝑐̃
𝑝𝑙

 – пластические 

деформации бетона. 

Указанные исходные данные уравнений определяются зависимостями: 

𝜀𝑏
𝑝𝑙 = 𝑏𝑐 ∙ 𝜀𝑏

𝑖𝑛, (3) 

𝜀𝑏𝑡
𝑝𝑙 = 𝑏𝑡 ∙ 𝜀𝑏𝑡

𝑖𝑛, (4) 

𝜀𝑏
𝑖𝑛 = 𝜀𝑏 −

𝜎𝑏

𝐸𝑏
, (5) 

𝜀𝑏𝑡
𝑖𝑛 = 𝜀𝑏𝑡 −

𝜎𝑏𝑡

𝐸𝑏𝑡
, (6) 

𝑑𝑏 = 1 −
𝜎𝑏

𝐸𝑏∙(𝜀𝑏−𝜀
𝑏
𝑝𝑙

)
, (7) 

𝑑𝑏𝑡 = 1 −
𝜎𝑏𝑡

𝐸𝑏∙(𝜀𝑏𝑡−𝜀𝑏𝑡
𝑝𝑙

)
, (8) 

где 𝑏𝑐 и 𝑏𝑡 – характеристики цикличности нагружения [15]. 

Значения деформаций упругой и пластической части сжатия, а также модуля упругости 

определялись на основе экспериментальной диаграммы работы бетона (рис. 2), полученной на 

основе испытаний осевого сжатия бетонных призм 100×100×400 мм.  
 

 
Рис. 2. Диаграмма – бетона В15 при сжатии 

 

Значения деформаций упругой и пластической части растяжения определялись на ос-

нове п. 6 СП 63.13330.208 «Бетонные и железобетонные конструкции». Итоговые физико-ме-

ханические характеристики модели бетона показаны в табл. 1. 

Влияние агрессивной среды на силовое сопротивление бетона учитывается функцией 

повреждения слоя 𝐾(𝑧), изложенной в работе [17]: 

𝜎𝑏,𝑐𝑜𝑟 = 𝜎𝑏(𝑡) ∙ 𝐾(𝑧), (9) 

𝐸𝑏,𝑐𝑜𝑟
н = 𝐸𝑏

н(𝑡) ∙ 𝐾(𝑧), 
(10) 

где 𝜎𝑏(𝑡) – модель деформирования обычного бетона;  𝐸𝑏
н(𝑡) – модель изменения интеграль- 

ного модуля деформаций; 𝐾(𝑧) – функция повреждения для слоя толщиной z. 
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Таблица 1 

Физико-механические характеристики бетона 

 

Начальный модуль упругости Eb, МПа Коэффициент Пуассона 

24000 МПа 0,2 

Напряжения и деформации при сжатии Повреждение бетона при сжатии 

Напряжения 𝜎𝑏, МПа 
Пластические  

деформации 𝜀𝑏
𝑖𝑛 

Коэффициент  

повреждения 𝑑𝑏 

Пластические  

деформации 𝜀𝑏
𝑖𝑛 

1.737227 -1.03873E-05 0 0 

3.819938 -1.64394E-05 0 -1.0387E-05 

5.552851 -1.49853E-05 0 -1.6439E-05 

7.409317 -5.20387E-06 0 -1.4985E-05 

8.310138 3.29753E-06 0 -5.2039E-06 

9.24815 1.5292E-05 0 3.29753E-06 

10.85871 4.5037E-05 0 1.5292E-05 

11.11925 5.1147E-05 0 4.5037E-05 

12.77241 0.000100833 0 5.1147E-05 

14.44734 0.00017797 0 0.000100833 

15.8157 0.000275194 0 0.00017797 

17.00499 0.000410208 0 0.000275194 

17.89658 0.000593923 0 0.000410208 

18.20054 0.000713512 0 0.000593923 

18.3593 0.000838983 0 0.000713512 

18.39301 0.000916759 0 0.000838983 

18.38369 0.001000236 0 0.000916759 

18.25752 0.001159676 0 0.001000236 

17.45435 0.001572102 0.005543947 0.001155552 

15.8057 0.002094761 0.049291512 0.001535436 

13.1816 0.002748114 0.139090663 0.001991296 

9.749391 0.003543616 0.282020632 0.002538328 

7.486791 0.004423016 0.468967262 0.003194767 

Напряжения и деформации при растяжении Повреждение бетона при растяжении 

Напряжения 𝜎𝑏𝑡, МПа 
Пластические  

деформации 𝜀𝑏𝑡
𝑖𝑛 

Коэффициент  

повреждения 𝑑𝑏𝑡 

Пластические  

деформации 𝜀𝑏𝑡
𝑖𝑛 

2.261 0 0 0 

1.507333333 0.000238927 0.445215 0.000281 

0.847875 0.000553147 0.606951 0.000507 

0.376833333 0.001034732 0.692214 0.000718 

0.463463 0.00172 0.845512 0.00172 

0.423761 0.001917 0.858746 0.001917 

Параметры модели  

пластичного разрушения бетона с повреждениями (CDP) 

Угол дилатации Эксцентриcитет 𝑓𝑏0 𝑓𝑐0⁄  К 

35 0.1 1.16 0.667 

 

В соответствии с моделью коррозионного поражения бетона поперечное сечение эле-

мента разделяется на зоны различной степени поврежденности [18]. Зона полностью повре-

жденного бетона определяется толщиной z*, имеющего начальные характеристики бетона 

толщиной p, изменяющихся характеристик толщиной δ (рис. 3). 

Коэффициент 𝐾 находится в пределах от 0 до 1 и в общем виде определяется зависи-

мостью: 

𝐾(𝑧)  = ∑ 𝑎𝑖 ∙ 𝑧𝑖𝑖=3
𝑖=0 , (11) 

где 𝑧 – ордината, отсчитываемая от оси силовых напряжений поврежденного коррозией бе-

тонного элемента; 𝑎𝑖 – коэффициенты степенного ряда, которые находят при фиксированных 

значениях 𝐾𝑖. 
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Рис. 3. Схема разделения бетонного поперечного сечения по зонам поврежденности 

 

Согласно модели, условия для определения параметров 𝑎𝑖 выглядят следующим образом: 

при 𝑧 = 𝑝  𝐾(𝑝) = 1 
𝑑𝑘∗

𝑑𝑧
|𝑧=𝑝 = 0, (12) 

при 𝑧 > 𝑝  𝐾∗(𝑝 + 𝛿) = 𝐾1. (13) 

При условии, что 𝑧 = 𝑝 + 𝜎 → К(𝑝 + 𝜎) = 0, коэффициенты 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 равны: 

𝑎0 = 1 − (
𝑝

𝛿
)2, (14) 

𝑎1 = 2
𝑝

𝛿2, (15) 

𝑎2 = −
1

𝛿2. (16) 

Значения напряжений и деформаций стали определялись на основе экспериментальных 

диаграмм работы для трех классов по прочности, полученных на основе испытаний осевого 

растяжения стальных стержней классов А500, А240, В500 (рис. 4).  

Итоговые параметры модели пластичности металла, основанные на полученных диа-

граммах работы стальной арматуры, показаны в табл. 2. 
 

Таблица 2  

Параметры модели пластичности металла 
 

Начальный модуль упругости Es, МПа Коэффициент Пуассона 

210000 МПа 0,3 

Напряжения и деформации при растяжении 

Напряжения 𝜎𝑠, МПа Пластические деформации 𝜀𝑠
𝑖𝑛, % 

Арматура В500 

0 0 

500 0,45 

Арматура А240 

160 160 

240 0,19 

Арматура А500 

372 0 

500 0,23 
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Рис 4. Диаграммы – стальной арматуры:  

класса А500, A240, B500 

 

Коррозионные повреждения арматуры учитываются уменьшением площади ее попе-

речного сечения согласно уравнению: 

As
*
=As–𝐴𝑠

𝑐𝑜𝑟, (17) 

где Аs – площадь поперечного сечения стальной арматуры до коррозии; Аscor – расчетная пло-

щадь коррозионных повреждений поперечного сечения стальной арматуры.  

Экспериментально установлено, что одновременное воздействие источника питания на 

железобетонный элемент, находящийся в 5-процентном растворе NaCl, способно за 32 дня 

уменьшить диаметр стальной арматуры с 12 мм до 9,3 мм, что было учтено при задании пло-

щади поперечного сечения стержневого конечного элемента в «Abaqus» [19]. 

Геометрические характеристики железобетонной балки задавались объемными и 

стержневыми элементами для тела бетона и стержней арматуры соответственно (рис. 5). 

 

 

Рис. 5. Трехмерная модель  

исследуемого железобетонного элемента 
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Нагружение балки выполнялось с помощью приращения по 1 % от расчетной по 

СП 63.13330.2018 разрушающей нагрузки Pср, которая составляла 27 кН. Задание статической 

нагрузки осуществлялось с помощью двух стальных пластин 120×50×20 мм, которые находи-

лись по краям центральной трети расчетного пролета. Расчетная схема – шарнирно опертая 

балка на двух опорах. Первая опора ограничивалась в перемещении по плоскостям U1, U2, U3, 

вторая – по плоскостям U1 и U2. Далее определялись места контактного взаимодействия ис-

следуемой балки, опор и элементов приложения нагрузки. В конечном итоге модель тела бе-

тона и опор разбивалась на объемные конечные элементы размерами 10×10×10 мм, арматура 

разбивалась на стержневые отрезки длиной 10 мм (рис. 6). Общее количество конечных эле-

ментов составило 35 728 элементов. 

 

 
 

Рис. 6. Модель железобетонного элемента, разбитая на конечные элементы 

 

Результаты исследования. По результатам расчета были получены распределения 

напряжений (рис. 7) в бетоне (по оси y) и арматуре (по оси x). 

 

 
 

Рис. 7. Распределение напряжений в бетоне и арматуре 

 

Помимо распределения напряжений получена модель распределения деформаций и 

трещинообразования на последней стадии нагрузки (рис. 8). 

Исходя из распределения напряжений и деформаций видно, что арматура достигла пре-

дела текучести, наблюдается локальное разрушение бетона в зоне приложения нагрузки от 

продавливания, что говорит о том, что балка находится в стадии предразрушения. Разрушение 

предполагается в растянутой зоне вследствие достижения предельных значений арматуры. 

С целью верификации конечно-элементной модели проведено экспериментальное ис-

следование разрушения элементов, поврежденных с использованием гальванического метода. 

В качестве электролита был принят 5-процентный раствор NaCl. Уровень раствора в ванной 

был выбран с целью полного погружения защитного слоя бетона и растянутой арматуры. 
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Направление тока было организовано таким образом, что основная арматурная сталь служила 

анодом, а продольные подвески и стремена – катодом (рис. 9).  

 

 
 

Рис. 8. Модель трещинообразования изгибаемого элемента 

 

 
 

Рис. 9. Схема проведения гальванического ускорения коррозии арматуры 

 

По истечении срока предполагаемого нахождения в ванной железобетонные элементы 

получили повреждения арматуры растянутой зоны. На нижней грани элементов были видны 

продукты коррозии высотой до 8 см. Визуальный осмотр показал отсутствие ярко выраженных 

профилей арматуры (рис. 10). 

 

 
 

Рис. 10. Внешний вид арматуры после проведения гальванического ускорения коррозии арматуры 

 

Далее элементы были установлены растянутой гранью вниз и испытаны до разрушения 

(рис. 11). Шаг нагружения составлял 5 % от разрушающей нагрузки. 
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Рис. 11. Внешний вид изгибаемого элемента на стадии предразрушения 

 

Результаты испытаний представлены в табл. 3. 
 

Таблица 3  

Результаты испытаний поврежденных балок 

 

Марка балки Разрушающая нагрузка Pult, кН Средняя разрушающая нагрузка Pcр,ult, кН 

БП-1 24 

24,65 БП-2 25,4 

БП-3 24,57 

 

Образцы разрушились при нагрузке 24–25,4 кН в результате разрыва арматуры растя-

нутой зоны, что подтверждает характер разрушения смоделированного в ПК «Simulia Abaqus» 

конечно-элементного изгибаемого элемента. 

Выводы. На основании анализа основных результатов исследования можно сделать 

выводы: 

− разработанная в программном комплексе «Abaqus» модель пластичного разрушения 

бетона с повреждениями (CDP) показала высокую сходимость с экспериментальными дан-

ными, что подтверждает ее эффективность и точность;  

− исследование влияния хлоридной агрессивной среды на железобетонные конструк-

ции выявило значительное снижение прочностных характеристик из-за коррозии арматуры. 

Это важно учитывать при проектировании конструкций, эксплуатирующихся в подобных 

условиях; 

− применение объемных конечных элементов для бетона и стержневых конечных эле-

ментов для арматуры позволило получить детализированные данные о напряженно-деформи-

рованном состоянии конструкций, что способствует более точной оценке их долговечности и 

надежности; 

− результаты исследования могут быть использованы для совершенствования методов 

проектирования и оценки состояния железобетонных конструкций, работающих в агрессив-

ных средах, что повысит их эксплуатационную надежность и продлит срок службы. 
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This article considers the modeling of the behavior of bending reinforced concrete elements exposed to an ag-

gressive chloride environment using the Abaqus software package. The main objective of the study is to assess the stress-

strain state of a rectangular reinforced concrete element. The modeling was carried out taking into account the nonlinear 

state diagram of concrete described by the concrete damage plastic failure model (CDP), and the reinforcement was 

specified by rod finite elements with a combination of elastic properties and a metal plasticity model. The element was 

loaded statically with the application of two concentrated forces at the centers of one-third of the calculated span. As a 

result of the modeling, the distributions of stresses and strains in concrete and reinforcement, as well as models of concrete 

damage with increasing load have been obtained. The obtained results show high convergence with the experimental data 

of beam bending tests along a normal section. This confirms the possibility of using the developed algorithm for designing 

flexible reinforced concrete structures in aggressive environments, which is important for increasing their reliability and 

durability. 

 

Keywords: finite element method (FEM), concrete damage plastic failure model (CDP), "Abaqus", strength, deforma-
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При определении максимального изгибающего момента в ездовом нижнем поясе подкраново-подстро-

пильной фермы рекомендуется учитывать составляющую от внецентренного примыкания элементов решетки к 

ездовому поясу.  

Статья посвящена вопросам, связанным с расцентровкой узлов подкраново-подстропильной фермы. Рас-

смотрены методики учёта в расчете нижнего пояса расцентровки узлов. Проанализировано влияние расцентровки 

на усилия и напряжения в элементах подкраново-подстропильной фермы при кручении, горизонтальном и вер-

тикальном изгибе. 

 

Ключевые слова: подкрановые конструкции, напряженно-деформированное состояние, расцентровка узлов, 

тонкостенное замкнутое сечение. 

 

Введение. Характерной особенностью классических подкраново-подстропильных 

ферм (ППФ) являются габаритные и сложные в исполнении узлы соединения решетки с ездо-

вым нижним поясом, по которому перемещается кран [1–3]. Крепление осуществляется на вы-

сокопрочных болтах. Сварной нижний пояс, выполненный в виде тонкостенной оболочки пря-

моугольного сечения, в зоне примыкания решетки прорезается с двух сторон фасонками, ко-

торые в теле пояса соединяются наклонными ребрами жесткости (рис. 1). В узлах коробчатый 

пояс укрепляется вертикальными сплошными диафрагмами жесткости [4]. Сложность кон-

струирования узлов примыкания элементов решетки к нижнему поясу заставляет центриро-

вать их не на ось пояса, а с эксцентриситетом [5–7]. Это приводит к дополнительному изгибу 

нижнего пояса [8].  

В соответствии с [9] при определении максимального изгибающего момента в ездовом 

поясе ППФ рекомендуется учитывать составляющую от внецентренного примыкания элемен-

тов решетки к ездовому поясу за исключением случаев, когда она оказывает разгружающее 

влияние. 

Статья посвящена вопросам, связанным с эксцентриситетом крепления элементов ре-

шетки к ездовому нижнему поясу ППФ. Проанализировано влияние эксцентриситета на уси-

лия и напряжения в элементах ППФ при горизонтальном, вертикальном изгибе и кручении. 

Рассмотрены методы определения момента от внецентренного примыкания решетки [10–12], 

сделаны выводы о возможности их применения для расчёта ППФ. 

 
5© Маркина Ю. Д., 2025 
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Рис. 1. Примыкание решетки к нижнему поясу:  

е – эксцентриситет узлов примыкания элементов решетки к нижнему поясу; Н – высота ППФ;  

hП – высота нижнего пояса ППФ 

 

Методы исследования. Объект исследования – ППФ, расположенная в литейном цехе 

металлургического предприятия (рис. 2). Размеры нижнего пояса – 3,42×2,01 м, толщина сте-

нок пояса – 25 мм, толщина полок – 16 мм. Толщина поперечных диафрагм жёсткости пояса – 

20 мм. При расчёте задаётся нагрузка от двух двухбалочных мостовых кранов, расположенных 

в середине пролета. Краны литейные 180+63/20-33,5-36-3-220 выполняют функцию заливки и 

разливки жидкой стали в изложницы. Данным кранам соответствует тяжёлый режим работы 7К 

согласно ГОСТ 25546-82. Для предварительного расчёта неразрезной многопролётный нижний 

пояс принимается разрезным на опорах [13–15].  

 

 
 

Рис. 2. Объект исследования 

 

В соответствии с [11] для лёгких ферм с жесткими узлами узловые моменты от расцен-

тровки узлов определяются по формуле: 

𝑀𝑧
′′′ = 𝑒(𝑁п − 𝑁л),                                                               (1) 

где 𝑒 – эксцентриситет центровки решетки к оси нижнего пояса; 𝑁п и 𝑁л – продольные силы в 

нижнем поясе справа и слева от узла (рис. 3). 

В соответствии с [12] значения моментов от расцентровки определяются как разность 

величин моментов, определенных с использованием ЭВМ по расчётным схемам с учетом и без 

учёта эксцентриситета.  

Несмотря на большую жесткость неразрезного нижнего пояса ППФ, для предваритель-

ного расчета допускается рассматривать его как разрезной [9]. Это позволяет упростить 
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внутренне и внешне статически неопределимую модель до статически определимой шар-

нирно-стержневой расчетной схемы (рис. 4). 

 

 
 

Рис. 3. К определению узловых моментов от расцентровки узлов  

 

  
 

Рис. 4. Шарнирно-стержневая расчётная схема 

 

В [16] обоснована необходимость учета неразрезности нижнего пояса ППФ при опре-

делении его податливости. Для расчёта рекомендуется использовать внешне статически опре-

делимую систему со степенью внутренней статической неопределимости, равной числу узлов 

нижнего пояса (без учета узлов соединения с колоннами) (рис. 5). 

 

 
 

Рис. 5. Внутренне статически неопределимая расчетная схема  

 

Аналитически рассчитаны узловые моменты от расцентровки узлов с определением 

продольных усилий пояса по расчетным схемам рис. 1 и 2. Проведено сравнение результатов 

расчёта. Также для расчетной схемы с неразрезным поясом (рис. 5) моменты от расцентровки 
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узлов определены численным методом. Для этого построены расчетные схемы ППФ без учета 

и с учетом расцентровки узлов. Ресцентровка моделируется установкой в узловых зонах на 

стержневые элементы решетки жестких вставок высотой, равной эксцентриситету. Значения 

моментов от расцентровки находятся как разности величин моментов, определенных по рас-

чётным схемам с учетом и без учёта эксцентриситета [12]. 

В соответствии с [17] плоская расчетная схема дает наименьшую погрешность при 

определении перемещений в сравнении с пространственной при учете расцентровки решетки 

и жестком соединении всех узлов (рис. 6).  

 

 
 

Рис. 6. Расчетная схема для численного расчёта 

 

Для определения влияния эксцентриситета крепления решетки на напряжения нижнего 

пояса построены эпюры напряжений в наиболее нагруженном сечении в середине пролета 

ППФ. Для построения эпюр напряжений используются усилия, полученные расчетом схемы с 

жесткими узлами (рис. 6), схем с шарнирным примыканием решетки и неразрезным поясом 

(рис. 5) с учетом и без учета эксцентриситета.  

Геометрические характеристики призматического тонкостенного нижнего пояса ППФ 

рассчитываются по [18] в соответствии с [19–21]. Эквивалентное напряжение 𝜎𝑒 определяется 

по СП 16.13330.2017: 

𝜎𝑒 = √(𝜎𝑥 + 𝜎𝑙𝑜𝑐,𝑥)
2

− (𝜎𝑥 + 𝜎𝑙𝑜𝑐,𝑥)𝜎𝑙𝑜𝑐,𝑦 + 𝜎𝑙𝑜𝑐,𝑦
2 + 3(𝜏𝑥𝑦 + 𝜏𝑙𝑜𝑐,𝑥𝑦)

2
.              (2) 

Основные напряжения в элементах ППФ в общем случае (для произвольного попереч-

ного сечения, не имеющего осей симметрии) вычисляются по формулам [18]: 

− от продольных сил: 

𝜎𝑥 =
𝑁

𝐴
 ;                                                                           (3) 

− от изгиба в плоскости фермы:  

𝜎𝑥 =
𝑀𝑧(𝐼𝑦0

𝑦𝑜 − 𝐼𝑦0𝑧0
𝑧𝑜)

Δ𝐼
 .                                                          (4) 

Так как сечение обладает осями симметрии, формула (4) переходит в формулу Л. На-

вье и максимальные нормальные напряжения определяются как:  

𝜎𝑥 =
𝑀𝑧

𝑊𝑥
 .                                                                        (5) 

Эпюры напряжений, полученные аналитическими вычислениями, сравнивались с ре-

зультатами численного расчёта. Для численного определения напряжений из оболочечных ко-

нечных элементов построена пространственная модель ППФ (рис. 7). Использован 44-й тип 

элементов – 4-узловой конечный элемент с шестью степенями свободы в каждом узле. Форма 

конечных элементов – четырехугольник с соотношением сторон, близким к единице. Размер 

конечных элементов пояса принят с в соответствии с [22] и не превышает 0,2 м. 
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Рис. 7. Конечно-элементная расчетная схема ППФ 

 

Также численным методом проведено исследование влияния эксцентриситета креп-

ления решетки к поясу на усилия в элементах ППФ при горизонтальном изгибе и кручении. 

Рассмотрена расчётная схема с учётом расцентровки решетки и жестком соединении всех 

узлов (рис. 6) с учетом и без учёта расцентровки решетки. Для анализа влияния эксцентри-

ситета при горизонтальном изгибе приложена горизонтальная узловая нагрузка F = 100 кН, 

при кручении – узловой крутящий момент МКР = 100 кНм. Выполнено сравнение результатов 

расчёта. 

Результаты. Результаты аналитического и численного определения изгибающего мо-

мента в плоскости ППФ от расцентровки узлов для различных расчётных схем сведены в табл. 1.  
 

Таблица 1 

Эпюры узловых моментов от расцентровки узлов 

 

Для расчетной схемы ППФ с разрезным нижним поясом (см. рис. 4). Аналитический расчёт 

 

 
 

Для расчетной схемы ППФ с неразрезным нижним поясом (см. рис. 5). Аналитический расчёт 

 

 
 

Для расчетной схемы ППФ с неразрезным нижним поясом (см. рис. 6). Численный расчёт 
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Вклад момента от расцентровки узла в общий изгибающий момент нижнего пояса – 

22 % (найден от величин моментов, определенных по расчётным схемам без учёта и с учетом 

эксцентриситета [16]). Узловые моменты от расцентровки узлов, полученные с определением 

нормальных усилий пояса по шарнирно-стержневой статически определимой расчетной схеме 

(см. рис. 4), на 8 % ниже усилий, полученных по расчётной схеме с неразрезным нижним по-

ясом (см. рис. 5), и на 7 % ниже усилий, полученных по той же расчётной схеме численным 

методом. Аналитическое определение момента от расцентровки узла с определением нормаль-

ных усилий пояса по расчётной схеме с неразрезным нижним поясом даёт погрешность 1 %  

в сравнении с численным методом. Расчёт выполнен для разрезной на опорах ППФ в соответ-

ствии с [9], результаты расчётов с учетом приопорных изгибающих моментов дают большее 

отклонение [16]. 

Эпюры напряжений в наиболее нагруженном сечении в середине пролета ППФ, полу-

ченные различными методами расчёта, представлены в табл. 2 и на рис. 8. 

 
Таблица 2 

Максимальные эквивалентные напряжения в нижнем поясе ППФ 

 

Расчётная схема 

𝜎𝑒,𝑚𝑎𝑥 , МПа 
Процентное отклонение 𝜎𝑒,𝑚𝑎𝑥   

от результатов численного расчёта, % 

в стенках 
в верхней 

полке 

в нижней 

полке 
в стенках 

в верхней 

полке 

в нижней 

полке 

Пространственная 65,82 87,41 93,43 - - - 

С жесткими узлами 66,62 73,43 73,43 -1 16 21 

С неразрезным поя-

сом с учетом расцен-

тровки  

75,18 83,00 83,00 -14 5 11 

С неразрезным поя-

сом без учета расцен-

тровки  

58,60 64,47 64,47 11 26 31 

 

Напряжения, рассчитанные по усилиям плоской расчётной схемы с жесткими узлами и 

учетом расцентровки узлов (см. рис. 7) дают наименьшую погрешность в сравнении с про-

странственной расчётной схемой только в области стенки. Напряжения, полученные в полках 

по усилиям шарнирно-стержневой расчётной схемы с неразрезным поясом и учетом расцен-

тровки, в наименьшей степени отличаются от результатов численного расчёта. Напряжения, 

полученные аналитическим расчётом без учёта расцентровки узлов в нижней полке, на 31 % 

ниже напряжений, полученных численным расчётом, в верхней полке – на 26 %, в стенках – 

на 11 %. В сравнении с напряжениями, полученными аналитическим расчётом с учетом рас-

центровки, они на 25 % ниже в стенках, на 20 % в полках. Таким образом, момент от внецен-

тренного примыкания элементов решетки к нижнему поясу оказывает значительное негатив-

ное влияние на напряженное состояние нижнего пояса и должен учитываться при расчёте 

конструкции. 

Результаты численного исследования влияния эксцентриситета крепления решетки к по-

ясу на усилия в элементах ППФ при горизонтальном изгибе и кручении приведены в табл. 3. 

Учет в расчете на кручение и горизонтальный изгиб составляющей от внецентренного 

примыкания элементов решетки к ездовому поясу оказывает разгружающее влияние на работу 

пояса. При этом момент от расцентровки узла оказывает негативное влияние на усилия в эле-

ментах решетки. Процентное отклонение QZ в расчетной схеме ППФ без учёта расцентровки 

от QZ в расчетной схеме ППФ с учётом расцентровки – 12 %. Таким образом, при предвари-

тельном расчёте ездового нижнего пояса на горизонтальный изгиб и кручение расцентровку 

узлов целесообразно не учитывать. 
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а) б) 

  
  

в) г) 

  

 

Рис. 8. Эпюры эквивалентных напряжений в нижнем поясе ППФ:  

а) пространственной расчётной схемы; б) плоской расчётной схемы с жесткими узлами – см. рис. 6;  

в) плоской шарнирно-стержневой расчётной схемы с неразрезным нижним поясом с учетом расцентровки узлов  

и (г) без учета расцентровки узлов – см. рис. 5 

 
 

Таблица 3 

Влияния расцентровки узлов на усилия в элементах ППФ при горизонтальном изгибе и кручении  

 

Максимальные  

усилия 

При горизонтальном изгибе При кручении 

С учётом 

расцентровки 

Без учёта 

расцентровки 

Процентное 

отклонение, 

% 

С учётом 

расцентровки 

Без учёта 

расцентровки 

Процентное 

отклонение, 

% 

В ездовом нижнем поясе 

𝑀к,𝑚𝑎𝑥, кНм 2,1 2,3 -9,5 31,1 33,8 -8,7 

𝑀𝑧,𝑚𝑎𝑥 , кНм -342,0 -342,7 -0,2 42,5 41,3 2,8 

𝑄𝑦,𝑚𝑎𝑥 , кН -14,7 -14,8 -0,7 0,2 0,6 -200,0 

В элементах решетки 

𝑀𝑦,𝑚𝑎𝑥 , кНм -11,9 -11,2 5,9 -49,3 -48,6 1,4 

𝑄𝑧,𝑚𝑎𝑥, кН 1,0 0,9 10,0 8,2 7,2 12,2 

 

Заключение 

1. Момент от внецентренного примыкания элементов решетки к нижнему поясу оказы-

вает значительное негативное влияние на напряженное состояние нижнего пояса. Вклад мо-

мента от расцентровки узла в общий изгибающий момент нижнего пояса для рассматриваемой 

ППФ – 22 %. Напряжения, полученные аналитическим расчётом без учёта расцентровки узлов 

в нижней полке, на 31 % ниже напряжений, полученных численным расчётом, в верхней полке – 
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на 26 %, в стенках – на 11 %. Следует учитывать составляющую от внецентренного примыка-

ния элементов решетки к ездовому поясу при расчете ППФ на вертикальный изгиб. 

2. Для анализируемой ППФ учет в расчете на кручение и горизонтальный изгиб состав-

ляющей от внецентренного примыкания элементов решетки к ездовому поясу оказывает раз-

гружающее влияние на работу пояса. Поэтому в соответствии с [9, 18] на стадии предвари-

тельного расчёта ездового нижнего пояса на горизонтальный изгиб и кручение расцентровку 

узлов допускается не учитывать. 

3. Момент от расцентровки узла при кручении и горизонтальном изгибе может приве-

сти к увеличению внутренних усилий в элементах решетки.  

4. Метод определения узловых моментов от расцентровки узла, используемый при рас-

чёте лёгких ферм с жесткими узлами, применим на стадии предварительного расчёта ППФ как 

однопролётной конструкции. Для рассматриваемой системы аналитическое определение мо-

мента от расцентровки узла с вычислением нормальных усилий пояса по расчётной схеме с 

неразрезным нижним поясом даёт погрешность 1 % в сравнении с численным методом. Ана-

литическое определение момента от расцентровки узла с вычислением нормальных усилий 

пояса по статически определимой расчётной схеме с разрезным нижним поясом даёт погреш-

ность 8 % в сравнении с численным методом. 

Сведения о финансировании: статья подготовлена при финансовой поддержке гранта 

«Фундамент будущего», который проводится в рамках программы развития ННГАСУ, реали-

зуемой по программе академического лидерства «Приоритет 2030», в аспекте развития 

научно-исследовательской политики университета. 
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Введение. Представлена методика оптимального проектирования тавра, являющегося исходным элемен-

том двутавра, и результаты его экспериментального исследования в составе балки, предварительно напряженной 

вытяжкой стенки. Предмет исследования – зависимости геометрических параметров и параметров несущей спо-

собности стального тавра и двутавра, а также сопоставительный анализ теоретических выводов о напряженно-

деформированном состоянии балок с его результатом, полученным в процессе натурного эксперимента. Объек-

том исследования является стальная балка, предварительно напряженная вытяжкой стенки. 

Материалы и методы. Исследование базируется на методах сопротивления материалов, теории опти-

мального проектирования поперечных сечений сплошностенчатых металлических строительных конструкций и 

практике проведения натурных экспериментальных исследований конструкций. 

Результаты. Выполнено оптимальное проектирование тавра и двутавра, установлена взаимозависи-

мость геометрических параметров и параметров несущей способности элементов. Проведено сравнение теорети-

ческих и экспериментальных относительных деформаций в стенке и верхнем поясном листе тавра. На основе 

теории вероятности определено математическое ожидание, среднее квадратическое отклонение эксперименталь-

ных и среднеарифметических значений относительных деформаций, определена плотность распределения де-

формаций и доверительный интервал значений.  

Выводы. Теоретические предпосылки о напряженном состоянии тавра посредством вытяжки его стенки, 

являющегося исходным элементом двутавра, хорошо согласуются с результатами натурного экспериментального 

исследования. 

 

Ключевые слова: предварительное напряжение, вероятностная оценка относительных деформации и напряжений. 

 

Введение. Одним из направлений развития строительного комплекса является исполь-

зование прогрессивных конструкций, изделий, материалов стройиндустрии, обеспечивающих 

технический и экономический эффект от их применения. Этим параметрам в полной мере со-

ответствуют металлические строительные конструкции, которые особенно эффективны для 

строительства в экстремальных условиях. 

Поэтому очевидно, что создание и совершенствование их конструктивных форм явля-

ется важнейшей задачей развития строительного комплекса. Одним из путей решения указан-

ной задачи является создание эффективных строительных конструкций повышенной несу-

щей способности. В полной мере этому критерию отвечают стальные тонкостенные балки, 

предварительно напряженные без затяжек. Из всего многообразия способов предваритель-

ного напряжения наиболее эффективным является способ напряжения посредством вытяжки 

тонкой стенки балки, которая в напряженном состоянии присоединяется к ее верхнему по-

ясу. После снятия усилий предварительного напряжения в стенке, к образовавшемуся тавру 
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присоединяется нижний пояс без усилий предварительного напряжения. Представляет инте-

рес соотношение параметров несущей способности тавра и двутавра. Решению этой задачи 

посвящена настоящая работа. 

В качестве примеров применения предварительного напряжения можно назвать ору-

жейное производство, судостроение, производство емкостей для хранения жидкостей, этот во-

прос хорошо освещен в работе Э. Г. Ратца [1]. 

Впервые в России практическую проверку предварительно напряженные строительные 

конструкции, созданные В. Г. Шуховым [2], получили при строительстве павильонов ярмарки 

в Нижнем Новгороде.  

Натурный эксперимент, подтверждающий теоретические выводы, позволил Е. И. Бе-

лене [3], Ю. Гайдарову [4], В. М. Вахуркину [5], Б. Н. Сперанскому[6], В. В Бирюлеву [7],  

А. А. Воеводину [8] и др. сформулировать доказательную базу о надежности и экономической 

эффективности металлических строительных конструкций, предварительное напряжение в ко-

торых создавалось с помощью высокопрочной затяжки. 

Совершенствование способов предварительного напряжения и методов эксперимен-

тального исследования строительных металлических конструкций нашло отражение в иссле-

дованиях И. Г. Клинова [9], М. Н. Лащенко [10], Е. И. Ванштейна [11], А. А. Иодчика [12],  

В. А. Кравчука [20] и Е. В. Кравчука [13]. 

К настоящему моменту в практике проведения научно-исследовательских работ нашли 

применение экспериментальные исследования с помощью станций GPS [14], по критерию соб-

ственных колебаний элементов [15], по критерию сейсмической прочности [16], на основе ди-

намической жесткости [17], на основе токов сверхвысоких частот [18] и др. 

Для обработки результатов натурных экспериментов разработана стройная система ана-

литических зависимостей, базирующихся на теории вероятности и математической статистике, 

изложенной в работах В. В. Болотина [19] и его последователей. 

Цель работы – показать эффективность предварительного напряжения стальных строи-

тельных балок посредством вытяжки их тонкой стенки. 

Объект исследования – стальные разрезные предварительно напряженные балки. 

Предмет исследования – зависимость геометрических параметров и параметров несу-

щей способности стального тавра и двутавра, а также анализ теоретических выводов о напря-

женном деформированном состоянии балок с его результатом, полученным в процессе натур-

ного эксперимента.  

Модели и методы. Предварительное напряжение стальной тонкостенной балки сво-

дится к вытяжке в продольном направлении ее стенки до напряжений, равных начальному кон-

тролируемому напряжению 
ko  (рис. 1а), присоединению к предварительно напряженной 

стенке анкерного поясного листа 
foA  (рис. 1б) и снятию усилий предварительного напряжения 

стенки. За счет обратных упругих деформаций материала стенки тавр, образованный стенкой и 

поясным листом, сжимается напряжением o . Поскольку усилие предварительного напряжения 

стенки балки okwoo AN =  прикладывается по ее центру тяжести, а центр тяжести тавра смеща-

ется вверх на расстояние '

3y , то указанное усилие создает изгибающий момент '

3yNM oo = ,  

сопровождающийся изгибными предварительными напряжениями v  и n  (рис. 1в). На осно-

вании принципа независимости действия сил алгебраическое сложение напряжений ,  ,  ok o v    

и n  позволяет получить по поперечному сечению тавра предварительные нормальные напря-

жения, представленные на рис. 1г: 

− в анкерном верхнем поясе:  
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− в верхней зоне стенки: 
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− в нижней зоне стенки: 

 .
)12(
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+
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K

Kk
wn


  (3) 

В зависимостях (1)–(3) [20, с. 111] 
2 1/K y y=  – коэффициент асимметрии поперечного 

сечения двутавра (рис. 2б); 
ok  – начальное предварительное напряжение стенки балки. 

 

 
 

Рис. 1. График распределения предварительных нормальных напряжений по сечению тавра: 

а) растягивающие нормальные напряжения в стенке балки; б) сжимающие нормальные напряжения в тавре;  

в) изгибные нормальные напряжения в тавре; г) суммарные напряжения в тавра 

 

Оптимальные параметры тавра и двутавра. Поскольку тавр, составленный из 

стенки woA  и его верхнего поясного листа
foA , является составной частью двутавра (рис. 2), 

целесообразно изучить соотношение параметров несущей способности тавра и двутавра. По-

иск базируется на одном из методов оптимального проектирования сечений строительных 

металлических конструкций, в основу которого положен метод решения экстремальных за-

дач, суть которого в оптимизации аналитических выражений, включающих в себя неизвест-

ные оптимизации. В качестве аналитического выражения принят момент инерции сечения 

тавра (рис. 2). 

 12/22'

3

2'

1 hAyAyAI wowofoxt ++= .  (4) 

 

 
 

Рис. 2. Расчетная схема тавра и двутавра на стадии изготовления балки,  

предварительно напряженной вытяжкой стенки 
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Заметим, что `

1

`

3 2/ yhy −=  (рис. 2а). Подстановка этого значения в зависимость (4) поз-

воляет записать: 

.12/4/ 2`2

1

`

1

22`

1 hAyAhyAhAyAI wowowowofoxt ++−+=  

В последней интерпретации момент инерции тавра xtI  представляет собой зависимость 

второй степени, включающую в себя геометрический параметр 
'

1y , характеризующий положе-

ние центра тяжести тавра. Степенная зависимость описывает некоторую кривую, угол наклона 

касательной к которой может быть характеристикой одного из неизвестных оптимизации. По-

скольку угол наклона касательной в экстремуме кривой равен нулю, то, приравнивая к нулю 

первую производную от xtI  по переменному 
'

1y , можно определить аналитическое выраже-

ние, определяющее одно из положений центра тяжести тавра: 

 ,220 `

1

`

1`

1

wowofo
x AyhAAy

dy

dI
+−==  (5) 

откуда: 
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)1(2)(2 00
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h
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wo  (6) 

где  ./ 000 wf AA=  

С учетом выражения (6): 

 
' 0

2 1

0

(2 1)
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2( 1)

h
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 .
)1(22 0
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Из геометрии тавра (рис. 2а) коэффициент асимметрии сечения: `

1

`

20 y/yK = . Учиты-

вая, что `

10

`

2 yKy =  и `

1

`

2 yhy −= , соответствующие расстояния от центра тяжести тавра до 

характерных точек сечения, выраженные через его коэффициент асимметрии: 

0

`

1
1 K

h
y

+
= ;   

0

0`

2
1 K

hK
y

+
= ; 

 )1(2/)1( 00

`

3 +−= KKhy . (9) 

После сравнения выражений (8) и (9) находим, что соотношение площадей верхнего 

пояса и стенки тавра подчиняется зависимости: 

 
2

10
0

−
=

K
 , (10) 

а коэффициент асимметрии тавра: 

 12 00 += K . (11) 

Зависимости, определяющие расстояние от центра тяжести тавра до характерных точек 

сечения, можно получить и другом виде, если в формулу (6) ввести коэффициент 
0A

Awo
wo = , 

где 
fowoo AAA += . 
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Тогда: 

 
22)(2

0'

1
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1
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2
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 .
2

)1(

2
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2

'

3
wohh

yy
−

=−=  (14) 

Сравнивая 
'

1y  по зависимости (6) и 
'

1y  из зависимости (12), находим коэффициент, ха-

рактеризующий распределение материала по стенке тавра: 

 
)1(

1

+
=

o

wo


 . (15) 

Коэффициент wo
owofowowo AAAAA /)/( =+=  определим из условия, что стенка тавра 

woA  и его верхний поясной лист 
foA  принадлежат и двутавру (рис. 2). Изложенное условие 

требует записать: 

 
0 0( ) ;

( ) .

wo wo wo f wo

wo w wo fo fn w o w fn

A A A A

A A A A A A
 (16) 

Здесь AAwow /= ; А – площадь двутавра. 

Сопоставляя зависимости (16) и учитывая, что площадь тавра 
fno AAA −=  ( −fnA пло-

щадь нижнего пояса), находим, что  

 .
1 fn

w
wo






−
=  (17) 

Заметим, что единицу в знаменателе выражения (17) можно рассматривать как сумму 

коэффициентов распределения материала поясных листов и стенки по сечению двутавра: 

fnfvw  ++=1 . 

Учитывая изложенное, 

 
fvw

w
wo






+
= . (18) 

Если в выражение (18) подставить известную зависимость, характеризующую распре-

деление материала по верхнему поясу двутавра: 

21

w
fv

K

K 
 −

+
= , 

то можно получить коэффициент wo , зависящий от асимметрии двутавра K и коэффициента 

AAwow /= , определяющего отношение площади стенки двутавра woA  к площади попереч-

ного сечения двутавра А: 
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2 ( 1)

.
2 ( 1)

w w
wo

w fv w

K

K K
 (19) 

Сравнивая между собой выражения (15) и (17), устанавливаем, что коэффициент, ха-

рактеризующий соотношение площади поясного листа 
foA  и площади стенки тавра 

wofoo AA /=  для двутавра выражается зависимостью: 

 .
1

w

wfn

o





−−
=  (20) 

Сопоставляя расстояние '

3y , определенное по зависимостям (9) и (14), можно опреде-

лить взаимосвязь между коэффициентом распределения материала по поясному листу и 

стенке тавра 
wofo  /0 =  и коэффициентом асимметрии тавра '

1

'

2 / yyKo = : 

2

1
0

−
= oK

 . 

В данном случае коэффициент o  нашел подтверждение зависимостью (10). 

Подставляя 2/)1( −= oo K  в выражение (15), можно найти новую интерпретацию коэф-

фициента распределения материала по стенке тавра: 
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Момент инерции поперечного сечения тавра, выраженный через коэффициент асим-

метрии 0K , имеет вид: 
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Соответствующие моменты сопротивления: 
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Учитывая формулы (18) и (21) а также известные выражения, характеризующие рас-

пределение материала по верхнему поясу двутавра: 

,
21

w
fv

K

K 
 −

+
=  

где −K  коэффициент асимметрии сечения двутавра, −w коэффициент распределения мате-

риала по стенке двутавра, получим выражение коэффициента асимметрии тавра через пара-

метры двутавра: 
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откуда: 
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или же: 

 .
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Для определения параметров несущей способности двутавра запишем его момент инер-

ции, включающий неизвестные оптимизации – геометрические размеры 21, yy , определяющие 

его положение центра тяжести (рис. 2б): 

 .12/2

3

2

2

2

1 hAyAyAyAI wwfnfvx +++=  (27) 

Здесь ;AA fvfv = −= AA fnfn   площади сечения верхнего и нижнего поясных листов 

двутавра, выраженные через коэффициенты распределения материала по сечению двутавра 

fv  и 
fn . 

Поскольку ,12 yhy −=  а ,2/ 13 yhy −=  после подстановки этих значений в (27) и по-

следующей минимизации указанного выражения 
1

0xdI

d

 
= 

 
 находим: 

 1 (2 );
2

fn w

h
y =  +   (28) 

 ).22(
2

2 wfn

h
y  −−=  (29) 

Учитывая, что коэффициент асимметрии сечения двутавра 
1

2

y

y
K = , находим, что 

1

1

h y
K

y

−
=  или: 

 
1

1
+

=
K

h
y ; (30) 

 2
1

hK
y

K
=

+
; (31) 

 
)1(

)1(

2
3

+

−
=

K

Kh
y . (32) 

Анализируя зависимости (28) и (29) и сопоставляя их с соответствующими аналитиче-

скими выражениями (31) и (32), находим коэффициенты распределения материала по сече-

ниям поясных листов двутавра: 

 ;
21

1 w
fn

K


 −

+
=  (33) 

 .
21

w

fv
K

K 
 −

+
=  (34) 
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Момент инерции двутавра 
xI  и моменты сопротивления его крайних верхней и нижней 

зон xvW  и xnW  с учетом зависимостей (33) и (34) преображаются к виду: 

 
 

6

)1(6

)1(
I

2

2

2

x

+−

+
=

KK

K

Ah w ;  (35) 

 
( )

( ) 
6

16

1

2
+−


+

=
KK

K

Ah
W w

xv


;   ./ KWW xvxn =  (36) 

Общеизвестно, что высоту двутавра можно записать как: 

 
wwonAh = =

w

w
t

h
ht  =

ww An =
ww An2/1 ,  (37) 

где wn  – гибкость стенки, ww thn /= ; −wt  толщина стенки. 

Подстановка h  в одно из выражений момента сопротивления двутавра и оптимизация 

его по переменному 0)/( =wxtvw ddW   позволяют получить выражение для оптимального ко-

эффициента распределения материала по сечению стенки двутавра: 

 
2)1(

2

+
=

K

Kopt

w .  (38) 

С учетом opt

w : 

 
2

2

)1(3

2

+
=

K

KAh
I x

;  (39) 

 
)1(3

2

+
=

K

AhK
W ;  (40) 

 
2

2

)1( +
=

K

K
fv ; (41) 

 
2)1(

1

+
=

K
fn .  (42) 

Если коэффициент асимметрии сечения K = 1,0, что соответствует двутавру, симмет-

ричному относительно оси X-X, то параметры несущей способности и распределения матери-

ала по сечению двутавра приобретают известные значения [21]: 

2 / 6opt

xI Ah ;  / 3opt

xvW Ah ; 

0,5opt

w
;  0,25.opt opt

xv xn
  

Теперь вернемся к параметрам тавра. Выразим их через геометрические параметры дву-

тавра: 

− коэффициент, соотношения площади верхнего пояса и стенки – на основании зави-

симостей (38) и (42): 

 
2 2

0 2

( 1)

( 1) 2 2

fv

w

K K K

K K
; (43) 
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− коэффициент асимметрии тавра – на основании выражений (25) и (38): 

 Ko = K + 1;  (44) 

− коэффициент, характеризующий распределение материала стенки тавра, – на осно-

вании выражений (38) и (42): 

 
)2(

2

+
=

+
=

Kfvw

w
wo




 ;  (45) 

− площадь поперечного сечения тавра – с учетом зависимостей (38) и (41): 

 
20

)1(

)2(

+

+
=

K

KAK
A ;  (46) 

− момент инерции тавра – на основании зависимостей (22) и (41): 

 
)2()1(3

)12(
2

2

++

+
=

KK

KKAh
I xt

;  (47) 

− момент сопротивления крайних и нижних точек тавра – (25) и (26): 

 
2)1(3

)12(
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+
=

K

KAhK
Wxtv

; (48) 

 
3)1(3

)12(

+

+
=

K

KAhK
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; (49) 

− соотношение моментов инерции тавра и двутавра – с учетом выражений (39) и (44): 

 
)12(

)2(2
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+
=

K

K

I

I

xt

x ;  (50) 

− максимальная несущая способность тавра: 

 
2.max

)1(3

)12(

+

+
==

K

KAKhR
WRM

y

xtnyt
.  (51) 

Экспериментальное исследование напряженно-деформированного состояния 

тавра на стадии изготовления предварительно напряженной балки. Выше (выражения 

(1)–(3)) на основании критериального подхода к формированию оптимального поперечного 

сечения тавра (выражения (43)–(51)) сформулированы аналитические зависимости напряже-

ний в исходном сечении балки. 

Напряженное состояние стенки в процессе ее предварительного напряжения контроли-

ровалось образцовым динамометром ДОР-20, тензорезисторами, установленными по схеме на 

рис. 3, а также тензометрами Аистова ТА-2.  

Проверка достоверности теоретических выводов о напряженном состоянии предвари-

тельно напряженного тавра проведена на 10 натурных образцах марки ВТ (табл. 1). Для исклю-

чения влияния сварочных напряжений на напряжения по сечению тавра стенка к поясу из двух 

парных неравнополочных уголков присоединялась на эпоксидной композиции ЭД-5. 

Начальное контролируемое напряжение во всех испытуемых натурных тавровых об-

разцах принималось равным 10,0 кH/см2. 

Для проверки соответствия теоретических нормальных напряжений их эксперимен- 

тальным данным по стенке и поясам было установлено 225 тензорезисторов, позволяющих 
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фиксировать продольные, поперечные и сдвиговые деформации, 180 из которых установлены в 

виде «розеток» в приопорных узлах, 25 – на оставшейся длине конструкции и 20 – по длине 

пояса тавра (рис. 3). 
 

Таблица 1 

Геометрические размеры параметры несущей способности тавра 

 

Обозначение 

образца 

Эскиз 

сечения 

Кол-во, 

шт. 

Состав сечения, мм 

А, см2 

Геометрические характеристики 

Верхний 

пояс 
Стенка  Ix, см4 Iy, см4 Wxv, см3 Wxn, см3 

ВТ-1 

 

1 45×28×4 378×2 13,6 2295 25,96 18,8 8,25 

ВТ-2 1 - 372,6×2,1 13,4 2295,1 25,93 18,7 8,25 

ВТ-3 1 - 372×2 13,6 2295 25,96 18,65 8,2 

ВТ-4 1 - 371×1,98 14,0 2295,2 25,90 18,73 8,24 

ВТ-5 1 - 372×2,1 13,5 2295 25,96 18,8 8,23 

ВТ-6 1 - 372×2 13,6 2295 25,98 18,65 8,2 

ВТ-7 1 - 372×2 13,6 2295 25,96 18,8 8,23 

ВТ-8 1 - 372×1,98 13,46 2295 25,95 18,9 8,24 

ВТ-9 1 - 372×1,98 13,56 2295 25,95 18,96 8,25 

ВТ-10 1 - 372×2 13,6 2295 25,96 18,8 8,25 

 

В основу определения нормальных напряжений в конструкции положен закон Гука.  

Характер распределения нормальных напряжений по длине пояса тавра показан в сече-

нии XII–XII, крайней верхней зоне стенки – сеч. XIII–XIII, и крайней нижней зоне стенки –  

сеч. XVII–XVII (рис. 4). 

 

 
 

Рис. 3. Расстановка тензорезисторов по тавру  

(исходному элементу предварительно напряженной балки) 

 

Эпюры распределения нормальных напряжений в характерных сечениях тавра (рис. 3) 

представлены на рис. 5. Из рис. 5 следует, что форма распределения нормальных напряжений 

по стенке тавра соответствует теоретическому распределению (см. рис. 1г). Результаты заме-

ров относительных деформаций в процессе экспериментального исследования изложены в 

табл. 2. Форма распределения относительных деформаций и на их основе нормальных напря-

жений, полученных на клееболтовых предварительно напряженных образцах, полностью сов-

падает и для сварных предварительно напряженных балок. 
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Рис. 4. Нормальные напряжения по длине экспериментального образца ВТ-1 
 

 
 

 
 

Рис. 5. Эпюры нормальных напряжений в тавре марки ВТ (см. рис. 3): 

1 – теоретические; 2 – экспериментальные 
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Таблица 2 

Относительные деформации  

в верхней и нижней зонах стенки клееболтовых образцов таврового сечения 

 

Образцы 

ВТ-1 ВТ-2 ВТ-3 ВТ-4 ВТ-5 ВТ-6 ВТ-7 ВТ-8 ВТ-9 ВТ-10 

Относительные деформации в крайних верхних зонах стенки тавра εv 

0,000293 0,000294 0,000291 0,000292 0,000293 0,000293 0,0002926 0,0003014 0,0003015 0,0003036 

Относительные деформации в крайних нижних зонах стенки εn 

0,0001465 0,0001470 0,0001459 0,0001463 0,0001467 0,0001468 0,0001463 0,0001507 0,0001507 0,0001518 

 

Обработка результатов численных значений относительных деформаций ε, получен-

ных в результате натурного эксперимента методами теории вероятности, показала, что мате-

матическое ожидание (среднее арифметическое значение относительных деформаций): 

 

4 4 4 4 4

1

4 4 4 4 4
4

2,933 10 2,944 10 2,912 10 2,925 10 2,934 10

10

2,935 10 2,926 10 3,014 10 3,015 10 3,036 10
2,957 10 .

10

n

ix

x
n

− − − − −

− − − − −
−

 +  +  +  + 
= = +

 +  +  +  + 
+ = 



 (52) 

Среднее квадратическое отклонение, характеризующее отклонение экспериментальных 

данных от их среднеарифметического значения, определяется зависимостью: 

 

2

1

( )

,

n

i

i

x x

S
n

,

)(
1

2

n

xx

S

n

i
i

=

−

−

=   (53) 

где  −=
− n

ixx
1

 среднее арифметическое значение экспериментальных данных; −ix  числен-

ные значения отдельного эксперимента; −n  количество экспериментальных данных. 

 

4 4 2 4 4 2

10 5

(2,933 10 2,957 10 ) ..... (3,036 10 2,957 10 )

10

1,749 10 1,32 10 0,0000132.

S
 (54) 

Напряжение, соответствующее среднему квадратическому отклонению, на основании 

закона Гука 
s SE = : 

 0,0000132 21000 0,2777s =  =  кН/см2. (55) 

Обеспеченность экспериментальных данных определяется разностью между средне-

арифметическим значением относительных деформаций и их квадратическим отклонением, 

деленным на среднеарифметическое значение: 

 95633,0
0002957,0

0002825,0

0002957,0

)0000132,00002957,0(
)(

1

1 ==
−

=

−

=





n

n

x

Sx

D . (56) 
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Плотность распределения экспериментальных замеров относительных деформаций: 

 ,
2

1
)((

2

2

2

)(





−

−
−

=

xx

exf  (57) 

где −  дисперсия (мера разброса значений случайной величины относительно ее математи-

ческого ожидания – среднее квадратическое отклонение, возведенное в квадрат): 

 

2

2 1

( )
n

ix x

n
; (58) 

−e  экспонента, 2,718.e =  

Поскольку численные значения замеренных относительных деформаций, их средние 

арифметические значения, квадратическое отклонение и дисперсия величины очень малы, экс-

понента в степени, приближающейся к нулю, практически равна единице, и плотность распре-

деления )(xf  слишком высока. На рис. 6 представлен график распределения эксперименталь-

ных относительных деформаций ε, построенный по данным табл. 2. График напоминает нор-

мальный закон распределения. 

 

 
 

Рис. 6. График распределения относительных деформаций  

в предварительно напряженных образцах таврового сечения 

 

Выводы. Сравнение среднеарифметических нормальных напряжений, полученных 

экспериментальным путем, с их теоретическими значениями, свидетельствует о хорошей схо-

димости сопоставимых параметров, расхождение составляет 7,8 %.  
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Изложенное позволяет заявить о совершенстве методики определения предваритель-

ных напряжений в характерных зонах поперечного сечения балки, хорошем совпадении тео-

ретических и экспериментальных данных, о чистоте натурного эксперимента и дает основание 

полагать, что теоретические выводы, касающиеся напряженно-деформированного состояния 

балок, будут соответствовать напряженному состоянию в предварительно напряженных бал-

ках, входящих в каркас зданий и сооружений. 
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Introduction. The article presents the methodology of optimal design of a T-beam, which is the initial element 

of an I-beam, and the results of its experimental study as part of a beam prestressed by drawing the wall. The subject of 

the study is the dependencies of the geometric parameters and the parameters of the non-load-bearing capacity of a steel 

T-beam and an I-beam, as well as a comparative analysis of theoretical conclusions about the stress-strain state of beams 

with its result obtained in the process of a full-scale experiment. The object of the study is a steel beam prestressed by 

drawing the wall. 

Materials and methods. The study is based on the methods of strength of materials, the theory of optimal design 

of cross-sections of solid-wall metal building structures and the practice of conducting full-scale experimental studies of 

structures. 

Results. The optimal design of a T-beam and an I-beam was performed, the interdependence of the geometric 

parameters and the parameters of the load-bearing capacity of the elements was established. A comparison of theoretical 

and experimental relative deformations in the web and the upper chord sheet of the T-beam was carried out. Based on the 

probability theory, the mathematical expectation, the mean square deviation of the experimental and arithmetic mean 

values of relative deformations were determined, the distribution density of deformations and the confidence interval of 

values were determined. 

Conclusions. Theoretical assumptions about the stress state of the T-beam by stretching its wall, which is the 

initial element of the I-beam, are in good agreement with the results of the full-scale experimental study. 

 

Keywords: preliminary stress, probabilistic assessment of relative deformations and stresses. 
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Представлены результаты экспериментального исследования плит из древесины перекрестно клееной 

(ДПК) с утолщенными продольными слоями. Для проведения испытаний собран испытательный стенд в виде 

шарнирно опертой плиты из ДПК. Были получены значения максимального поперечного прогиба, нормальных 

напряжений при различных значениях нагрузки и частоты собственных колебаний испытательного образца. 

Целью исследования являлось сопоставление результатов эксперимента и численной модели плиты из ДПК 

для подтверждения ранее полученных закономерностей. Кроме того, проверена применимость закономерности 

В. И. Коробко для плиты из ДПК с целью развития методов динамического контроля качества строительных 

конструкций. Полученные результаты эксперимента обладают высокой сходимостью с численной моделью и 

подтверждают применимость использованных численных методов для реальных конструкций из данного ма-

териала. 

 

Ключевые слова: деревянные конструкции, древесина перекрестно клееная, CLT, максимальный прогиб, ча-

стота собственных колебаний, составная пластина.  

 

Введение. Древесина перекрестно клееная (ДПК, или CLT) является относительно но-

вым материалом на российском рынке строительных материалов. Данный материал представ-

ляет собой деревянную плиту, состоящую из нескольких слоев, накрест склеенных ламелей [1]. 

Несмотря на наличие различных научно-исследовательских работ по изучению несу-

щей способности ДПК [2–4], существует необходимость более широкого исследования кон-

струкций из ДПК с учетом различных геометрический вариаций плит, так как проектирование 

нестандартных сечений может быть обусловлено технико-экономическими показателями объ-

екта строительства. 

Кроме исследования несущей способности плиты, необходимо развитие методов кон-

троля качества строительных конструкций из ДПК. Одним из таких является метод динамиче-

ского контроля, опирающийся на закономерность В. И. Коробко [5], устанавливающую взаимо-

связь между максимальным прогибом W0 и частотой собственных колебаний конструкции ω: 

𝑊0 ⋅ 𝜔2 = 𝐾
𝑞

𝑚
. (1) 

Важной особенностью данной закономерности является то, что коэффициент К явля-

ется постоянной для различных видов граничных условий.  

 
7© Трошин М. Ю., Коробко А. В., 2025  



ISSN 2219-1038 (print)  Выпуск 1 (44), 2025 
 

80 

В предыдущих работах [6–7] была разработана и опробована расчетная модель много-

слойной плиты из ДПК, позволяющая определить все необходимые параметры плиты при раз-

личных геометрических вариациях и граничных условиях. 

Целью настоящего исследования является проведение экспериментальных исследова-

ний и сопоставление результатов эксперимента с численной моделью для оценки применимо-

сти разработанной расчетной модели и корректности установленных закономерностей. 

Методы исследования. Для исследования был собран испытательный стенд (рис. 1), 

представляющий собой 2 опоры и размещенный на них опытный образец плиты, со следую-

щими параметрами: длина всей плиты – 2000 мм, ширина всей плиты – 400 мм, толщина 

плиты – 50 мм, ширина ламелей в слоях – 100 мм, толщина ламелей – 10 мм (рис. 2). Материал 

плиты – сосна. Расстояние между опорами составляет 1900 мм. С помощью данных опор обес-

печивается шарнирный вид опирания конструкции. Утолщение продольных слоев плиты обес-

печено путем приклеивания дополнительного слоя досок в продольном направлении волокон.  

 

  

 

Рис. 1. Схема испытательного стенда 

 

Рис. 2. Продольное и поперечное сечения  

опытного образца 

 

Для исследования статических параметров конструкции плита загружалась в 5 ступе-

ней равномерно распределенной нагрузкой с помощью силикатных кирпичей, взвешенных с 

точностью до 10 г (рис. 3). Таким образом была обеспечена интенсивность нагрузки для каж-

дой ступени: 0,246, 0,489, 0,734, 0,967, 1,207 кН/м.  

 
а) б) 

  

в) г) 

  

д) 

Рис. 3. Нагружение плиты по ступеням: 

а) 1 ступень (0,246 кН/м); б) 2 ступень (0,489 кН/м);  

в) 3 ступень (0,734 кН/м); г) 4 ступень (0,967 кН/м);  

д) 5 ступень (1,207 кН/м) 
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Максимальный прогиб конструкции измерялся в центре пролета плиты с помощью 

двух индикаторов часового типа ИЧ-25. Нормальные напряжения в плите измерены с помо-

щью тензометрического метода измерения напряжений, реализованного с использованием 

тензостанции ZET 017-T. Показания снимались тензорезисторами с сопротивлением 

R = 200 Ом и базой основания l = 20 мм, приклеенными в двух контрольных точках (рис 4). 

Ввиду того, что конструкция работает на изгиб, использована полумостовая схема измери-

тельного моста Уитстона [8]. Для достижения высокой точности и стабильности результатов 

нагружение конструкции проводилось 3 раза. Каждая ступень выдерживалась не менее 15 ми-

нут для нарастания внутренних напряжений и деформаций в плите [9].  

 
а) б) 

 

 

 

Рис. 4. Расположение тензорезисторов на конструкции:  

а) вид сбоку; б) вид сверху 
 

Для исследования динамических параметров плиты определялась основная циклическая 

частота собственных колебаний конструкции при воздействии импульсной нагрузки (удара). 

Измерения проводились посредством виброанализатора «ВИБРАН-3» с трех датчиков с раз-

личной чувствительностью канала для выбора наиболее читаемой виброграммы (рис. 5). Для 

достижения точности динамических исследований испытания проводились не менее 5 раз.  

 

 
 

Рис. 5. Измерения с помощью виброанализатора «ВИБРАН-3» 
 

Для сопоставления результатов исследования был произведен расчет методом конечных 

элементов в вычислительном комплексе SCAD++. Была построена расчетная модель в виде 

составной пластины с ортотропными свойствами [10–11] конечных элементов в слоях (рис. 6).  
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Рис. 6. Общий вид  

расчетной плиты из ДПК 

 

Ввиду того, что данная конструкция состоит из большого количества склеенных друг с 

другом ламелей, определение фактического кратковременного модуля упругости является 

сложной задачей, ввиду чего конечным элементам заданы упругие свойства в соответствии с 

нормативной документацией (табл. 1 [12]).  
 

Таблица 1 

Упругие характеристики слоев в расчетной модели 
 

Направление волокон Ey, кН/м2 Ex, кН/м2 Gxy, кН/м2 xy yx 

Продольное 1×107 4×105 5×105 0,45 0,018 

Поперечное 4×105 1×107 5×105 0,018 0,45 

 

Точность полученных результатов исследования оценивалась с помощью статистиче-

ской обработки, в результате определены: средние арифметические прогибов и нормальных 

напряжений 𝑋̅, среднее квадратическое отклонение S, средняя ошибка Sr, коэффициент вари-

ации V и относительная точность Pγ. Значение коэффициента Стьюдента t = 4,303. 

Результаты и обсуждение. Результаты исследования деформативности плиты из ДПК 

с утолщенными продольными слоями приведены в табл. 2. Статистическая обработка значе-

ний показала, что относительная точность исследований Pγ не превышала 8 %.  
 

Таблица 2 

Прогибы экспериментального образца 
 

Номер 

опыта 

Нагрузка, 

кН/м 

Прогиб  

по ИЧ 

№ 1, мм 

Прогиб  

по ИЧ 

№ 2, мм 

Среднее значе-

ние прогиба в 

опыте W0, мм 

Расчетное зна-

чение прогиба 

W0расч, мм 

Отклонение экспери-

ментального значения 

от расчетного, % 

1 

0 0 0 0 0 0 

0,246 1,03 1,02 1,03 0,97 5 

0,489 2,03 2,00 2,02 1,93 4 

0,734 3,03 3,00 3,02 2,89 4 

0,967 3,98 3,95 3,97 3,81 4 

1,207 4,67 4,92 4,80 4,75 1 

2 

0 0 0 0 0 0 

0,246 1,00 1,06 1,03 0,97 6 

0,489 2,00 2,07 2,04 1,93 5 

0,734 3,02 3,08 3,05 2,89 5 

0,967 3,97 4,03 4,00 3,81 5 

1,207 4,94 5,00 4,97 4,75 4 

3 

0 0 0 0 0 0 

0,246 1,02 1,04 1,03 0,97 6 

0,489 2,03 2,04 2,04 1,93 5 

0,734 3,04 3,05 3,05 2,89 5 

0,967 3,98 4,00 3,99 3,81 5 

1,207 4,71 4,99 4,85 4,75 2 
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Для каждой ступени нагружения плиты получены средние арифметические значения 

прогибов, равные 1,03, 2,03, 3,04, 3,99, 4,85 мм соответственно. Значения максимального про-

гиба плиты из ДПК с утолщенными продольными слоями изменяются в соответствии с рис. 7. 

 

 
 

Рис. 7. Расчетные и экспериментальные значения прогибов 

 

Отклонения экспериментального прогиба от расчетного составляют от 2 до 6 %, что 

свидетельствует о высокой сходимости эксперимента и расчетной модели для измерения про-

гибов плиты. 

Результаты измерения нормальных напряжений в образце приведены в табл. 3. Отно-

сительная точность измерения данного параметра не превышала 8 %. 
 

Таблица 3 

Нормальные напряжения в экспериментальном образце 

 

Номер 

опыта 

Нагрузка, 

кН/м 

Нормальное  

напряжение σ в точке 

Расчетное нормальное  

напряжение σ в точке  

Отклонение эксперимен-

тального значения  

от расчетного в точке  

R11, кН/м2 R21, кН/м2 R11, кН/м2 R21, кН/м2 R11, % R21, % 

1 

0,246 -690 -480 -670 -561 3 -15 

0,489 -1400 -950 -1330 -1113 5 -15 

0,734 -2120 -1420 -1998 -1673 6 -16 

0,967 -2800 -1870 -2633 -2204 6 -16 

1,207 -3470 -2340 -3284 -2749 5 -15 

2 

0,246 -690 -480 -670 -561 3 -15 

0,489 -1410 -950 -1330 -1113 6 -15 

0,734 -2130 -1430 -1998 -1673 6 -15 

0,967 -2800 -1890 -2633 -2204 6 -14 

1,207 -3470 -2360 -3284 -2749 5 -14 

3 

0,246 -686 -492 -670 -561 2 -12 

0,489 -1400 -970 -1330 -1113 5 -13 

0,734 -2130 -1460 -1998 -1673 6 -13 

0,967 -2810 -1820 -2633 -2204 6 -17 

1,207 -3500 -2400 -3284 -2749 6 -13 

 

Расчетные и экспериментальные значения нормальных напряжений в тензорезисторах 

R11 и R21 изображены на рис. 8. Графики экспериментальных значений построены по средним 
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арифметическим для каждой ступени нагружения, и в тензорезисторе R11 равны: -689, -1403,  

-2127, -2803, -3480 кН/м2; в тензорезисторе R21: -484, -957, -1437, -1860, -2367 кН/м2. 

 

 
 

Рис. 8. Расчетные и экспериментальные значения нормальных напряжений 

 

Отклонения экспериментальных нормальных напряжений в тензорезисторе R11 от рас-

четных значений составило от 3 до 6 %. Наибольшие отклонения экспериментальных данных 

возникли в тензорезисторе R21 и составили от 12 до 17 %, что может быть связано с неодно-

родностью древесины в месте приклеивания тензорезистора.  

Для анализа динамических характеристик плиты из ДПК с утолщенными продольными 

слоями с помощью виброанализатора получена виброграмма (рис. 9). 

 

 
 

Рис. 9. Виброграмма собственных колебаний 
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Результаты динамических исследований и сопоставление с расчетной моделью приве-

дены в табл. 4. 

 
Таблица 4 

Результаты динамических испытаний 

 

Параметр 

Нагрузка q, кН/м 

0,246 0,489 0,734 0,967 1,207 

Расч. Эксп. Расч. Эксп. Расч. Эксп. Расч. Эксп. Расч. Эксп. 

W0, м⸳103 0,97 1,03 1,93 2,03 2,89 3,04 3,81 3,99 4,75 4,87 

m, кН/м 0,1030 

ωэксп, рад/с 177,814 

ωрасч, рад/с 175,050 

Каналит 1,26835 

К 1,26721 1,38619 1,27094 1,37822 1,26638 1,37301 1,26706 1,36745 1,26663 1,34043 

Отклонение К 

от Каналит, % 
-0,09 8,50 0,20 7,97 -0,16 7,62 -0,10 7,25 -0,14 5,38 

 

Примечание: расч. – расчет; эксп. – эксперимент. 

 

Для плиты из ДПК с утолщенными продольными слоями отклонение коэффициента 

К не превышает 8,50 %, что свидетельствует о высокой точности проделанных исследова-

ний и применимости уравнения (1) для подобных конструкций. Данное несущественное 

отклонение может быть вызвано рядом факторов, таких как отличие фактической массы 

плиты от массы расчетной модели, отличие реального кратковременного модуля упругости 

от расчетного и т. д. 

Выводы. Результаты настоящего исследования свидетельствуют о высокой сходимо-

сти расчетных и экспериментальных значений максимального прогиба, нормальных напряже-

ний и частоты собственных колебаний. Также доказана применимость закономерности  

В. И. Коробко для реальных конструкций трехслойных плит из ДПК с утолщенными продоль-

ными слоями. При этом обеспечивается достаточно высокая сходимость экспериментальных 

и аналитических значений, так как отклонение не превысило 8,50 % для разной величины 

нагрузки. 
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The article presents the results of an experimental study of cross-laminated timber (CLT) boards with thickened 

longitudinal layers. A test rig in the form of a hinged CLT board was assembled for the tests. The values of maximum 

transverse deflection, normal stresses at various load values and natural vibration frequencies of the test specimen were 

obtained. The aim of the study was to compare the experimental results and the numerical model of the CLT board to 

confirm the previously obtained patterns. In addition, the applicability of V. I. Korobko’s regularity for a CLT slab was 

verified in order to develop methods for dynamic quality control of building structures. The obtained experimental results 

have high convergence with the numerical model and confirm the applicability of the used numerical methods for real 

structures made of this material. 

 

Keywords: timber structures, cross-laminated timber, CLT, maximum deflection, natural oscillation frequency, compo-

site plate. 

  



ISSN 2219-1038 (print)  Выпуск 1 (44), 2025 
 

88 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ ОСНОВАНИЙ  

И ФУНДАМЕНТОВ ЗДАНИЙ И СООРУЖЕНИЙ 
 

 
УДК 624.073.2.04 

DOI 10.36622/2219-1038.2025.44.1.008 

 

ЭФФЕКТИВНЫЙ АЛГОРИТМ РАСЧЕТА  

ЗАЩЕМЛЕННОЙ ПЛИТЫ ПЕРЕМЕННОЙ ЖЕСТКОСТИ,  

ОПИРАЮЩЕЙСЯ НА УПРУГОЕ ОСНОВАНИЕ 8 

 

Н. Н. Некрасова 1 

 
Воронежский государственный технический университет 1 

Россия, г. Воронеж  

 
 

1 Канд. техн. наук, доц. кафедры прикладной математики и механики, тел.: +7(473)271-53-62,  

e-mail: Nekrasova-N@yandex.ru 
 

 

Рассматривается численное моделирование пространственной задачи контактного взаимодействия орто-

тропной плиты переменной жесткости, расположенной на упругом полупространстве Буссинеска. Система инте-

гро-дифференциальных уравнений, к которой сводится задача, решается численно сочетанием методов конечных 

разностей типа сквозного счета и граничных элементов. Новизна подхода состоит в возможности осуществлять 

расчет напряженно-деформированного состояния плиты на основе сглаживания границ между областями с раз-

личными жёсткостными характеристиками. Используемая методика расчета пригодна в случае любых известных 

контактных моделей упругих оснований. Проведен сравнительный анализ типов аппроксимации жёсткостей в 

сеточных узлах для плит с различной границей раздела жесткостей (толщин).  

Разработанная методика позволяет эффективно моделировать работу напряжённо-деформированного 

состояния фундаментных конструкций при использовании уточнённых контактных моделей основания. 

 

Ключевые слова: ортотропная плита, упругое основание, коэффициент жёсткости, конечно-разностная схема 

типа сквозного счета, метод граничных элементов. 

 

Введение. Возрастающий интерес к изучению контактного взаимодействия плит пере-

менной жесткости с упругим основанием обусловлен широким спектром применения решения 

данного класса задач для моделирования многих реальных инженерных приложений. Напри-

мер, конструкция дорожного полотна, мостов или взлетно-посадочной полосы аэродромов ча-

сто состоит из железобетонных плит, лежащих на грунтовом основании. Широко применя-

ются ортотропные плиты переменной жесткости в промышленном строительстве и машино-

строении при расчете роторов турбин, различных клапанов и задвижек. Задачи о плитах пере-

менной жесткости (толщины) возникают в процессе проектирования новых фундаментных 

конструкций для обеспечения высокой надежности, долговечности и экономичности. 

Выделяют три типа плит переменной жесткости: 1) когда материал плиты однородный, 

но при этом изменяется ее толщина; 2) толщина плиты постоянна, но изменяется ее жесткость 

за счёт армирования, изменчивости физических свойств материала, частичных пластических 

деформаций или трещинообразования; 3) одновременно изменяется толщина и жесткость. В 

любом из этих трех случаев эффективная жесткость может изменятся по ступенчатому закону 

или непрерывно. В имеющихся аналитических решениях рассматриваются ограниченный 

класс нагрузок и сравнительно простые законы изменения жесткости. При этом рассматрива-

лась расчетная модель грунтового основания типа пространственного континуума. Поэтому 

 
8© Некрасова Н. Н., 2025 
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теория моделирования процесса изгиба плит переменной жесткости, расположенных на упру-

гих неклассических основаниях, требует дальнейшего развития с целью возможного её при-

менения к более широкому классу практических задач. 

Постановка задачи. Согласно известному подходу [1, 2], принятому при моделирова-

нии взаимодействия плиты, расположенной на плоскости XOY упругого основания под 

нагрузкой ( ),p x y , плита рассматривается изолированно, а наличие основания заменяется его 

силовой реакцией ( ),q x y . В этом случае с учетом гипотез Кирхгофа-Лява прогибы плиты с 

переменной жесткостью должны удовлетворять бигармоническому уравнению: 

 

( ) ( )

2 2 2 2 2

22 2 2

2 2 2

12 2 2

4

, , ,

x K

y

W W W
D D

x x y x y x y

W W
D q x y p x y

y y x

        
 + +   +    

          

    
+  +  = −  
    





 (1) 

дополненному некоторыми краевыми условиями. Здесь ( ),W x y  – вертикальное перемещение 

срединной плоскости плиты; ( ),q x y  – интенсивность внешней нагрузки; ( ),p x y  – контактное 

давление; 
3

1 2/12(1 ),x xD E h = −  
3

1 2/12(1 )y yD E h = −  − цилиндрические жесткости изгиба 

для главных направлений упругости; =+= KDDD 22x3 
1 2y KD D=  + , 3 /12KD Gh=  – жест-

кость кручения; xE , 
yE , 

1 , 
2  – модули упругости и коэффициенты Пуассона материала 

плиты соответственно; G  – модуль сдвига; ( )h h l=  – толщина плиты. 

Ввиду сложности данной задачи её решение возможно только с помощью численных 

методов, причем важнейшим этапом решения является определение реакции основания при 

его контактном взаимодействии с плитой. На этом этапе применяется та или иная модель упру-

гого основания, описывающая связь между нормальными перемещениями ( ),W x y поверхно-

сти полупространства и действующими на эту поверхность нормальными усилиями. Эта связь 

задается в виде интегрального оператора 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

0

0

1
, , , , , ,

S

W x y W x y A Bx Cy x y p d d
E


      



−
= + + + =  ,  (2) 

 

где параметры ,A ,B C  – это параметры перемещения плиты как жесткого целого; ( , )p x y  – 

значение контактного давления в точке ( ),  ; ( ), , ,x y    – осадка поверхности основания в 

точке ( ),   от действия вертикальной единичной сосредоточенной силы, приложенной к ос-

нованию в точке ( )yx, ; 
0E , 

0  – модуль упругости и коэффициент Пуассона основания;  

s  – область контакта плиты и основания. Функция ( ), , ,x y    задается согласно используемой 

модели упругого основания. В частности, для однородного полупространства Буссинеска [1, 3]: 

( ) ( ) ( )( )
1

2 2
, , , .x y x y    

−

= − + −  

Граничные условия на контуре плиты могут быть заданы в виде защемления, шарнир-

ного опирания, свободного контура плиты или их сочетания. 

Для численного решения описанной выше задачи используется конечно-разностная 

схема типа сквозного счета, при которой граница раздела областей с различными 
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жесткостными характеристиками явно не выделяется. В соответствии с данным подходом 

вместо функции ( ),W x y  двух переменных рассматривается её дискретная аппроксимация в 

узлах конечноразностной сетки. Частные производные в каждом слагаемом левой части 

уравнения (1) расписываются на основе известных конечно-разностных соотношений для 

производных второго порядка [4]. 

Распределенная по поверхности плиты реакция основания должна быть также пред-

ставлена системой сил, приложенных в узлах соответствующей сетки. Приближенно это до-

стигается путем рассмотрения на той же двумерной области (совпадающей по форме с самой 

плитой) другой, двойственной, сетки [4], каждая ячейка которой содержит внутри себя узел 

исходной сетки. Полагая приближенно реакцию основания постоянной в пределах каждой 

ячейки двойственной сетки и выбирая саму сетку так, чтобы узлы исходной сетки были рас-

положены в центрах тяжести ячеек, можно добиться неплохой точности распределения вели-

чины реакции основания по узлам исходной сетки, которая осуществляет дискретную модель 

плиты. После этого плита рассматривается изолированно от основания. При этом кроме крае-

вой задачи для уравнения (1) необходимо также учитывать обычные уравнения равновесия 

твердого тела: 

, ,

S F

p d d q d d , 

 , ,

S F

p d d q d d ,   , ,

S F

p d d q d d , (3) 

где S – область контакта плиты и основания; F – область действия внешней распределенной 

нагрузки. 

В результате построения алгоритма расчета, основные положения которого изложены 

в работах [5, 6], для уравнения (1) получим систему линейных уравнений относительно про-

гибов узловых точек плиты в матричном виде:  

       ,H W q p= −  (4) 

 

где  H  
– матрица дифференциального оператора относительно вектора прогибов  W ;  

 q  и  p  – векторы внешней нормальной нагрузки и реактивного давления, рассматриваемые 

в узлах конечно-разностной сетки.  

Считая, что контактные давления в пределах каждой ячейки вспомогательной сетки 

остаются постоянными, интегральное уравнение (2) можно представить в следующей дискрет-

ной форме канонических уравнений: 

     ,W B p=  (5) 

где   ijB =   – матрица влияния, элементы которой вычисляются по формуле 

( , , , )

j

ij i i

F

x y d d     =   

и представляют собой вертикальные перемещения поверхности упругого основания, в точке 

( , ),i ix y  совпадающей с центром тяжести i-го элемента, от единичной нагрузки, равномерно рас-

пределенной по области 
jF  j-го элемента. Вычисление элементов 

ij  осуществляется численно-

аналитическим способом, изложенным в [7].  
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Решая матричное уравнение (5) относительно контактных давлений  p , получаем: 

     ,V W p=   (6) 

где    
1

V B
−

=  – матрица жесткости упругого основания. Подставляя  p  из (6) в (5), полу-

чаем решение задачи в виде: 

           
1 1

, .W S p S H B
− −

= = +  

В результате краевая задача сводится к системе линейных алгебраических уравнений с 

матрицей, порядок которой равен числу неизвестных прогибов плиты в выделенной дискрет-

ной совокупности точек. Решение сформулированной пространственной контактной задачи 

при любой модели упругого основания представляет значительные трудности, а для прямо-

угольных плит точные решения к настоящему времени практически отсутствуют 

Аппроксимация функций жёсткости в сеточных узлах. Построенная конечно-раз-

ностная схема типа сквозного счета характеризуется тем, что граница областей с различными 

механическими свойствами явно не выделяется. Для жесткостей, входящих в выражения ко-

эффициентов конечно-разностных уравнений матрицы  H , в узлах сетки применяем прин-

цип сглаживания [8, 9]. В дальнейшем рассмотрим три типа аппроксимации функций жестко-

сти в сеточных узлах. 

1. Как среднее арифметическое значение жёсткостей в двух соседних узлах (в рассмат-

риваемом узле сетки и узле, расположенном слева от данного узла): 

, , 1,

1ˆ
2

x x xi j i ji j
D D D ;  

, 1 ,, 1

1ˆ
2

x x xi j i ji j
D D D ; 

, 1 , 2, 1

1ˆ
2

x x xi j i ji j
D D D ;  

, 1,,

1ˆ
2

y y yi j i ji j
D D D ; 

1, 2,1,

1ˆ
2

y y yi j i ji j
D D D ;  

1, ,1,

1ˆ
2

y y yi j i ji j
D D D ; 

( ) 1, 1 1, , 1 ,

1ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ]
4

K K i j K i j K i j K i jD D D D D


+ − + −
=  + + + ; 

( ) 1, 1, 1 , , 1

1ˆ ( ) ( ) ( ) ( )
4

K K i j K i j K i j K i jD D D D D


+ + + +
 =  + +  ; 

( ) , 1 , 1, 1 1,

1ˆ ( ) ( ) ( ) ( )
4

K K i j K i j K i j K i jD D D D D


− − − −
 =  + + +  ; 

( ) , , 1 1, 1, 1

1ˆ ( ) ( ) ( ) ( )
4

K K i j K i j K i j K i jD D D D D


+ − − +
 =  + + +  . 

2. Значения величин, обратных жёсткостям в узле ,i j , определяются как полсуммы 

величин, обратных среднему арифметическому значений жесткостей в соседних узлах: 

, , 1

,
, , 1

2
ˆ x xi j i j

x
i j

x xi j i j

D D
D

D D
;  , 1 , 2

, 1
, 1 , 2

2
ˆ x xi j i j

x
i j

x xi j i j

D D
D

D D
; 



ISSN 2219-1038 (print)  Выпуск 1 (44), 2025 
 

92 

, 1 ,

, 1
, 1 ,

2
ˆ x xi j i j

x
i j

x xi j i j

D D
D

D D
;   , 1,

,

, 1,

2
ˆ

y yi j i j

y
i j

y yi j i j

D D
D

D D
; 

1, 2,

1,

1, 2,

2
ˆ

y yi j i j

y
i j

y yi j i j

D D
D

D D
;  1, ,

1,

1, ,

2
ˆ

y yi j i j

y
i j

y yi j i j

D D
D

D D
; 

( )ˆ ,K

A
D

B






=   ( )ˆ ,K

A
D

B






=   ( )ˆ ,K

A
D

B






=   ( )ˆ ,K

A
D

B






=  

где  ( ) ( ) ( ) ( )
1, 1 1, , 1 ,

4 ;K K K Ki j i j i j i j
A D D D D + − + −

 =   
 

     1 2 3 4
,B B B B B    = + + +  

1

1, , 1 ,( ) ( ) ( ) ;K i j K i j K i jB D D D + −=     2

1, 1 , 1 ,( ) ( ) ( ) ;K i j K i j K i jB D D D + − −=    

3

1, 1 1, ,( ) ( ) ( ) ;K i j K i j K i jB D D D + − +=     4

1, 1 1, , 1( ) ( ) ( ) ;K i j K i j K i jB D D D + − + −=    

( ) ( ) ( ) ( )
1, 1 1, , 1 ,

4 K K K Ki j i j i j i j
A D D D D + + + +

 =   
 

;  1 2 3 4
,B B B B B    = + + +  

1

1, 1 , 1 ,( ) ( ) ( ) ;K i j K i j K i jB D D D + + +=     2

1, 1 , 1 ,( ) ( ) ( ) ;K i j K i j K i jB D D D + + +=    

3

1, 1 1, ,( ) ( ) ( ) ;K i j K i j K i jB D D D + + +=     4

1, 1 1, , 1( ) ( ) ( ) ;K i j K i j K i jB D D D + + + +=    

( ) ( ) ( ) ( )
1, 1 1, , 1 ,

4 K K K Ki j i j i j i j
A D D D D − − − −

 =   
 

;  1 2 3 4
,B B B B B    = + + +  

1

1, , 1( ) ( ) ( ) , ;K i j K i j KB D D D i j − −=     2

1, 1 , 1 ,( ) ( ) ( ) ;K I J K i j K i jB D D D − − −=    

3

1, 1 1,( ) ( ) ( ) , ;K i j K i j KB D D D i j − − −=     4

1, 1 1, , 1( ) ( ) ( ) ;K i j K i j K i jB D D D − − − −=    

( ) ( ) ( ) ( )
1, 1 1, , 1 ,

4 K K K Ki j i j i j i j
A D D D D − + − +

 =   
 

;  1 2 3 4
,B B B B B    = + + +  

1

1, , 1 ,( ) ( ) ( ) ;K i j K i j K i jB D D D − +=     2

1, 1 , 1 ,( ) ( ) ( ) ;K i j K i j K i jB D D D − + +=    

3

1, 1 1, ,( ) ( ) ( ) ;K i j K i j K i jB D D D − + −=     4

1, 1 1, , 1( ) ( ) ( ) .K i j K i j K i jB D D D − + − +=    

3. Значения , ,x y KD D D  в узлах сетки равны среднему арифметическому значению жест-

костей в полуцелых узлах (промежуточные узлы, расположенные в серединах отрезков между 

узлами основной сетки): 

, 1/2 , 1/2,

1ˆ
2

x x xi j i ji j
D D D ;   

, 1/2 , 3/2, 1

1ˆ
2

x x xi j i ji j
D D D ; 

, 1/2 , 3/2, 1

1ˆ
2

x x xi j i ji j
D D D ;  

1/2, 1/2,,

1ˆ
2

y y yi j i ji j
D D D ; 

1/2, 3/2,1,

1ˆ
2

y y yi j i ji j
D D D ;  

1/2, 3/2,1,

1ˆ
2

y y yi j i ji j
D D D ; 

( ) 1/2, 1/2 1/2, , 1/2 ,

1ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ;
4

K K i j K i j K i j K i jD D D D D


+ − + −
 =  + + +   
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( ) 1/2, 1/2 1/2, , 1/2 ,

1ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ;
4

K K i j K i j K i j K i jD D D D D


+ + + +
 =  + + +   

( ) 1/2, 1/2 1, , 1/2 ,

1ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ;
4

K K i j K i j K i j K i jD D D D D


− − − −
 =  + + +   

( ) 1/2, 1/2 1/2, , 1/2 ,

1ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) .
4

K K i j K i j K i j K i jD D D D D


− + − +
 =  + + +   

Защемленная плита переменной жесткости на упругом полупространстве. Сравне-

ние типов аппроксимации жесткостей в сеточных узлах рассмотрим на примере изотропной 

плиты, защемленной по контуру и взаимодействующей с упругим полупространством. Толщина 

плиты скачкообразно меняется относительно диагонали квадрата (рис. 1). В области 1 толщина 

плиты 
1 2h  м, а в области 2 и на самой диагонали 

2 1h  м. Объем плиты 384V =  м3. 

 

 

Рис. 1. Области плиты  

со скачкообразным изменением толщины  

относительно диагонали 

 

На рис. 2а показаны изолинии равных прогибов для плиты постоянной толщины 

1 2 1,5h h  м. Как видно из рисунка, картина изолиний симметрична относительно центра 

плиты, причем линии равных прогибов в центре плиты практически не отличаются от окруж-

ностей. С удалением от центра изолинии принимают вид прямоугольников со скругленными 

углами. Сравним изолинии для трех типов аппроксимации функций жёсткости при определе-

нии коэффициентов конечно-разностных уравнений.  

Первому типу аппроксимации функций жёсткости в сеточных узлах соответствуют 

изолинии прогибов, приведенные на рис. 2б. Из представленных расчетных данных видно, 

что скачкообразное изменение толщины плиты приводит к существенной асимметрии в рас-

пределении прогибов. Область максимальных прогибов смещается в область плиты с мень-

шей толщиной и приобретает форму эллипса с большей осью в направлении границы раздела 

жёсткостей.  

Второму типу осреднения функции жёсткости в узлах сетки соответствует картина ли-

ний равных прогибов, приведенная на рис. 2в. А на рис. 2г построены изолинии прогибов по 

третьему типу аппроксимации функций жёсткости в сеточных узлах. Как и для первого типа, 

для второго и третьего варианта изолинии прогибов ориентированы в направлении границы 

раздела толщины плиты и имеют форму эллипса. При этом изолинии на рис. 2г имеют более 

правильные очертания, чем на рис. 2б и 2в. Проведенная сравнительная оценка эффективности 

типов осреднения функций жесткости в сеточных узлах показала, что все три типа аппрокси-

мации приводят к качественно подобному распределению прогибов и вполне удовлетворяют 

заданной точности расчетов.  

Значения максимальных прогибов 
maxW  для плит равных объемов ( 384V  м3), посчи-

танные с использованием трех типов осреднения коэффициентов жёсткости, приведены в таб-

лице. При той же нагрузке для сравнения приводится значение 
maxW  для защемленной плиты 

постоянной толщины h = 1,5 м.  
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a)      б) 

 
 

в)      г) 

 
 

Рис. 2. Изолинии равных прогибов W, см, защемленной плиты, контактирующей с упругим полупространством: 

а) однородная плита; б, в, г) плита с кусочно-постоянной функцией толщины  

при аппроксимации жёсткостей по первому, второму и третьему типам соответственно 

 
Таблица 

 

maxW , см 
Плита постоянной толщины 

Тип аппроксимации для плиты переменной жесткости 

1 2 3 

0,1488 0,2050 0,2148 0,2005 

 

Как показывают расчетные данные, скачкообразное изменение толщины плиты в два 

раза приводит к увеличению максимального прогиба 
maxW  по сравнению с плитой постоянной 

толщины почти в полтора раза. При этом количественное отличие не превышает 5 %, что 

вполне удовлетворяет заданной точности расчетов. Для рассматриваемой функции изменения 
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толщины все три типа осреднения приводят к качественно подобному распределению проги-

бов. Но осреднение жёсткостей при формировании конечно-разностных уравнений с исполь-

зованием полуцелых узлов (третий тип) наиболее предпочтительно, так как повышается точ-

ность расчетов напряженно-деформированного состояния плиты.  

Выводы. Разработанный программный комплекс может быть применен при более 

сложных законах изменения функций жёсткости, внешнего нагружения на плиту и других воз-

можных сочетаниях граничных условий на контуре. Кроме того, предлагаемая методика поз-

воляет использовать другие контактные модели упругого основания. Также применение чис-

ленного метода позволяет решить большой класс задач с достаточно высокой точностью. 
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BASED ON AN ELASTIC FOUNDATION 

 

N. N. Nekrasova 1 
 

Voronezh State Technical University 1 

Russia, Voronezh 

 
 

1 PhD of Technical Sciences, Associate Professor of the Department of Applied Mathematics and Mechanics,  

tel.: +7(473)2715362, e-mail: Nekrasova-N@yandex.ru 
 

 

The paper considers numerical modeling of the spatial problem of contact interaction of an orthotropic plate of 

variable stiffness located on an elastic Boussinesq half-space. The system of integro-differential equations to which the 

problem is reduced is solved numerically by a combination of finite difference methods of the through-counting type and 

boundary elements. The novelty of the approach consists in the possibility of calculating the stress-strain state of the slab 

based on smoothing the boundaries between areas with different rigidity characteristics. The calculation method used is 

suitable for any known contact models of elastic foundations. A comparative analysis of the stiffness approximation types 

in grid nodes for slabs with different rigidity (thickness) interfaces was carried out. 

The developed method allows for efficient modeling of the stress-strain state of foundation structures using re-

fined contact models of the foundation. 

 

Keywords: orthotropic slab, elastic foundation, stiffness coefficient, finite-difference scheme of the through-count type, 
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Постановка задачи. Проведение экспериментальных и численных исследований армированных основа-

ний с последующим выполнением многофакторного анализа и сравнение несущей способности армированного 

и неармированного основания в зависимости от параметров армирования и плотности засыпки 

Результаты. Приведены результаты испытаний поверхностных жестких моделей фундаментов на пес-

чаном основании, армированном горизонтально расположенными листами непластифицированного поливинил-

хлорида. Проведен многофакторный анализ зависимости несущей способности основания от глубины располо-

жения арматуры, ее размеров, плотности грунта засыпки. В ПК «Plaxis-3D» разработана конечно-элементная 

упруго-пластическая модель грунтового основания со штампом на поверхности и выполнено сравнение экспери-

ментальных данных со значениями, полученными в расчетном комплексе.  

Найдены оптимальные варианты расположения армирующего элемента. Выявлена зависимость несущей 

способности и модуля общей деформации основания от размеров арматуры и плотности грунтовой матрицы. 

Определен характер потери прочности армированного основания в зависимости от расстояния до арматуры. Под-

тверждена эффективность армирования основания композитным материалом.  

 

Ключевые слова: армирующий элемент, штамп, модуль общей деформации, вертикальное перемещение. 

 

Введение. Армирование грунтов как способ повышения деформационных, прочностных 

и физико-механических характеристик основания является достаточно новым и перспективным 

методом. Создание композитного материала, состоящего из армирующих элементов, восприни-

мающих растягивающие и сдвиговые усилия и передающих их на грунт, позволяет повысить 

несущую способность основания и снизить затраты на устройство подземной части сооружений. 

Область применения армирования обширна: его используют при устройстве плотин, дамб, под-

порных сооружений, дорог и насыпей, а также при возведении фундаментов. В виде армирую-

щих элементов чаще всего выступают сваи, пластик, стекловолокно, оцинкованная сталь, гео-

синтетические материалы (геотекстиль, геосетка, георешетка, полимерная геомембрана), поли-

мерные волокна, алюминиевые сплавы, резина и др. В последнее время разрабатываются новые 

виды армирующих элементов, способы и технологии армирования оснований [1–5].  

Основными достоинствами армирования грунтов по сравнению с традиционными 

способами укреплений оснований являются снижение расходов материалов на устройство 

фундаментов, рациональное использование используемых территорий, возможность строи-

тельства разнообразных сооружений в сложных грунтовых условиях, скорость и быстрота 

возведения и т. д. 

Методика проведения испытаний. Более 35 лет в лаборатории механики грунтов 

ТГТУ проводятся эксперименты по исследованию напряженно-деформированного состояния 

 
9© Копылов С. С., Антонов В. М., 2025 
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армированных грунтовых оснований [6, 7]. В этой статье приведены результаты испытаний 

жестких моделей фундаментов на армированном и неармированном основании, выполнено их 

сравнение по несущей способности и по скорости развития деформаций.  

Испытания проводились в металлических лотках размерами 70×60×70 (h) и  

180×100×85 (h) см. Передача центральной вертикальной нагрузки с ножа на модель фунда-

мента проводилась посредством рычажной системы с отношением плеч (передаточных чисел) 

1:6 и 1:10. В качестве основания был использован мелкий однородный песок плотностью 

ρ1 = 1,54 г/см3 и ρ2 = 1,68 г/см3. Круглый металлический штамп диаметром Dst = 100 мм с глад-

кой контактной поверхностью выступал в качестве модели фундамента. Укладка грунта про-

исходила пластами толщиной 5 см. Каждый слой уплотнялся ручной трамбовкой. Плотность 

засыпки контролировалась послойно с помощью режущего кольца. 

Измерение деформаций (S) во всем диапазоне нагрузок проводилось индикаторами ча-

сового типа ИЧ-10, прикрепленными к реперной раме. Каждая ступень нагрузки выдержива-

лась до условной стабилизации осадок – 0,1 мм/ч. Количество ступеней нагрузок принималось 

не менее 10. Опыты считались завершенными, если происходила потеря прочности основания 

или осадка достигала условно предельной [Su] = 10 мм (0,1Dst). 

В качестве армирующих элементов использовались листы из непластифицированного 

поливинилхлорида, изготовленные методом прессования. Размеры листов: 150×100, 150×150, 

200×200, 250×250 мм, толщина листов – 6 мм. Для сравнения и поиска оптимальных вариантов 

армирования изменяли глубину расположения листового винипласта от 0,1Dst до 0,5Dst, от по-

дошвы модели фундамента. Физико-механические характеристики листового винипласта при-

ведены в табл. 1.  

Схема опытной установки представлена на рис. 1. 

 
Таблица 1  

Физико-механические характеристики листового винипласта 

 

№ п/п Характеристики Значение 

1 Плотность, г/см3 1,38 

2 Предел прочности при растяжении, МПа 55 

3 Предел прочности при сжатии, МПа 100 

4 Предел прочности при изгибе, МПа 90 

5 Относительное удлинение при разрыве, % 20 

6 Модуль упругости при растяжении, МПа 2600 

 

 
 

Рис. 1. Схема опытной установки: 

1 – металлический лоток; 2 – штамп; 3 – индикаторы часового типа; 4 – рычаг; 5 – противовес;  

6 – грузы; 7 – армирующий элемент; 8 – нож рычага; 9 – реперная рама 
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В экспериментах исследовали влияние плотности основания, глубины заложения  

(hs = 0,1D; 0,2D; 0,3D; 0,4D; 0,5D) и размеров армирующего элемента на несущую способность 

и деформативность основания. Для оценки эффективности армирования сравнивали осадку мо-

дели, модуль деформации и несущую способность армированного и неармированного массивов. 

Сжимаемость основания оценивали по расчетному модулю деформации, который на 

каждой ступени приложений нагрузок определяли по формуле Шлейхера: 

𝐸 = 𝜔𝑑(1 − 𝜈2)
∆𝑝𝑖

∆𝑠𝑖
, 

где ω – коэффициент, зависящий от формы жесткого штампа (для круглого штампа ω = 0,78); 

D – ширина или диаметр штампа; ν – коэффициент Пуассона грунта; Δpi – приращение давле-

ния; Δsi – приращение осадки.  

Результаты экспериментов. В экспериментах оценивали влияние плотности засыпки 

и параметров армирования (размеров листа винипласта и его глубины расположения) на ха-

рактер развития деформаций армированного и неармированного основания. Для этого исполь-

зовали поверхностный штамп Dst = 100 мм при плотности ρ1 = 1,54 г/см3 и ρ2 = 1,68 г/см3. 

Результаты опытов по определению эффективности армирования винипластом за счет 

снижения абсолютных значений осадок штампа для различных размеров армирующего эле-

мента при плотности ρ1 = 1,54 г/см3 приведены в табл. 2, 3, а при плотности ρ2 = 1,68 г/см3 в 

табл. 4, 5. Эффективность армирования оценивали коэффициентом ks = Sнеарм / Sарм (отноше-

нием осадок штампа на неармированном и армированном основании при равных значениях 

давления) и коэффициентом kE = Es / E, где Es – модуль деформации армированного основания; 

E – модуль деформации неармированного основания при соответствующих значениях давления.  

 
Таблица 2 

Значения осадок штампа в зависимости от расстояния до армирующего элемента  

для листов размерами 100×150 мм и 150×150 мм при плотности ρ = 1,54 г/см3 

 

Ступени 

давления 

P, кПа 

Расстояние до армирующего элемента hs 
Без 

арм. 
Размеры арматуры 100×150 Размеры арматуры 150×150 

0,1D 0,2D 0,3D 0,4D 0,5D 0,1D 0,2D 0,3D 0,4D 0,5D 

15 0,42 0,46 0,45 0,40 0,43 0,25 0,29 0,25 0,24 0,47 0,54 

31 0,89 0,95 0,92 1,03 1,11 0,53 0,47 0,66 0,72 0,97 1,28 

46 1,41 1,51 1,55 1,71 1,96 0,76 0,75 1,01 1,15 1,45 2,12 

61 2,02 2,15 2,33 2,71 Раз. 1,14 1,06 1,48 1,69 2,04 3,04 

76 2,74 2,90 3,22 Раз.  1,50 1,45 1,96 2,31 2,69 4,02 

92 3,49 3,75 4,44   1,85 1,87 2,52 3,02 3,46 5,19 

107 4,55 4,88 Раз   2,22 2,34 3,07 3,70 4,35 6,85 

122 5,63 6,05    2,70 2,83 3,71 4,51 Раз. 8,78 

138 6,74 7,04    3,16 3,38 4,40 5,44  Раз. 

153 7,94 8,46    3,68 3,94 5,15 6,48   

168 9,14 9,76    4,24 4,63 6,01 7,74   

183 >10 >10    4,83 5,40 6,95 Раз.   

199      5,54 6,27 8,15    

214      6,35 7,42 9,57    

229      7,30 8,40 Раз.    

224      8,35 9,60     

260      9,44 >10     

275      >10      
 

Примечание: раз. – потеря несущей способности 

 

В табл. 6 и на рис. 2 приведены значения коэффициентов эффективности по значениям 

осадок и модуля деформаций для армированного и неармированного основания при давлении 

60 кПа. 
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Таблица 3 

Значения осадок штампа в зависимости от расстояния до армирующего элемента  

для листов размерами 200×200 мм и 250×250 мм при плотности ρ = 1,54 г/см3 

 

Ступени 

давления 

P, кПа 

Расстояние до армирующего элемента hs Без 

арм. Размеры арматуры 200×200 Размеры арматуры  250×250 

0,1D 0,2D 0,3D 0,4D 0,5D 0,1D 0,2D 0,3D 0,4D 0,5D  

15 0,16 0,28 0,22 0,19 0,35 0,15 0,24 0,27 0,22 0,28 0,54 

31 0,31 0,43 0,43 0,38 0,70 0,29 0,39 0,47 0,47 0,63 1,28 

46 0,47 0,58 0,63 0,59 1,07 0,44 0,55 0,67 0,76 1,03 2,12 

61 0,63 0,74 0,83 0,82 1,44 0,59 0,71 0,87 1,09 1,48 3,04 

76 0,77 0,90 1,03 1,08 1,82 0,75 0,87 1,08 1,47 1,98 4,02 

92 0,95 1,07 1,23 1,35 2,21 0,90 1,03 1,28 1,90 2,52 5,19 

107 1,12 1,25 1,43 1,66 2,61 1,06 1,20 1,49 2,36 3,11 6,85 

122 1,29 1,42 1,63 1,98 3,02 1,23 1,38 1,71 2,87 3,74 8,78 

138 1,47 1,61 1,83 2,33 3,43 1,39 1,55 1,92 Раз. Раз. Раз. 

153 1,65 1,80 2,04 2,71 3,86 1,56 1,74 2,15    

168 1,83 1,99 2,27 3,10 4,30 1,73 1,92 2,38    

183 2,01 2,19 2,50 3,52 Раз. 1,90 2,11 2,62    

199 2,20 2,40 2,74 3,96  2,08 2,30 2,87    

214 2,39 2,61 2,99 Раз.  2,25 2,50 3,13    

229 2,59 2,82 3,27   2,44 2,70 3,39    

224 2,79 3,04 3,55   2,62 2,91 3,68    

260 2,99 3,27 3,86   2,81 3,12 3,97    

275 3,19 3,50 4,19   2,99 3,33 4,27    

290 3,40 3,73 4,54   3,19 3,55 4,58    

306 3,59 3,89 4,92   3,37 3,73 4,99    

331 3,97 4,27 5,60   3,71 4,07 5,49    

382 4,71 5,39 Раз   4,39 5,03 6,06    

433 5,48 6,01    5,10 5,62 Раз.    

484 6,30 7,19    5,84 6,65     

535 7,21 8,26    6,65 7,61     

611 8,54 9,85    7,86 9,01     

688 9,93 >10    9,06 >10     

764 >10     >10      

 

Таблица 4  

Значения осадок штампа в зависимости от расстояния до армирующего элемента  

для листов размерами 100×150 мм и 150×150 мм при плотности ρ = 1,68 г/см3 

 

Ступени 

давления 

P, кПа 

Расстояние до армирующего элемента hs Без 

арм. Размеры арматуры 100×150 Размеры арматуры 150×150 

0,1D 0,2D 0,3D 0,4D 0,5D 0,1D 0,2D 0,3D 0,4D 0,5D  

15 0,29 0,29 0,25 0,27 0,32 0,15 0,16 0,25 0,30 0,30 0,38 

31 0,61 0,63 0,63 0,66 0,74 0,35 0,41 0,53 0,58 0,64 0,82 

46 0,89 0,92 0,98 1,09 1,28 0,54 0,65 0,79 0,85 0,93 1,30 

61 1,22 1.27 1,46 1,58 1,93 0,76 0,97 1,12 1,19 1,24 1,86 

76 1,64 1,71 1,93 2,23 2,67 1,01 1,30 1,46 1,56 1,59 2,47 

92 2,03 2,14 2,52 2,95 3,86 1,27 1,61 1,82 1,91 1,98 3,15 

107 2,54 2,69 3,20 3,75 Раз. 1,56 1,96 2,17 2,29 2,39 3,98 

122 3,12 3,37 3,97 4,65  1,86 2,33 2,64 2,77 2,88 4,84 

138 3,78 4,11 4,95 Раз.  2,17 2,73 3,14 3,26 3,39 5,89 

153 4,56 5,00 6,27   2,52 3,15 3,62 3,85 4,14 7,19 

168 5,48 6,10 Раз.   2,88 3,60 4,20 4,45 4,74 8,75 

183 6,46 7,15    3,29 4,09 4,92 5,24 5,73 Раз. 

199 7,54 8,22    3,74 4,67 5,73 6,17 6,84  

214 8,69 9,43    4,24 5,35 6,64 7,52 8,44  

229 9,86 >10    4,80 6,04 7,64 9,16 Раз.  
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Окончание табл. 4 

 

Ступени 

давления 

P, кПа 

Расстояние до армирующего элемента hs Без 

арм. Размеры арматуры 100×150 Размеры арматуры 150×150 

0,1D 0,2D 0,3D 0,4D 0,5D 0,1D 0,2D 0,3D 0,4D 0,5D  

260 >10     6,12 7,77 Раз. Раз.   

290      7,76 10,00     

331      >10 >10     

 

Таблица 5  

Значения осадки штампа в зависимости от расстояния до армирующего элемента  

для листов размерами 200×200 мм и 250×250 мм при плотности ρ = 1,68 г/см3 

 

Ступени 

давления 

P, кПа 

Расстояние до армирующего элемента hs 
Без 

арм. 
Размеры арматуры 200×200 Размеры арматуры 250×250 

0,1D 0,2D 0,3D 0,4D 0,5D 0,1D 0,2D 0,3D 0,4D 0,5D 

15 0,03 0,23 0,11 0,11 0,14 0,14 0,05 0,14 0,16 0,19 0,38 

31 0,19 0,38 0,27 0,21 0,29 0,29 0,24 0,34 0,31 0,36 0,82 

46 0.36 0,54 0,43 0,33 0,46 0,43 0,43 0,54 0,48 0,57 1,30 

61 0,52 0,70 0,59 0,47 0,65 0,58 0,62 0,73 0,68 0,80 1,86 

76 0,68 0,86 0,75 0,63 0,86 0,73 0,81 0,93 0,91 1,07 2,47 

92 0,82 1,02 0,91 0,81 1,09 0,87 1,00 1,14 1,16 1,36 3,15 

107 1,01 1,18 1,08 1,01 1,34 102 1,19 1,34 1,45 1,69 3,98 

122 1,18 1,35 1,25 1,22 1,60 1,17 1,38 1,55 1,76 2,04 4,84 

138 1,35 1,52 1,43 1,46 1,88 1,32 1,57 1,77 2,10 2,43 5,89 

153 1,51 1,69 1,62 1,72 2,19 1,47 1,76 1,99 2,46 2,84 7,19 

168 1,68 1,86 1,81 1,99 2,51 1,62 1,94 2,23 2,86 3,29 8,75 

183 1,85 2,04 2,02 2,29 2,85 1,77 2,13 2,47 3,28 Раз. Раз. 

199 2,02 2,22 2,23 2,60 3,20 1,92 2,32 2,72 3,73   

214 2,19 2,40 2,46 2,93 3,58 2,07 2,51 2,98 Раз.   

229 2,36 2,58 2,70 3,28 Раз. 2,22 2,69 3,25    

244 2,53 2,76 2,95 3,65  2,37 2,88 3,53    

260 2,70 2,95 3,22 4,04  2,52 3,07 3,83    

275 2,87 3,14 3,50 Раз.  2,67 3,25 4,14    

290 3,04 3,32 3,80   2,82 3,44 4,47    

306 3,13 3,51 3,99   3,05 3,80 4,81    

331 3,51 3,85 4,71   3,23 3,93 5,43    

382 4,09 4,53 Раз.   3,74 4,55 6,81    

433 4,68 5,03    4,26 5,16 Раз.    

484 5,28 5,91    4,78 5,76     

535 5,99 6,77    5,27 6,34     

611 6,86 7,82    6,07 7,17     

688 7,74 9,02    6,89 8,10     

764 8,65 >10    7,70 9,12     

840 9,61     8,59 9,91     

917 >10     9,38 >10     

993      >10      

 

По результатам этой серии экспериментов заметно, что наиболее эффективно располо-

жение арматуры в зоне развития максимальных касательных напряжений, на расстоянии 

0,1…0,2D от подошвы штампа. С увеличением плотности основания и размеров армирующего 

элемента увеличивается контакт грунта с арматурой, что приводит к повышению значений 

модуля деформации и снижению значений осадок.  

Далее проводилось сравнение экспериментальных данных со значениями, получен-

ными в ПК «Plaxis-3D». Исходные данные для проектирования приведены в табл. 7. Сравни-

тельный результат данных, полученных в ходе эксперимента, и значений, полученных в  

ПК «Plaxis-3D», представлен на рис. 3 и 4. 
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Таблица 6 

Значения коэффициента эффективности армирования ks = Sнеарм / Sарм 

в зависимости от плотности грунта, расстояния до армирующего элемента и размеров арматуры  

при давлении P = 60 кПа 
 

Размеры 

арматуры 

ks = Sнеарм / Sарм  

при плотности грунта ρ = 1,54 г/см3 

ks = Sнеарм / Sарм  

при плотности грунта ρ = 1,68 г/см3 

Расстояние до арматуры hs Расстояние до арматуры hs 

0,1D 0,2D 0,3D 0,4D 0,5D 0,1D 0,2D 0,3D 0,4D 0,5D 

100×150 1,50 1,41 1,30 1,12 - 1,52 1,46 1,27 1,18 0,96 

150×150 2,67 2,87 2,05 1,80 1,49 2,45 1,92 1,66 1,56 1,50 

200×200 4,83 4,11 3,66 3,71 2,11 3,58 2,66 3,15 3,96 2,86 

250×250 5,15 4,28 3,49 2,79 2,05 3,21 3,00 2,55 2,74 2,33 

 

 
 

Рис. 2. Влияние глубины заложения и размеров армирующего элемента  

на модуль деформации основания при плотности засыпки: ρ1 = 1,54 г/см3 (а) и ρ2 = 1,68 г/см3 (б) 

 
Таблица 7  

Данные, используемые для моделирования в программе «Plaxis-3D» 
 

Моделируемые объекты 

Параметры 
Песок Штамп 

Армирующий 

элемент 

Материальная модель Мора-Кулона Пластина Пластина 

Плотность ρ, г/см3 1,54 7,85 1,38 

Толщина d, м – 0,01 0,006 

Коэффициент Пуассона ν 0,3 0,3 0,38 

Коэффициент пористости e 0,82 – – 

Модуль деформации / модуль упругости E, кПа 1340 206 ∙ 106 2,6 ∙ 106 

Модуль сдвига G, кПа 515,4 79,23∙ 106 948,9 ∙ 103 

Одометрический модуль Eoed, кПа 1804 – – 

Угол внутреннего трения φ, ° 26,5° – – 

Удельное сцепление с, кПа 3,3 – – 
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На рис. 3 и 4 приведены зависимости «давление – осадка» при разном расположении 

армирующего элемента для плотности грунта основания ρ1 = 1,54 г/см3
 и размеров листа ви-

нипласта 150×150 мм.  
 

 
 

Рис. 3. Сравнение результатов, полученных в ходе экспериментов (Эксп.),  

и значений, полученных в ПК «Plaxis-3D» (Прог.),  

для глубины расположения армирующего элемента hs = 0,1D, 0,3D, 0,5D. 

Уравнения аппроксимации: 1: y = 0,0002x2 + 0,0192x + 0,1101; 

2: y = -4E-09x4 + 2E-06x3 - 9E-05x2 + 0,0324x - 0,0018;  3: y = 9E-05x2 + 0,0278x - 0,046; 

4: y = 2E-13x6 - 8E-11x5 + 2E-08x4 - 2E-06x3 + 0,0002x2 + 0,0151x - 0,0052; 

5: y = 7E-05x2 + 0,0209x + 0,0486;  6: y = -4E-12x5 + 4E-09x4 - 9E-07x3 + 0,0001x2 + 0,0126x + 0,0129 

 

 
 

Рис. 4. Сравнение результатов, полученных в ходе экспериментов (Эксп.),  

и значений, полученных в ПК «Plaxis-3D» (Прог.),  

для глубины расположения армирующего элемента hs = 0,2D,  0,4D и неармированного основания. 

Уравнения аппроксимации:  1: y = 0,0005x2 + 0,0182x + 0,0655; 

2: y = 3E-08x4 - 6E-06x3 + 0,0006x2 + 0,0299x - 0,0086;  3: y = 0,0002x2 + 0,0226x + 0,0803; 

4: y = 7E-09x4 - 2E-06x3 + 0,0003x2 + 0,0137x - 0,0072;  5: y = 8E-05x2 + 0,0243x + 0,0157; 

6: y = 1E-09x4 - 2E-07x3 + 9E-05x2 + 0,0123x + 0,0229 
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Изменение характера распределений нормальных, касательных напряжений, верти-

кальных перемещений за счет армирования по результатам численных исследований при раз-

мерах армирующего элемента 150×150 мм, плотности основания ρ1 = 1,54 г/см3 и давлении 

P = 122,23 кПа приведены на рис. 5–10. 
 

 
 

Рис. 5. Изолинии распределения вертикальных перемещений штампа  

на неармированном основании 

 

 
 

Рис. 6. Изолинии распределения вертикальных перемещений штампа  

при расстоянии от подошвы штампа до армирующего элемента h = 0,1D 
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Рис. 7. Изолинии распределения касательных напряжений в основании штампа  

на неармированном основании 

 

 

 
 

Рис. 8. Изолинии распределения касательных напряжений в основании штампа  

при расстоянии от подошвы штампа до армирующего элемента h = 0,1D 
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Рис. 9. Изолинии распределения нормальных напряжений в основании штампа  

на неармированном основании 

 

 
 

Рис. 10. Изолинии распределения нормальных напряжений в основании штампа  

при расстоянии от подошвы штампа до армирующего элемента h = 0,1D 

 

Выводы 

1. Изменение плотности для неармированного основания с ρ1 = 1,54 г/см3 до ρ2 = 1,68 г/см3 

привело к увеличению разрушающей нагрузки в 1,3 раза. Для армированных грунтовых 
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массивов предельная нагрузка при увеличении плотности выросла в 1,3…1,75 раза в зависи-

мости от расстояния до армирующего элемента, а значения модуля деформации увеличились 

в 1,2…1,5 раза. По сравнению с неармированным основанием значения модуля деформации 

возросли в 1,20…3,6 раз. 

2. Увеличение размеров армоэлементов способствовало увеличению общей устойчивости 

и прочности армированного массива. При плотности основания ρ1 = 1,54 г/см3 (ρ2 = 1,68 г/см3) при 

размерах армирующего элемента 100×150 мм коэффициент эффективности по значениям мо-

дуля деформации kE = 1,13–1,49 (1,1–1,55). При размерах 150×150 мм kE = 1,15–2,95 (1,27–2,7). 

При размерах 200×200 мм kE = 1,19–3,43 (1,21–2,34) и при размерах армирующего элемента 

250×250 мм kE = 1,29–3,61 (1,08–2,42) в зависимости от глубины расположения.  

3. Расположение непластифицированного поливинилхлорида наиболее эффективно в 

зоне действия максимальных значений касательных напряжений: на глубине 0,1−0,2𝐷 от по-

дошвы штампа. Эффективность армирования возрастает по мере увеличения нагрузок на мо-

дель фундамента. Так, снижение значений деформаций во всем диапазоне изменений размеров 

арматуры для армированного основания по сравнению с естественным основанием составило: 

при расстоянии до арматуры 0,5D – до 40 %; 0,4D – до 60 %; 0,3D – до 65 %; 0,2D – до 70 %; 

0,1D – до 75 %.  

4. Установлен путь потери прочности и несущей способности основания – выпор грун-

тового массива над арматурой или превышение предельных значений деформаций. Для за-

глубления арматуры (0,1…0,2)D выпор грунта не фиксировался вследствие превышения вели-

чины предельно допустимой осадки. Для глубины заложения арматуры (0,5…0,3)D наблю-

дался резкий выпор грунтового массива над арматурой в связи с тем, что под армирующим 

элементом создавался уплотненный слой грунтового массива большей жесткости. 

5. Результаты сравнения полученных экспериментальных зависимостей с параметрами, 

полученными в «Plaxis-3D», позволяют считать работу успешной. 
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Problem statement. Conducting experimental and numerical studies has reinforced foundations with subsequent 

multivariate analysis and comparison of the bearing capacity of the reinforced and unenforced foundation depending on 

the reinforcement parameters and backfill density. 

Results. The article presents the results of testing surface rigid models of foundations on a sand base reinforced 

with horizontally located sheets of unplasticized polyvinyl chloride. A multivariate analysis of the dependence of the 

bearing capacity of the foundation on the depth of the reinforcement, its size, and the density of the backfill soil was 

carried out. In the Plaxis-3D software package, a finite element elastic-plastic model of the soil base with a stamp on the 

surface was developed and a comparison of the experimental data with the values obtained in the calculation complex 

was performed. 

Optimal options for the location of the reinforcing element were found. The dependence of the bearing capacity 

and the modulus of the total deformation of the base on the size of the reinforcement and the density of the soil matrix 

was revealed. The nature of the loss of strength of the reinforced base was determined depending on the distance to the 

reinforcement. The effectiveness of reinforcing the base with a composite material was confirmed.  

 

Keywords: reinforcing element, stamp, total deformation modulus, vertical displacement.  
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В практике строительства железобетонные плиты являются широко распространенными конструктив-

ными элементами. Когда плиты служат фундаментом здания или сооружения, их работа существенным образом 
влияет на напряженно-деформированное состояние всей конструкции. При этом расчетные усилия и их распре-
деление в значительной степени зависят от используемой расчетной модели грунтового основания. В работе 
обосновывается необходимость рассмотрения неоднородных оснований в виде упругого полупространства с 
переменными по глубине деформационными характеристиками. Проведено сравнение результатов применения 
основных моделей грунтовых оснований, представленных в виде неоднородных упругих полупространств, а 
также соответствующих им ядер. 
 
Ключевые слова: упругое основание, слой постоянной и переменной толщины, слоистое полупространство, 
фундаментная плита.  

В последнее время проблема выбора расчетной модели основания приобретает еще 
большую остроту в связи с тем, что расширяется строительство в сложных инженерно-
геологических условиях (неоднородных, вечномерзлых, просадочных, усыхающих, илистых, 
насыпных грунтах). Модели грунтовых оснований, используемые при расчете сооружений, 
должны выбираться с учетом реальных деформационных и прочностных свойств грунтов и 
точности их количественной оценки. В настоящее время наибольшее распространение в 
практике строительного проектирования имеют модели переменного коэффициента постели, 
упругого однородного полупространства, а также упругого слоя конечной толщины.  

Дифференциальное уравнение изогнутой поверхности ортотропной плиты, находящей-
ся под действием поперечной нагрузки и опирающейся на упругое основание, имеет вид [1]: 
    

4 4 4
1 3 24 2 2 42 , ,W W WD D D q x y p x yx x y y
     
   

, (1) 
где  ,W x y  − вертикальное перемещение срединной плоскости плиты;  ,q x y  − интенсив-
ность внешней нагрузки;  ,p x y  − контактное давление; 1D , 2D  − цилиндрические жестко-
сти изгиба для главных направлений упругости; 3 1 2 2 12 2k kD D D D D      ; 3

12k
GhD   

− жесткость кручения; 1E , 2E , 1 , 2  − модули упругости и коэффициенты Пуассона матери-
ала плиты соответственно; G  − модуль сдвига, h  − толщина плиты. 

Как и в традиционных подходах [1, 2], трение в области контакта не учитываем и счи-
таем, что плита полностью примыкает к основанию, т. е. вертикальные перемещения плиты и 
                                                           
1© Некрасова Н. Н., Габриелян Г. Е., 2025  
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поверхности основания равны между собой. Для пространственной контактной модели ра-
венство вертикальных перемещений плиты и поверхности упругого основания приводит [2] 
к интегральному уравнению для определения контактного давления: 
        

2
0

0

1, , , , , ,
S

W x y W x y A B x C y x y p d dE
             
  , (2) 

где А, В, С − параметры перемещения плиты как жесткого целого; 0E , 0  − модуль упруго-
сти и коэффициент Пуассона основания; S  − область контакта. Функция  , , ,x y    выби-
рается в зависимости от используемой модели упругого основания. 

Первой по времени, не потерявшей своей значимости и сейчас, является модель осно-
вания, характеризуемая одним коэффициентом постели [1]: 
    , ,p x y k W x y  . (3) 

Идея прямой зависимости между деформацией грунта и действующей на него нагруз-
кой, выдвинутая в 1801 году в России академиком Н. М. Фуссом [3], оказалась весьма плодо-
творной. В 1867 году она была использована Винклером при расчете железнодорожных 
шпал, позднее Винклер и Циммерман дали математическую формулировку задачи о расчете 
балки на упругом основании. Модель Винклера удобна для расчетов, но не прогнозирует ре-
альное распределение напряжений и деформаций в грунте и может дать представление лишь 
о изгибных характеристиках плиты. Тем не менее эта модель еще входит в нормы проекти-
рования фундаментов. 

Самое широкое распространение получила теория упругого полупространства [1, 4], 
отвечающая гипотезе общих упругих деформаций и основанная на анализе контактного вза-
имодействия плит на поверхности упругой, однородной, изотропной, непрерывной полубес-
конечной среды. При использовании модели упругого полупространства стало возможным 
предсказывать осадки поверхности грунта за пределами площадки опирания плиты. В рас-
четные формулы стали входить величины модуля сжимаемости 0E  и коэффициент Пуассона 

0  грунта основания, которые в отличие от коэффициента постели являются физическими 
характеристиками грунта и не зависят от способа их определения. 

Функция влияния упругого полупространства, соответствующая решению Бус-
синеска, имеет вид [1]: 

        12 2, , ,x y x y 

       . (4) 
Введение в расчет конструкций на упругом основании модели полупространства зна-

чительно расширило возможности теории. В то же время решение конкретных задач по но-
вой теории стало значительно труднее, т. к. дифференциальное уравнение для прогибов пре-
вратилось в интегродифференциальное. Точное решение такого уравнения удалось получить 
лишь для некоторых частных случаев (осесимметричное деформирование круглой плиты). 
Но эти недостатки не исчерпались математическими трудностями. Представление о том, что 
грунт под сооружением деформируется на бесконечную глубину, привело к завышению тео-
ретической деформативности основания. Обойти эту трудность позволила модель основания 
в виде упругого слоя постоянной толщины [5]. 

М. М. Филоненко-Бородич [5] предложил модель в виде модели Фусса-Винклера, пе-
рекрытой гибкой мембраной. В. З. Власов [6] выдвинув теорию, в которой плиту на упругом 
основании предлагается считать лежащей на слое с переменными упругими параметрами.  
П. Л. Пастернак [7] предложил модель с двумя упругими параметрами, характеризующими 
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сжатие и сдвиг основания. Комбинированная модель Г. К. Клейна [8] и И. И. Черкасова [3] 
учитывает раздельно восстанавливающуюся и остаточную деформацию, а также нелинейную 
зависимость между напряжениями и деформациями.  

Несмотря на внешнее различие подходов, все исследователи пришли к выражению 
вида: 

          1 2, , , , ,q x y K x y W x y K x y W x y   , (5) 

где 2 2
2 2x y

  
 

 − оператор Лапласа;  1 ,K x y  − первый коэффициент постели;  2 ,K x y  − 
второй коэффициент постели. 

Последнее равенство в правой части (5) выражает сопротивление поверхности осно-
вания сдвигу в вертикальном направлении. Если в формуле (5) положить  2 , 0K x y  , мы 
снова возвращаемся к гипотезе Винклера (3). Отметим, что результаты расчета плит, свобод-
но лежащих на грунтовом основании, с двумя коэффициентами постели и по модели Вин-
клера имеют принципиальные отличия. Так, например, равномерно нагруженная плита на 
винклеровском основании, в силу отсутствия распределительных свойств основания, вообще 
не изгибается, а только оседает, что противоречит действительности. 

По сравнению с моделями упругого полупространства [1] или слоя конечной толщины 
[5], использование модели основания с двумя коэффициентами постели существенно упро-
щает алгоритм программы для ЭВМ и, что особенно важно, сокращает объем машинного 
времени, оставляя практически неизменной точность решения. При этом практические рас-
четы показывают хорошее соответствие не только прогибов и реактивных давлений, но и из-
гибающих моментов, действующих по сечениям фундаментных плит [9, 10]. 

Если представить основание в виде упругого слоя конечной толщины Н, лежащего, в 
свою очередь, на абсолютно жестком основании, то, как указано в работах [5, 8, 11], можно 
установить некоторые приближенные связи между коэффициентами постели и меха-
ническими характеристиками упругого слоя. Коэффициенты постели  1 1 ,K K x y , 

 2 2 ,K K x y  определяются по формулам: 

  *
1

EK H ;    
 

02
0 0

H z f pH pzGK dz dzH f pH
      

  , (6) 

где  
  

0 0*
0 0

1
1 1 2

EE 


  
; 

 
00

02 1
EG 


; 0E , 0  − модуль упругости и коэффициент Пуас-
сона материала основания;  f pH pz  − убывающая функция аргумента  p H z , обра-
щающаяся в нуль при z H . Здесь p  − параметр, определяющий степень затухания пере-
мещений плиты. 

Если в качестве первого приближения положить в (6)  f pH pz H z   , то 
0 02

0 0 3
H zG G HH zK dz dzH H
      

  , 

где H − глубина упругого слоя, которая в общем случае является функцией положения. 
Недостатком модели с двумя коэффициентами постели является то, что расчет по ней 

дает, кроме распределений по всей подошве плиты реакции основания, дополнительную со-
средоточенную погонную реакцию, распределенную по внешнему контуру плиты. Это при-
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водит к завышению расчетных усилий в плите вблизи ее краев. А если учесть недостаточную 
надежность методики определения величины второго коэффициента постели, то следует 
признать, что вопрос об использовании в расчетах модели с двумя коэффициентами постели 
представляет интерес лишь с теоретической точки зрения. 

Кроме вышеупомянутых моделей известны: модель упругого слоя переменной тол-
щины [12, 13], слоистое упругое полупространство [14], линейно-упругое двухфазное полу-
пространство с ползучестью, полупространство с модулем деформации, меняющимся по 
глубине [15], и другие модели упругих оснований. 

В то же время хорошо известно [1, 15], что до сих пор не найдена определяющая кон-
тактную модель основания функция влияния  , , ,x y   , которая позволила бы описывать 
поведение различных грунтов в широком диапазоне условий деформирования. Приведенные 
в многочисленных литературных источниках данные по результатам сравнения различных 
функций влияния не позволяют определить, какая из имеющихся функций влияния является 
наилучшей по удовлетворительному описанию перемещений и напряжений для конструк-
ций, расположенных на упругих основаниях. Хотя каждая функция влияния  , , ,x y    
имеет свои физические предпосылки, в настоящее время невозможно отдать предпочтение 
какой-либо из этих функций. Поэтому выбор функции влияния  , , ,x y    не выходит за 
пределы личной интуиции исследователя на основе разумного компромисса между сложно-
стью математических представлений и результатами прогнозирования работы оснований 
зданий и сооружений. Еще раз отметим, что использование той или иной функции влияния 
 , , ,x y    существенно влияет на решение контактной задачи или, что то же, на степень 

неравномерности распределения контактных давлений по подошве фундамента. 
Рассмотрим более подробно формулировки пространственных контактных моделей 

для грунтовых оснований, обладающих неоднородными по глубине механическими свой-
ствами. 

Слой постоянной толщины. Модель слоя конечной толщины Н является одной из 
простых моделей неоднородного упругого полупространства. Предполагается, что слой од-
нороден и закреплен на нижней границе. Эту модель можно условно интерпретировать как 
упругое неоднородное полупространство, модуль упругости которого постоянен до глубины 
Н,  
а далее скачкообразно возрастает до бесконечности. 

В соответствии с [5] функция влияния  , , ,x y   , определяющая вертикальные пе-
ремещения точек поверхности линейно-деформируемого слоя конечной толщины, лежащего 
без трения на абсолютно жестком основании, вызванные действием единичной нормальной 
сосредоточенной силы на его поверхности, имеет вид: 
  

 

4
2 21

1, , , k
k k

Bx y R A H R
    


 , (7) 

где коэффициенты kA , kB , 1, 4k   приведены в табл. 1. 
 

Таблица 1 
Аппроксимационные параметры контактной модели 

для упругого слоя постоянной толщины 
 

k 1 2 3 4 
Аk  0,8 1,4 2,0 2,6 
Вk  0,426 -6,051 7,395 -2,770 
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Первый член в уравнении (7) соответствует решению Буссинеска, а остальные слага-
емые, которые зависят от глубины слоя Н, можно рассматривать как уточняющие члены. 

Модель упругого слоя конечной толщины является в математическом смысле более 
общей, чем модель упругого полупространства. При достаточно большой толщине слоя 
H a , где a  − характерный линейный размер плиты в плане, представление (7) переходит 
в (4),  
т. е. вычисления, основанные на формуле (7), приводят к решениям контактных задач для 
полупространства.  

Следует отметить, что H  определяется достаточно точно, когда известны конкретные 
инженерно-геологические условия. Наиболее распространены ситуации, когда, например, 
под сжимаемым грунтом на определенной глубине залегают практически несжимаемые гор-
ные породы, в этом случае под сооружением часто происходит сезонное оттаивание на ко-
нечную глубину, ниже которой располагаются вечномерзлые грунты. Тогда сжимаемой тол-
щей естественно считать весь сжимаемый слой. Кроме того, имеется большое число [16] 
способов расчета, по которым определяется мощность сжимаемой толщи: по ширине фунда-
мента; штамповыми испытаниями в сочетании с решениями теории упругости; из сопостав-
ления природного и избыточного давлений. Однако ни один из известных приемов назначе-
ния мощности сжимаемой толщи не свободен от недостатков. Значения глубины сжимаемой 
толщи, найденные для одинаковых условий различными способами, расходятся иногда в 2−5 
раз. Таким образом, мощность сжимаемой толщи является условной величиной, которая вво-
дится в расчет вследствие отличия реальных условий от расчетной модели и должна уста-
навливаться исходя из требования совпадения расчетных и фактических осадок. Поэтому ве-
личину H  удобно включать в число параметров контактной модели, а далее находить ее 
значение из условий приближения расчетных осадок к натурным. При таком подходе есте-
ственным образом будут учтены нелинейный характер наблюдаемого возрастания толщи с 
увеличением нагрузки, влияние площади штампа, уплотненности грунта и ряда других фак-
торов. 

Слой переменной толщины. Используемая в литературе и нормативных документах 
модель упругого слоя конечной, но постоянной толщины, подстилаемого несжимаемым ос-
нованием, несмотря на ее известную условность, лучше, чем модель упругого полупростран-
ства, отражает реальные условия работы грунта под нагрузкой. В большинстве исследований 
общие решения для слоя постоянной толщины получены на основе строгих методов теории 
упругости и предполагают, что поверхность недеформируемого слоя является горизонталь-
ной. На практике, как правило, подстилающий слой залегает наклонно, что приводит к необ-
ходимости учитывать изменение толщины сжимаемого слоя грунта под подошвой больше-
размерных фундаментов. Рассматриваемая здесь нами ситуация возникает в случае если 
сжимаемый слой грунта расположен на совершенно жестком (скального типа) основании или 
когда различие в деформационных свойствах слоев достаточно велико. Наличие несжимае-
мого подстилающего основания приводит к тому, что осадки поверхности грунта тем боль-
ше, чем больше толщина деформируемого слоя. 

В качестве иллюстрации возможностей предложенной численной методики расчета 
рассмотрим пространственную контактную модель упругого слоя переменной толщины или, 
другими словами, однородный упругий континуум, имеющий форму пространственного 
клина 0 x  , y  , 0 z x tg     с центральным углом  при ребре, 
0 90   (рис.). Наклонная плоскость, ограничивающая клин снизу, полностью защемле-
на. Выражение функции влияния ( , , , )x y    для контактной модели такого основания по-
лучено в [16] и имеет вид: 
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2 211 1

1 1( , , , ) ( / ) ( )
k

k
ax y R R R R kb

    


 , (8) 

где ( 1, 4)ka k  , b  − коэффициенты, зависящие от  и 0 ; 
   2 2R x y    ,    2 2

1R x y    . 
Параметры b ,  1, 4ka k   в рассматриваемой контактной модели могут быть найдены 

методом наименьших квадратов для различных значений угла  и коэффициента Пуассона 0 . 
В [16] и [17] приводятся составленные на основе численных расчетов подробные таблицы их 
значений для  5 5 89      и 0 0; 0,25; 0,35; 0,5.    

  Рис. Расчетная схема упругосжимаемого клина  
Модельные параметры , , 1, 4kb a k  , использованные нами при расчетах, приведены в 

табл. 2. 
 Таблица 2 

Значения коэффициентов ka , b  контактной модели (8) 
 

  0  1a  2a  3a  4a  b  
5 0 -0,1859 4,179 -4,415 1,410 0,0194 
 0,25 -0,2084 0,3373 3,587 -2,765 0,0194 
 0,35 -0,2371 -2,584 9,778 -6,037 0,0194 
 0,50 -0,2084 -10,09 26,03 -14,75 0,0194 

10 0 -0,4148 7,066 -22,45 17,04 0,0107 
 0,25 -0,0127 0,4136 -2,21 2,887 0,0107 
 0,35 0,6502 -0,5888 0,7272 0,8904 0,0107 
 0,50 0,1230 -1,663 3,62 -0,9275 0,0107 

15 0 0,1013 -1,751 5,778 -3,129 0,0405 
 0,25 -0,0877 -1,77 6,412 -3,755 0,0405 
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 0,35 -0,0889 -1,966 7,389 -4,553 0,0405 
 0,50 -0,1008 -2,589 10,34 -6,928 0,0405 

20 0 0,0211 -0,7522 4,894 -3,208 0,0697 
 0,25 -0,0326 -0,1323 4,086 -2,984 0,0697 
 0,35 -0,0645 0,2019 3,911 -3,127 0,0697 
 0,50 0,1405 0,9806 3,894 -3,849 0,0697 

Окончание табл. 2 
 

  0  1a  2a  3a  4a  b  
25 0 -0,020 -0,1491 4,187 -3,096 0,0979 

 0,25 -0,0799 0,6939 2,76 -2,458 0,0979 
 0,35 -0,1181 1,212 2,120 -2,312 0,0979 
 0,50 -0,2112 2,505 0,8496 -2,279 0,0979 

30 0 -0,1261 3,619 -2,193 0,6272 0,175 
 0,25 -0,0916 1,019 2,277 -2,313 0,125 

 0,35 0,1324 1,636 1,368 -1,992 0,125 
 0,50 0,2345 3,220 -0,6396 -1,504 0,125 

35 0 -1,066 13,47 -31,86 22,04 0,1507 
 0,25 -0,0849 1,004 2,455 -2,514 0,1507 
 0,35 -0,1252 1,655 1,436 -2,117 0,1507 
 0,50 -0,2281 3,349 -0,8726 -1,451 0,1507 

40 0 -0,0918 2,183 0,7424 -2,08 0,2249 
 0,25 -0,0684 0,7601 3,108 -2,977 0,1749 
 0,35 -0,1063 1,394 2,106 -2,594 0,1749 
 0,50 -0,2040 3,050 -0,1037 -2,015 0,1749 

45 0 -0,1033 3,971 -3,079 -0,0604 0,2974 
 0,25 -0,1224 2,935 -1,224 -0,7867 0,2474 
 0,35 -0,0803 0,9443 3,195 -3,308 0,1974 
 0,50 -0,1687 2,445 1,412 -3,053 0,1974 

50 0 -0,0764 2,395 1,674 -3,531 0,3182 
 0,25 -0,0886 1,869 1,589 -2,687 0,2681 
 0,35 -0,1297 2,915 -0,7536 -1,318 0,2681 
 0,50 -0,1268 1,640 3,401 -4,384 0,2181 

60 0 0,0555 -1,580 8,086 -5,799 0,2531 
 0,25 -0,0596 1,341 4,130 -5,023 0,3531 
 0,35 -0,010 2,585 0,9658 -2,980 0,3531 
 0,50 -0,1309 2,378 2,644 -4,627 0,3031 

70 0 0,0638 -1,685 7,262 -4,693 0,2788 
 0,25 0,0415 -1,266 6,281 -4,133 0,2788 
 0,35 0,0333 -1,189 6,653 -4,679 0,2788 
 0,50 -0,0885 1,434 6,024 -7,473 0,3788 

75 0 0,0596 -1,527 6,112 -3,550 0,2880 
 0,25 0,0416 -1,179 5,223 -3,012 0,2880 
 0,35 0,0369 -1,166 5,702 -3,607 0,2880 
 0,50 0,0335 -1,432 8,570 -6,614 0,2880 

80 0 0,0509 -1,253 4,590 -2,123 0,2946 
 0,25 0,0338 -0,9102 3,591 -1,457 0,2946 
 0,35 0,0299 -0,909 4,009 -1,966 0,2946 
 0,50 -0,0325 -1,287 6,968 -4,941 0,2946 

89 0 0,0215 -0,4724 1,099 0,9120 0,2999 
 0,25 0,0206 -0,4447 1,020 0,8807 0,2999 
 0,35 0,0237 -0,5434 1,548 0,3678 0,2999 
 0,50 0,0375 -0,9932 3,905 -1,785 0,2999 
 
Слоистое полупространство. Как было отмечено ранее, проведенные нами расчеты 

получены в предположении, что между упругим слоем и жестким основанием отсутствует 
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трение. Однако наличие в грунте на глубине H  контактной поверхности между упругим 
слоем и несжимаемым основанием приводит к неоднородности напряженно-
деформированного состояния. Исследованиями ряда авторов [15] установлено, что влияние 
несжимаемого основания на концентрацию напряжений внутри слоя становится малозначи-
тельным лишь при / 5s H a  , где a  − характерный размер плиты в плане. Степень кон-
центрации при 5s  существенно зависит от условий скольжения упругого слоя по несжи-
маемому основанию. В частности, детальный анализ показывает, что условие отсутствия ка-
сательных напряжений по сравнению с условием отсутствия перемещений (защемлением) на 
нижней границе слоя вызывает увеличение вертикальных перемещений и сжимающих 
напряжений. Для реальных грунтовых условий, видимо, следует пользоваться предложен-
ным в [11] граничным условием типа упругих связей между упругим и абсолютно жестким 
телами при контакте: 

   01, , , , ,j jzu x y H x y HG
   ,j x y ,  , , 0zu x y H  , 

где   − коэффициент сцепления, приводящий к росту абсолютных значений напряжений и 
перемещений. Предельными случаями таких условий является сцепление и гладкий контакт: 
при 0   получается случай сцепления слоя и основания; при     слой и основание мо-
гут без трения проскальзывать вдоль всей своей общей границы. 

Дальнейшим приближением к реальным условиям деформирования следует, по-
видимому, признать моделирование естественного основания в виде схемы «упругий слой 
конечной толщины на упругом полупространстве». Например, когда упругий слой свободно 
 0   лежит на упругом полупространстве, функция влияния имеет вид [18]: 

    
 2

2 1 2 2, 2 2 2 1
ch shQ sh ch

   
  

   
. (9) 

В такой модели основания в рассмотрение входит отношение 1 2/   , где 
 2/ 2 1i i iE   , 1,2i   − механические характеристики слоя и полупространства соответ-

ственно. При 0  приходим к схеме «упругий слой на жестком основании», при /H a   
− к схеме однородного полупространства. 

Предложенные подходы к расчету деформации двухслойной системы без труда обоб-
щаются на случай существования упругих связей между слоями в многослойном полупро-
странстве следующим образом [18]. Предполагается, что i  и  1i  -й слои соединены упру-
гими связями с коэффициентом i , т. е. напряжения , ,z yz xz    и вертикальные перемещения 
W  на их общей границе совпадают, а 

     , 1 ,
1, ,0 , ,0 , ,0ij i j i i yz

i
u x y u x y x yG

    , 

где i  − коэффициент Пуассона 1-го слоя; ,j x y . При 0i   получается случай сцепления 
полупространств, при i   полупространства могут без трения проскальзывать вдоль 
всей своей общей границы. Таким образом, граничные условия сопряжения контактирующих 
слоев в матричной форме примут вид: 
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, 1 ,
, 1 ,
, 1 ,

, 1 ,
, 1 ,
, 1 ,

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

z i z i
yz i yz i
xy i xz i
x i x i
y i y i
z i z i

u u
u u
u u













                                                 

       

, (10) 

где 1 i i
iG

  . Предельными случаями таких условий совместности деформации слоев 
являются сцепление и гладкий контакт. 

Использование функции влияния для любой обобщенной модели слоистого линейно-
деформируемого основания типа (9) или (10) не приведет к возникновению принципиальных 
трудностей вычислительного характера, а скажется лишь на общем увеличении затрат рас-
четного времени. 

Выводы. Теория расчета сооружений на деформируемом основании ставит как одну 
из первых задач выбор расчетной модели грунтового основания. Механические свойства ос-
нования существенно влияют на изгиб фундаментных конструкций.  

Несмотря на проведенные к настоящему времени обширные экспериментальные иссле-
дования, остается актуальным дальнейшее изучение реалистичного изменения деформацион-
ных характеристик грунта, обусловленного историей напластования, распределением влажно-
сти, химическим закреплением, уплотнением и т. д.  

При решении задач взаимодействия фундаментных конструкций с грунтом предпочти-
тельно прямое использование методов механики твердых деформируемых тел. 
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In construction practice, reinforced concrete slabs are widely used structural elements. When slabs serve as the 
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this case, the calculated forces and their distribution largely depend on the used calculation model of the soil founda-
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