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МОДЕЛИРОВАНИЕ РАБОТЫ ДОРОЖНОЙ КОНСТРУКЦИИ СО СЛОЕМ 

ИЗ УКРЕПЛЁННОГО МАТЕРИАЛА 
 

В. А. Козлов1, В. В. Волков2, А. Е. Борисов3 
 

Воронежский государственный технический университет1,2  
 ГСК ВРЦ ООО «Автодор-Инжиниринг»3  

Россия, г. Воронеж 
1Д-р физ.-мат. наук, зав. кафедрой строительной механики, тел.: +7(473)276-40-06, 
e-mail: vakozlov@vgasu.vrn.ru 
2Канд. техн. наук, доцент кафедры строительной механики, тел.: +7(910)22402587, e-mail: kotlac@yandex.ru 
3Главный специалист, тел.: +7(910) 245-86-66, e-mail: a.borisov@yandex.ru 

 
Предлагается при расчете напряженно-деформированного состояния дорожной одежды, состоящей из 

асфальтобетонного и грунтобетонного низлежащего слоя учитывать работу обработанных гранул основания. 
Это позволяет учитывать влияние толщины пленки вяжущего на гранулах смеси на напряженно-
деформируемое состояние сформированного слоя при замерзании-оттаивании воды в порах. В данной статье 
рассмотрена физическая модель возникновения приращения поры при замерзании воды в ней и возникновения 
усилий между гранулами, покрытыми органическим вяжущим при различных размерах пор. 

Получено, что оптимальная толщина пленки стандартного вяжущего составляет 50-150 мкм при 
условиях стандартного фракционного состава. Уменьшение зазоров между частицами грунтобетонной смеси 
снижает количество накопленной воды, но одновременно увеличивает внутренние напряжения внутри 
материала при замораживании. Наличие пленки полимерного вяжущего на гранулах снижает внутренние 
напряжения в структуре материала. 

Показано, что прочность слоя уменьшается при положительном градиенте температур фазового 
состояния льда в порах слоя (таянии). 

 
Ключевые слова: дорожная одежда, напряжение в слое, грунтобетонная смесь, морозостойкость 

 
Введение. 1Интенсивное развитие транспорта в настоящее время приводит к 

повышению грузоподъемности, скорости современных автомобилей, а также возрастанию 
автопарка используемых транспортных средств. Как следствие, увеличивается нагрузка на 
дорожную конструкцию. Совместное воздействие колесной нагрузки и природно-
климатических факторов на дорожную одежду приводит к образованию дефектов на 
покрытии в виде выбоин, трещин, колейности и других. Одной из причин разрушения 
покрытий автодорог является ослабление земляного полотна в связи с поступлением влаги 
через образовавшиеся дефекты в слоях дорожной одежды. Отсюда возникает необходимость 
укрепления оснований и грунтов верха земляного полотна с целью уменьшения их 
водонасыщения и, как следствие, уменьшения количества дефектов, особенно при 
воздействии пониженных температур. В соответствии с нормативными документами в 
настоящее время используют асфальтобетонный гранулят, щебеночно-гравийно-песчаные 
смеси и грунты, обработанные вяжущими материалами. 

                                                             
1© Козлов В. А., Волков В. В., Борисов А. Е., 2022 
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Данная работа посвящена разработке математической модели, описывающей работу 
конструктивного слоя дорожной одежды облегченного типа в области перепада температур с 
учетом внутреннего напряжения в грунтобетонной смеси. 

Анализ литературных источников. Для теоретического обоснования эффективности 
технологии восстановления асфальтобетонных покрытий методом холодной регенерации с 
использованием грунтобетонной смеси, укрепленной вяжущим материалом, использованы 
научные положения, сформулированные в фундаментальных работах: Г.С. Бахраха [14],  
В.М. Безрука [5], Г.К. Сюньи [16], А.M. Алиева [2], В.М. Гоглидзе [7], Г.С. Гмыря [6],  др.  

При фрезеровании тонкослойных конструкций происходит перемешивание 
удаленного асфальтобетона и щебня с грунтом. Исходные материалы получаемой смеси 
имеют разный гранулометрический состав, различную крупность минеральной части. Данная 
смесь может содержать в том или ином соотношении грануляты старого асфальтобетона, 
которые покрыты полностью, частично или не покрыты вяжущим и песком; отдельные 
минеральные зерна основания – щебень различной крупности и грунтовую смесь различного 
состава. 

Грунтобетонная смесь – это материал, созданный из нескольких составляющих. В нем 
крупный наполнитель представлен частицами гранулята старого асфальтобетона и 
щебёночного материала (получаемыми из основания), а дисперсная среда – вяжущим 
веществом (минеральным, органическим или комплексным) и грунтом. Представленная 
смесь состоит из дисперсных материалов, для которых характерна развитая межфазовая 
поверхность и высокая концентрация дисперсной фазы в жидкой дисперсной среде.  

Задачей исследования является разработка математической модели работы дорожной 
конструкции при изменяющихся характеристиках используемых материалов с учетом 
различных эксплуатационных показателей.  

Предмет исследования – анализ физических процессов в слое основания дорожной 
одежды из грунтобетонной смеси при действии отрицательных температур для достижения 
увеличенного срока ее эксплуатации. 

Физико-математическая модель работы дорожной одежды. Основным элементом 
дорожной одежды является покрытие, накрывающее несколько слоёв основания и 
воспринимающее нагрузку от транспортного потока. Его прочность определяется основными 
физико-механическими характеристиками материалов, используемых для формирования 
слоя. В процессе решения конструктивной задачи по подбору состава для дорожной одежды 
очень важно знать, какой из слоев является наиболее слабым звеном, как он будет влиять на 
несущие свойства дорожной одежды и, соответственно, на стойкость верхнего слоя дороги 
при транспортном воздействии. Расчет каждого конструктивного элемента связан с многими 
исходными параметрами, влияющими на конечный результат, при этом реологические 
характеристики материалов тесно связаны с технологией формирования каждого слоя.  

При построении модели, описывающей связь между прочностными и физическими 
характеристиками новых материалов слоя основания, необходимо задать граничные условия 
прочности на сжатие и на разрыв, толщину слоя формируемого основания и покрытия 
дороги, начальные характеристики естественного грунтового основания. 

Основными расчетными решениями, формирующими модель, являются: уравнение 
неразрывности; уравнение упругой деформации многослойной среды дорожной 
конструкции; уравнения Ламе для решения деформации в области контакта колеса; 
нестационарное уравнение теплопроводности Фурье; уравнения задачи Стефана; 
интегральное уравнение тепло-влагопереноса [17, 18]. 

В качестве гипотезы для критерия толщины конструктивных слоев дорожной одежды 
принято условие равновесия между эквивалентным модулем деформации многослойной 
одежды и модулем деформации низлежащего слоя при замерзании и последующем его 
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оттаивании. В процессе расчета определялись значения требуемого модуля деформации 
покрытия. 

Приняв за условие равновесие сил в области контакта слоев, перемещение 
асфальтобетонного покрытия при воздействии повторяющихся нагрузок можно записать [10]  

1,4 0,4

1 2
1

2 1

(0,5 0,65 lg )

22 1

def
val

p D N
W

E EhE arctg
E D E

 





     


                      ,

 (1) 

где E1,2 – модуль упругости первого и второго слоя; D – диаметр отпечатка колеса 
транспортного средства; p – величина нагрузки от колеса; defN  - количество приложений 
нагрузки.  

Пластические осадки или перемещения каждого из слоев вычисляются  
интегрированием по глубине конструкции. В силу связи слоев прогиб на поверхности 
дорожного покрытия непрерывно связан с деформациями нижележащего слоя. В условиях, 
когда нижний слой может приобретать различные характеристики при изменении 
температуры, необходимо определить его влияние на прочностные характеристики всей 
конструкции [10]. 

На поверхность первого слоя действует равномерная нагрузка p по кругу диаметром 
D, расчетная схема показана на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема выбранной конструкции 
 

На границах слоев дорожной одежды выполняются следующие условия, 
( 1) ( 1) ( 1) ( 1), , , , 1..3.i i i i i i i iu u w w i            (2) 

Воспользуемся известными уравнениями (3) для перемещений многослойной 
конструкции, в которой каждый слой обладает модулем упругости, коэффициентом 
Пуассона, прочностью на сжатие. Определяющей величиной является модуль упругости или 
косвенно прогиб покрытия под известной нагрузкой. Формируемая чаша прогиба наиболее 
полно описывает основные характеристики дорожной одежды в случае применения 
различных материалов.  

21 i
i

i

pU
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,  
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1 2 (1 )i
i
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E z



  

       
, (3) 

где Ei – модуль упругости слоя с номером i (i = 1,…, N); ν – коэффициент Пуассона; Wi, Ui – 
вертикальные и горизонтальные перемещения; p – распределенная нагрузка; r – радиус чаши 
прогиба; z – толщина слоя;  – оператор Лапласа. 

Граничные условия на верхней границе асфальтобетонного слоя,  
0 0 0( ), 0< <D, 0, < < , 0.z z zp x x D x        (4) 
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Проскальзывание слоев конструкции не учитывается, нагрузка предполагается 
осесимметричной, равномерно распределенной по круговой области [13, 19]. 

Используя уравнения Ламе для малых перемещений в граничных условиях (2) и (4), 
получаем систему уравнений, решаемых численно с использованием математического пакета 
Comsol Multiphysics. 

Если материал покрытия дороги достаточно прочный, но хрупкий и не обладает 
необходимой способностью пропускать влагу, то он будет растрескиваться. Если материал 
пропускает влагу чрезмерно, то это приведет к накоплению избыточного количества влаги с 
последующим образованием сетки трещин и, возможно, линз влаги. 

Анализ возникающих напряжений и деформаций в конструкции с вновь 
формируемым покрытием осуществлен посредством моделирования дорожной конструкции, 
сечение которой показано на рис. 2. Основные характеристики материалов получены в ходе 
лабораторных исследований, а геометрические параметры – в соответствии с 
технологической картой реконструкции автомобильной дороги. Глубина заложения 
грунтового корыта 3 м, это позволяет учесть влияние свойств грунта. 

 

 
 

Рис. 2. Срез моделируемой дорожной конструкции со слоем из грунтобетонной смеси  
 

Модуль упругости верхнего слоя из асфальтобетона зависит от температуры внешней 
среды, его влияние на величину общего прогиба весьма незначительно. Несущая 
способность дороги существенно зависит от величины модуля упругости нижнего слоя 
дорожной одежды в связи с изменением его увлажнения. 

На рис. 3 показано изменение напряжений в слое основания в случае внесения 
пластичных элементов в виде тонкого слоя с коэффициентом Пуассона равным 0,31 [1].  

 
 

 
 

Рис. 3. Напряжения на стыке первого и второго слоев из грунтобетонной смеси дорожной конструкции  
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Отмечается практически полная передача усилий от верхнего нагруженного слоя. 
Максимальные напряжения возникают в области контакта колес транспортного средства. 

Численное моделирование показало, что прочностные характеристики дорожной 
одежды в значительной степени зависят от несущих свойств искусственного слоя из 
грунтобетонной смеси. Начиная с величины увлажнения 15-20% несущего слоя, наблюдается 
уменьшение прочностных характеристик. Это связано с деформированием каркасной сетки 
из грунтобетонной смеси, приводящей к появлению локальных зон напряжений. Вблизи этих 
зон возможно появление локальных участков повышенного увлажнения, на которых из-за 
перемещений материала образуются трещины. Таким образом, для формирования 
устойчивого к попеременным циклам замораживания-оттаивания дорожного основания 
желательно применять компоненты, увеличивающие как структурную целостность 
(минеральный компонент – цемент, известь), так и пластичную составляющую 
(органический компонент – битум). Для достижения необходимых характеристик нужно 
получить конструкции облегченной дорожной одежды с основанием, состоящим из 
указанных материалов в определенных пропорциях и с заданными свойствами. 

Рассмотрение водонасыщенного состояния второго слоя грунтобетонной смеси 
опирается на описание процесса движения воды в пористом слое на основе решения 
фильтрационной задачи уравнения движения флюида в пористой среде, предложенное А.И. 
Цаплиным и В.Н. Нечаевым [9]. Уравнение имеет вид 

 2

1 1 1U V U P Vu V u VU
m m z z z k 
             

 , (5) 

где U – проекция скорости подъема воды на ось z; m - пористость грунта; k – проницаемость 
грунта; V – кинематическая вязкость воды; ρ – плотность воды.  

Совместное решение уравнений (3) и (5) позволяет определить поток жидкости, 
инфильтруемой слоем. С учетом этих данных структуры скелета сформированного слоя из 
грунтобетонной смеси можно определить количество жидкости, в которой границы частиц 
участвуют в процессе механического взаимодействия при фазовом переходе жидкости из 
одного агрегатного состояния в другое [3, 15, 22]. 

Слой, формируемый в результате технологических операций по укладке 
грунтобетонной смеси, состоит из обработанных вяжущим материалом гранул. В них 
присутствуют как структурные элементы (минеральная компонента, вяжущие, старый 
материал переработки асфальтобетона), так и вода. Последняя в процессе замерзания 
переходит через температуру фазового перехода, причем, чем чище вода, тем более быстрый 
процесс перехода из жидкого состояние в твердое. Образовавшиеся крупные кристаллы, 
расширяясь, механически действуют на стенки капилляра (поры).  

Физико-механические и теплофизические характеристики материалов, из которых 
технологически изготовлена дорожная конструкция, совместно с температурным режимом 
определяют как теплоинерционные свойства дорожной конструкции, так и предельные 
физические характеристики при механическом воздействии расширяющегося льда и при 
обратном процессе – снятие этих напряжений. В предлагаемой технологии слой вяжущего 
вокруг минеральных компонентов старого асфальтобетонного покрытия  гранул становится 
толще. В этом случае при условиях возрастания температуры даже при наличии хрупкого 
вяжущего усилия от давления ледяных кристаллов могут быть значительно меньше (рис. 4). 
Так как остаточная прочность слоя зависит от величины разрушающего действия воды 
внутри поры, то любое уменьшение давления ледяных кристаллов на стенки способствует 
увеличению количества циклов замораживая-оттаивания. 
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Рис. 4. Физическая модель возникновения приращения поры при замерзании воды в ней:  E – модуль 

упругости; v – коэффициент Пуассона; q – плотность; ас теплоёмкость асфальтобетона; а
теплопроводность; М – толщина минерального материала; l – толщина вяжущего; L – толщина жидкости 

(воды); L  – приращение размера поры 
 
 

Рассматриваемая задача сводится к выбору оптимального соотношения между 
механическими свойствами элемента формируемого слоя, связанного адгезивными 
свойствами вяжущего, и величиной усилия, вызванного линейным расширением льда в 
данном объеме. При этом можно сделать предположение о наличии оптимальной величины 
пористости для подбираемого состава грунтобетонной смеси с последующим её 
уплотнением [14], обладающей оптимальными характеристиками относительно 
разрушающего действия воды при замерзании. 

Дорожная одежда представляет собой многослойную конструкцию с наиболее 
напряженным верхним слоем (слой деструкции). В зависимости от степени разрушения, 
могут изменяться теплопроводность (λ) и удельная теплоемкость (c), которые в общем 
случае являются функциями координаты (х), пористости (П), времени (t) и вариативных 
параметров температуры (Т), количества свободной воды (Wв). 

Задача содержит дифференциальные уравнения теплопроводности, начальные 
условия, определяющие распределение температуры на границах и толщине конструкции 
притоками тепла [20]. 

В процессе изменения внешних условий примем за начальный момент времени t0 
распределение температуры по глубине дорожной конструкции в виде условия Т0 =Т(х, 0). В 
силу изменения с течением времени параметров внешней среды процесс теплопереноса в 
совокупности с фазовыми переходами также носит нестационарный характер. 
Следовательно, изменение температуры в конструкционных слоях дорожной одежды может 
быть описано уравнением нестационарной теплопроводности Фурье: 

 T
t
Tc gradλdivρ 

 , (6) 

где c – удельная теплоемкость материалов конструкции, Дж/кг.К; λ – коэффициент 
теплопроводности материала, Вт/м.К; ρ – плотность материала, кг/м3; t – время, с. 

Граничные условия для данной задачи и конструкции:  
0( , 0) zТ z T    (7) 

Для соприкасающихся слоев можно записать,  
0 0 01 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 1 1 1 1 1
1 1 11 1 1

; , ; , ; .T T TT T Tt t c c t t t t
z z z z z z

   
    

     
     

 (8) 

Уравнение (6) описывает общий случай распределения температуры вглубь 
конструкции дороги. А граничные условия (7) и (8) указывают на неразрывность потоков 
тепла на границах слоев. 



13 

В точной постановке уравнения теплопроводности в многофазной среде с 
движущимися границами между различными фазами (задача Стефана) решаются численным 
методом [11, 21]. Для учета в модели процессов замораживания/оттаивания слоя был 
использован метод учета скрытой теплоты фазового перехода воды в слое на основе 
эффективных теплоемкости Cэ и теплопроводности λэ. 

В слое искусственного основания из грунтобетонной смеси при его замерзании 
движение фронта фазового перехода происходит с выделением тепла. Это приводит к задаче 
вычисления распределения  температур по толщине дорожной конструкции. Уравнение 
Фурье перепишем с учетом эффективных теплоемкости Cэ и теплопроводности λэ и в 
соответствии с принятой расчетной схемой: 

   
э э

, ,
λ

T x t T x t
C

t x x
  

     
. (9) 

Условимся, что эквивалентные теплоемкость и теплопроводности связаны с фазовой 
зависимостью процесса замерзания-таяния поровой воды  
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, (10) 

где  Wm(Т) – функция, отражающая зависимость количества незамерзшей воды от 
температуры Т; L – удельная теплота фазового перехода вода-лед, Дж/кг индексы «з», «ж» 
относятся, соответственно, к замерзшей и жидкой фазам состояния воды, а «сух» при 
отсутствии влаги. 

Тогда подставляя в (9), получим обобщенное уравнение  
   

э i

, ,
( ) λi

T x t T x t
С

t x x
  

     
, i = 1, 2, 3, (11) 

где ci – удельная теплоемкость материалов слоя с номером i, Дж/кг.К; ρi – плотность 
материала i-го слоя, кг/м3; λi – коэффициент теплопроводности материала i-го, Вт/м.К.  

Тепло окружающей среды поступает через границу воздух-поверхность дороги с 
граничными условиями и определением условий теплообмена с окружающей средой. При 
температуре ниже нуля замерзает не вся влага, а та часть, которая составляет разность между 
начальной влажностью Wm и влажностью при температуре Тф: Wm - Wн(Тф). Остальная вода 
кристаллизуется в зоне промерзания по мере дальнейшего понижения температуры слоя. С 
учетом вышеуказанного можно записать 

  з ж m H ф
ξλ λ ρT T L W W T

x x x
  

  
  

,  (12) 

где  tξξ   – положение фронта фазового перехода. 
Модель описывается множеством функциональных зависимостей: температурой, 

удельной теплоемкостью, теплопроводностью и плотностью в каждом слое дорожной 
конструкции, а также функцией водонасыщения Wн(T), связанной с количеством 
незамерзающей воды при заданной температуре Т. Эти зависимости описывают изменение 
теплофизических свойств слоя при фазовом переходе содержащейся в нем воды и 
вызванным выделением скрытой теплоты льдообразования. 

Теплофизические константы с, λ, ρ определяются долевыми слагаемыми 
уплотненного гранулята, воды и льда. Для теплоемкости слоя используются все компоненты, 
включая воду в замершем и жидком состояниях, содержащейся в порах: 

а в вз вяжc с с сW   ,    в H л H( ) ( )ж а вяж mс с с сW T c W W T     , (13) 
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где сз, сж – теплоемкости верхнего слоя дорожной конструкции в полностью замёрзшем и 
талом состояниях, кДж/кг*К; Wm – процентное содержание воды в порах слоя из 
грунтобетонной смеси. 

Материалы и методы исследований. Оценить оптимальное соотношение объема 
поры и толщины стенки можно с помощью эконометрического показателя, определяющего 
затраты на укладку и количество используемого вяжущего материала. Очевидно, что 
минимальных размеров пор достичь невозможно, а получение максимальной толщины 
вяжущий пленки экономически  не выгодно. Следовательно, для них существует 
определённый спектр оптимальных соотношений, которые позволяют создавать стойкие 
материалы на основе дешевых местных компонентов для местности, в которой часто 
происходят замораживания и оттаивания. 

В таблице приведены основные теплофизические характеристики используемых 
материалов при строительстве дорог, а также воды и льда. Эти данные являются 
усредненными значениями, встречающимися на практике указанных параметров. Для 
анализа скорости проникновения тепловой волны при охлаждении или нагревании единицы 
слоя очень важен параметр теплопроводности среды, на которую оказывается 
теплофизическое воздействие. Очевидно, что бетон обладает большой теплопроводностью 
из-за наличия как натуральных природных материалов в виде гравия, так и минеральной 
компоненты [8]. Органические вяжущие уменьшают теплопроводность материала. При 
формировании слоя из грунтобетонной смеси тепловая волна вызывает расширение (сжатие) 
монолитных материалов или расширение (сжатие) пространства между ними (трещины, 
щели, зазоры). 

 
Теплофизические характеристики используемых материалов 

Материал Теплопроводность, 
Вт/(м∙град) 

Теплоемкость, 
Дж/(кг∙град) 

Температурный 
коэффициент линейного 
расширения,  мкм/м∙Со 

Асфальтобетон 1,05 1680 200 
Песок и грунт 0,35 840 7-12 

Раствор цементно-песчаный 0,6…1.2 840 10-12 
Бетон на щебне из природного камня 1,51 840 10-14 

Битумы нефтяные строительные 0,17…0,27 1680 900  
Портландцемент 0,47 - 14 

Вода 0,556 4200 130-200 
Лед 2,33 2100 51 

 
Наличие теплоемкости в материалах таблицы приводит к смещению фазы образования 

льда при воздействии холода и, наоборот, фазы оттаивания – при воздействии тепла. Это 
приводит к тому, что минеральные компоненты могут продолжать изменять свои размеры. 
При этом вода, не перешедшая в фазовое состояние, получает дополнительный объем, 
занимающий пространство между формирующимся ледяным слоем и вновь образующейся 
трещиной. Расчеты показывают, что запаздывание фазы замерзании воды приводит к 
дополнительному росту ее объема в порах и трещинах на 5-7 %, а при нагреве лед, не 
успевая перейти в состояния водной пленки, деформирует нижние части гранул. Если при 
этом полимерная пленка тоньше необходимого размера, возможно разрушение данного слоя 
с оголением минеральных компонент, что приводит к дальнейшей деструкции покрытия. 
Анализ показывает, что в нижних слоях до глубины 5-6 см следовало бы увеличить 
количество полимерного вяжущего, но в силу технологических ограничений данную 
процедуру выполнить проблематично. 

Условие возникновения процесса пучения пористой структуры опирается на 
критерий, при котором возрастание деформации от увеличения объема грунта пучl  
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превышает допустимый предел, пуч допl l  [12]. Для вычисления влияния перехода жидкой 
фазы воды в лед на появляющееся напряжение внутри материала на основе распределения 
высева использованного гранулята рассчитан объем свободной воды на метр кубический 
слоя. Увеличение размера гранул приводит к значительному увеличению количества воды в 
слое из грунтобетонной смеси, а возрастание расстояния между ними увеличивает 
количество льда при замерзании и последующее силовое воздействие на гранулы. 

В результате численного эксперимента установлено, что состояние слоя связано с 
распределением температур в верхнем слое покрытия. Имеет место замедление темпов 
образования льда на 4...6 часов в месяцы с понижением среднемесячной температуры. В то 
же время в период повышения средней температуры покрытия с деструктурированным 
слоем увеличивается время размораживания на 5...7 часов по сравнению со слоем без 
обработки гранул. Таким образом, изменение теплофизической характеристики слоя из 
грунтобетонной смеси приводит к перераспределению потоков тепла, вызывающих 
замерзание воды в его порах [8]. 

На рис. 5 показана зависимость усилий в слое от толщины вяжущего, полученная в 
результате моделирования процесса замерзания воды в порах грунтобетонной смеси. 
Размеры пор варьируются в диапазоне  от 0,01 мм до 0,2 мм. Температура изменяется от        
-3 оС до -10 оС. Заметное возрастание усилия при температуре -8 оС вызвано возрастанием 
модуля упругости вяжущего. С увеличением толщины вяжущего воздействие 
расширяющегося льда уменьшается, имея перегиб в области 50 – 100 мкм. В этот момент 
температурная зависимость напряжений в слое изменяется с линейной на полиномиальную – 
квадратичную. При меньшей величине толщин действующие силы значительны, что может 
превысить адгезию тонкого слоя покрытия гранул или их контакт. Следует отметить, что 
размер поры при этом сильно не изменяется, а толщина пленки уменьшается.  

При анализе величин возникающих усилий можно сделать вывод о том, что 
целесообразно было бы заменить битумные вяжущие более прочными полимерно-
битумными или вяжущими, имеющими в своей основе структурообразующие минеральные 
компоненты, способствующие упрочнению стенки данной поры.  

 

 
Рис. 5. Температурная зависимость усилий, возникающих между гранулами, покрытыми органическим 

вяжущим при различных размерах пор 
 

Это позволяет говорить о необходимости более тщательного контроля при 
технологических операциях. Можно сделать частный вывод о том, что увеличение 
прочности (уменьшение коэффициента Пуассона) вяжущего требует более точного 
соблюдения технологических операций, так как увеличение размера пор приводит к 
увеличению давления воды на стенки гранул. При выполнении технологических операций 
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необходимо добиваться однородности материала по размерам частиц, а при его укладке –
контролировать пористость. 

Выводы. Для описания работы облегченного конструктивного слоя дорожной 
одежды при различных модулях морозостойкости построена математическая модель, 
которая позволяет учитывать влияние толщины пленки вяжущего на гранулах смеси на 
напряженно-деформируемое состояние сформированного слоя при замерзании-оттаивании 
воды в порах. При этом оптимальная толщина пленки стандартного вяжущего составляет 50-
150 мкм при условиях стандартного фракционного состава. 

Получено, что уменьшение зазоров между частицами грунтобетонной смеси 
уменьшает количество накопленной воды, но одновременно увеличивает величину 
внутренних напряжений внутри материала при замораживании. Наличие пленки 
полимерного вяжущего на гранулах снижает внутренние напряжения в структуре материала. 

Показано влияние температуры хрупкости на возрастание внутренних напряжений 
при замерзании поровой воды в слое. Прочность слоя уменьшается при положительном 
градиенте температур фазового состояния льда в порах слоя (таянии). 

 
Библиографический список 

 
1. Александрова Н.П. Александров А.С., Чусов В.В. Модификация критериев 

прочности и условий пластичности при расчетах дорожных одежд  // Вестник 
СибАДИ. – 2015. – № 1 (41). – С. 47-54. 

2. Алиев А.М. Основы регенерации асфальтобетона: специальность 05.23.05: 
Строительные материалы и изделия: дисс…. д-ра техн. наук / Алиев Али Муса оглы. 
– Баку, 1981. – 338 с. 

3. Бавбель Е.И., Игнатенко В.В., Науменко А.И. Конструирование и методика расчета 
дорожных одежд из укрепленных грунтов // Труды БГТУ. – 2016. – №  2. – С. 58-60. 

4. Бахрах Г.С. Регенерация покрытий и одежд нежесткого типа // Наука и техника в 
дорожной отрасли. – 1998. – № 3. – С. 18-21. 

5. Безрук В.М. Укрепленные грунты. – М.: Транспорт, 1982. – 231 с. 
6. Гмыря Г.С. Асфальтобетонные смеси из старого асфальтобетона // VII Всесоюзное 

совещание дорожников. Ремонт и содержание дорог: тез. докл. и сообщений. – СПб., 
1981. – С. 78-79. 

7. Гоглидзе В.М. Использование материалов из старых асфальтобетонных покрытий // 
Автомобильные дороги. – 1982. – № 12. – С. 17-19. 

8. Дудзинский В. Обзор экспериментальных данных о характере и условиях 
формирования давления морозного пучения // Горный информационно-
аналитический бюллетень. – 2006. – № 9. – С. 400-402. 

9. Жалко М.Е., Черный К.А. Влияние водно-теплового режима основания 
автомобильной дороги на состояние дорожной одежды // Вестник ПНИПУ. Сер. 
Строительство и архитектура. – 2019. – Т. 10. – № 3. – С. 97-103. 

10. Кузин Н.В., Александров А.С. Анализ методов расчета дорожных одежд с 
асфальтобетонными покрытиями. – Омск: СибАДИ, 2008. – С. 36-46. 

11. Моделирование теплового режима термоскважин геотермальных теплонасосных 
систем теплоснабжения / Г.П. Васильев, Н.В. Песков, В.A. Личман [и др.] // 
Теплоэнергетика. – 2015. – № 8. – С. 11-16. 

12. Моисеенко Р.П., Пушкарёва Г.В., Куция И.З. Надёжность нежёстких дорожных 
одежд по морозоустойчивости // Вестник Томского государственного архитектурно-
строительного университета. – 2020. – Т. 22. – № 4. – С. 192−200. 



17 

13. Немчинов М.В., Холин А.С., Корочкин А.В. Дорожная одежда с асфальтобетонным 
покрытием. Физика работы. Методология проектирования и расчета. Прочность и 
долговечность: монография. – М.: Издательство АСВ, 2019. – 292 с. 

14. Оценка с помощью математического моделирования основания дорожных одежд из 
гранулированного грунта / М.Ч. Апсеметов, А.А. Приходько, А.А. Молдоболотов, 
А.А. Адысатаров // Наука и инновационные технологии. – 2020. – № 4 (17). – С. 17-
23. 

15. Сергеев А.С., Юшков Б.С. О промерзании глинистого грунта и миграции воды в 
конструкции дорожной одежды  // Интернет-журнал «Транспортные сооружения». – 
2014. – Т. 1. – № 1. – С. 1-14. 

16. Сюньи Г.К., Усманов К.Х., Файнберг Э.С. Регенерированный дорожный 
асфальтобетон. – М.: Транспорт, 1984. – 118 с. 

17. Тайлакова А.А., Пимонов А.Г. Оптимизационные модели расчета конструкции 
нежестких дорожных одежд // Вестник Кузбасского государственного технического 
университета. – 2015. – № 3 (109). – С. 149-156. 

18. Теплотермодинамические аспекты дорожных одежд / Б.М. Хрусталев, Лю Тингуо, 
Ю.Г. Алексеев [и др.] // Наука и техника. – 2022. – Т. 21. – № 1. – С. 28-35. 

19. Торская Е.В., Лушников Н.А., Лушников П.А. Анализ напряженно-
деформированного состояния многослойных дорожных одежд  // Трение и износ. – 
2008. – Т. 29. – № 2. – С. 204-210. 

20. Ухин Д.В. Математическая модель расчета температуры многослойной конструкции 
дорожной одежды в условиях перемены температур // Вестник ВолгГАСУ. – 2010. – 
№ 17 (36). – С. 66-69. 

21. Ухин Д.В., Подольский Вл.П. Моделирование теплопереноса в дорожной 
конструкции, оборудованной системой снеготаяния // Научный Вестник ВГАСУ. – 
2008. – № 3. – С. 144-151. 

22. Цаплин А.И., Жалко М.Е. Расчетный анализ переноса влаги грунтовых вод в 
основании дорожной одежды и прогнозирование параметров дренажной системы  // 
Научный журнал строительства и архитектуры. – 2018. – № 4 (52). – С. 68-73. 

23. Численное моделирование напряженно-деформированного состояния трубопровода 
при пучении грунта / М.П. Лебедев, П.П. Пермяков, Дж.С. Иванов, Ю.А. Яковлев // 
Природные ресурсы Арктики и Субарктики. – 2018. – Т. 25. – № 3. – С. 114-120. 

 

References 

1. Aleksandrova N.P., Aleksandrov A.S., Chusov V.V. Modification of strength criteria and 
conditions of plasticity in the calculations of road pavement. Bulletin of SibADI. No. 
1(41). 2015. Pp. 47-54. 

2. Aliev A.M. Fundamentals of asphalt concrete regeneration: specialty 05.23.05: Building 
materials and products: diss…. Dr. Tech. Sciences. Baku, 1981. 338 p. 

3. Bavbel E.I., Ignatenko V.V., Naumenko A.I. Design and calculation methods for pavements 
from reinforced soils. Proceedings of BSTU. No. 2. 2016. Pp. 58-60. 

4. Bakhrakh G.S. Regeneration of coatings and clothes of non-rigid type. Science and 
Technology in the Road Iindustry. No. 3. 1998. Pp. 18-21. 

5. Bezruk V.M. Fortified soils. M.: Transport, 1982. 231 p. 
6. Gmyrya G.S. Asphalt concrete mixtures from old asphalt concrete. VII All-Union 

Conference of Road Workers. Repair and Maintenance of Roads: Abstract Report and 
Messages. St. Petersburg, 1981. Pp. 78-79. 

7. Goglidze V.M. Use of materials from old asphalt concrete coatings. Highways. 1982. No. 12. 
Pp. 17-19. 



18 

8. Dudzinsky V. Review of experimental data on the nature and conditions of formation of frost 
heaving pressure. Mining Information and Analytical Bulletin. No. 9. 2006. Pp. 400-402. 

9. Zhalko M.E., Cherny K.A. Influence of the water-thermal regime of the foundation of the 
highway on the condition of the road pavement. Bulletin of PNRPU. Construction and 
Architecture. Vol. 10. No. 3. 2019. Pp. 97-103. 

10. Kuzin N.V., Aleksandrov A.S. Analysis of methods for calculating road pavements with 
asphalt concrete pavements. Omsk: SibADI, 2008. Pp. 36-46. 

11. Vasiliev G.P., Peskov N.V., Lichman V.A. Modeling of the thermal regime of thermal 
wells of geothermal heat pump heat supply systems. Heat Power Engineering. No. 8. 2015. 
Pp. 11-16. 

12. Moiseenko R.P., Pushkareva G.V., Kutsia I.Z. Reliability of non-rigid road pavement in 
terms of frost resistance. Bulletin of the Tomsk State University of Architecture and Civil 
Engineering. Vol. 22. No. 4. 2020. Pp. 192−200. 

13. Nemchinov M.V., Kholin A.S., Korochkin A.V. Road pavement with asphalt concrete 
surface. Physics of Work. Methodology of Design and Calculation. Strength and 
Durability: monograph. M.: DIA Publishing House, 2019. 292 p. 

14. Apsemetov M.Ch., Prikhodko A.A., Moldobolotov A.A., Adysatarov A.A. Evaluation 
using mathematical modeling of the foundation of pavement from granular soil. Science 
and Innovative Technologies. 2020. No. 4(17). Pp. 17-23. 

15. Sergeev A.S., Yushkov B.S. On the freezing of clay soil and water migration in pavement 
structures. Internet magazine "Transport facilities". Vol. 1. No. 1. 2014. Pp. 1-14. 

16. Syunyi G.K., Usmanov K.Kh., Fainberg E.S. Reclaimed road asphalt. M.: Transport, 1984. 
118 p. 

17. Tailakova A.A., Pimonov A.G. Optimization models for calculating the design of non-rigid 
pavements. Bulletin of the Kuzbass State Technical University. No. 3(109). 2015. Pp. 149-
156. 

18. Khrustalev B.M., Tingguo Liu, Alekseev Yu.G. Heat and thermodynamic aspects of 
pavements. Science and Technology. Vol. 21. No. 1. 2022. Pp. 28-35. 

19. Torskaya E.V., Lushnikov N.A., Lushnikov P.A. Analysis of the stress-strain state of 
multilayer pavements. Friction and Erosion. Vol. 29. No. 2. 2008. Pp. 204-210. 

20. Ukhin D.V. Mathematical model for calculating the temperature of a multilayer pavement 
structure under conditions of temperature change. Vestnik VolgGASU. No. 17(36). 2010. 
Pp. 66-69. 

21. Ukhin D.V., Podolsky V.P. Modeling of heat transfer in a road structure equipped with a 
snowmelt system. Scientific Bulletin of VGASU. No. 3. 2008. Pp. 144-151. 

22. Tsaplin A.I., Zhalko M.E. Computational analysis of groundwater moisture transfer at the 
base of pavement and forecasting of drainage system parameters. Scientific Journal of 
Construction and Architecture. No. 4(52). 2018. Pp. 68-73. 

23. Lebedev M.P., Permyakov P.P., Ivanov J.S., Yakovlev Yu.A. Numerical modeling of the 
stress-strain state of the pipeline during soil heaving. Natural Resources of the Arctic and 
Subarctic. Vol. 25. No. 3. 2018. Pp. 114-120. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



19 

 
 

SIMULATION OF OPERATION OF A ROAD STRUCTURE WITH A LAYER 
OF REINFORCED MATERIAL 

 
V. А. Kozlov1, V. V. Volkov2, A. E. Borisov3 

 
Voronezh State Technical University1,2 

 LLC Avtodor-Engineering3 

Russia, Voronezh 
 

1Dr. of Physical and Mathematical Sciences, Head of the Department of Structural Mechanics, Tel.: +7(473)2764006,  
e-mail: vakozlov@vgasu.vrn.ru 
2PhD of Technical Sciences, Associate Professor of the Department of Structural Mechanics, Tel.: +7(910)22402587,  
e-mail: kotlac@yandex.ru 
3Main Specialist, LLC Avtodor-Engineering, Tel.: +7(910)2458666, e-mail: a.borisov@yandex.ru 

 
 

It is proposed to take into account the work of the treated granules of the base when calculating the stress-strain 
state of the pavement consisting of asphalt concrete and ground concrete of the underlying layer. This allows us to take 
into account the effect of the thickness of the binder film on the granules of the mixture on the stress-strain state of the 
formed layer during freezing-thawing of water in the pores. This article considers a physical model of the occurrence of 
pore increment when water freezes in it and the occurrence of forces between granules coated with organic binder at 
different pore sizes. 

It is found that the optimal film thickness of a standard binder is 50-150 microns under the conditions of a 
standard fractional composition. Reducing the gaps between the particles of the soil-concrete mixture reduces the 
amount of accumulated water, but at the same time increases the amount of internal stresses inside the material during 
freezing. The presence of a polymer binder film on the granules reduces internal stresses in the structure of the material. 

It is shown that the strength of the layer decreases with a positive temperature gradient of the phase state of ice 
in the pores of the layer (melting). 
 

Keywords: road clothing, stress in the layer, soil-concrete mixture, frost resistance. 
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ТОЛЩИНЫ ИЗ МАТЕРИАЛОВ, ЧУВСТВИТЕЛЬНЫХ К ВИДУ НАПРЯЖЕННОГО 

СОСТОЯНИЯ 
 

А. А. Трещев1, М. А. Лапшина2 
Тульский государственный университет1,2 

Россия, г. Тула 
 

1Чл.-корр. РААСН, д-р техн. наук, профессор, зав. кафедрой строительства, строительных материалов и 
конструкций, тел.: +7(905)-622-90-58, e-mail: taa58@yandex.ru 
2Аспирант кафедры строительства, строительных материалов и конструкций, тел.: +7(905)-625-41-02,  
e-mail: mary51296@yandex.ru 
 

Рассматривается прямоугольная ортотропная пластина средней толщины, выполненная из материалов, 
чувствительных к виду напряженного состояния. Ввиду отсутствия непротиворечивой теории и методов 
расчета конструкций из анизотропных материалов, механические свойства которых не соответствуют 
классическим представлениям об упругопластическом деформировании твердых тел, имеется необходимость в 
ее получении. В данной статье приведена экспериментальная апробация математической модели 
деформирования, построенная с учетом уравнений состояния через потенциал деформаций в нормированном 
тензорном пространстве напряжений. Структурная анизотропия ограничена классом ортотропных материалов. 
Потенциал деформаций ограничен уровнем квазилинейных уравнений. 

В рамках апробации разработанной математической модели деформирования однослойных 
прямоугольных пластин с учетом явления разносопротивляемости и ее программной реализации была 
рассчитана пластина, жестко закрепленная по контуру. На основе полученных данных были построены графики 
напряжений, прогибов и горизонтальных перемещений, а также проведен их анализ. Основным выводом, 
сделанным на основе полученных результатов, можно назвать появление погрешности при использовании 
теории без учета разносопротивляемости. 

Для расчета деформирования прямоугольной ортотропной пластины использована модификация 
гибридных конечных элементов с пятью степенями свободы в узле и матрицей жесткости, полученной 
непосредственно для треугольного элемента. 

 
Ключевые слова: ортотропия, прямоугольная пластина, потенциал деформаций, нормированные 

напряжения, метод конечных элементов. 
 
Введение. 1С развитием различных отраслей промышленности широкое применение 

получили полимеры и композиты, заняв достаточно большую нишу наряду с такими всем 
известными материалами, как железобетон, сталь и древесина. Применение данных новых 
материалов позволило улучшить прочностные и жесткостные характеристики как 
ограждающих, так и несущих конструкций. Обладая более высокой коррозионной 
стойкостью и одновременно меньшей массой, они позволили сэкономить на строительстве и 
в дальнейшем ремонте конструкций, выполненных из них. Это обусловлено рядом причин, 
таких как структурная анизотропия, нелинейность зависимости напряженно-
деформированного состояния, а во многих случаях зависимость  показателей жесткости и 
прочности от вида напряженного состояния. В проектной и инженерной практике чаще 
встречаются материалы с классом анизотропии, характеризуемым как ортотропия. Более 
того, "древний" материал – древесина, обладает свойствами цилиндрического типа 
                                                             
1© Трещев А.А., Лапшина М.А., 2022 
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ортотропии. Современные композитные и армированные материалы обладают повышенной 
прочностью при одновременном усложнении их структуры, что приводит к зависимости 
характеристик жесткости и прочности от реализуемого напряженного состояния, что в 
большинстве случаев не вписывается в представления классических теорий деформирования 
и прочности. Вариант определяющих соотношений, приведенный здесь, вполне применим 
для расчета строительных и инженерных конструкций из композитных материалов на 
многие годы вперед, а результаты решения тестовых задач, полученные на основе 
приведенной модели, помогут разобраться в ее преимуществе над классической. 

Система разрешающих уравнений 
Рассмотрим упругое равновесие прямоугольной однослойной пластины, отнесенной к 

декартовой системе координат. В произвольной точке этой пластины одна из плоскостей 
упругой симметрии параллельна срединной плоскости пластины в недеформируемом 
состоянии. Таким образом, для построения геометрических и статических соотношений 
будем использовать гипотезы, предложенные С.П. Тимошенко [1]: 

1) нормальное к срединной плоскости перемещение w не зависит от координаты 
x3 (e3=0); 

2) нормаль к срединной плоскости после деформации поворачивается на угол ψ, 
относительно оси x1 и ψ2 относительно оси x2; 

3) при определении параметров напряженного состояния влиянием нормальных 
напряжений σ3 пренебрегаем. 

Примем, что пластина нагружена нормально приложенной равномерно 
распределенной нагрузкой q. Вертикальную ось x3 направим вверх. При решении 
рассматриваемой задачи в рамках геометрически линейной теории вводятся следующие 
технические гипотезы: 

U1(x1,x2,x3)=u1(x1,x2)+x3 ψ2(x1,x2); 
U2(x1,x2,x3)=u2(x1,x2)-x3ψ1(x1,x2);                                              (1) 

U3(x1,x2,x3)=w(x1,x2), 
где uk – горизонтальные перемещения в срединной поверхности, ψ1, ψ2 – углы поворота 
срединной поверхности относительно соответствующих осей, ψ1=w,2– γ23,			ψ

2
=–w,1+γ13;			w – 

прогибы срединной поверхности. 
Учитывая, что деформирование исходных пластин происходит при малых прогибах, 

связь между деформациями и перемещениями с учетом принятых гипотез представим в виде: 
e11=u1,1+x3ψ2,1; e22=u2,2-x3ψ1,2; e33=0; γ12=u1,2+u2,1+x3 ቀψ2,2-ψ1,1ቁ ; 

                                                      γ13=ψ2+w,1;  γ23=-ψ1+w,2.                                                          (2) 
где γk	– деформации поперечного сдвига. 

В работе [2] на основе анализа многочисленных экспериментальных данных по 
деформированию анизотропных разносопротивляющихся сред [3-11] были предложены 
нелинейные потенциальные соотношения между деформациями и напряжениями для 
ортотропных материалов в виде: 

                                                    W=W1+W2+W3+ ... ,                                                         (3) 
где  W=W(σ11, σ22, σ33, τ12τ21, τ23τ32,  τ31τ13,  τ12τ23τ31); Wn − однородный многочлен степени 
n+1 по компонентам напряжений, комбинация которых принята в строгом соответствии с 
классом ортотропии и по известным правилам [12], n=1,2,3… 

Для физических квазилинейных материалов имеем: 
W1=A1σ11

2 +A2σ22
2 +A3σ33

2 +A4σ11σ22+A5σ22σ33+A6σ33σ11+A7τ12τ21+A8τ23τ32+A9τ31τ13 ,                 (4) 
где Ak – являются функциями нормированного напряжения. 

Зависимость между деформациями и напряжениями, вытекающая из потенциала W1 
(4), с учетом принятых выше гипотез можно представить в следующем виде: 
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                                                          {e}=[A]{σ},                                                                   (5) 
где 

{e}=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

e11
e22
γ12
γ13
γ23⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

; [P]=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
P11 P12 P16 0 0
	 P22 P26 0 0
	 	 P66 0 0
	 sim  	 P44 0
	 	 	 	 P55⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

; {σ}=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

σ11
σ22
τ12
τ13
τ23⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

; 

P11=(A1111+L1111α11)+0,5L1111α11[α22
2 +α33

2 +2(α12
2 +α23

2 +α31
2 )]-0,5൫L2222α22

3 +L3333α33
3 ൯+ 

+(1-α11)[L1122α22(α22
2 +α33

2 +2(α12
2 +α23

2 +α31
2 ))+L1133α33-L2233α22α33(α22+α33); 

P12=A21=A1122+L1122(α11+α22); 
P16=A61=A1133+L1133(α11+α33); 
P22=(A2222+L2222α22)+0,5((L2222α22[α11

2 +α33
2 +2൫α12

2 +α23
2 +α31

2 ൯]-0,5൫L1111α11
3 +L3333α33

3 ൯+ 
+(1-α22)L2233α33(α11

2 +α33
2 +2(α12

2 +α23
2 +α31

2 ))[L1133α33]-L1133α11α33(α11+α33); 
P26=A62=A2233+L2233(α22+α33); 
P66=A1212-൫L1111α11

3 -L2222α22
3 +L3333α33

3 ൯-2L1122α11α22(α11+α22)-2L2233α22α33(α22+α33)- 
-2L1133α11α33(α11+α33); 
P44=A1313-൫L1111α11

3 -L2222α22
3 +L3333α33

3 ൯-2L1133α11α33(α11+α33)-2L1122α11α22(α11+α22)- 
-2L2233α22α33(α22+α33); 
P55=A2323-൫L1111α11

3 -L2222α22
3 +L3333α33

3 ൯-2L2233α22α33(α22+α33)-2L1133α11α33(α11+α33)- 
-2L1122α11α22(α11+α22). 

Составляющие константы  тензора Aijkm и Lijkm	– материальные константы, 
определяемые через компоненты тензора четвертого ранга: модуль упругости и коэффициент 
Пуассона, полученные из опытов на осевое растяжение и сжатие в главных осях 
анизотропии, а также через модули сдвига, полученные из опытов на сдвиг во взаимно 
ортогональных плоскостях ортотропии (знаки «плюс» соответствуют растяжению, «минус» - 
сжатию); αij=σij/S – нормированные напряжения в главных осях ортотропии 

материала,	(i,j=1,	2,	3); 					S=ඥσijσij = ටσ11
2 +σ22

2 +σ33
2 +2τ12

2 +2τ23
2 +2τ13

2  – норма тензорного 

пространства;    	αijαij	= α11
2 +α22

2 +α33
2 +α12

2 +α23
2 +α13

2 =1 – условие нормировки тензорного 
пространства [4, 6, 7, 13-16]. 

В соответствии с принятыми гипотезами, учитывая, что по толщине пластины 
пренебрегаем давлением слоев друг на друга, будем считать, что нормальные напряжения 
σ33=0. Тогда имеем 

                                                                 {σ}=[B]{e},                                                            (6) 
где Bij – жесткости, зависящие от вида напряженного состояния и степени нагружения, 
[B]=[A]-1. 

Уравнения равновесия прямоугольной пластины в ортогональной системе координат 
представим следующим образом: 

N11,1+N12,2=0; N12,1+N22,2=0; M11,1+M12,2=Q1; M12,1+M22,2=Q2; Q1,1+Q2,2=q(xଵ,ݔଶ).  (7) 
Интегральные характеристики напряженного состояния определяются традиционным 

образом через интегрирование характерных напряжений по толщине пластины по правилам, 
соответствующим характеру действующих усилий: 

                        Nij=∫ σij
h/2

-h/2 dx3; Mij=∫ σij
h/2

-h/2 x3dx3; Qij=∫ τij
h/2

-h/2 dx3,   (i,j=1,2)                     (8) 
Связь между вектором обобщенных сил {M} и вектором обобщенных деформаций 

срединной поверхности пластины {ε} примет вид: 
																																																																						{M}=[D]{ε};																																																																						(9)  

где 
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{M}=

⎩
⎪⎪
⎪
⎨

⎪⎪
⎪
⎧

M11
M22
M12
Q1
Q2
N11
N22
N12⎭

⎪⎪
⎪
⎬

⎪⎪
⎪
⎫

;	[D]=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
D11 D12 D16 K14 K15 K11 K12 K16
	 D22 D26 K24 K25 K12 K22 K26
	 	 D66 K64 K65 K16 K26 K65
	 	 	 C44 C45 C14 C24 C46
	 	 	 	 C55 C15 C25 C65
	 sim 	 	 	 C11 C12 C16
	 	 	 	 	 	 C22 C26
	 	 	 	 	 	 	 C66⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

;	{Ε}=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

ψ2,1

-ψ1,2

ψ2,2-ψ1,1
γ13
γ23
u1,1
u2,2

u1,2+u2,1⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

; 

                                   	Cij=∫ Bkm
h/2

-h/2 dx3; Kkm=∫ Bkm
h/2

-h/2 x3dx3; Dpq=∫ Bkm
h/2

-h/2 x3
2dx3 ,                     	(10) 

где i,j=1, 2,	4, 5, 6; k,m=1, 2, 4, 5, 6; p,q=1, 2, 6. 
Заметим, что интегральные жесткостные характеристики	Cij,	Kkm,	Dpq	не могут быть 

получены непосредственно, так как параметры Bkm не являются наперед заданными 
функциями от x3, а зависят от напряженного состояния. Однако интегралы можно вычислять 
приближенно, разбив пластину по толщине на ряд фиктивных слоев. В целях упрощения 
фиктивные слои можно принять одинаковыми по толщине. 

Постановка задачи 
В рамках апробации разработанной математической модели деформирования однослойных 

прямоугольных пластин с учетом явления разносопротивляемости и ее программной реализации 
была рассчитана пластина, жестко закрепленная по контуру, с размерами 1000×800×100 мм. 
Форма и размеры пластины показаны на рис. 1. 

Для решения тестовой задачи необходимо добавить граничные условия, в частности 
для жесткого закрепления имеем: 

u1=0; u2=0;	w=0;	ψ1=0;	ψ2=0. 
В табл. 1 приведены механические характеристики принятого материала - стеклопластика 

[17].  
Таблица 1 

Характеристики стеклопластика 
E1

+, 
ГПа 

E1
- , 

ГПа 
E2

+, 
ГПа 

E2
- , 

ГПа 
G12, 
ГПа 

G13, 
ГПа 

G23, 
ГПа ν12

+  ν12
-  

140 70 280 140 60 44,8 39,3 0,2 0,3 
 

При нагружении пластины была принята равномерно распределенная нагрузка, равная 0,15 
МПа. 

 
Рис. 1. Пластина 
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Пластина покрыта сеткой конечных элементов размерностью 16×16, где каждый КЭ имеет 
10 фиктивных слоев по толщине. Картина ансамбля конечных элементов в плане пластины 
представлена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Разбиение пластины на КЭ 

 
На рис. 3-4 указаны точки, по которым были построены графики и получены результаты 

апробации модели. 

 
Рис. 3. Расположение точек, по которым представлено распределение расчетных величин по толщине  
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Рис. 4. Расположение линий, по которым построены графики по верхней и нижней поверхностям пластины 

 
Анализ полученных результатов. Все графики построены с учетом двух теорий: с 

учетом приведенных выше соотношений (имеют синий цвет) и без учета 
разносопротивляемости (зеленого цвета и прерывистая линия).  

Для визуального представления полученных решений необходимой задачи построены 
графики распределения напряжений, прогибов и перемещений по следующим направлениям: 

 вдоль диагонали пластины в срединной плоскости; 
 вдоль оси OX – оси симметрии в срединной плоскости; 
 вдоль OY – оси симметрии в срединной плоскости; 
 по толщине пластины вдоль OZ. 
Все вышеперечисленные графики были получены для жестко закрепленной пластины 

размером 100×80×10 см. 
Таблица 2 

Погрешность классической теории по сравнению с принятой моделью 
№ п/п  Содержание Расхождение, % 

1 2 3 
Вдоль диагонали пластины 

1 Горизонтальные перемещения Ux в срединной 
плоскости 18,2 

2 Горизонтальные перемещения Uy в срединной 
плоскости (рис. 6) 

53,3 

3 Прогибы w в срединной плоскости (рис. 6) 41,7 
4 Напряжения σxy (снизу) (рис. 7) 78,6 
5 Напряжения σxy (сверху) 73,3 

Вдоль OX – оси симметрии 

6 Горизонтальные перемещения Ux в срединной 
плоскости (рис. 8) 

60 

7 Напряжения σx (снизу) 50 
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Продолжение табл. 2 
1 2 3 
8 Напряжения σx (сверху) (рис. 9) 64,7 
9 Напряжения σy (снизу) 55,6 

10 Напряжения σy (сверху) 58,8 
11 Напряжения σxz (снизу) 41,9 
12 Напряжения σxz (сверху) 50 

Вдоль OY – вертикальной оси симметрии 

13 Горизонтальные перемещения Uy в срединной 
плоскости (рис. 10) 

57,1 

14 Напряжения σy (снизу) 38,5 
15 Напряжения σy (сверху) 61,3 
16 Напряжения σx (снизу) 52,9 
17 Напряжения σx (сверху) 64,7 
18 Напряжения σyz (снизу) 50 
19 Напряжения σyz (сверху) (рис. 11) 80 

По толщине вдоль OZ 
20 Напряжения σyz 8,3 
21 Напряжения σx 54,5 
22 Напряжения σy 32 
23 Напряжения σyz 31 
24 Напряжения σxy 34,8 
25 Напряжения σxz 45,7 
26 Напряжения σyz 10,9 
27 Напряжения σx 56 
28 Напряжения σxz 50 
29 Напряжения σy (рис. 12) 59,6 
30 Напряжения σx (рис. 13) 66,3 
31 Напряжения σy 59,4 

 
Рис. 5. Горизонтальные перемещения Uy в срединной плоскости вдоль диагонали пластины.  

Погрешность классической теории по сравнению с принятой моделью – 53,3 % 

Расчет с учетом разработанной теории 
Расчет без учета разносопротивляемости 
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Рис. 6. Прогибы w в срединной плоскости вдоль диагонали пластины.  

Погрешность классической теории по сравнению с принятой моделью – 41,7 % 
 

 
Рис. 7. Напряжения σxy (снизу) вдоль диагонали пластины.  

Погрешность классической теории по сравнению с принятой моделью – 78,6 % 
 

 
Рис. 8. Горизонтальные перемещения Ux в срединной плоскости вдоль оси OX.  
Погрешность классической теории по сравнению с принятой моделью – 60 % 

U
x

Расчет с учетом разработанной теории 
Расчет без учета разносопротивляемости 

Расчет с учетом разработанной теории 
Расчет без учета разносопротивляемости 

Расчет с учетом разработанной теории 
Расчет без учета разносопротивляемости 
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Рис. 9. Напряжения σx (сверху) вдоль оси OX.  

Погрешность классической теории по сравнению с принятой моделью – 64,7 % 
 

 
Рис. 10. Горизонтальные перемещения Uy в срединной плоскости вдоль оси OY. Погрешность 

классической теории по сравнению с принятой моделью – 57,1 % 
 

 
Рис. 11. Напряжения σyz (сверху) вдоль оси OY.  

Погрешность классической теории по сравнению с принятой моделью – 80 % 

Расчет с учетом разработанной теории 
Расчет без учета разносопротивляемости 

Расчет с учетом разработанной теории 
Расчет без учета разносопротивляемости 

Расчет с учетом разработанной теории 
Расчет без учета разносопротивляемости 
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Рис. 12. Напряжения σy по толщине вдоль оси OZ.  

Погрешность классической теории по сравнению с принятой моделью – 59,6 % 
 

 
Рис. 13. Напряжения σx по толщине вдоль оси OZ.  

Погрешность классической теории по сравнению с принятой моделью – 66,3 % 
 

Выводы. По итогу проделанной работы имеем соотношения, описывающие наиболее 
точно модель деформирования прямоугольной ортотропной пластины, выполненной из 
материалов, чувствительных к виду напряженного состояния. В основу рассматриваемой 
модели были положены обработанные результаты экспериментов по деформированию 
разносопротивляющихся материалов. Для решения тестовой задачи был использован метод 
конечных элементов, а точнее – модификация гибридных конечных элементов с пятью 
степенями свободы в узле и матрицей жесткости, полученной непосредственно для 
треугольного элемента. Детальное построение треугольных гибридных элементов с полной 
детализацией всех матриц приведены в работах [18-20]. Для апробации предложенной 
модели деформирования была разработана программа, с помощью которой построены 
графики распределения напряжений, горизонтальных перемещений и прогибов. 

На основе анализа приведенных выше графиков (рис. 6-13, представлены только 
графики с максимальными погрешностями классической теории) сделан вывод, что неучет 
разносопротивляемости при решении тестовых задач приводит к погрешностям 
классической теории до 60% в горизонтальных перемещениях, до 42% – в результатах по 
прогибам срединной плоскости. Для напряжений расхождения более расплывчаты, т. к. 
налицо имеется разница в интервале от 8% до 80%. Судя по графикам распределения 
напряжений по толщине пластины вдоль OZ имеется максимальная погрешность в 60%. 

Расчет с учетом разработанной теории 
Расчет без учета разносопротивляемости 

Расчет с учетом разработанной теории 
Расчет без учета разносопротивляемости 
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Необходимо также отметить качественные различия в картине распределения 
напряжений σxy, приведенных на рис. 7, заключающиеся в смещении их экстремальных 
значений. 
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A rectangular orthotropic plate of medium thickness made of materials sensitive to the type of stress state is 

considered. Due to the lack of a consistent theory and methods for calculating structures made of anisotropic materials 
whose mechanical properties do not correspond to classical concepts of elastic-plastic deformation of solids, there is a 
need to obtain it. This article presents an experimental approbation of a mathematical model of deformation, that takes 
into account the equations of state through the deformation potential in a normalized tensor stress space. Structural 
anisotropy is limited to the class of orthotropic materials. The deformation potential is limited by the level of quasi-
linear equations. 

As part of the approbation of the developed mathematical model of deformation of single-layer rectangular 
plates, minding the phenomenon of resistivity and its software implementation, a plate rigidly supported along the 
contour was calculated. Based on the data obtained, graphs of stresses, deflections and horizontal displacements were 
constructed, and their analysis was carried out. The main conclusion drawn on the basis of the results obtained can be 
called the appearance of an error when using the theory without taking into account multimodulus behavior. 

To calculate the deformation of a rectangular orthotropic plate, a modification of hybrid finite elements with 
five degrees of freedom at the node and a stiffness matrix obtained directly for a triangular element with four nodes was 
used. 

 
Keywords: orthotropy, rectangular plate, deformation potential, normalized stresses, finite element method. 
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Значительный интерес для механики конструкций и их элементов представляет решение задачи об 
определении напряженно-деформированного состояния сооружений под действием кратковременных динами-
ческих воздействий в форме внешних взрывных воздействий и предотвращении их последствий в форме про-
грессирующего разрушения. В работе рассмотрены основные параметры модели Karagozian & Case Concrete 
для высокоскоростного деформирования бетона. Представлен расчет каркасного здания из железобетона на 
прогрессирующее разрушение. Выполнены исследования в четырех различных постановках от линейного ста-
тического подхода на основе стержневой аналогии для каркаса здания до полностью нелинейного динамиче-
ского расчета на основе метода конечных элементов. Были определены предельно допустимые нагрузки, мак-
симальные перемещения в элементах каркаса, максимальные напряжения в арматуре. Сделаны выводы об эф-
фективности различных подходов. 

 
Ключевые слова: железобетонный каркас, бетон, прогрессирующее разрушение, разрушение, метод 

конечных элементов, прочность, высокоскоростное деформирование, взрывное воздействие. 
 
Сведения о финансировании: работа выполнена при поддержке гранта Правительства Тульской обла-

сти для выполнения работ в сфере науки и техники, договор №ДС/284. 
 
Введение. В 1последние десятилетия большое внимание при проектировании зданий и 

сооружений уделяется их поведению под действием взрывных или ударных нагрузок. Ис-
пользование взрывчатых веществ террористическими группами по всему миру становится 
все более серьезной угрозой. Чаще всего жертвы от подрывов зданий связаны не с мгновен-
ным поражением в результате прямого высвобождения энергии, а с обрушением конструк-
ций [1-4]. Известными примерами таких случаев являются взрывы во Всемирном торговом 
центре в 1993 году  и рядом с федеральным зданием имени Альфреда П. Мурра в Оклахома-
Сити в 1995 году. В обоих случаях разрушение зданий привели к гораздо большему количе-
ству жертв и травм, чем сама взрывная волна. После событий 11 сентября 2001 года, что 
привели к обрушению Всемирного торгового центра в Нью-Йорке, стало ясно, что здания, а 
также районы с высокой концентрацией людей (метро и железнодорожные станции, средства 
массового транспорта, стадионы и т. д.) становятся потенциальными объектами для атак тер-
рористических организаций [1, 5, 6]. Современная нормативная база проектирования и экс-
плуатации зданий содержит многолетний опыт анализа причин обрушения, учитывает боль-
шое количество воздействий на конструкции в течение всего срока службы [1, 2]. Однако 
возрастающее количество аварий говорит о том, что воздействие, вызвавшее обрушение, не 
было своевременно учтено в нормах проектирования. 
                                                        
1© Теличко В. Г., Куриен Н. С., 2022 
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При взрывах большой мощности имеют место большие давления в ударной волне и, 
как следствие, возможны значительные разрушения строительных конструкций. Взрывное 
воздействие имеет непостоянные и неопределенные параметры. При этом место и мощность 
взрыва могут быть спрогнозированы лишь с определенной долей вероятности. Для сохране-
ния жизни людей, находящихся вне зоны непосредственного поражения взрыва, необходимо 
использовать методики, позволяющие оценить надежность здания или сооружения, в частно-
сти, их стойкость к последствиям локального взрывного воздействия, к прогрессирующему 
разрушению. Возникает необходимость в точных расчетных алгоритмах, современных 
надежных и экономически выгодных методиках по конструктивному усилению несущих 
каркасов зданий, четкой законодательной регламентации расчетов. 

В целом обеспечение безопасности зданий и сооружений при особых динамических 
воздействиях, возникающих вследствие взрывов конденсированных взрывчатых веществ, 
защита от прогрессирующего разрушения является очень важной задачей современной меха-
ники. Проектирование взрывобезопасных строительных конструкций должно производиться 
при достаточном расчетном обосновании, опирающемся на возможности современных быст-
родействующих компьютеров и расчетных комплексов [7-9]. 

Таким образом, в данной статье рассматривается актуальная задача строительной ме-
ханики, связанная с повышением живучести зданий и сооружений. Проведенные исследова-
ния позволяют определять возникающее напряженно-деформированное состояние элементов 
конструкции, устанавливать наиболее опасные зоны и прослеживать динамику процессов 
деформирования и разрушения во времени. 

Постановка задачи. В представленной работе рассматривается задача об определе-
нии напряженно-деформированного состояния пространственного каркаса железобетонного 
здания под действием кратковременного воздействия в форме внешнего взрыва в ближней 
зоне, проводится анализ предела стойкости здания к прогрессирующему разрушению. 

Компоновка модельного каркаса здания производится в соответствии с рекомендаци-
ями [1, 3, 10]. Несущая система здания устраивается в виде рамного каркаса с ригелями, рас-
положенными в двух направлениях и сборными перекрытиями (рис. 1, 2). Материал кон-
струкций: бетон В45, продольная арматура принимается класса А500, поперечная А240. 
Привязка средних колонн - центральная. Стеновые панели толщиной 300 мм. Колонны сече-
нием 500х500 мм, ригели 400х600 мм. 

 
Рис. 1. План расположения колонн 
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Рис. 2. План расположения ригелей 

Для учёта собственного веса конструкций в расчётной схеме задаются соответствую-
щие сечения элементов и плотности материалов. Сбор нагрузок приведен табл. 1-2. 

В соответствии с п. 6 СП 385.1325800.2018 расчет здания на прогрессирующее обру-
шение выполняется на сочетание длительных нормативных нагрузок [10]: 

- нагрузка на все этажи, кроме последнего, без учета собственного веса несущих кон-
струкций: Pn, соб.вес. пер. + Pn, врем = 3,35 + 3,5 = 6,85 кПа; 

- нагрузка на последний этаж, без учета собственного веса несущих конструкций:     
Pn, соб.вес. пок. + Pn, снег = 4,2 + 0,75 = 4,95 кПа. 

Нагрузки прикладываются на ригели параллельные цифровым осям в соответствии с 
их грузовыми площадями. 

Таблица 1 
Сбор нагрузок на 1 м2 перекрытия 

Нагрузка Нормативная нагрузка, 
кН/м2 

f  Расчетная нагрузка, 
кН/м2 

Постоянная: 

Собственный вес 
пустотной плиты 2 1,1 2,2 

Стяжка из цементно-песчаного 
раствора (δ=50 мм, ρ=2100 кг/м3) 1,05 1,2 1,37 

Линолеум на тепло-, звукоизоля-
ционной основе (δ=20 мм, 

ρ=1500 кг/м3) 
0,3 1,2 0,36 

Итого: 3,35  3,93 

Временная: 

Кратковременно действующая 
нагрузка 

5 1,2 6 

Длительная составляющая 
нагрузки 

3,5 1,2 4,2 
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Таблица 2 

Сбор нагрузок на 1 м2 перекрытия 

Нагрузка Нормативная нагрузка, 
кН/м2 

f  Расчетная нагрузка, 
кН/м2 

Постоянная: 
Собственный вес пустотной пли-
ты 2 1,1 2,2 

Слой «Техноэласт П» 0,05 1,2 0,06 
Плитный утеплитель из легких 
бетонов (δ=100 мм, ρ=1000кг/м3) 1 1,2 1,2 

Стяжка из цементно-песчаного 
раствора (δ=15 мм, ρ=2100кг/м3) 0,15 1,3 0,195 

Три слоя «Техноэласт П»  0,15  0,18 
Слой «Техноэласт К» 0,06 1,2 0,072 
Итого: 4,2  4,96 
Снеговая нагрузка 1,5 1,4 2,1 

В качестве аварийной ситуации примем вариант с внезапным разрушением колонны 
первого этажа в осях 3/В (рис. 3). 

 
Рис. 3. План расположения колонн 

В стержневых конечно-элементных моделях при линейном и нелинейном расчете 
процесс разрушения колонны взрывом заменяется удалением колонны.  

В конечно-элементной модели в программном комплексе LS-DYNA процесс разру-
шения колонны моделируется непосредственно взрывным воздействием [11-16]. Нагрузка от 
взрывного воздействия вычисляется по методике CONWEP, изложенной в работах [1, 13]. 

Для отслеживания напряженно-деформированного состояния каркаса определяются 
несколько характерных точек конструкции (рис. 4). 
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Рис. 4. Расположение точек отслеживания 

Методика расчета. Решение статической задачи в стержневой линейной постановке 
проводилось в соответствии с СП 385.1325800.2018 «Защита зданий и сооружений от про-
грессирующего обрушения» [10]. В п. 8.1 излагается методика расчета здания или сооруже-
ния на прогрессирующее обрушение в статической постановке. Расчетный анализ включает в 
себя следующие процедуры: 

- по принятой на начальном этапе первичной расчетной схеме определяется напря-
женно-деформированное состояние в элементах конструктивной системы при условии нор-
мальной эксплуатации; 

- для перехода к вторичным расчетным схемам в первичной расчетной схеме пооче-
редно выключается один из вертикальных или горизонтальных несущих элементов; 

- проводят расчет вторичных расчетных схем и определяют напряженно-
деформированное состояние в элементах, возникающее при локальном разрушении; 

- проводят критериальную проверку несущей способности и деформативности эле-
ментов конструктивной системы для особого предельного состояния конструкций. 

Основные физические параметры принятых материалов: материал стержней бетон 
В45, модуль упругости бетона Е = 37474200 кН/м2. 

Решение статической задачи в стержневой физически нелинейной постановке. 
Методика расчета и сбор нагрузок такие же, как и для линейного расчета [1, 11]. Для опреде-
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ления предельной несущей способности предельная нагрузка при статическом расчете уве-
личивается вплоть до разрушения (геометрической изменяемости). Доля приложения нагруз-
ки показывает, какая часть от нагрузки, используемой при линейном расчете, приложена к 
схеме в текущем деформированном состоянии. 

Армирование ригелей и колонн принимается по результатам линейного расчета. Для 
учета физической нелинейности работы материала поперечные сечения балок и колонн раз-
бивается на отдельные элементы, фибры [6] (рис. 5). 

 

а)  б)  
Рис. 5. Расположение фибр: а) в сечении балки, б) в сечении колонны 

Физическая нелинейность бетона В45 учитывается с помощью диаграммы Пранд-
тля [4] с пределом текучести, равным нормативному сопротивлению бетона на сжатие, и 
предельными пластическими деформациями εb2 согласно СП 385.1325800.2018 [10]. 

Физическая нелинейность арматуры А500 учитывается с помощью диаграммы Пранд-
тля с пределом текучести, равным нормативному сопротивлению стали на сжа-
тие/растяжение, и предельными пластическими деформациями εs2. 

 

 
Рис. 6. Зависимость перемещения узла 1 по вертикали от времени, м 

Решение динамической задачи в стержневой физически нелинейной постановке. 
В СП 385.1325800.2018 «Защита зданий и сооружений от прогрессирующего обрушения» в 
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п. 8.3 излагается методика расчета здания или сооружения на прогрессирующее обрушение в 
динамической постановке [10]. 

Динамический расчет выполняется с учетом возможного проявления эффектов физи-
ческой и геометрической нелинейности. Параметры демпфирования для материалов кон-
струкций принимаются по логарифмическим декрементам колебаний, приведенным в СП 
20.13330. Параметры материалов принимались как в предыдущих вариантах расчета. 

На рис. 6-7 показаны некоторые полученные результаты для узла 1 (см. рис. 7). 
 

 
Рис. 7. Зависимость изгибающего момента около узла 1 от времени, кН*м 

Решение задачи в объемной конечно-элементной постановке в программе LS-
DYNA. Каркас представлен в виде трехмерной модели из объемных (бетон) и стержневых 
(армирование) конечных элементов. Размер бетонного конечного элемента 100х100х100 мм. 
Математическая модель поведения бетона в динамических условиях  Karagozian & Case 
Concrete подробно описана в [12, 13, 16]. Размер конечных элементов принят из оптималь-
ных условий сходимости и точности получаемых результатов. Физическая нелинейность де-
формирования арматуры типа А500 учитывается, как и ранее [4]. 

Для описания нелинейного поведения бетона в условиях больших скоростей дефор-
мации и давления существует множество моделей материала. При этом критериями выбора 
модели являются учет скорости деформации в условии динамического нагружения, наличие 
в модели механизма разрушения и минимальный набор входных параметров. Таким требо-
ваниям соответствуют модель Karagozian&Case (K&C) [13, 14]. 

Дадим краткое описание модели Karagozian & Case Concrete [12]. При рассмотрении 
больших деформаций, уравнение движения для бетона может быть записано в следующем 
виде: 
 ( ) : 0

t
x

S
xx x x

u ud u d u bd u td    
   

               , (1) 

где ρ – плотность, u – вектор смещения, точка сверху – производная по времени, σ = тензор 
напряжений Коши; ∇S

x = симметричный оператор пространственного градиента; b = объем-
ная сила; t = граничные условия, и Ωx – область решения, здесь операция «:» – операция 
двойного умножения тензоров.  

Разрушение в модели КСС формулируется как 
 2 3( , , ) 3 ( , , ) 0p J p J       , (2) 
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где p = -σkk/3 – сжатие, рассчитанное через уравнение состояния (УС) [1], которое отражает 
поведение бетона. Параметр повреждения λ используется для отображения эффекта разру-
шения от нагружения. J2 и J3 – второй и третий инварианты тензора девиатора σ0, соответ-
ственно. 

 2 3
1 ' : ',  '  и '
2

J J pI        . (3) 

Для учета больших деформаций σ∇ используется при обновлении напряженного со-
стояния 
 :epw w C            , (4) 
где 

 
1 1( ); ( );
2 2

T T
xL L w L L L u        , 

здесь   и w  тензор скорости деформации и тензор кручения, соответственно. L – градиент 
скорости, Cep – тензор упругопластичности. 

Функционал Γ в уравнении (2) определяет поверхность разрушения и является функ-
цией от значений, определяющих прочность бетона: 
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, (5) 

где 

 0
1 2

ˆ ( )    , ,i i
i i

pp a i m y r
a a p

   


. (6) 

Для значений λ параметр интерполяции поверхности разрушения η определяется как 
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 
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


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
, (7) 

где α = индекс (λ, η) входных данных, таких как 
1,       . 

Развитие повреждений бетона характеризуется параметром повреждения λ. Этот па-
раметр отражает величину полученных пластических деформаций. Пластические деформа-
ции вычисляются следующим образом: 

 
( , , )p p  

 






  , (8) 

где пластический потенциал φ (σ, p, λ) будет выражен в виде 

 2 3( , , ) 3 ( , , )p J p J       , (9) 
где μ – параметр пластичности, а   – параметр ассоциативности. 

Развитие повреждаемости λ определится функцией: 

 ( ) p
nh p   , (10) 

где 2 3 :p p p
n     . 

Фактор развития повреждений h(p) определяется в виде: 
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где b1 и b2 – параметры материала, получаемые из экспериментальных данных [12]. 
Третий инвариант тензора девиатора σ’ используется для того, чтобы различать трехос-

ное растяжение и трехосное сжатие. Эта зависимость представляется в виде функционала 
Θ(J3) в уравнении (5). 

В KCC модели Θ(J3) использует выражение в виде 

 
2 2 2

3 2 2

2(1 ) co s ( 2 1) 4(1 ) co s 5 4
( )

4(1 ) co s (1 2 )
J

      
  

     
 

  
, (12) 

где угол Лоде 
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  
 

 (13) 

и ψ в уравнении (12) - соотношение между растяжением и сжатием [16].  
Девиаторные и объемные деформации в модели KCC рассматриваются отдельно. Такой 

подход к моделированию бетона позволяет разделить сдвиг и сжатие бетона. 
 EOS ep p K    , (14) 

где e
  – возрастающая объемная упругая деформация; pEOS – начальное напряжение, полу-

ченное из уравнений состояния [12]; и K – объемный модуль упругости. Оба рEOS и К опре-
деляются исходя из материала и зависят от объемной деформации. Начальный объемный 
модуль упругости вычисляется как K = E/3(1-2ν), где модуль Юнга равен 4734 cE f , fc – 
прочность бетона на сжатие указывается в МПа, а коэффициент Пуассона ν равняется 0,19 
[13]. Поверхность прочности зависит от напряженного состояния элемента и девяти пара-
метров, полученных из экспериментальных данных [12]. 

Конечно-элементная модель в LS-DYNA аналогична рис. 1-2, где элементы каркаса 
разбиты на объемные конечные элементы [4, 5, 17] (см. рис. 8). 

 
Рис. 8. Общий вид конструкции узла каркаса и конструктивная схема 

Инициатор процесса прогрессирующего обрушения – взрыв конденсированного 
взрывчатого вещества. Вес взрывчатого вещества в тротиловом эквиваленте – 50 кг. Предпо-
ложительное место расположения заряда указано на рис. 9-10 (то, которое принимается в 
модельном расчете). Математическая модель детонации взрывчатого вещества CONWEP 
описана в работах [16].  
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Рис. 9. Место расположения заряда ВВ в плане 

 
Рис. 10. Расположение заряда на разрезе по оси 3 

Результаты расчета. В результате проведенного численного анализа был рассмотрен 
процесс разрушения колонны в динамической нелинейной постановке и проведен анализ 
процесса прогрессирующего разрушения всей конструкции. На рис. 11 показан фрагмент де-
формированного и поврежденного каркаса здания непосредственно в момент после взрыва, 
рядом с местом детонации взрывчатого вещества. На рис. 12 показаны локальные разруше-
ния непосредственно в узле каркаса здания здесь же. На рис. 13-14, по аналогии с рис. 6 и 7, 
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показаны: зависимость перемещений узла 1 по вертикали от времени и зависимость растяги-
вающего напряжения в арматуре около узла 1 от времени. 

 

 
Рис. 11. Расположение заряда на разрезе по оси 3 

 
Рис. 12. Расположение заряда на разрезе по оси 3 
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Рис. 13. Зависимость перемещений узла 1 по вертикали от времени, м 

 
Рис. 14. Зависимость напряжений в растянутой арматуре около узла 1 от времени, МПа 

Таблица 3 
Сравнение расчетных данных 

Результат Статический 
линейный 

подход 
(стержневая 

модель) 

Статический 
нелинейный 

подход 
(стержневая 

модель) 

Динамиче-
ский нели-

нейный под-
ход (стерж-
невая мо-

дель) 

Динамический 
нелинейный 
подход (мо-

дель из объем-
ных конечных 

элементов) 
Предельно допустимая  
полезная нагрузка, д.е. 1 1,8 1,3 1,5 

Прогиб, мм 19,9 25,7 51,5 60 
Максимальные напряжения 
в арматуре (узел 1), МПа 500 401,14 500 500 

Максимальные напряжения 
в арматуре (узел 2), МПа 500 418,8 500 500 
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В табл. 3 приведены результаты расчета по всем 4-м рассмотренным вариантам моде-
лирования прогрессирующего разрушения в каркасе здания. Приведены предельно допусти-
мая полезная нагрузка в долях единицы, по отношению к линейному статическому расчету 
по СП 385.1325800.2018; максимальные перемещения в узле 1 рядом с местом детонации 
ВВ; максимальные напряжения в узлах 1,2 в арматуре (см. рис. 4). 

Выводы. По результатам проведенного моделирования можно сделать следующие 
выводы: 1) статический линейный подход – самый консервативный вариант решения, факти-
чески несущая способность каркаса значительно выше, чем расчетное значение (результаты 
расчета по допустимой нагрузке значительно занижены [1, 7]); 2) статический нелинейный 
подход – игнорирование динамических эффектов дает неадекватно большое значение пре-
дельной нагрузки, что может привести к прогрессирующему разрушению при реальной ра-
боте здания; 3) динамический нелинейный подход – решение динамической задачи в стерж-
невой постановке дает достаточно точные результаты, однако игнорирование динамических 
эффектов упрочнения материалов [2] не позволяет полностью реализовать потенциал несу-
щей способности каркаса; 4) динамический нелинейный подход с использованием объемных 
элементов – решение динамической задачи с эффектами динамического упрочнения матери-
алов с применением современной модели высокоскоростного деформирования бетона позво-
ляет максимально эффективно учитывать работу материалов. В целом указанные выводы со-
гласуются с уже проведенными исследованиями в работах [18-20]. 

Анализируя вышеизложенное, можно сделать вывод о том, что решение задачи обес-
печения безопасности многоэтажных монолитных железобетонных зданий наиболее эффек-
тивно проводить с использованием объемных конечных элементов и дискретной арматуры, 
что связано с адекватным моделированием проявляющихся эффектов, таких как вантовая ра-
бота перекрытий, разрушение материала бетона и пластического течения арматуры. 
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Explosive devices are getting smaller and more powerful. In this regard, of considerable interest for the me-

chanics of structures and their elements is the solution of the problem of determining the stress-strain state of buildings 
and structures under the action of short-term dynamic effects in the form of external explosive effects and preventing 
their consequences in the form of progressive destruction. The paper considers the main parameters of the Karagozian 
& Case Concrete model for high-speed concrete deformation. The article considers the calculation of a frame building 
made of reinforced concrete for progressive destruction. The studies were carried out in four different formulations 
from a linear static approach based on a rod analogy for a building frame to a fully nonlinear dynamic calculation based 
on the finite element method. Based on the results obtained, the maximum allowable loads, maximum displacements in 
the frame elements, and maximum stresses in the reinforcement were determined. Conclusions are drawn about the ef-
fectiveness of various approaches. 
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Разработана конечно-разностная 1модель поперечного изгиба кольцевой пластины средней толщины, 

для которой применение классических гипотез Кирхгофа-Лява совершенно не оправдано. Кроме того, структу-
ра пластины принята с цилиндрической ортотропией, осложненной физической нелинейностью и зависимостью 
деформационных характеристик материала от вида напряженного состояния. При моделировании уравнений 
состояния для ортотропного материала с несовершенной упругостью осуществлен переход от квазилинейных 
зависимостей к существенно нелинейным. Для перехода от общей трехмерной краевой задачи загружения 
кольца к уравнениям, определяющим деформирования срединной плоскости, принят подход С.П. Тимошенко, 
учитывающий влияние поперечных сдвигов, зарекомендовавший себя как надежный инструмент для расчета 
пластин средней толщины. Разработана конечно-разностная модель изгиба пластин,  основанная на использо-
вании аппроксимаций повышенной точности. Проведена оценка сходимости численных расчетов. Учитывая, 
что традиционно исследование напряженно-деформированного состояния пластин, имеющих круговое очерта-
ние контура, проводится в цилиндрических системах координат, таковая и была принята для построения моде-
ли. 

В предыдущих работах одного из авторов продемонстрировано, что известные уравнения состояния 
для ортотропных материалов с несовершенной упругостью имеют грубые ошибки, возникающие при расчете 
элементов конструкций. Эти уравнения, предложенные в предыдущие 40 лет, противоречивы и обилуют недо-
статками, которые непреодолимы при расчетах. Одним из авторов настоящей статьи в предыдущих работах 
были сформулированы подходы к построению потенциальных нелинейных зависимостей между деформациями 
и напряжениями, для их идентификации предложен комплекс экспериментов, среди которых в обязательном 
порядке требуется проведение экспериментов на сложные напряженные состояния, часть из них до настоящего 
времени реализовать не удается. В связи с этим в 2021 году был сформулирован потенциал деформаций в ква-
зилинейном приближении, для которого константы возможно определить из простейших опытов, проведенных 
в главных материальных осях ортотропии. Наряду с весомыми преимуществами этого потенциала он базирует-
ся на аппроксимации нелинейных диаграмм деформирования прямыми лучами по методу наименьших квадра-
тов, что при высокой качественной адекватности для отдельных материалов может приводить к отдельным ко-
личественным погрешностям. Поэтому предлагаемая расчетная модель пластины основана на отходе от энерге-
тических нелинейных правил постулирования связи тензора деформаций с напряжениями. Для этой цели сфор-
мулирована нелинейная модель взаимозависимости двух тензоров второго ранга, которая объединяет форму 
обобщенного закона Гука ортотропного материала с теорией малых упругопластических деформаций, которые 
преобразованы с использованием методики пространства тензора нормированных напряжений. Такое ком-
плексное использование теоретических подходов позволяет устанавливать материальные нелинейные функции, 
обработав лишь диаграммы деформирования, полученные из простейших экспериментов. 

Ключевые слова: интенсивность напряжений, структурная нелинейная ортотропия, кольцевая пласти-
на, несовершенная упругость, тензор нормированных напряжений, поперечные сдвиги. 
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Введение 
 

При строительстве современных объектов, изготовлении элементов аппаратов и дета-
лей машин зачастую используются композитные материалы, основой которых являются 
полимеры с направленным или хаотическим армированием базальтовыми и 
стекловолокнами, обладающие высокой жесткостью и прочностью, а их механические 
свойства не соответствуют традиционным представлениям о деформировании широко 
распространенных стальных элементов [1 – 7]. В частности, эти материалы могут обладать 
структурной анизотропией различного класса, а при деформировании их под нагрузкой по-
разному реагируют на количественные и качественные характеристики возникающих 
напряжений так, что тензор податливостей четвертого ранга оказывается не инвариантен к 
виду напряженного состояния. Такие материалы принято называть деформируемыми 
структурами с анизотропией двух видов. У структурно анизотропных материалов 
проявляется зависимость от направлений жесткостных и прочностных характеристик [8–13]. 
Наиболее распространенными в строительстве и технике являются конструкционные 
материалы со структурной ортотропией физико-механических свойств. Традиционно ис-
пользуемые модели расчета в рамках МДТТ и строительной механики, формально 
оперирующие с обобщенным законом Гука или соотношениями малых упругопластических 
деформаций А.А. Ильюшина [14], приводят к серьезным ошибкам не только в получаемых 
количественных характеристиках напряженно-деформированного состояния различных 
конструкций, но и искажают его качественную картину. Подобные факты не позволяют 
обеспечить должную точность расчетов конструкций и надежность принимаемых проектно-
конструкторских решений. Поэтому для расчета строительных конструкций, элементов ап-
паратов и деталей машин, выполненных из указанных композитных материалов, следует 
использовать апробированные теории и модели, максимально подтвержденные в 
экспериментах. При этом известные модели уравнений состояния, специально ориентиро-
ванные на использование при расчетах конструкций, выполненных из этих материалов, об-
ладающих структурной и деформационной анизотропией, не соответствуют данному требо-
ванию [9–13, 15–20]. Недостатки этих моделей и их анализ детально рассмотрены в моно-
графиях [21, 22], а поэтому здесь не приводятся. 

В работах [21, 22] были рассмотрены упрощенные квазилинейные уравнения состоя-
ния для разных классов анизотропных материалов, форма которых схожа с соответствую-
щими обобщенными законами Гука, но сформулированные с учетом зависимости деформа-
ционных характеристик от вида напряженного состояния путем введения в компоненты тен-
зора податливостей параметров нормированных напряжений. Многолетнее использование 
этих уравнений в технике подтвердили их преимущества. Однако эти уравнения можно по-
критиковать за отход от исходного энергетического постулирования, а, следовательно, за их 
мнимую упрощенность. Поэтому в дальнейшем в рамках тензорного пространства нормиро-
ванных напряжений был сформулирован квазилинейный энергетический формат определе-
ния напряженно-деформированного состояния структурно ортотропных материалов, обла-
дающих деформационной анизотропией [23, 24]. Использование этих строгих энергетически 
полученных квазилинейных уравнений и условно упрощенных [21, 22] при решении краевых 
прикладных задач показало практически полное совпадение результатов расчета конструк-
ций даже в областях концентрации напряжений [25–27], что вполне доказывает состоятель-
ность этих упрощенных зависимостей.  

В последние пару лет в работах Д.В. Христича и Ш.Т. Нгуена были сформулированы 
нелинейные потенциальные зависимости, приводящие к квадратичным и кубическим урав-
нениям состояния [28–30]. По поводу этих моделей отметим следующее. Прежде всего, ко-
гда один из авторов представленной здесь статьи и его многочисленные ученики публикова-
ли и докладывали результаты своих исследований, главный вдохновитель работ [28–30], 
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один из профессоров ТулГУ [31], возражал против варианта определения отдельных кон-
стант уравнений состояния ортотропных материалов с несовершенной упругостью из опытов 
на растяжение и сжатие в направлениях под углом 450 к главным материальным осям (в ра-
ботах [28–30] такое определение допускалось) под предлогом, что в данных экспериментах 
меняется ориентация этих осей. Однако сами авторы [28–31] предполагают использование 
указанного варианта экспериментов. В дополнение этого отметим, что публикации [28–30] 
демонстрируют предполагаемые неестественные ограничения, накладываемые на константы 
потенциала, и авторы прибегают к определенным упрощениям при их определении. Кроме 
того, простое полиномиальное представление потенциалов деформаций по степеням компо-
зиций напряжений в главных осях ортотропии не может учесть влияние сложных видов 
напряженного состояния на реальное деформирование композитных материалов. То есть в 
моделях [28 – 30] отсутствует механизм учета влияния сложного напряженного состояния на 
жесткостные характеристики материалов в самом широком диапазоне его изменения ввиду 
отказа от введения в уравнения состояния качественных характеристик НДС, как это имеет 
место в теориях [21–27]. При таком подходе [28–30], если представить теоретические диа-
граммы деформирования в координатах «интенсивность напряжений – интенсивность де-
формаций», то графики будут отличать обобщенные (без детализации по соотношению 
напряжений в одноименных плоскостях и, конечно, при сдвигах, как это имеет место в клас-
сической теории упругости) растяжение и сжатие, а это приведет к серьезным ошибкам в 
расчетах НДС реальных конструкций, что не наблюдается при использовании упрощенной 
модели [21, 22, 25, 26] и более совершенной – [23, 24, 27], но в квазилинейном варианте. По-
этому, учитывая практическое совпадение результатов решения различных прикладных кра-
евых задач в рамках квазилинейных приближений упрощенных уравнений состояния [21, 22, 
25, 26] и строгих энергетически обоснованных [23, 24, 27] далее будут использованы нели-
нейные определяющие соотношения, преобразованные из условно упрощенного варианта 
[21, 22]. Эти уравнения состояния апробированы и представлены в работе [32], тем более они 
на порядок точнее уравнений [28–30], которые не учитывают изменения реакции материала 
при непрерывном изменении видов НДС во всем диапазоне (различные соотношения между 
компонентами тензора напряжений), а лишь различают кардинально противоположные осе-
вые растяжения от сжатия. 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается деформирование кольцевой пластины толщиной h , радиус внешнего 

контура которой принят равным R , с радиусом внутреннего отверстия – a , загруженной 
поперечной равномерно распределенной нагрузкой интенсивностью q  по всей поверхности. 
Структура пластины средней толщины анализируется с ортотропией цилиндрической харак-
тера, а характер ее деформирования проявляет зависимость от вида напряженного состояния 
в самом широком диапазоне его изменения. Для принятых условий рассматриваемая задача 
является осесиметричной. В связи с этим целесообразно все уравнения задачи формулиро-
вать в системе цилиндрических координат r ,  , z . При осесимметричном загружении пла-
стины параметры НДС в точках ее тела оказываются зависимыми только от двух осей вдоль 
координат r  и z . Ориентируем вертикальную ось z  вниз по направлению погибов пласти-
ны, а начало цилиндрической координатной системы расположим в центре средней плоско-
сти в недеформированном состоянии. При этом очевидно, что оси координат будут совме-
щены с главными материальными осями ортотропии структуры пластины.  

Если для поперечно нагруженных изотропных пластин и оболочек практически удо-
влетворительно установлены границы их классификаций по толщине, определяемые точно-
стью математического моделирования деформирования конструкций (тонкие, средней 
толщины, толстые), то для пространственных конструкций, выполненных из структурно ани-
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зотропных материалов, а тем более дополнительно усложненных зависимостью их деформа-
ционных свойств от вида напряженного состояния, границы соотношений характерных 
размеров, соответствующих каждому классу конструкций, весьма размыты. Данный факт не 
позволяет априорно установить соотношения геометрических границ для трех классов 
пластин и оболочек в зависимости от их толщины [33, 34]. В связи с этим исходное построе-
ние математической модели деформирования пластины будем осуществлять в предположе-
нии ее отношения к классу конструкций средней толщины. Эту модель целесообразно фор-
мулировать с учетом гипотез Тимошенко с определенной их модификацией. Следует отме-
тить, что комплексная оценка границ применимости теорий тонких пластин и средней тол-
щины, выполненных из ортотропных деформационно анизотропных материалов, была про-
ведена в работах [33–35]. 

Предлагаемый вариант модели включает два допущения: а) в общем случае нормаль-
ные сечения к средней плоскости до загружения пластины при ее деформировании соверша-
ют поворот на угол r  относительно оси r  и на –   относительно оси  ; б) слои пласти-
ны по ее толщине условно не создают давления друг на друга, что приводит к обнулению 
напряжения z . Модификация гипотез Тимошенко заключается здесь в условном прене-
брежении требованием 0ze , что допускает сжимаемость пластины по толщине и эту де-
формацию легко определять в соответствии с третьим уравнением связи компонентов тензо-
ров деформаций и напряжений [36, 37] после основного расчета НДС конструкции. При этом 
наличие осевой симметрии в формулируемой задаче приводит к существенному упрощению 
первой гипотезы, которая приводит ее к существованию одного лишь угла поворота нор-
мального сечения к деформированной средней поверхности относительно только оси  , а 
именно – к наличию только угла   при нулевом значении r . 

В свете принятой геометрической гипотезы в предположении возникновения малых 
прогибов получаем следующие зависимости: 

r θu (r,z) u(r)+ z ψ (r)  ;      zu (r,z) w(r) ; 

                            r r θ re = u, +z ψ , ;   θ θe = u / r + z ψ / r ;   rz r θγ = w, +ψ ,                   (1) 
где u , w  – перемещения точек срединной поверхности вдоль радиальной координаты и ее 
прогибы; re , θe , rz rzγ 2е  – относительные деформации и сдвиг в произвольных точках 
конструкции пластины. 

Определяющие соотношения для структурно ортотропных материалов с учетом наве-
денной при нагружении деформационной неоднородности и нелинейной аппроксимации ис-
ходных эталонных диаграмм представим в виде уравнений состояния, сформулированных в 
нормированном тензорном пространстве напряжений, привязанном к главным осям анизо-
тропии [32]. При этом с учетом цилиндрической ортотропии материала пластины и модифи-
цированных упрощений Тимошенко указанные уравнения [32] представим следующим обра-
зом:  

         1111 1111 1122 1122r i i r r i i r θ θe = A + B + A + B +               ; 

         1122 1122 2222 2222θ i i r θ r i i θ θe = A + B + + A + B               ; 

 1313rz i rzγ = C   ,                                                      (2) 

где  ijkm iA  ,  ijkm iB   и  ijkm iC   – нелинейные материальные функции, зависящие 
от интенсивности напряжений, определяемые характеристиками деформирования 
ортотропного материала; r r= / S  , θ θ= / S   – компоненты нормированных 

напряжений; 2 2 2+ + 3i r r θ θ rz        – интенсивность напряжений, 
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преобразованная с учетом упрощений; 2 2
ij ij r θ rzS            – норма 

тензорного пространства напряжений в главных материальных осях; 
2 2 2

ij ij r θ rz= + + 2 = 1      – условие нормирования указанного тензорного 
пространства напряжений. 

Материальные нелинейные функции, фигурирующие в уравнениях (2) можно 
представить полиномами второй степени, которые удачно аппроксимируют диаграммы 
деформирования материалов, полученные экспериментально путем испытаний на осевые 
сжатие и растяжение по направлениям главных осей ортотропии ( r , ), а также на сдвиг в 
главной плоскости ( rz ) [32]. Окончательно по методикам определения функций и констант 
уравнений (2), рассмотренным в работе [32], были получены следующие выражения: 

     0, 5 1 1+
kkkk i k i k iA = / E + / E     ;     

     0, 5 1 1+
kkkk i k i k iВ = / E / E      ; 

                       0, 5 + +
kkmm i km i m i km i m iA = / E + / E           ;            (3) 

         0, 5 + +
kkmm i km i m i km i m iВ = / E / E            ; 

   1313 1i rz iC = / G  ;    1, 2k, m =  и r , ,  

где     2± ± ± ±
k i k k i k iE = a + m + n   ;       2± ± ± ±

km i km km i km i= + +       ;  

  2
km i km km i km iG = g + p + q   ;  ±

k iE  ,  ±
km i  ,  km iG   – нелинейные 

технические жесткостные функции, интерпретирующие модули упругости, коэффициенты 
поперечной деформации и модули сдвига в соответствующих главных осях и плоскости 
ортотропии материала (индекс «+» определяет характеристики, полученные при испытаниях 
образцов материала на осевое растяжение, а индекс «–» – на осевое сжатие); ±

kа , ±
km , ±

kn , 
±
km , ±

km , ±
km , kmg , kmp , kmq  – коэффициенты алгебраических полиномов, вычисленные 

путем аппроксимации (по методу наименьших квадратов) экспериментально определенных 
параметров в процессе деформирования эталонных образцов материала [32]. 

При математической обработке экспериментальных данных их аппроксимации 
рекомендовано корректировать с учетом максимального приближения к ограничениям, 
существующим в классической механике ортотропных материалов [32]: 
          ( ) ( ) ( ) ( )+ + + +

km i m i mk i k i/ E = / E      ;    ( ) ( ) ( ) ( )km i m i mk i k i/ E = / E         .           (4) 
Далее будем рассматривать пластину, выполненную из нелинейного ортотропного 

композитного материала «углеродное волокно-углерод AVCOMod 3a», экспериментальные 
данные по пропорциональному деформированию которого на осевые сжатие и растяжение 
вдоль главных материальных осей, а также на сдвиг в главных плоскостях приведены в 
работах [9, 11]. Расположение волокон в композите представим таким образом, чтобы 
соблюдались условия цилиндрической структурной ортотропии. В результате 
аппроксимации экспериментальных данных по деформированию композита AVCOMod 3a в 
соответствии с выражениями (3) в работе [32] получены коэффициенты степенных 
полиномов:  +

1a =1,058⋅1010 Па; +
1m =62,829; +

1n =1,535⋅10–6 Па–1; +
21 =0,103; +

21 =–1,79⋅10–9 

Па–1; +
21 =9,1⋅10–18 Па–2;  1a =9,988⋅109 Па;  1m =–12,943;  1n =6,71⋅10–7 Па–1;  21

 =0,06;  

21
 =1,77⋅10–9 Па–1;  21

 =2,95⋅10–17 Па–2;  +
2a =2,864⋅1010 Па;   +

2m =–105,476;   +
2n =5,893⋅10–7 
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Па–1;   +
12 =0,158;   +

12 =–3,1⋅10–9 Па–1;   +
12 =2,19⋅10–17 Па–2;    2a =2,326⋅1010 Па;    2m =–

436,81;    2n =–6,08⋅10–7 Па–1; 12
 =0,118; 12

 =–1,457⋅10–9 Па–1; 12
 =2,14⋅10–17 Па–2; 

31g =2,43⋅109 Па; 31p =–54,455; 31q =–1,97⋅10–5 Па–1. 
 

2. Системы разрешающих дифференциальных уравнений 
 
Для удобства дальнейшей формулировки математической модели представим 

уравнения связи деформаций с напряжениями (2) в матричной форме:  
                                                                        e = P  ,                                                              (5) 

где  
r

θ

rz

e
e = e

γ

 
 
 
 
 

;  
11 12

21 22

33

0
0

0 0

P P
P P P

P

 
   
  

;  
r

θ

rzτ


 

 
   
 
 

;    11 1111 1111i i rP = A + B   ; 

     12 21 1122 1122i i r θP = P A + B +    ;    22 2222 2222i i θP = A + B   ; 

 33 1313 iP = C  . 
Для дальнейшего получения разрешающих дифференциальных уравнений, являю-

щихся главными в математической модели задачи необходимо обратить зависимости (2) в 
форме (5) и установить следующие связи:  
                                                                      = L e ,                                                                 (6) 

где  2
11 22 12 11 22/L P P P P  ;   2

12 12 12 11 22/L P P P P  ;   2
22 11 12 11 22/L P P P P  ;  

 33 33 131/ iL P G   ;  13 23 31 32 0L L L L    . 
Систему уравнений (6) преобразуем с учетом геометрических соотношений (1) и 

приведем к виду: 

   11 12 /r r θ r θL u, +z ψ , L u+z ψ r       ; 

                        12 22 /r θ rL u, +z ψ , L u z r         ;    13rz r θL w, +ψ   .              (7) 
Ясно, что независимо от класса структурной особенности и уровня физико-

механической нелинейности композитных материалов деформирование пластин, изготов-
ленных из них, должно подчиняться общим законам механики, каковыми являются извест-
ные статические уравнения [37, 38], которые из-за наличия деформационной анизотропии 
необходимо сформулировать в более полной форме с учетом всех возникающих усилий в 
соответствии с принятыми гипотезами. В рамках геометрической линейности рассматривае-
мой задачи уравнения равновесия должны быть представлены в виде: 

r r r θN , +(N Ν ) / r =0 ;  r r r θ rM , +(M M ) r Q =0  ;  r,r rQ +Q r = q ,        (8) 

где rN , N  – продольные усилия в срединной плоскости пластины; rМ , М  – изгибаю-

щие моменты; rQ  – поперечная сила. 
Усилия и моменты, возникающие в сечениях пластины, фигурирующие в статических 

уравнениях (8), устанавливаются обычным интегрированием напряжений по толщине пла-
стины по правилам, соответствующим характеру силового воздействия: 

h/ 2

r r
h/ 2

N = dz


 ; 
h/ 2

θ
h/ 2

N = dz


 ; 
h/ 2

r rz
h/ 2

Q = dz


 ; 
h/ 2

r r
h/ 2

M = zdz


 ; 
h/ 2

θ
h/ 2

M = zdz


 .       (9) 



55 
 

Выполнив интегрирование зависимости для напряжений (7) согласно правилам (9) 
приходим к уравнениям, связывающим усилия и перемещениями изогнутой срединной по-
верхности пластины: 

11 , 11 , 12 12/ /r r rN R u K R u r K r          ; 

12 , 12 , 22 22/ /r rN R u K R u r K r           ; 

              13 ,r rQ R w   ;      11 , 11 , 12 12/ /r r rM K u D K u r D r          ; 

                                    12 , 12 , 22 22/ /r rM K u D K u r D r           ,                           (10) 

где    
/2

11 11
/2

h

h

R L dz


  ;    
/2

12 12
/2

h

h

R L dz


  ;    
/2

22 22
/2

h

h

R L dz


  ;    
/2

13 13
/2

h

h

R L dz


  ;    

/2

11 11
/2

h

h

K L z dz


   ;    
/2

12 12
/2

h

h

K L z dz


   ;    
/2

22 22
/2

h

h

K L z dz


   ;    
/2

2
11 11

/2

h

h

D L z dz


   ;    

/2
2

12 12
/2

h

h

D L z dz


   ;    
/2

2
22 22

/2

h

h

D L z dz


   . 

Получив зависимости усилий и моментов от перемещений деформированной 
срединной поверхности пластины (10), в рамках поставленной задачи можно привести 
статические уравнения (8) к разрешающим нелинейным дифференциальным уравнениям в 
форме метода перемещений:  

11, , 11, , 12, , /r rr r rr r rR u K R u r      12, , 11 , 11 ,/ / /r r r rK r R u r K r         
2 2

12 12 12 ,/ / /rR u r K r R u r       2 2
12 , 22 22/ / / 0rK r R u r K r        ; 

                                            13, , , 13 , /r rr r rR w R w r q         ;                                  (11) 

11, , 11, , 12, , 12, ./ /r rr r rr r r r rK u D K u r D r          2
11 , 11 , 12/ / /r rK u r D r K u r       

2
12 12 , 12 ,/ / /r rD r K u r D r          2 2

22 22 13 ,/ / 0rK u r D r R w         . 

Для решения системы нелинейных дифференциальных уравнений (11) требуется 
определить граничные условия, которые зависят, как известно, от закрепления контуров 
(внутренних и внешних). Для тестовых задач принят изгиб кольцевой пластины с наиболее 
сложным по граничным условиям контуром отверстия, который полностью свободен при 
r = a , а внешний – при r=R либо жестко защемлен, либо шарнирно закреплен. Расчетная 
схема пластины приведена на рис. 1. В соответствии с принятыми опираниями контуров 
пластинки граничные условия на внутреннем контуре формулируются следующим образом:  

11 , 11 , 12 12/ / 0r r rN R u K R u r K r           ;      33 , 0r rQ R w     ; 

                              11 , 11 , 12 12/ / 0r r rM K u D K u r D r           ,                          (12) 
а опирание на внешнем контуре для первой схемы опирания: а) жёсткое защемление: 
                                                        0u ;    0  ;    0w ,                                                       (13) 
для второй схемы: б) шарнирное опирание: 
           0u  ;     0w  ;     11 , 11 , 12 12/ / 0r r rM K u D K u r D r           .          (14) 
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Рис. 1. Расчетная схема кольцевых пластин с различными вариантами закрепления: 

а) с жёстко защемлённым внешним контуром; б) с шарнирно опёртым внешним контуром 
 

3. Решение системы разрешающих дифференциальных уравнений,  
основные результаты и их анализ 

 
Рассматривались напряженно-деформированные состояния кольцевых пластин со 

следующими габаритными размерами: R×r×h=1×0,5×0,1 м (см. рис. 1). Толщина пластин 
принималась таковой, чтобы их можно было априори отнести к классу анизотропных пла-
стин средней толщины: / 10h R . Нагрузка на пластину принималась вертикальная равно-
мерно распределенная, интенсивность которой q менялась в интервале 0 – 1,0 МПа (для кон-
струкции с жёстко защемленным внешним контуром) и – 0 – 0,2 МПа (с шарнирно опёртым 
внешним контуром). В качестве материала пластин принимался ортотропный композит угле-
родное волокно-углерод AVCO Mod 3a [11, 17] с цилиндрической структурной анизотропи-
ей, материальные функции и числовые значения их коэффициентов приведены выше в пер-
вом разделе представленной статьи. 

Разрешающая система дифференциальных уравнений (11) построена так, что функ-
ции, учитывающие физическую нелинейность задачи «спрятаны» внутрь интегральных 
жесткостных параметров пластинок. Поэтому для ее решения целесообразно использовать 
метод «переменных параметров» И.А. Биргера [39], а для прослеживания характера измене-
ния параметров НДС пластинки – метод пошаговых нагружений. При этом ввиду общей 
сложности системы нелинейных уравнений (11), заключающейся в невозможности получе-
ния прямого аналитического решения, это решение строилось численно методом конечных 
разностей [40], а выбор дискретизации проводился с учетом практической сходимости с 
обеспечением необходимой точности. Тенденции сходимости МКР при решении рассматри-
ваемых задач в зависимости от количества точек разбиения вдоль радиуса тела пластин при-
веден на рис. 2, 3 (принято разбиение на 200 точек). Кроме того, интегрирование получаемых 
в результате итераций функций по толщине пластин осуществлялось тоже численно методом 
Симпсона с разбиением пластины по толщине на 51 точку (с учетом существенной нелиней-
ности задачи), хотя было достаточно 11 точек (при погрешности по напряжениям в 0,01%). 
Число итераций метода переменных определялось автоматически при достижении различия 
в напряжениях между смежными приближениями не более 0,01%. Полученная в результате 
конечно-разностной интерпретации дифференциальной модели (11) система алгебраических 
уравнений решалась методом Гаусса.  
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Рис. 2. Тенденция сходимости МКР-процедуры для кольцевой жёстко защемлённой  

по внешнему контуру пластины 
 

 
Рис. 3. Тенденция сходимости МКР-процедуры для кольцевой шарнирно опёртой  

по внешнему контуру пластины 
 
Решения, полученные на основе разработанной модели, по всем параметрам НДС 

пластин сравнивались с их расчетными параметрами, вычисленными на основе наиболее 
известных теорий деформирования ортотропных материалов, чувствительных к виду 
напряженного состояния [9–13, 15–20], хотя эти теории и обладают различными 
недостатками [21, 22]. Сравнение основных из этих результатов по отдельным параметрам 
при одних и тех же величинах интенсивности поперечной нагрузки q = 1,0 МПа для 
пластины с жестким закреплением контура и q = 0,2 МПа – с шарнирным опиранием с 
оценкой погрешности классической теории приведены в табл. 1, 2. При этом сравнения 
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расчетов пластин по различным моделям производились в основном для максимальных 
величин (исключение - см. в табл. 1, 2, примечание «*»). 

Таблица 1 
Сравнение результатов расчета кольцевой пластины с жёстко защемленным внешним 

контуром по различным теориям деформирования ортотропных материалов 

Вариант урав- 
нений сос- 

тояния 
Результаты 

Тради-
ционное 
решение 

Предло-
женная мо-
дель реше-

ния 

Модель 
R.M. 
Jones 

Модель 
C.W. 
Bert, 
J.N. 

Reddy  

Модель 
А.А. Зо-
лочев-
ского 

Модель 
С.А. Ам-

бар-
цумяна 

Максимальный 
прогиб w, м*10-3/% 4,7 5,95/26,6% 5,6/19% 5,5/17% 5,1/8,5% 4,9/4,3% 

Напряжение r  
внеш. край, МПа/% 

-38 -50/31,6% -49/29% -47/ 
23,7% -45/18,4% -43/ 

13,2% 

Напряжение   
внут. край, МПа/% 

12,5 19/52% 17/36% 16,3/ 
30,4 

15,8/ 
26,4% 15/20% 

Момент rM , 
кН*м/% (r=R) 

95 131/37,9% 129/ 
35,8% 

123/ 
29,5% 

121/ 
27,4% 

110/ 
15,8% 

Момент M , 
кН*м/% (r=R)* 

14,5 19,5/34,5% 18/ 
24,1% 

18,3/ 
26,2% 17/17,2% 15/3,45% 

 
Таблица 2 

Сравнение результатов расчета кольцевой пластины с шарнирно закрепленным внешним 
контуром по различным теориям деформирования ортотропных материалов 

Вариант урав- 
нений сос- 

тояния 
Результаты 

Традици-
онное 

решение 

Предло-
женная мо-
дель реше-

ния 

Модель 
R.M. 
Jones 

Мо-
дель 
C.W. 
Bert, 
J.N. 

Reddy  

Модель 
А.А. Зо-
лочев-
ского 

Модель 
С.А. Ам-

бар-
цумяна 

Максимальный 
прогиб w, м*10-3/% 11 13,5/22,7% 13,3/ 

20,9% 
13,2/ 
20% 12,1/10% 11,8/ 

7,3% 
Напряжение r  в 
зоне их максиму-

ма, МПа/% 
3,8 6,1/60,5% 5,8/ 

52,6% 
5,5/ 

44,7% 
5,1/ 

34,2% 
4,7/ 

23,7% 

Напряжение  , 
внут. край, МПа/% 

24 34/41,6% 33/ 
37,5% 

31,5/ 
31,3% 29/20,8% 27/12,5% 

Момент rM  в зоне 
их максимума, 

кН*м/% 
-96 -110/14,6% -115/ 

19,8% 
-117/ 
21,9% 

-118/ 
22,9% -120/25% 

Момент M , внут. 
край, кН*м/% 

-59 -65/10,2% -67/ 
13,6% 

-69/ 
17% 

-71/ 
20,3% 

-73/ 
23,7% 

 
Характерные, наиболее значимые, результаты расчета пластин в графической 

интерпретации представлены на рис. 4–13 при жестком защемлении внешнего контура и – на 
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рис. 14–18 при шарнирном закреплении. Кроме того, на рис. 19–21 продемонстрирована 
нелинейная зависимость максимальных прогибов и изгибающих моментов от величины 
интенсивности равномерно распределенной поперечной нагрузки, установленная по 
указанным различным моделям ортотропных разносопротивляющихся материалов. 
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Рис. 4. Распределение прогибов W вдоль радиуса пластины с жестко защемленным внешним контуром 

 

 

Рис. 5. Распределение горизонтальных перемещений в срединной плоскости u  вдоль радиуса пластины с 
жестко защемленным внешним контуром 

 

r

 
Рис. 6. Распределение напряжений r  вдоль радиуса пластины с жестко защемленным внешним контуром на 

нижней поверхности 



60 
 

 
Рис. 7. Распределение напряжений r  вдоль радиуса пластины с жестко защемленным внешним контуром на 

верхней поверхности 
 

 
Рис. 8. Распределение напряжений   вдоль радиуса пластины с жестко защемленным внешним контуром на 

нижней поверхности 

 
Рис. 9. Распределение напряжений   вдоль радиуса пластины с жестко защемленным внешним контуром на 

верхней поверхности  
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Рис. 10. Распределение усилий rN  вдоль радиуса пластины с жестко защемленным внешним контуром 

 

 
Рис. 11. Распределение усилий N  вдоль радиуса пластины с жестко защемленным внешним контуром 

 

 
Рис. 12. Распределение моментов rM  вдоль радиуса пластины с жестко защемленным внешним контуром 

 

 
Рис. 13. Распределение моментов M  вдоль радиуса пластины с жестко защемленным внешним контуром 
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Рис. 14. Распределение прогибов W вдоль радиуса пластины с шарнирно закрепленным внешним контуром 

 

 
Рис. 15. Распределение напряжений r  вдоль радиуса пластины с шарнирно закрепленным внешним  

контуром на нижней поверхности 
 

 
Рис. 16. Распределение напряжений r  вдоль радиуса пластины с шарнирно закрепленным внешним  

контуром на верхней поверхности 
 

 
Рис. 17. Распределение напряжений   вдоль радиуса пластины с шарнирно закрепленным внешним  

контуром на нижней поверхности 
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Рис. 18. Распределение напряжений   вдоль радиуса пластины с шарнирно закрепленным внешним  

контуром на верхней поверхности 
 

 
Рис. 19. Влияние величины нагрузки на максимальные прогибы пластины с жестким  

защемлением внешнего контура 

 
Рис. 20. Влияние величины нагрузки на максимальный момент rM  пластины с жестким  

защемлением внешнего контура 
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Рис. 21. Влияние величины нагрузки на максимальный момент M  пластины с жестким  

защемлением внешнего контура 
 

Анализ результатов расчета кольцевых пластин, обладающих структурной 
ортотропией и деформационной анизотропией, показывает, что учёт физически нелинейных 
свойств материала позволяет существенно уточнить результаты решения данного класса 
задач (погрешность расчетов по классической тории упругости ортотропных материалов 
приведена в табл. 1, 2 и на рис. 4–21). Также данные по разработанной модели 
деформирования не противоречат, а лишь уточняют решения, получаемые по другим 
теориям за счет более гибкого учёта зависимости деформационных свойств материала от 
вида напряжённого состояния, что и подтверждено на рис. 4 – 21. 

 
Выводы 

 
Анализ результатов решения задач о поперечном изгибе ортотропных кольцевых пла-

стин, материал которых проявляет зависимость жесткостных характеристик от вида напря-
женного состояния с учетом нелинейности диаграмм деформирования, показал, что наличие 
подобных свойств может изменить научное мировоззрение на особенности расчетной части 
проектирования пространственных и объемных конструкций, заключающиеся в серьезном 
несоответствии традиционных моделей реальной картине НДС. При расчете пластин с ис-
пользованием разработанной модели выявлены серьезные погрешности в параметрах напря-
жений, усилий, моментов и перемещений, которые были получены на основе традиционной 
теории упругости ортотропного материала. Кроме того, установлена нелинейная картина 
распределения напряжений по толщине пластин.  
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A finite-difference model of transverse bending of an annular plate of medium thickness has been developed, 

for which the application of the classical Kirchhoff-Love hypotheses is completely unjustified. In addition, the plate 
structure is adopted with cylindrical orthotropy, complicated by physical nonlinearity and dependence of the defor-
mation characteristics of the material on the type of stress state. When modeling the equations of state for an orthotropic 
material with imperfect elasticity, the transition from quasi-linear to substantially nonlinear dependencies is carried out. 
To move from the general three-dimensional boundary value problem of ring loading to the equations determining the 
deformations of the median plane, S.P.Timoshenko's approach was adopted, taking into account the influence of trans-
verse shifts, which proved to be a reliable tool for calculating plates of medium thickness. A finite-difference model of 
plate bending is developed based on the use of high-precision approximations. The convergence of numerical calcula-
tions is estimated. Considering that traditionally the study of the stress-strain state of plates having a circular contour is 
carried out in cylindrical coordinate systems, such was adopted for the construction of the model. 

Considering that in the previous works of one of their authors it was demonstrated that the known equations of 
state for orthotropic materials with imperfect elasticity have gross errors that occur when calculating structural ele-
ments. These equations proposed in the previous 40 years are contradictory and full of shortcomings that are insur-
mountable in calculations. One of the authors of this article, in previous works, formulated approaches to the construc-
tion of potential nonlinear dependencies between deformations and stresses, for the identification of which a set of ex-
periments was proposed, among which experiments on complex stress states are necessarily required, some of which 
cannot be implemented to date. In this regard, in 2021, the deformation potential was formed in a quasi-linear approxi-
mation, for which constants can be determined from the simplest experiments conducted in the main material axes of 
orthotropy. Along with the significant advantages of this potential, it is based on the approximation of nonlinear defor-
mation diagrams by direct rays using the least squares method, which, with high qualitative adequacy for individual 
materials, can lead to individual quantitative errors. Therefore, the proposed computational model of the plate is based 
on a departure from the energy nonlinear rules for postulating the relationship of the strain tensor with stresses. For this 
purpose, a nonlinear model of the interdependence of two second-rank tensors is formulated, which combines the form 
of the generalized Hooke's law of orthotropic material with the theory of small elastic-plastic deformations, which are 
transformed using the normalized stress tensor space technique. Such a comprehensive use of theoretical approaches 
makes it possible to establish material nonlinear functions by processing only the deformation diagrams obtained from 
the simplest experiments. 

 
Keywords: stress intensity, structural nonlinear orthotropy, annular plate, imperfect elasticity, normalized 

stress tensor, transverse shifts. 
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Рассматривается задача оптимизации геометрических параметров двухшарнирных рам на основе 

критерия минимума потенциальной энергии упругой деформации. Варьируемыми параметрами являются 
эксцентриситеты шарнирных опор. Стержни рамы имеют неоднородную структуру и продольное 
геометрическое профилирование. В качестве примера рассмотрена оптимизация рамы со стойками линейно-
переменной высоты сечения. Показаны графики потенциальной энергии деформации для рам различной 
высоты. Минимумы на графиках дают значение оптимального эксцентриситета, который в зависимости от 
степени трапецеидальности стоек может иметь различные значения, в том числе - по знаку, который 
свидетельствует о смещении опорного шарнира внутрь или наружу рамы. Произведено сравнение эпюр 
изгибающих моментов в раме с оптимальными и нулевыми эксцентриситетами. Изложены методика и 
расчетные соотношения для компонент напряжений и условий прочности, необходимых для выполнения 
проектного этапа решения задачи определения абсолютных значений геометрических параметров – размеров 
сечений рамы. 

Ключевые слова: неоднородный стержень, энергетический критерий, минимум потенциальной 
энергии деформации, оптимизация рамных систем. 

 
Введение. 1При решении задач оптимального проектирования несущих конструкций 

каркасов зданий и сооружений в качестве варьируемых параметров используется широкий 
набор величин, в числе которых - геометрические параметры и функции, описывающие 
форму и размеры элементов системы, характеристики материалов, параметры топологии и 
структуры системы, а также геометрические и жесткостные характеристики узловых 
соединительных устройств [1-5]. В ряде случаев варьирование параметров соединительных 
устройств является наименее затратным и без трудоемкого изменения формы и размеров 
конструктивных элементов способно обеспечить реализацию более выгодного с точки 
зрения принятых расчетных критериев напряженно-деформируемого состояния. Хорошие 
результаты для комплексной оценки возникающих в конструкции полей внутренних усилий 
и деформаций дает интегральный энергетический критерий минимума потенциальной 
энергии деформации (ПЭД) 

minW  . 
Данный критерий широко используется в задачах оптимального проектирования [6-

12] и позволяет выявлять рациональные геометрические формы и топологию конструкции, 
величины относительных геометрических и физических параметров соединительных 
(опорных) устройств.  

Постановка задачи. В статье рассматривается задача оптимизации параметров 
структурно-неоднородной двухшарнирной рамы, образующих вектор  
                                                             
1© Мищенко А. В., 2022 

 



72 

1 2[ ... ]p p pP .                                                            (1) 
В качестве варьируемых параметров приняты геометрические величины: параметры 
функций формы стержней и параметры опорных устройств (эксцентриситеты).  

На рис. 1 показана расчетная схема рамы с неоднородными элементами переменного 
сечения. Вертикальные составляющие реакций V шарнирных опорных устройств имеют 
эксцентриситет 0e  относительно осевых линий стоек.  
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Рис. 1. Расчетная схема двухшарнирной рамы с эксцентричными опорными устройствами (а) и  

вариантами поперечных сечений элементов (б) 

Варианты конфигурации поперечных сечений стоек (j = 1) и ригеля (j = 2) рамы 
показаны на рис. 1, б. Размеры отдельных структурных элементов, например – высота и 
ширина полки или стенки двутаврового сечения могут быть заданы в функциональном виде. 
Прямоугольное сечение специфично для рам, выполненных из древесины. Принята 
произвольная привязка сечений к локальным системам координат стержней xj, yj  (j = 1, 2).  

Энергия деформации линейно-упругой стержневой системы, содержащей n 
элементов, может быть записана в виде 

0 0
1 1 1

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

j j j

n n n

j j j j j j j j j
j j jl l l

W M dx N dx k Q dx
  

         P P P P P P P            (2) 

с использованием кривизны j , осевой деформации 0 j , осредненного сдвига 0 j  и 
соответствующих им усилий M, N, Q в j-м стержне. Для нахождения j , 0 j , 0 j  
воспользуемся физическими зависимостями для неоднородного профилированного стержня 
[13] 

0 0
0

tN Ny
D


    ,   0
02

t

z zz

y M M
i D


   ,   0QD Q  .                               (3) 

Здесь применены жесткостные параметры неоднородного сечения: координата центра 
жесткости 0y  и радиус жесткости сечения zi  

0
0

zDy
D

 ,      
0

zz
z

Di
D

 , 

записанные через жесткостные характеристики: нулевого 0D , первого zD  и второго zzD  
геометрических порядков [13,14]: 

  2
0

1
, , 1, ,

k

s

z zz k
k A

D D D E y y dA


     . 

Здесь dA – дифференциал площади поперечного сечения k-й фазы – Ak. Тепловое 
стационарное воздействие с распределением температур ( , )k j jt x y  в материале с 
коэффициентом теплового расширения k  ( 1,...,k s ) в соотношениях (3) отражают 
интегральные температурные силовые факторы  
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k kA A

N E t dA M E t y dA
 

       . 

При нахождении сдвиговой жесткости 

1

1

k

s

Qy k y
ky A

D G f dA
k 

    

применена заданная функция ( )yf y   аппроксимации деформаций сдвига, удовлетворяющая 
граничным условиям на поверхностях; yk  – коэффициент осреднения функции деформаций 
сдвига. В частности, значению 1yk   соответствует принятие в качестве 0  максимального 

сдвига. При интегральном осреднении следует положить 
/2

/2

1 h

y y
h

k f dy
h 

  . Задание, например, 

параболической функции 21 (2 / )yf y h   дает значение 2 / 3yk  . 
Решением (3) найдем компоненты обобщенной деформации 
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В общем случае в силу наличия отличной от нуля жесткости zD  и, как следствие 
этого,  величины 0y  наблюдается связанность осевой деформации 0  с кривизной  . При 
выполнении перехода к главным центральным осям жесткости, обеспечивающим 
выполнение условий 0zD   → 0 0y  , матрица коэффициентов первых двух уравнений (3) – 
матрица жесткости – принимает диагональный вид с получением двух независимых 
уравнений, что позволяет впоследствии решать краевые задачи для плоского изгиба и 
растяжения раздельно на основе простых зависимостей 
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Усилия в стержнях рамы 
 , ,  jM x R P ,    , ,jN x R P ,    , ,jQ x R P ,     1,  2j                            (5) 

определяются из условий равновесия с точностью до неизвестной реакции – распора R. 
Учитывая принятый в данной работе  энергетический способ решения, найдем распор из 
уравнения совместности деформаций, записанного с использованием теоремы Кастильяно 

 
( , ) 0R

W R
R


  


P

.                                                        (6) 

Окончательное выражение ПЭД получим после подстановки в (2) деформаций (4) и 
усилий (5), записанных с учетом найденного по условию (6) распора. 

Искомому решению задачи соответствует минимум функции (2) при учете 
ограничений на варьируемые параметры (1). 

Численное исследование. Рассмотрим пример оптимизации двухшарнирной 
деревянной рамы, загруженной на ригеле равномерно распределенной вертикальной 
нагрузкой q (рис. 1). Для вычислений использовалась программа Maple. Стойки и ригель рам, 
выполненных из древесины, как правило, имеют прямоугольное сечение с размерами 1b h , 

2b h . Будем считать, что в ригеле высота 2 ( ) consth x  , а в стойках 1( )h x  – изменяется по 
линейному закону. 
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Для удобства вычислений и анализа результатов, а также с целью исключения 
влияния неварьируемых параметров на полученное решение перейдем к безразмерным 
относительным величинам размеров, координат, реакций связей, усилий, обобщенных 
деформаций, жесткостных характеристик и энергии деформации. Обозначая их с помощью 
верхнего подчеркивания над символом исходной размерной величины, введем следующие 
соотношения 
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Здесь использованы следующие размерные величины: модуль упругости Е, нагрузка q, длина 
пролета l, параметр высоты h и ширины сечения b, которые на оптимизационном этапе 
решения задачи являются стационарными (неварьируемыми).  

Кроме них введем геометрические параметры, которые в процессе решения будут 
изменяться: /k H l  – относительная высота рамы, 0 /e e l  – относительный опорный 
эксцентриситет, 2 2 /j ja a h  – привязка координаты 2jy  – верхняя граница сечения j-го 
стержня к локальной системе координат, 1(0) /p h h  – относительная высота сечения стойки 
в начальном (опорном) сечении. При помощи параметра p закон изменения высоты сечения 
стойки представим в виде 

 1 1
1 1 1 1

( )
( ) 1

h x
h x p x x

h
    ,    1 [0,1]x  .                                       (7) 

Запишем безразмерные усилия, жесткостные характеристики и обобщенные 
деформации 
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В формуле энергии деформации (2) при заданных значениях параметров k, p учтем 
осевые и изгибные деформации  

1 13 3

, 0
1 10 0

1 1( , )
2 2p k j j j j j j

j j
W e r M dx N dx

 

      . 
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Рис. 2. Графики энергии деформации рамы 
( )W e  при k = 0,4 и значениях  

[0,1;0,2;0,3;0,4;0,5;0,7;1]p   при 
использовании условия (7) 

Выполнив интегрирование и определив распор r из условия совместности (6), 
получим искомую энергетическую функцию ( )W e . На рис. 2 показана серия графиков ( )W e , 
построенных при k = 0,4 и различных значениях параметров [0,1;0,2;0,3;0,4;0,5;0,7;1]p  , 
согласно (7), отражающих степень переменности сечения стоек. Все графики имеют точку 
минимума, соответствующую энергетически оптимальному эксцентриситету. Аналогичные 
расчеты, выполненные при высотах рамы k = 0,5; 0,7, дали на выходе практически такие же 
графики энергии деформации ( , )W e p . Это показывают также графики на рис. 3, 
отражающие влияние параметра переменности сечения p на значение оптимального 
эксцентриситета e, построенные при значениях параметра высоты рамы [0,4;0,5;0,7]k  . 
При значении p = 1 стойки приобретают форму призматическую стержня постоянного 
поперечного сечения. 

Значение оптимального эксцентриситета в зависимости от параметра p может иметь 
как положительные, так и отрицательные значения. Последнее означает расположение 
опорного шарнира снаружи от осевой линии стоек (рис. 1). Данная особенность влияния 
параметра p объясняется значительным повышением деформативности нижней части стоек 
при малых значениях p, что приводит к росту ПЭД и изменению знака величины 
эксцентриситета.  

 
Рис. 3. Зависимость оптимального эксцентриситета e от параметра переменности сечения p при 

различных относительных высотах рамы при k = 0,4; 0,5; 0,7 
 
Опорные эксцентриситеты оказывают существенное влияние на напряженно-

деформированное состояние в стержнях рамы и могут выступать в роли активных 
регуляторов состояния системы [5,12]. Так, на рис. 4 показаны графики безразмерных 
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изгибающих моментов (эпюры М) в левой стойке (а) и ригеле (б) при нулевом и 
оптимальном эксцентриситетах для рамы с параметрами k = 0,4, p = 0,2. Аналогично, 
графики на рис. 5 показывают изменение кривизны осей в элементах рамы. 

По сравнению с критерием выравнивания расчетных изгибающих моментов 
энергетический критерий отражает более общий подход к рациональному проектированию 
системы и может применяться в неоднородных системах с геометрическим 
профилированием элементов при оценке переменного комплекса усилий. 

Рассмотренная постановка оптимизационной задачи позволяет определять 
оптимальное значение опорного эксцентриситета e при заданных значениях параметров p, k. 
Задание их численного значения может выполняться любым способом. В случае включения 
их в набор варьируемых параметров следует использовать специальные изопериметрические 
условия-ограничения, отражающие постоянство некоторой качественной величины: 
стоимости материала или объема стержня. Так, для выявления оптимальной 
трапецеидальной формы стержня следует вместо условия (7) применить  

   1 1
1 1 1 1

( )
( ) 2 1 2 1

h x
h x p x p x

h
     .                                         (8) 

В этом случае варьирование параметра p приводит к изменению обоих концевых 
сечений стоек при постоянстве средней высоты 1(0,5) 1h  , а значит и объема стержня. Это 
позволяет выявить оптимальную форму стоек рамы (степень их трапецеидальности) при 
заданном расходе материала. Применение условия (8) для той же задачи дает графики 
энергии деформации, показанные на рис. 6. 

 
а) 

 

б) 

 
Рис. 4. Графики изгибающих моментов в левой стойке (а) и ригеле (б) при эксцентриситетах e = 0 и 

e = eopt  для рамы с параметрами k = 0,4, p = 0,2 
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а) 

 

б) 

 
Рис. 5. Графики изменения кривизны оси левой стойки (а) и ригеля (б) при нулевом (0) и 

оптимальном (opt) эксцентриситетах для рамы с параметрами k = 0,4, p = 0,2 
 
После решения оптимизационной задачи, сформулированной для безразмерных 

величин, выполняется проектный этап расчета, на котором на основе критериев прочности 
 , , 0x yx R    , жесткости max [ ]    и других могут быть найдены амплитудные значения 

параметров b, h выявленных геометрических форм.  
 

 

Рис. 6. Графики энергии деформации рамы 
( )W e  при k = 0,4 и  

[0,1;0,2;0,3;0,4;0,5;0,7;0,8;0,9]p   при 
использовании изопериметрического 

условия (8) 

Так, компоненты напряжений в структурно-неоднородных стержнях могут быть 
определены по методике, изложенной в [14, 15]. В частности, для компонент нормального x  
и касательного напряжения yx  при наличии усилий M, N, Q имеем 
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Здесь выписаны основные напряжения x  и yx , определяющие прочность относительно 
тонкого неоднородного стержня ( / 1/ 8h l  ) при плоском поперечном изгибе с растяжением. 
В работе [17] показано, что остальные компоненты тензора напряжений при расчете 
основного напряженного состояния имеют значения на 2-3 порядка меньшие и в расчете на 
прочность могут не учитываться. Их роль возрастает в зонах краевых эффектов, а также при 
оценке межслойной прочности. 

Напряжения ,
N
x k , ,

M
x k , ,

Q
yx k  определяются лишь усилиями и размерами локального 

поперечного сечения, а ,
N
yx k , ,

M
yx k , кроме того, зависят от продольных градиентов 

жесткостных характеристик и возникают в стержнях переменного сечения. 
Используя выше введенные выражения для безразмерных и размерных усилий, 

обобщенных деформаций и жесткостей, условие прочности по нормальным напряжениям 
запишем в виде 

2

2 ,
max ( , ) ( , )M N

x x xx y

q l hx y x y R
bh l

        
,                                    (9) 

0
2

0

( )( )( , ) 1
( ) ( ) ( )

N
x

z

y y xN xx y
x D x i x

 
     

,     0
( )( , ) ( )

( ) ( )
M
x

zz

M xx y y y x
x D x

   


, 

по касательным 

,
max ( , ) ( , ) ( , )Q N M

yx yx yx yx sx y

q l x y x y x y R
bh

           ,                              (10) 

sec sec
0 0( , ) ( ) ( , )

( , ) ( )Q z
yx

zz

D x y y x D x yx y Q x
D


 


, 

sec 2 sec
0 0

0

( , ) ( ) / ( ) ( , )( , ) ( )
( ) ( )

N z z
yx

D x y y x i x D x yx y hN x
x D x x
 

      
,  

sec sec
0 0( , ) ( ) ( , )( , ) ( )

( ) ( )
M z
yx

zz

D x y y x D x yx y l M x
x D x x
 

     
. 

Здесь M
x , N

x , Q
yx , N

yx , M
yx  – безразмерные функции формы нормальных и касательных 

напряжений, зависящих от изгибающего момента, продольной и поперечной сил. 
При помощи приведенных выражений для компонент напряжений формулируются и 

критерии прочности при сложном сопротивлении 
2

eqv 2 ,
max ( , ), ( , )x yxx y

q l hx y x y R
bh l

        
.                                    (11) 

После анализа функций формы напряжений и выявления опасных точек на основе (9)-
(11) формируются условия для назначения или проверки проектных амплитудных 
параметров b, h. 

В случае необходимости при выполнении экспресс-оценки прочности в условиях (9)-
(11) могут быть выполнены упрощения, связанные с пренебрежением некоторых малых 
напряжений, а также напряжений, входящих в условия с коэффициентом /h l . 

Выводы. Применение интегрального энергетического критерия в задачах 
оптимизации позволяет решать разнообразные задачи практического спектра, в их числе - 
выявление рациональной конфигурации системы с точностью до принятых амплитудных 
значений параметров, для нахождения которых на заключительном этапе необходимо 
выполнить проектный расчет с привлечением необходимых расчетных критериев, 
связывающих искомые параметры с амплитудой внешнего воздействия. В число 
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варьируемых параметров конфигурации могут быть включены: различные величины, 
например, отражающие размеры поперечных сечений, характеристики опорных устройств 
(жесткости, эксцентриситеты), физические параметры, например, дискретные функции 
распределения характеристик материалов в неоднородных системах. С помощью данного 
подхода по единой схеме могут быть выполнены постановки задач с полным и частичным 
учетом видов деформации. 
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Прогибы многопролетной плоской статически определимой фермы с произвольным числом пролетов 

определяются в аналитической форме. Крайние опоры конструкции являются неподвижными шарнирами, 
средние – подвижными. Обнаруживается мгновенная изменяемость конструкции при четном числе пролетов. 
Для подтверждения этой особенности фермы находится соответствующая схема виртуальных скоростей узлов. 
Для определения прогиба используется формула Максвелла-Мора. Усилия в стержнях и реакции опор 
рассчитываются методом вырезания узлов в символьной форме с применением операторов системы 
символьной математики Maple.  

Приводятся аналитические зависимости усилий в некоторых стержнях, наиболее опасных с точки 
зрения потери устойчивости или прочности. Дается диаграмма распределения усилий по стержням фермы. 
Серия решений задачи о прогибе для ферм с различным числом пролетов обобщается на произвольное число 
пролетов индуктивным методом.   

 
Ключевые слова: ферма, прогиб, число пролетов, индукция, Мaple, мгновенная изменяемость, 

формула Максвелла-Мора  
 

Введение. На 1 практике расчет прогибов ферм и усилий в стержнях выполняется 
численно в специализированных численных пакетах, основанных на методе конечных 
элементов [1]–[3]. Для статически определимых конструкций вполне реально найти 
аналитические решения. Однако, если эти решения не рассчитаны на широкий круг 
объектов, например, для однотипных ферм с различным числом панелей, то ценность таких 
решений невысока. Аналитические решения хорошо использовать для поиска каких-то 
оптимальных решений или для анализа предельных свойств конструкции, например при 
изменении заданных параметров конструкции, входящих в расчетную формулу. Метод 
индукции [4], применимый для регулярных ферм, позволяет ввести число панелей (или 
пролетов) в параметры расчетной формулы.  Впервые проблемы существования и расчета 
регулярных систем рассмотрели Hutchinson R.G. и Fleck N.A. [5], [6] и Игнатьев В.А. [7] 
Определение регулярной фермы в терминах дискретной математики как фермы, являющейся 
произведением графов двух или трех ферм, дали Kaveh A., Rahami H., Shojaei I. [8]. Схемы 
плоских регулярных ферм и аналитические решения задачи о прогибе приведены в 
справочнике [9]. Формулы для определения прогиба плоских ферм с произвольным числом 
панелей получены в работах  [10-15]. Использованный в этих работах метод индукции 
применим для расчета пространственных ферм [16] и при нахождении аналитических оценок 
нижней границы первой собственной частоты свободных колебаний ферм методом 
Донкерлея  [17-21]. 

 Схема конструкции.  Верхний пояс фермы с n пролетами горизонтальный. Нижние 
пояса пролетов имеют форму арок. Боковые опоры фермы — неподвижные шарниры, 
промежуточные — подвижные. Общее число стержней конструкции равно 22 4.sn n   В 
это число включены и 3n   стержня, моделирующие опоры. 

                                                
1 © Кирсанов М. Н., 2022 
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Рис. 1. Нагрузка, равномерно распределенная по верхнему поясу, n = 3 

 
 Расчет усилий в стержнях производится по программе [4], написанной на языке 

символьной математики Maple. В программу вводятся координаты узлов, списки концов 
стержней, нагрузки. Расчет может быть произведен как в численной форме, так и в 
символьной. Пробные расчеты показали, что для четного числа пролетов определитель 
матрицы системы линейных алгебраических уравнений равновесия узлов в проекции на оси 
координат вырождается. Наиболее четко это видно в  символьных расчетах.  Для 
подтверждения мгновенной изменяемости можно привести одну из возможных схем 
распределения скоростей узлов при n = 2 (рис.  2). Крайние части ферм, образующие 
неизменяемые кинематические диски, совершают мгновенные повороты по часовой стрелке 
вокруг шарниров A и B. Средняя часть вращается вокруг мгновенного центра скоростей Q 
против часовой стрелки. Подобная картина распределения виртуальных скоростей может 
быть построена и для  ферм с любым другим четным числом пролетов. Избегая случаев 
кинематического вырождения, все расчеты будем производить для нечетного числа пролетов 

2 1, 1,2,3,...n k k    . 

 
Рис. 2. Схема распределения возможных скоростей изменяемой фермы, n = 2 

 
Усилия и реакции опор. Рассмотрим нагрузку, равномерно распределенную по 

узлам верхнего пояса. Усилия в стержнях фермы при 3 , 2 , 3a м h м n    представлены на 
рисунке 3.  Красным цветом обозначены растянутые стержни, синим цветом — сжатые 



 

84 

стержни. Картина распределения усилий периодическая. Величины усилий отнесены к силе 
P и округлены до двух значащих цифр.  Почти все стержни при такой нагрузке сжаты. 
Исключения составляют боковые раскосы, растянутые небольшими силами. Наиболее 
сжатые стержни находятся внизу арочных сводов. 

 
Рис. 3. Распределение усилий в стержнях фермы, n = 3, P = 1 

Помимо численного решения в системе Maple можно получить формулы для расчета 
усилий в стержнях, обозначенных на рис. 4 для произвольного пролета. 

 
Рис. 4. Обозначение стержней i-го пролета,   n > i > 1 

 
 Для равномерной нагрузки по верхнему поясу усилия не зависят от числа пролетов и 

одинаковы в соответствующих стержнях во всех пролетах:  

1 2 3 1 2

3 1 2 1 2

/ (12 ), / (4 ), 3 / (4 ), 2 / (3 ),
/ (2 ), / (12 ), / (6 ), 3 / 2, 7 / 6,

O Pa h O O Pa h U bP h U bPa h
U cP h D Pb h D Pc h V P V P

       

       
 

где 2 2 2 29 , .b a h c a h     
Реакции опор: 7 / 2, 6 , 2,..., , 3 / (4 ).A B i A BY Y P Y P i n X X aP h        
Если на конструкцию действует сосредоточенная сила, приложенная к узлу C в 

среднем пролете, то усилия в пролетах будут разными, а в среднем пролете усилия зависят от 
числа пролетов. Результаты расчетов в серии ферм обобщаются методом индукции в 
следующие формулы: 

1 2 3 1 2

3 1 2 1 2

(3( 1) 4) / (12 ), (( 1) 2) / (4 ), / (4 ), / (3 ),
/ (2 ), / (12 ), / (6 ), / 2, / 6.

k kO Pa h O O Pa h U bP h U bPa h
U cP h D Pb h D Pc h V P V P

          

       
 

 Усилия в стержнях верхнего пояса O и стойках V при таком нагружении оказываются 
растягивающими. Реакции опор: 

( 1) / 2,k
A BY Y P     ( 1) ,i k

iY P   2,..., 1,i k  ( 1) / (4 ).k
A BX X aP h     
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Прогиб. Прогиб фермы, вычисленный по вертикальному смещению среднего 
шарнира C, рассчитывается по формуле Максвелла – Мора: 

3
(1) ( )

1

/ ( ).
sn n

P
k i i i

i
S S l EF

 



  
                                                           

(1) 

где jl  — длина стержня, ( )P
iS  — усилие в стержне i от действия внешней нагрузки, (1)

iS  — 
усилие в этом же стержне от единичной (безразмерной) вертикальной силы, приложенной к 
узлу C, EF —  жесткость стержней. Усилия в опорных стержнях не входят в сумму. 
Вертикальные и горизонтальные опорные стержни считаются недеформируемыми. Расчет 
прогибов ферм с различным числом пролетов по формуле (1), в которой усилия в стержнях 
вычисляются методом вырезания узлов,  дает следующие формулы: 

3 3 3 3 3 2
1

3 3 3 3 3 2
2

3 3 3 3 3 2
3

3 3 3 3 3 2
4

(19 26 354 ) / (72 ),
(103 26 462 ) / (72 ),

(65 26 354 ) / (72 ),

(187 26 462 ) / (72 ),....

32 32
32 32

32 32

32 32

P a b h h
P

h

c d EF
c da b h h

P a b h

P a E

F

b

EF
c d E

c d Fhh

   

  





  

   

  



 

   

 

Здесь 2 24 .d a h   Коэффициенты при 3 3,b c  и 3d  при увеличении числа пролетов 
не меняются. Для остальных коэффициентов вычислим общие члены полученных 
последовательностей, используя операторы системы Maple. Итоговая формула зависимости 
прогиба от числа пролетов и размеров конструкции имеет вид: 

3 3 3 3 3 2
1 2 3 4 5( ) / ( ),k P C a C b C c C d C h EFh        (2) 

где  
1

1 2

3 4 5

(42 ( 1) 21( 1) ) / 72, 13

./

40 / 36,

4 9, (9( 1 68) /1) 2

k k

k

C k C

C C C

    

                                       (3) 

Аналогично, в случае нагрузки по нижнему поясу (рис. 5) решение также имеет 
форму (2) с коэффициентами (3), кроме коэффициента 5 .(9( 1) 20) /12kC     

 
Рис. 5. Нагрузка по нижнему поясу,   n=5 

 
При действии на ферму сосредоточенной вертикальной силы в узле С  получено 

решение (2) с коэффициентами:  

1 2

3 4 5

115
) /12.

(230 96( 1) ) / 72, 5(2 1) / 36,
5(2 1) / 9, 2(2 1) / 9, (40 29

kC k C k
C k C k C k

    
   


 

 

В случае распределенной нагрузки по верхнему поясу решение проиллюстрировано  
на рисунке 6 тремя ломаными кривыми, построенными для безразмерного прогиба:

' / ( )k sumEF P L   , где (6 1)sumP n P  , 6 150 .L na м    
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Рис. 6. Зависимости безразмерного прогиба фермы от числа пролетов. I — h=2a; II—h=a; III—h=2a/3 

Зависимость получается с явно выраженными скачками. Чем меньше высота фермы, 
тем большего размаха достигают скачки прогиба при изменении числа пролетов. Кривая III 
при большом числе пролетов пересекает ось абсцисс. Начиная с k = 10 при 6 150L na м  , 
прогиб в середине пролета может быть даже отрицательным. 

 Заключение. Показано, что плоская модель статически определимой 
многопролетной фермы при четном числе пролетов приобретает мгновенную 
кинематическую изменяемость. Найдена кинематически непротиворечивая схема 
распределения соответствующих возможных скоростей узлов. Получено несложное 
аналитическое решение задачи о прогибе фермы при произвольном числе пролетов. 
Найденные формулы для  усилий в характерных стержнях можно использовать для проверки 
численных решений и предварительной оценки проектируемого сооружения.  

 
Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ  22-21-00473. 
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Deflections of a multi-span planar statically determined truss with an arbitrary number of spans are determined 

in an analytical form. The extreme supports of the structure are fixed hinges, the middle ones are movable. An 
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Предложена схема плоской статически определимой плоской рамы с прямолинейными верхним и 

нижним поясами. Рама крепится на две опоры: подвижную и неподвижную. Анализируются зависимости 
прогиба фермы от количества панелей и вариантов нагрузки (нагружение по верхнему, а также нижнему 
поясам; сосредоточенная узловая нагрузка в середине пролета). На основании расчетов в символьной форме 
получены формулы для усилий в наиболее растянутых или сжатых стержнях. Для примера приведено 
распределение усилий по стержням конструкции. Чтобы получить аналитическое решение прогиба 
конструкции и изменения ее подвижной опоры, применяется метод обобщения частных решений на случай 
произвольного числа панелей. Прогиб рассчитан по формуле Максвелла-Мора. Построение системы уравнений 
равновесия узлов и преобразование результатов выполняются в системе компьютерной математики Maple. 

 
Ключевые слова: ферма, прогиб, сдвиг опоры, формула Максвелла – Мора, индукция, число панелей, 

Мaple  
 

Введение. В инженерной 1практике при расчете строительных конструкций обычно 
используются численные методы. При этом аналитические решения могут дополнять 
численные. Выполняя роль тестовых решений, они оказываются удобны как для оценки 
точности численных решений, так и для предварительных расчетов проектируемых 
сооружений. При помощи метода индукции можно получать не просто аналитические 
решения, такие как решения в рядах [1, 2], а компактные конечные расчетные формулы, 
справедливые для конструкции произвольного порядка регулярности  [3–5]  (где порядком, 
например, является число панелей). Hutchinson R. G. и Fleck N. A.  впервые решали проблему 
существования и поиска аналитических решений для  статически определимых регулярных 
стержневых систем [6]. В справочниках [7, 8] приведены схемы плоских регулярных 
балочных, рамных и арочных ферм и формулы как для усилий в критических стержнях, так и 
для прогиба. Некоторые из решений задачи о прогибе представлены в работах [9–11]. По 
этим данным можно сделать вывод о том, что такие решения существуют и для 
пространственных ферм. Для определения аналитических оценок первой собственной 
частоты свободных колебаний ферм [15–17] методом Донкерлея или Рэлея используется 
метод математической индукции. Этим же методом получены решения для расчета 
деформации решетчатых [18–20] и пространственных [21–23] ферм. 

 
 Описание схемы конструкции.  На рис. 1 и рис. 2 изображена плоская рама, которая 

состоит из n ячеек периодичности, условно называемых панелями. Опоры фермы 
шарнирные. Одна опора – подвижный шарнир, другая – неподвижный. Длина пролета 
плоской рамы: 4L na , где 2a – длина горизонтального стержневого элемента конструкции 
в верхнем и нижнем поясе. Число стержней конструкции, включая стержни, моделирующие 
опоры – 8 10.sn n    

                                                
1© Иваницкий А. Д., 2022 

 



91 

 

 
 

Рис. 1. Схема конструкции плоской рамы при n = 3 
 

 
 

Рис. 2. Схема конструкции плоской рамы при n = 2 
 
 Сначала нумеруются стержни нижнего пояса, затем – стержни решетки. Начало 

координат x-y размещается в подвижной опоре. Для этого в следующем фрагменте 
программы вводятся координаты узлов (рис. 3): 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 3. Схема конструкции плоской рамы с нумерацией узлов и стержней при n = 3 

k:=4*n+8; L=4*a*n;#Длина пролета 
x[1]:=0; y[1]:=0; 
x[2]:=2*a; y[2]:=0; 
for i to 2*n-1 do 
   x[i+2]:=2*i*a;       y[i+2]:=2*h;# Нижний пояс 
od; 
x[2*n+2]:=L–2*a;      y[2*n+2]:=0;# Нижний пояс 
x[2*n+3]:=L;      y[2*n+3]:=0;# Нижний пояс 
x[2*n+4]:=a/2;       y[2*n+4]:=3*h/2; 
for i to 2*n do  
 x[i+2*n+4]:=a*(2*i-a);  y[i+2*n+4]:=3*h;# Верхний пояс 
od; 
x[4*n+5]:=L-a/2; y[4*n+5]:=3*h/2; 
x[k-2]:=0; y[k-2]:=-2;          #Опоры 
x[k-1]:=x[3+2*n]; y[k-1]:=-2;         #Опоры 
x[k]:=x[3+2*n]+2; y[k]:=0;             #Опоры 
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С помощью специальных упорядоченных списков K[i] номеров концов 
соответствующих стержней можно создать схему решетки. На величину усилия или его 
знака не влияет выбор начала и конца стержня. Фрагмент кода в Maple, формирующий 
структуру решетки, выглядит следующим образом: 

for i to 2*n+2 do  
   K[i]:=[i,i+1]; 
end; 
K[2*n+3]:=[1,2*n+4]; 
for i to 2*n+1 do  
   K[i+2*n+3]:=[i+2*n+3,i+2*n+4]:  
end; 
K[4*n+5]:=[4*n+5,2*n+3]:  
K[8*n+6]:=[1,3]: K[8*n+7]:=[2*n+1,2*n+3]: 
for i to 2*n do  
   K[i+4*n+5]:=[i+1,i+2*n+3]: 
   K[i+6*n+5]:=[i+2,i+2*n+5]: 
end; 
 
Усилия в стержнях и реакции опор. С учетом данных о координатах шарниров и 

структуры решетки определяются направляющие косинусы усилий. Последние входят в 
матрицу системы линейных уравнений равновесия узлов. Операторы системы Maple 
позволяют получить решение системы (силы в стержнях и реакции опор) как в числовой, так 
и в символьной формах. 

С помощью данных численных расчетов была составлена картина распределения 
усилий в стержне ферм (рис. 4) при n = 3, a = 4 м, h = 4 м. Значения усилий, отнесенных к 
узловой нагрузке P,  округлены до двух значащих цифр.  В данном случае стержни синего 
цвета – это сжатые, красного – растянутые, черного – ненапряженные. Толщины линий 
стержней пропорциональны их усилиям по модулю. Интересно отметить, что наибольшее 
растяжение испытывают стержни в центре нижнего пояса, а наибольшее сжатие – в центре 
верхнего. Примечательно также и то, что некоторые стержни вовсе не испытывают 
деформаций (в частности, некоторые раскосы и стержни в нижнем поясе фермы). 

 

 
Рис. 4. Усилия в стержнях фермы в случае нагрузки по нижнему поясу 

3. Прогиб. При прогибе фермы (рис. 5) происходит вертикальное перемещение 
нижнего пояса, вычислим его по формуле Максвелла-Мора: 
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(1) 

где  ( )P
iS  – усилие в стержне j от действия нагрузки, (1)

iS  – усилие от единичной вертикальной 
силы, приложенной к узлу, в котором вычисляется прогиб, E и F – модуль упругости и 
площадь сечения стержней, jl  – длина стержня.  
 

 
Рис. 5. Действие нагрузки на нижний пояс плоской рамы при n = 5 

Не входят в сумму формулы (1) усилия трех опорных стержней, так как они условно 
приняты недеформируемыми. Расчет прогиба плоской рамы (с различным последовательно 
увеличивающимся количеством панелей n), нижний пояс которой нагружен, дает следующие 
результаты: 

3 3 3 2
2

3 3 3 2
3

3 3 3 2
4

3 3 3 2
5

(616 63 5 ) / (8 ),
(2640 109 7 ) / (8 ),

(7720 171 9 ) / (8 ),

(18096 249 11 ) / (8 ),...

P a c d h
P a c d h
P

EF
EF

a c d h
P a c d h

EF
EF

   

   

   

     

Применяя операторы системы Maple, вычислим общие члены полученной 
последовательности коэффициентов при кубах размеров фермы: 3 3 3, ,a c h . Из формулы 
следует, что зависимость прогиба от числа панелей и размеров конструкции имеет вид: 

3 3 3 2
1 2 3( ) /( ),k P C a C c C d h EF     (2) 

где  
4 2

1
2

2

3

(10 23 6 9) / 3,

(8 6 19) / 8,
(2 1) /8.

C n n n

C n n
C n

   

  
 

 

Точно так же при нагружении верхнего пояса плоской рамы (рис. 6) получаем 
коэффициенты в (2): 

4 2
1

2
2

3

(10 8 6 3) / 3,

(16 12 3) /16,
(2 1) /8.

C n n n

C n n
C n

   

  
 
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Рис. 6. Действие нагрузки на верхний пояс плоской рамы при n = 4 

Когда узловая нагрузка сосредоточена в середине пролета (рис. 7), то коэффициенты в 
(2) имеют вид: 

3
1

2

3

(8 3) / 3,
(8 3) /8,
1/8.

C n n
C n
C

  

 


 

 
Рис. 7. Действие сосредоточенной узловой нагрузки в пролете плоской рамы при n = 3 

 

4. Численный пример. На рис. 8 полученное решение для  безразмерного прогиба в 
случае распределенной нагрузки по нижнему поясу представлено в зависимости от числа 
панелей для ' / ( )k sumEF P L   , где фиксирована суммарная нагрузка (2 1)sumP P n   и длина 
пролета 4 32L an м  (рис. 8). 

 

 
 

Рис. 8. Безразмерный прогиб фермы в зависимости от числа панелей 
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В частности интересно отметить, что для небольшого числа k зависимость прогиба от 
числа панелей при разных высотах h предсказуема: чем меньше высота, тем больше прогиб. 
Однако при высотах h = 10 м, h = 12 м и k = 20 значение безразмерного прогиба одинаково, 
что может быть использовано для проектирования рамы рациональной формы. 

Кривые имеют асимптотики, значения углов наклона которых можно вычислить с 
помощью оператора limit системы символьной математики: 

lim '/ /(2 ).
k

n h L


 
 

4. Смещение подвижной опоры.  Благодаря вертикальным нагрузкам подвижная 
опора перемещается по горизонтали. На основе уже существующего алгоритма можно 
вычислить величину этого смещения и оценить его. По формуле Максвелла-Мора (1): 

3 3 3
2

3 3 3
3

3 3 3
4

3 3 3
5

10 (13 +30 +2 ) /( ),

4 (102 +105 +7 ) /( ),

2 (463 +270 +18 ) /( ),

4 (441 +165 +11 ) /( ),...

P a c d ahEF
P a c d ahEF
P a c d ahEF
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 
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 
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Применяя операторы системы компьютерной математики, вычислим общие члены 
полученной последовательности коэффициентов при степенях 3 3 3, ,a c h . В результате 
итоговая формула зависимости смещения опоры от воздействия нагрузки по нижнему поясу 
плоской рамы: 

3 3 3
1 2 3( ) /( ),k P A a A c A d ahEF     

где 
1

2

3

3

2(20 37 39) / 3,
60(2n+1),
4(2n+1).

A
A
A

n n



 

 

 Заключение. Рассмотрена новая модель внешне статически определяемой фермы 
рамного типа. Получены аналитические зависимости величины прогиба середины пролета и  
горизонтального смещения подвижной опоры для произвольного числа панелей в 
конструкции. Полиномы, которые входят в решение, имеют четвертый порядок по 
количеству панелей. С помощью формулы деформаций и усилий в характерных стержнях 
можно проверить численные решения и использовать их как в задачах оптимизации, так и 
для предварительной оценки проектируемого сооружения. 
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A scheme of a planar statically definable planar truss with rectilinear upper and lower belts is proposed. The 

truss is attached by two supports: one movable, the other fixed. The dependences of the deflection of the truss on the 
number of panels and load options (loading along the upper and lower belts; concentrated nodal load in the middle of 
the span) are analyzed. Based on calculations in symbolic form, formulas for the forces in the most stretched or 
compressed rods are obtained. For example, the distribution of forces on the rods of the structure is given. In order to 
obtain an analytical solution of the deflection of the structure and the change of its movable support, a method of 
generalization of partial solutions for the case of an arbitrary number of panels is used. The deflection is calculated 
according to the Maxwell–Mohr formula. The construction of a system of node equilibrium equations and the 
transformation of the results are performed in the Maple computer mathematics system. 
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Исследование выполнено на примере 17-ти этажного жилого дома с техническим подпольем и 

чердаком. Сравнение результатов определения усилий и армирования объемно-блочных конструкций нулевого 
цикла на упругом основании двух методов расчета - с учётом изменения расчётной схемы здания на этапах его 
возведения и без учета этапов его возведения - является целью исследования. Выполнены анализ усилий 
объемно-блочных конструкций и подбор армирования. 

Приводятся рекомендации и практические выводы по расчету объемно-блочных конструктивных 
систем на упругом основании с учётом изменения расчётной схемы здания на этапах его возведения. Опыт 
проделанных расчётов может быть использован при проектировании объемно-блочных зданий. 

 
Ключевые слова: объемно-блочное домостроение, монтаж, нелинейный расчет, напряженно-

деформированное состояние. 
 

Метод расчета с 1 использованием моделирования процесса возведения здания 
является малоизученным методом, поэтому исследование напряженно-деформированного 
состояния (НДС) конструкций данным методом имеет свою актуальность [1]. Сравнение 
результатов определения усилий и армирования конструкций нулевого цикла объемно-
блочного домостроения на упругом основании двух методов расчета: с учётом изменения 
расчётной схемы здания на этапах его возведения и без учета этапов его возведения является 
целью исследования. Для исследования был взят 17-ти этажный жилой дом с техническим 
подпольем и техническим чердаком (рис. 1). Указанный объект по конструктивной схеме 
относится к блочно-панельной системе, состоящей из объемных блоков типа «колпак» 
производства ООО «Выбор-ОБД» (рис. 2), призматической оболочки, имеющей пять граней 
(четыре стены и потолок), и панелей плит перекрытия. 

При разработке расчетной модели объемно-блочных конструктивных систем за 
основу приняты устоявшиеся инженерные практики расчета крупнопанельных зданий [2], 
[3], [4]. 

Нагрузки, действующие на здание - постоянные нагрузки, временные нагрузки, 
снеговая нагрузка, ветровая нагрузка (с учетом пульсационной составляющей). Сбор 
нагрузок выполнялся согласно СП 20.13330.2016 «Нагрузки и воздействия» [5]. 

Расчетная модель здания формировалась в программном комплексе Лира-САПР 2018 
в следующем порядке: 

                                                             
1© Саражинский А. С., Ефрюшин С. В., 2022 
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- создание аналитической модели здания (см. рис. 3, 4) и сбор нагрузок; 
- назначение типов конечных элементов (КЭ) несущим конструкциям: фундаментная 

плита, стены, плиты - КЭ оболочки (КЭ 42, КЭ 44); растворный шов (платформенный стык) - 
специальные конечные элементы платформенного стыка (КЭ 58, КЭ 59) [9]; стальные 
сварные связи на закладных деталях - упругие связи (КЭ 55); 

- назначение материалов и жесткостей [7], [8], [9]; 
- назначение связей (коэффициенты постели С1, С2); 
- составление расчетных сочетаний нагрузок и расчетных сочетаний усилий. 

 
Рис. 1. Объемно-блочный жилой дом 
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Рис. 2. Конструкция объемного блока «Выбор-ОБД» 

 
Рис. 3. Фрагмент аналитической модели жилого дома 

 
Рис. 4. Аналитическая модель жилого дома 

Для проведения численных исследований с учётом изменения расчётной модели в 
процессе возведения здания использовалась система МОНТАЖ-плюс [6] программного 
комплекса Лира-САПР 2018. 
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Смоделирован процесс возведения здания [10], состоящий из 20 стадий: 
 возведение конструкций нулевого цикла (стадия 1); 
 возведение конструкций жилых этажей с 1-о по 17-й этаж (стадии 2-18); 
 возведение конструкций технического чердака (стадия 19); 
 возведение конструкций машинного помещения и выхода на кровлю (стадия 20); 
 прикладывание загружений от постоянной нагрузки, кратковременной нагрузки, 

снеговой нагрузки, ветровой нагрузки. 
Назначение связей выполнено с помощью переменных по площади фундаментной 

плиты коэффициентов постели. Принята двухпараметрическая модель упругого основания 
Пастернака, определение коэффициентов постели С1 и С2 выполнялось с использованием 
системы Лира-ГРУНТ [6]. 

Основанием плитного фундамента служит песок средней крупности, средней 
плотности, малой степени водонасыщения. 

Нормативные значения механических характеристик: удельное сцепление: Cn=2 кПа, 
угол внутреннего трения: φn=35º, модуль деформации: E=26 МПа. 

Значения коэффициентов постели: 
С1=4350-5930 кН/м3 (рис. 5); 
С2=287000-392000 кН/м (рис. 6). 
 

 
Рис. 5. Коэффициент постели С1 

 
Рис. 6. Коэффициент постели С2 
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Анализ результатов определения усилий и армирования фундаментной плиты 
Давление на фундаментную плиту Rz: численно не имеют существенных различий 

(таблица, различие меньше 1%). Области распределения вертикального давления Rz по 
площади фундаментной плиты двух методов расчета представляют схожую картину. 

Перемещение по Z (осадка): наблюдается перераспределение областей осадки 
фундаментной плиты. В методе расчета без учета этапов возведения наблюдается 
скачкообразное распределение осадки по площади фундаментной плиты с эффектом 
выпучивания. Численно не имеют существенных различий (таблица, различие меньше 1%). 
Изополя перемещений по Z показаны на рис. 7. 

 
Рис. 7. Перемещение по Z. Верхнее изображение – без учета этапов возведения здания, нижнее – с учетом 

этапов возведения здания 
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Изгибающий момент Mx: по площади фундаментной плиты наблюдается 
перераспределение областей изгибающего момента. Замечено увеличение областей 
максимальных значений изгибающего момента Mx в середине фундаментной плиты (указаны 
черной рамкой на рис. 8) и уменьшение областей максимальных значений изгибающего 
момента Mx по краям фундаментной плиты (указаны красной рамкой на рис. 8) в расчете с 
учетом этапов возведения здания. Численно не имеют существенных различий (таблица, 
различие 3.26%). 

 
Рис. 8. Изгибающий момент Mx. Верхнее изображение – без учета этапов возведения здания, нижнее – с учетом 

этапов возведения здания 
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Изгибающий момент My: по площади фундаментной плиты наблюдается 
перераспределение областей изгибающего момента. Замечено увеличение областей 
максимальных значений изгибающего момента My в середине фундаментной плиты (указаны 
черной рамкой на рис. 9) и уменьшение областей максимальных значений изгибающего 
момента My по краям фундаментной плиты (указаны красной рамкой на рис. 9) в расчете с 
учетом этапов возведения здания. Численно не имеют существенных различий (таблица, 
различие 1.75%). 

 
Рис. 9. Изгибающий момент My. Верхнее изображение – без учета этапов возведения здания, нижнее – с учетом 

этапов возведения здания 

Армирование: мозаики армирования подтверждают перераспределение по площади 
фундаментной плиты областей изгибающих моментов. Верхнее армирование практически не 
имеет различий, поэтому на рис. 10 и рис. 11 указаны мозаики нижнего армирования. По 
требуемой по расчету арматуре не имеют различий ввиду определенного сортамента 
диаметров арматуры (таблица). 
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Рис. 10. Площадь арматуры по оси Х у нижней грани. Верхнее изображение – без учета этапов возведения 

здания, нижнее – с учетом этапов возведения здания 

 
Рис. 11. Площадь арматуры по оси Y у нижней грани. Верхнее изображение – без учета этапов возведения 

здания, нижнее – с учетом этапов возведения здания 
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Анализ результатов определения усилий и армирования стен технического 
подполья 

Напряжения в платформенном стыке Ny: численно не имеют существенных 
различий (таблица, различие 2.76%). Мозаики напряжений в платформенном стыке Ny двух 
методов расчета представляют схожую картину. 

Продольное усилие Nx: численно не имеют существенных различий (таблица, различие 
1.05%). Мозаики продольного усилия Nx в стенах технического подполья двух методов 
расчета представляют схожую картину. 

Изгибающий момент Mx: численно не имеют существенных различий (таблица, 
различие меньше 1%). Мозаики изгибающего момента Mx в стенах технического подполья 
двух методов расчета представляют схожую картину. 

Продольное усилие Ny: численно не имеют существенных различий (таблица, различие 
2.25%). Мозаики продольного усилия Ny в стенах технического подполья двух методов 
расчета представляют схожую картину. 

Изгибающий момент My: численно не имеют существенных различий (таблица, 
различие меньше 1%). Мозаики изгибающего момента My в стенах технического подполья 
двух методов расчета представляют схожую картину. 

Армирование: мозаики армирования в стенах технического подполья двух методов 
расчета представляют схожую картину. По требуемой по расчету арматуре не имеют 
различий ввиду определенного сортамента диаметров арматуры (таблица). 

Анализ результатов определения усилий и армирования плит перекрытия 
технического подполья 

Продольное усилие Nx: численно имеют различие 15.67% (таблица). Мозаики 
продольного усилия Nx в плитах перекрытия технического подполья двух методов расчета 
представляют схожую картину. 

Изгибающий момент Mx: по площади плит перекрытия наблюдается 
перераспределение областей изгибающего момента. Наблюдается увеличение областей 
максимальных значений изгибающего момента Mx в расчете с учетом этапов возведения 
здания (указаны красной рамкой на рис. 12). Численно не имеют существенных различий 
(таблица, различие меньше 1%). 
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Рис. 12. Изгибающий момент Mx. Верхнее изображение – без учета этапов возведения здания, нижнее – с 

учетом этапов возведения здания 

Продольное усилие Ny: численно не имеют существенных различий (таблица, различие 
4.35%). Мозаики продольного усилия Ny в плитах перекрытия технического подполья двух 
методов расчета представляют схожую картину. 

Изгибающий момент My: по площади плит перекрытия произошло перераспределение 
областей изгибающего момента. Наблюдается увеличение областей максимальных значений 
изгибающего момента My в расчете с учетом этапов возведения здания (указаны красной 
рамкой на рис. 13). Численно не имеют существенных различий (таблица, различие 3.7%). 
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Рис. 13. Изгибающий момент My. Верхнее изображение – без учета этапов возведения здания, нижнее – с 

учетом этапов возведения здания 
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Армирование: мозаики армирования подтверждают перераспределение по площади 
плит перекрытия областей изгибающих моментов. Верхнее армирование практически не 
имеет различий, поэтому на рис. 14 и рис. 15 указаны мозаики нижнего армирования. По 
требуемой по расчету арматуре не имеют различий ввиду определенного сортамента 
диаметров арматуры (таблица). 

 
Рис. 14. Нижнее армирование по X. Верхнее изображение – без учета этапов возведения здания, нижнее – с 

учетом этапов возведения здания 
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Рис. 15. Нижнее армирование по Y. Верхнее изображение – без учета этапов возведения здания, нижнее – с 

учетом этапов возведения здания 
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Сравнение результатов расчета конструкций нулевого цикла объемно-блочного 
домостроения  

 
 

В заключение отметим, что применение метода расчета с использованием 
компьютерного моделирования процесса возведения здания позволяет более адекватно 
построить распределение параметров НДС и арматуры, наглядно демонстрируется на 
примере распределения осадки фундаментной плиты – в методе расчета без учета этапов 
возведения здания наблюдается скачкообразное распределение осадки по площади 
фундаментной плиты с эффектом выпучивания, что в практике строительства не является 
действительным. 

Различия в результатах НДС и армирования конструкций нулевого цикла объемно-
блочного домостроения для двух методов расчета не столько количественные, сколько 
качественные. При применении метода расчёта без учета этапов возведения здания возможен 
риск недоармирования одних участков и заложение избыточной арматуры в других. 

 

Min Max Min Max Min Max
Фундаментная плита
Rz (кН/м2) -323 -241 -324 -241 0,31 0,00
Осадка Z (мм) -56,4 -53,7 -56,2 -53,9 0,36 0,37
Mx (кНм/1м) -153 178 -155 184 1,29 3,26
My (кНм/1м) -154 233 -153 229 0,65 1,75
Верх. арм. по Х (см2/1м) 5,38 d12 5,38 d12 0,00 0,00
Верх. арм. по Y (см2/1м) 5 d12 4,97 d12 0,60 0,00
Нижн. арм. по Х (см2/1м) 6,71 d14 6,49 d14 3,39 0,00
Нижн. арм. по Y (см2/1м) 8,22 d16 8,06 d16 1,99 0,00

Стены
Ny (стык) -6790 -745 -6820 -725 0,44 2,76
Nx -1750 1930 -1740 1910 0,57 1,05
Mx -2,77 2,78 -2,77 2,78 0,00 0,00
Ny -7420 363 -7430 355 0,13 2,25
My -5,05 4,7 -5,04 4,7 0,20 0,00
Верх. арм. по Х (см2/1м) 4,77 d12 4,68 d12 1,92 0,00
Верх. арм. по Y (см2/1м) 3,69 d10 3,61 d10 2,22 0,00
Нижн. арм. по Х (см2/1м) 3,63 d10 3,53 d10 2,83 0,00
Нижн. арм. по Y (см2/1м) 3,31 d10 3,23 d10 2,48 0,00

Перекрытие
Nx -296 1150 -351 1100 15,67 4,55
Mx -8,58 9,17 -8,56 9,16 0,23 0,11
Ny -600 1030 -575 1020 4,35 0,98
My -9,64 9,82 -9,57 9,47 0,73 3,70
Верх. арм. по Х (см2/1м) 3,13 d10 3,09 d10 1,29 0,00
Верх. арм. по Y (см2/1м) 5,33 d12 5,47 d12 2,56 0,00
Нижн. арм. по Х (см2/1м) 3,89 d10 3,8 d10 2,37 0,00
Нижн. арм. по Y (см2/1м) 2,56 d10 2,78 d10 7,91 0,00

Наиманование параметра 
НДС

С учетом этапов 
возведения здания

"Традиционный" метод 
расчета %
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The study was carried out on the example of a 17-storey residential building with a technical underground and 

an attic. Comparison of the results of determining the forces and reinforcement of volume-block structures of the zero 
cycle on the elastic foundation of two calculation methods - taking into account the change in the design scheme of the 
building at the stages of its construction and without taking into account the stages of its construction is the purpose of 
the study. The analysis of the forces of volumetric-block structures and the selection of reinforcement were carried out. 

Recommendations and practical conclusions are given on the calculation of volume-block structural systems 
on an elastic foundation, taking into account changes in the design scheme of the building at the stages of its 
construction. The experience of the performed calculations can be used in the design of volume-block buildings. 

 
Keywords: volume-block housing construction, installation, non-linear calculation, stress-strain state. 
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ОБОБЩЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ ИССЛЕДОВАНИЙ НАПРЯЖЕННО-
ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ РАЗРЕЗНЫХ ПРОЛЕТНЫХ  

СТРОЕНИЙ С МЕТАЛЛИЧЕСКИМИ БАЛКАМИ  
ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ СОЛНЕЧНОЙ РАДИАЦИИ 
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Обобщены выполненные исследования по расчету напряженно-деформируемого состояния разрезных 
пролетных строений с металлическими балками при воздействии солнечной радиации. Разработаны конечно-
элементные модели двух типов пролетных строений, включающие слои дорожной одежды с возможностью 
учета неравномерного воздействия солнечной радиации. Выполнен расчет без допущения об абсолютно 
жестком соединении главной балки и плиты пролетного строения. Выполнен анализ результатов серий 
натурных измерений температурных полей элементов пролетного строения и НДС главных балок при 
различных случаях воздействия солнечной радиации. Изучено влияние неравномерного нагрева на характер 
НДС пролетного строения и верифицированы результаты численных расчетов инструментальными 
измерениями. Определены температурные границы применения разработанной методики и подготовлены 
рекомендации для практических расчетов. 

 
Ключевые слова: пролетное строение, железобетонная плита, ортотропная плита, главные балки, 

дорожная одежда, солнечная радиация, натурные измерения,  распределение температуры, напряженно-
деформируемое состояние 

 
Введение. 1 Пролетные строения с ортотропной плитой и сталежелезобетонные 

пролетные строения наиболее чувствительны к температурным воздействиям, так как они 
являются внутренне многократно статически неопределимыми системами. Они испытывают 
неравномерный нагрев разных элементов, меняющийся в течение суток и времени года. В 
настоящее время в действующих нормативных документах по проектированию пролетных 
строений воздействие солнечной радиации при определении текущего напряженно-
деформируемого состояния (НДС) учитывается упрощенно. Отсутствие адекватной картины 
особенностей НДС в условиях воздействия солнечной радиации не позволяет принимать 
рациональные проектные решения, что в ряде случаев может стать причиной снижения 
надежности элементов транспортного сооружения.  

На начальном этапе исследования для изучения состояния вопроса был проведен 
анализ научных работ, посвященных влиянию температурного воздействия на НДС 
пролетных строений и строительных конструкций. В статьях [1-6] рассмотрено влияние 
температурного воздействия окружающей среды на НДС пролетных строений мостов. 
Поставлен численный эксперимент с учетом дополнительного нагрева пролетного строения 
от солнечной радиации. Предложен порядок расчета температурных полей и напряжений в 
дорожной конструкции и главных балках. 

                                                             
1© Подлесных И. С., Гриднев С. Ю., 2022  
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Авторами были проведены многочисленные всесторонние исследования, 
опубликованные в научных изданиях. В работах [7-11] разработана КЭ модель 
сталежелезобетонного пролетного строения и показана необходимость учета изменения 
температуры в слоях дорожной одежды. Выявлено, что воздействие солнечной радиации 
увеличивает вероятность образования продольных трещин в асфальтобетоне и их 
дальнейшего развития в слоях дорожной одежды.  В статьях [12-19] разработана конечно-
элементная модель пролетного строения с ортотропной плитой. Проведены многочисленные 
натурные измерения температуры элементов находящихся в эксплуатации пролетного 
строения в разное время года и выполнены сравнительные расчеты НДС. В работах [20, 21] 
описаны два этапа экспериментальных исследований прогибов и деформаций главных балок 
пролетного строения при воздействии солнечной радиации и определен характер изменения 
НДС пролетного строения в течение дня. Сопоставлены результаты, полученные на 
основании экспериментальных исследований и расчета в программном комплексе. 

При выполнении всего комплекса исследований особенностей НДС при воздействии 
солнечной радиации были решены следующие задачи: 

1. Разработана методика расчета НДС разрезных пролетных строений с 
металлическими балками при воздействии солнечной радиации, которая включает:  

а) разработку конечно-элементных (КЭ) моделей пролетных строений, включающих 
слои дорожной одежды и позволяющих учитывать реальное неравномерное воздействие 
солнечной радиации; 

б) выполнение натурных измерений полей годовых и суточных колебаний температур 
пролетного строения под воздействием солнечной радиации; 

в) определение характера распределения температуры по толщине слоев дорожной 
одежды и высоте поперечного сечения; 

г) разработку программы и осуществление инструментальных измерений НДС 
главных балок пролетного строения при воздействии солнечной радиации в течение 
светового дня для верификации результатов расчета. 

2. Выявлены особенности НДС в течение дня  на основе  анализа результатов 
натурных измерений температурных полей, прогибов и деформаций элементов пролетного 
строения. 

3. Выполнены сравнительные расчеты НДС пролетных строений в соответствии с 
рекомендациями нормативных документов. 

4. Изучено влияние неравномерного нагрева при различных случаях воздействия 
солнечной радиации на характер НДС пролетного строения. 

5. Верифицированы результаты численных расчетов с использованием современных 
КЭ комплексов инструментальными измерениями. 

6. Определены температурные границы применения разработанной методики и 
подготовлены рекомендации для практических расчетов. 

Описание методики экспериментальных исследований на пролетном строении. 
Для получения более полной картины воздействия солнечной радиации на НДС элементов 
мостовых сооружений исследования проводились на двух типах пролетных строений. 
Натурные исследования выполнялись на пролетном строении с ортотропной плитой L = 43,1 
м автодорожного моста через реку Ворона в г. Борисоглебске Воронежской области. Вторым 
объектом исследования был выбран сталежелезобетонный пролет автодорожного моста, 
построенного по типовому проекту  Ленгипротрансмост серии 3.503-50 инв.№1180/2, 
Подробное описание конструктивных особенностей пролетных строений приведены в 
статьях [8, 9, 12]. 

Выполнено три этапа натурных измерений температурных полей пролетного строения 
с ортотропной плитой в разное время года: в теплое время года, в период температур, 
близких к нулю и в период экстремально высоких температур. На каждом этапе измерялись 
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температура в нескольких точках асфальтобетонного покрытия пролетного строения и 
распределение температуры по высоте главных балок в сечении 1/4 длины пролета при 
различных температурах воздуха и положениях солнца. Измерение температуры 
выполнялось с использованием двух приборов разного типа действия: бесконтактного 
пирометра и контактного термометра. Пролетное строение ориентировано таким образом, 
что элементы подвержены воздействию солнечной радиации разной интенсивности, которая 
может изменяться в течение дня. В качестве примера на рис. 1 приведены результаты 
измерения максимальных температурных полей элементов пролетного строения в летнее 
время года в течение дня 15.08.2019 г. 

 

 
 

Рис.  1. Результаты натурных измерений максимальных температурных полей элементов пролетного 
строения в течение дня 15.08.2019 г. 

Принципиальный характер распределения температуры по высоте поперечного 
сечения сталежелезобетонного пролетного строения принят аналогичным распределению, 
полученному при натурных измерениях пролетного строения с ортотропной плитой. Было 
рассмотрено три характерных случая положения солнца относительно пролетного строения: 

1. Солнце расположено низко над горизонтом и происходит нагрев только одной 
главной балки. 

2. Промежуточное положение солнца, в результате которого происходит нагрев 
асфальтобетонного покрытия и главной балки. 

3. Солнце расположено высоко над горизонтом и происходит нагрев только 
асфальтобетонного покрытия. 

Натурные измерения НДС главных балок проводились в два этапа. Первый этап 
испытаний на объекте проводился в течение светового дня 21 июля 2020 года. На первом 
этапе погодные условия не позволили провести натурные измерения в области высоких 
температур. Для получения более детальной картины был выполнен второй этап 
исследования в диапазоне высоких температур. Второй этап натурных измерений был 
выполнен в один из самых жарких дней лета  (19 июля  2021 года). Были осуществлены 
инструментальные измерения прогибов главных балок при различных температурах воздуха 
и положениях солнца. Прогибомеры и деформометры устанавливались на нижнем поясе 
двух главных балок в 1/4 длины пролетного строения.  

Ниже, на диаграммах рис. 2, приведем характер изменения прогибов главной балки 
Б1, находящейся на солнце в течение дня, данные получены на основании двух этапов 
натурных измерений. 
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Рис. 2. График изменения прогибов главной балки Б1 на солнце в течение дня 

При анализе НДС пролетных строений в программном комплексе «ПК Лира САПР» 
были разработаны конечно-элементные (КЭ) пространственные модели, включающие слои  
дорожной одежды и позволяющие учитывать неравномерное распределение температуры по 
высоте поперечного сечения мостового сооружения. Для моделирования железобетонной 
плиты, ортотропной плиты и слоев дорожной одежды использованы объемные конечные 
элементы, для главных балок и ребер жесткости - КЭ оболочки, для поперечных и 
продольных связей - стержневые КЭ. В КЭ модели учтены механические свойства 
материалов слоев дорожной одежды, которые могут меняться в диапазоне температур от 
воздействия солнечной радиации [22, 23]. 

Пролетное строение подвергается постоянно меняющимся со временем 
температурным воздействиям. При расчете на дневное колебание температуры важно 
учитывать результаты предыдущего загружения и использовать их в качестве начальных 
условий для последующего загружения. Для расчета поэтапного загружения с учётом 
результатов предыдущих загружений использовалась функция "монтаж" в комплексе Лира 
САПР (рис. 3). 

 

 

Рис. 3. Расчет поэтапного загружения с учётом результатов предыдущих загружений с использованием 
функции "монтаж" в комплексе Лира САПР 

С целью повышения точности определения НДС в элементах пролетного строения 
был выполнен расчет без допущения об абсолютно жестком соединении главной балки и 
ортотропной плиты [24, 25]. Составлены две КЭ-модели с податливыми упорами и с 
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жесткими упорами (рис. 4). В расчетной схеме соединительные элементы между главной 
балкой и ортотропной плитой смоделированы с помощью специальных КЭ 55, описываемых 
коэффициентами жесткости по шести степеням свободы (рис. 5). 

а)  

б)  
Рис. 4. КЭ-модели пролетного строения с ортотропной плитой: 

а) с жесткими связями б) с податливыми упорами 
 

 

Рис. 5. Фрагмент соединительных элементов между главной балкой и ортотропной плитой  

При учете проскальзывания между главной балкой и ортотропной плитой происходит 
значительное перераспределение напряжений в элементах пролетного строения и 
наблюдается нарастание сдвига плиты от середины пролета к торцам балки (рис. 6). 

 

Рис. 6. Проскальзывания между главной балкой и ортотропной плитой при расчете НДС пролетного строения с 
податливыми упорами 
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Таким образом, при проектировании пролетных строений рекомендуется выполнять 
учет сдвиговой жесткости между главными балками и ортотропной плитой.  

Распределение температуры в слоях дорожной одежды зависит от температуры 
верхней поверхности асфальтобетонного покрытия, которое подвергается нагреву от 
воздействия солнечных лучей. Для решения данной задачи был использован программный 
комплекс для моделирования тепловых полей ELCUT Student. При решении тепловых задач 
используется уравнение теплопроводности для линейных задач плоском случае: 

    ப
ப୶
ቀλ୶

ப୘౟
ப୶
ቁ + ப

ப୷
ቀλ୷

ப୘౟
ப୷
ቁ = −q୧,    (1) 

где T୧ –  температура; 
λ୶(୷) –  компоненты тензора теплопроводности (в линейной постановке); 
q୧ –  удельная мощность тепловыделения. 
Определение зимней расчетной температуры асфальтобетонных покрытий можно 

также вычислить по формуле Я.Н. Ковалева: 

   0,71 ,ПТ Тв  (2) 
где ТП – температура покрытия;  

Тв – температура воздуха.  
Для получения распределения температурных полей в асфальтобетонных слоях 

дорожной одежды температуры рассчитывают аналитически в соответствии с формулой: 

    –7, 727 ,z ПТ Т exp z  (3) 

где Tz –  температура покрытия, °С,  
z – толщина слоя, м. 
В результате проведенных натурных измерений подготовлены исходные данные для 

выполнения дальнейших расчетов с учетом полной картины распределения температуры по 
высоте пролетного строения от воздействия солнечной радиации. 

Результаты численных исследований. При расчетах пролетных строений 
учитывалось влияние податливости главных балок на деформированное состояние плиты  
совместно со слоями дорожной одежды, что позволило уточнить величину напряжений. 
Расчет пролетного строения был выполнен на совместное действие следующих нагрузок: 

а) постоянная нагрузка от собственного веса,  
б) временная вертикальная нагрузка от автотранспортных средств,   
в) температурное воздействие от солнечной радиации.  
При расчетах вводится коэффициент сочетаний, учитывающий уменьшение 

вероятности одновременного появления расчетных нагрузок. 
Максимальные напряжения в асфальтобетонном покрытии для трех характерных 

случаев воздействия солнечной радиации на сталежелезобетонное пролетное строение 
представлены на диаграммах рис. 7. 
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Рис. 7. Максимальные напряжения в асфальтобетонном покрытии для трех характерных случаев 
воздействия солнечной радиации 

Отмечено, что в результате воздействия солнечной радиации в асфальтобетонном 
покрытии может образоваться область, где прочность на растяжение не обеспечена, что 
может являться причиной образования продольных трещин и дальнейшего интенсивного 
разрушения асфальтобетонного покрытия. 

Анализ результатов показывает, что солнечная радиация существенно меняет 
напряжения в главных балках. Максимальные напряжения в главной балке Б1 для трех 
характерных случаев воздействия солнечной радиации представлены на диаграммах рис. 8. 

 

 

Рис. 8. Максимальные напряжения в главной балке Б1 для трех характерных случаев воздействия 
солнечной радиации 
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Аналогично для пролетного строения с ортотропной плитой проведен сравнительный 
анализ результатов расчета для каждого случая воздействия солнечной радиации в разное 
время года. Результаты численных исследований показали, что дневные и сезонные 
колебания температуры создают значительные дополнительные напряжения в пролетном 
строении. Максимальная разница напряжений в течение года может достигать 34,8 МПа. 
При этом неравномерное дневное изменение температурного поля при воздействии 
солнечной радиации оказывает существенно разный характер влияния на НДС элементов 
металлических и сталежелезобетонных пролетных строений. 

Проанализированы подходы к учету температурно-климатических воздействий, 
рекомендованных основными нормативными документами по расчету пролетных строений. 
Согласно СП 35.13330.2011 (п.6.27) [26] средняя по сечению нормативная температура для 
металлических конструкций в любое время года принимается равной нормативной 
температуре наружного воздуха. При этом распределение температуры по высоте и длине 
пролетного строения никак не учитывается. Нормативная температура воздуха в теплое tn,T 
время года определяется по формуле: 

                     ,    tn T VIIt T 
,                               (4) 

где tVII - средняя температура воздуха самого жаркого месяца, принимаемая по СП 
131.13330, для Воронежа tVII = 20,1 °С; 

T  - средняя суточная амплитуда температуры воздуха наиболее теплого месяца, 
принимаемая по СП 131.13330, для Воронежа tVII = 11,2 °С. 

,    20,1 11, 2  31,3 n Tt С     
Влияние солнечной радиации на температуру элементов следует учитывать в виде 

дополнительного нагрева на 10°С освещенного солнцем поверхностного слоя толщиной 15 
см (включая одежду ездового полотна). 

Сравнение максимальных напряжений, полученных по расчету, согласно 
рекомендациям СНиП и на основании натурных измерений приведены на диаграмме, 
изображенной на рис. 9.  

 

 

Рис. 9. Сравнение максимальных напряжений, полученных по расчету СНиП и на основании натурных 
измерений 
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Таким образом, результаты численных исследований показывают, что методика 
расчета, рекомендуемая СНиП для учета воздействия солнечной радиации, в ряде случаев не 
позволяет получать реальное НДС пролетного строения. 

Проведен сравнительный анализ результатов инструментальных измерений НДС 
главных балок. Результаты инструментальных измерений прогибов главных балок 
подтверждаются численными расчетами. Совмещенные графики перемещений главных 
балок, полученные по результатам инструментальных измерений и численных расчётов в 
среде КЭ комплекса для каждого случая воздействия солнечной радиации, показаны на рис. 
10. 

 

 

Рис. 10.  Графики перемещений главной балки Б1 по результатам инструментальных измерений и 
численных расчётов 

 
ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ПРОВЕДЕННЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ 

1. Разработана и апробирована методика выполнения расчета НДС разрезных 
пролетных строений с металлическими балками на воздействие солнечной радиации. 

2. Разработаны КЭ модели двух типов пролетных строений, включающие слои 
дорожной одежды, и позволяющие учитывать неравномерное воздействие солнечной 
радиации, изменение прочностных характеристик материалов, а также проскальзывание 
между главными балками и плитой. 

3. Проведены серии натурных измерений полей годовых и суточных колебаний 
температур пролетного строения при воздействии солнечной радиации. 

4. С использованием программного комплекса для моделирования тепловых полей 
ELCUT определен характер распределения температуры по толщине слоев дорожной 
одежды с учетом различия свойств материалов. 

5. Выполнены инструментальные измерения НДС главных балок пролетного 
строения при воздействии солнечной радиации в течение светового дня. 

6. Разработанная методика позволила выявить значительные дополнительные 
напряжения в элементах двух пролетных строений при учете неравномерного распределения 
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температуры, а также выявить наиболее неблагоприятные случаи воздействия солнечной 
радиации. 

7. Определены границы температур, при которых вместо расчетов в соответствии с 
рекомендациями нормативных документов необходимо выполнять расчеты с 
использованием натурных измерений фактических температурных полей пролетного 
строения.  

8. Определены области достоверности результатов расчетов с использованием 
современных КЭ программных комплексов инструментальными измерениями прогибов 
главных балок пролетного строения при воздействии солнечной радиации.  

9. Выявлены области в асфальтобетонном покрытии, в которых могут образоваться 
продольные трещины с дальнейшим интенсивным разрушением покрытия в результате 
воздействия солнечной радиации. 

 
ПРЕДЛАГАЕМЫЕ ПРАКТИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ 

1. Анализ результатов натурных измерений в течение года показал, что максимальная 
разница температуры в элементах пролетных строений в одинаковый момент времени 
достигает 35°С - 40°С. Это приводит к появлению значительных дополнительных 
напряжений в пролетном строении. Важно выполнять расчет НДС с учетом температурных 
воздействий от солнечной радиации в разное время года. 

2. Напряжения в главных балках в теплое время года при пиковой дневной 
температуре от воздействия солнечной радиации на 12,3% превосходят напряжения, 
полученные в результате расчета по рекомендациям нормативных документов. Методика 
расчета, рекомендуемая СНиП, в ряде случаев не позволяет адекватно оценивать НДС. При 
проектировании и расчете пролетных строений рекомендуется выполнять расчет по 
предложенной методике с учетом реальных климатических условий конкретного региона, 
воздействия солнечных лучей на элементы и их неравномерного нагрева, а также изменения 
температуры по высоте поперечного сечения пролетного строения. 

3. По результатам численных исследований установлено, что расчет на основании 
нормативных документов позволяет получить реальное НДС, если нормативная температура 
воздуха, принятая по СНиП для конкретного региона, ниже фактической. При экстремально 
высоких температурах элементов пролетного строения напряжения превышают значения, 
полученные по рекомендациям СНиП. В этих случаях необходимо руководствоваться 
рекомендациям разработанной методики. 

4. Рекомендуется провести аналогичные исследования особенностей НДС при 
воздействии солнечной радиации в более жарких регионах с целью уточнения, 
апробирования и определения границ применимости разработанной методики. 
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Abstract. The performed studies on the calculation of stress-strain state of load-bearing systems of transport 

structures under the influence of solar radiation are summarized. Finite element models of two types of superstructures 
have been developed, including layers of pavement with the possibility of taking into account the uneven effects of 
solar radiation. The calculation was performed without the assumption of an absolutely rigid connection of the main 
beam and the superstructure plate. The analysis of the results of a series of full-scale measurements of the temperature 
fields of the superstructure elements and the stress-strain state of the main beams in various cases of exposure to solar 
radiation is carried out. The influence of uneven heating on the nature of the stress-strain state of the superstructure is 
studied and the results of instrumental measurements and numerical calculations are verified. The temperature limits of 
the application of the developed methodology are determined and recommendations for practical calculations are 
prepared. 

Keywords: span, reinforced concrete slab, orthotropic plate, main beams, road surface, solar radiation, full-
scale measurements, temperature distribution, stress-strain state. 
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Постановка задачи. Рассматривается задача разработки   и обоснования применения   холодных ас-

фальтобетонных смесей для неотложного ремонта покрытия проезжей части автодорожных мостов. 
Результаты. Показаны результаты эксперимента и их анализ по определению физико-механических и 

технологических свойств  холодных смесей с применением  жидкого битумного вяжущего. Проведён анализ 
физико-механических свойств  холодных смесей с использованием  разжиженных нефтяных битумов. Показана 
роль жидкого битумного вяжущего в повышении качества  холодного асфальтобетона, применяемого для неот-
ложного ремонта покрытия проезжей части автодорожного моста.   Приведены оптимальные рецептурные по-
казатели  холодных смесей для  неотложного  ремонта покрытий проезжей части автодорожных мостов. 

Выводы. Установлено, что основным фактором, оказывающим влияние на характеристики  холодных 
асфальтобетонных смесей, является качество жидкого битумного вяжущего. Показано, что для холодных ас-
фальтобетонных смесей значительное отличие их физико-механических показателей наблюдается в зависимо-
сти от  гранулометрического состава минеральной части. 

 
Ключевые слова: проезжая часть автодорожного моста, неотложный ремонт, холодная асфальтобе-

тонная смесь, асфальтобетон, жидкий битум, жидкое полимерно-битумное вяжущее. 
 

Введение. В Российской Федерации‚ как и в 1большинстве других стран‚ на проезжей 
части автодорожных мостов используется асфальтобетонное покрытие. Самыми распростра-
ненными дорожными смесями, применяемыми при устройстве асфальтобетонных покрытий 
проезжей части и тротуаров автодорожных мостов, являются горячие асфальтобетонные 
смеси. На асфальтобетонном покрытии проезжей части автодорожных мостов при их экс-
плуатации возникают дефекты и разрушения, которые устраняют при выполнении плановых 
или неотложных ремонтных работ [1-16]. 

Неотложным ремонтом асфальтобетонных покрытий принято называть ремонт до-
рожных покрытий при положительных или отрицательных температурах до -20 оС, выполня-
емый с целью устранения дефектов и повреждений, создающих угрозу безопасности дорож-
ного движения и требующих срочной ликвидации в течение установленного количества су-
ток [1].  

Для неотложного ремонта асфальтобетонных покрытий проезжей части автодорож-
ных мостов в зависимости от погодно-климатических факторов и эксплуатационного состоя-
ния покрытия преимущественно применяют следующие виды  горячих смесей: горячие ас-
фальтобетонные, литые асфальтобетонные. Указанные асфальтобетонные смеси не являются 

                                         
1 © Калгин Ю. И., Калгин А. Ю., Козлов В. А., Паневин Н. И., 2022 
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складируемыми материалами, и поэтому в зимний, а также переходные периоды года не до-
ступны дорожным организациям, что не позволяет своевременно выполнять ремонтные ра-
боты. Холодные складируемые асфальтобетонные  смеси на жидких  органических вяжущих 
можно использовать круглогодично для выполнения дорожно-ремонтных работ, но их физи-
ко-механические  и технологические показатели существенно уступают вышеуказанным го-
рячим смесям [1,2,3,4]. 

По современным представлениям  холодная асфальтобетонная смесь – это рациональ-
но подобранная смесь, состоящая из минеральной части (щебня, песка и минерального по-
рошка или без него) и жидкого органического вяжущего (жидкий битум, жидкое битумно-
полимерное вяжущее, жидкий модифицированный битум, гелеобразное жидкое органиче-
ское вяжущее), взятых в определенных соотношениях и перемешанных в нагретом состоя-
нии [2]. 

В традиционной технологии приготовления холодных асфальтобетонных смесей су-
ществуют недостатки,  ограничивающие  применение холодного асфальтобетона для  неот-
ложного  ремонта покрытий автодорожных мостов: 

- недостаточная прочность и водостойкость холодного асфальтобетона, что обуслов-
лено низкими требованиями к исходным применяемым материалам; 

- невысокие технологические свойства (недостаточная удобоукладываемость, обу-
словленная слеживаемостью холодных асфальтобетонных  смесей при хранении, что являет-
ся следствием  низкого качества жидких органических вяжущих); 

- длительный первоначальный период  формирования асфальтобетона после укладки 
и уплотнения холодной смеси, что, в первую очередь, происходит по причине использования 
неоптимальных составов холодных асфальтобетонных смесей. 

Согласно ПНСТ 362-2019  [2] классификация  асфальтобетонных  холодных смесей 
(АХ) в зависимости от номинального максимального размера зерен заполнителя   (мм) под-
разделена на типы: 22,4; 16,0;11,2; 8,0; 5,6. Для   неотложного ремонта асфальтобетонных 
покрытий автодорожных мостов оптимальным вариантом является АХС 11 –  холодная ас-
фальтобетонная смесь, складируемая, с номинальным максимальным размером зерен 11,2 
мм. 

Разработка и обоснование применения  холодных асфальтобетонных смесей с 
улучшенными характеристиками, соответствующих требованиям ПНСТ 362-2019  [2], с 
использованием разжиженного нефтяного дорожного и жидкого модифицированного 
битума. 

При проведении исследований  холодных смесей для  ремонта покрытий автодорож-
ных мостов было использовано различное битумное вяжущее. В качестве битумного вяжу-
щего выбирались: жидкий битум марки СГ 70/130, полученный разжижением дизельным 
топливом нефтяного битума БНД 50/70,  и жидкие  полимерно-битумные вяжущие, отвеча-
ющие требованиям  ПНСТ 362-2019  [2]. Оптимизация составов и показателей свойств хо-
лодных асфальтобетонных смесей была проведена с помощью регрессионной модели их вза-
имозависимости.  Были приготовлены  холодные смеси  АХС 11, зерновой состав которых 
удовлетворяет требованиям   вышеуказанного  норматива.   

В качестве варьируемых величин были выбраны следующие факторы: Х1 – содержа-
ние щебень/минеральный порошок, % в 100 % минеральной части смеси; Х2 – содержание 
жидкого битума, % сверх 100 % минеральной части смеси. 

Матрица планирования оптимизации состава холодного асфальтобетона АХС 11 на 
жидком битуме марки СГ 70/130 приведена в табл. 1. 
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Таблица 1  
Матрица планирования испытания холодного асфальтобетона АХС 11 

на жидком битуме марки СГ 70/130 
 

№ 
плана 

План эксперимента Натуральные значения переменных 

Х1 Х2 

Содержание ще-
бень/минеральный поро-

шок, % 

Содержание жидкого биту-
ма, % 

1 -1 -1  40/0 5 
2 -1 1 40/0 7 
3 1 -1 50/6 5 
4 1 1  50/6 7 
5 0 0 45/3 6 

 

Вид модели – полный многочлен 2-го порядка от двух переменных X1, X2: 

 Y = A0 + B1X1 + B2X2 + C1X1
2 + C2X2

2 +  C3X1X2,                                  (1) 

Основными исследуемыми характеристиками холодного асфальтобетона являлись: 
водостойкость TSR, Y1; предел прочности (первая группа) при непрямом растяжении (кПа), 
Y2; предел прочности (вторая группа) при непрямом растяжении (кПа), Y3;   слёживаемость 
(холодная формовка), Y4. 

Показатель водостойкости рассчитывают как отношение среднеарифметических 
значений пределов прочности при непрямом растяжении между второй и первой группами 
образцов [2]: 

 

,                                                               (2)  

где - среднеарифметическое значение предела прочности при непрямом растяжении об-
разцов из второй группы, подвергнутых неполному водонасыщению, а также циклу "замо-
раживание - оттаивание", кПа; 

- среднеарифметическое значение предела прочности при непрямом растяжении об-
разцов из первой группы, выдержанных на воздухе при температуре (21±1)°С в течение 
(120±10) мин, кПа. 

Ранее проведенные исследования [5] показали, что водостойкость  может служить 
комплексным показателем прочности и водостойкости холодного асфальтобетона. Поэтому 
далее из трех вышеуказанных характеристик Y1 – Y3 рассмотрим только модель Y1. 

 
Модель Y1 – «водостойкость TSR» холодного асфальтобетона представлена на рис. 1. 
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Рис. 1. Зависимость водостойкости TSR холодного асфальтобетона 

АХС 11 от исследуемых факторов 
 

Аналитическая запись модели 1: 
Y1   =1,0318-0,003X1 + 0,033X2 – 0,050X1

2 
 - 0,050X2

2-0,0445X1X2,                    (3) 

где Y1 - водостойкость TSR; Х1 - содержание щебень/минеральный порошок, % в 100 % ми-
неральной части смеси; Х2 - содержание жидкого битума, % сверх 100 % минеральной части 
смеси. 

Параметры точности модели Y1 приведены в табл. 2. 
 

Таблица 2 

 Параметры точности модели Y1 

Наименование параметра Значение параметра 

Стандартное (среднее квадратическое) отклонение σ(Y1) = 
5,90321946059944E-02 

Коэффициент множественной детерминации (R2) = 0,8678538383 
Доля отклонения Y1 от среднего, объясняемая регрессией 86,78 % 
Модифицированный коэффициент множественной детерми-
нации (Ra2) = 0,4714153533 

  
Результаты проверки значимости параметров модели Y1 на основе критерия Стьюден-

та приведены в табл. 3.  
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Таблица 3  
Проверка значимости параметров модели Y1 на основе критерия Стьюдента 

Параметры 
модели 

Оценка па-
раметра 

Среднее квадратическое 
отклонение 

t-отношение 
Стьюдента 

Вероятность Prob(T) 
равенства параметра 

нулю 
A0 1,0318 0,0264 39,08333333 0,01629 
B1 -0,003 0,004057 -0,86273 0,47921 
B2 0,033 0,029516097 1,118033989 0,46456 
C1 -0,050 996075,1 -5,10E-08 1 
C3 -0,050 996075,1 -5,10E-08 1 
C3 0,0445 0,029516097 1,507651894 0,37284 
Коэффициенты A0,B1,B2, C3 значимы, так как их вероятности Prob (t) не велики. Дис-

персионный анализ модели Y1 приведен в табл. 4. 

Таблица 4 

Дисперсионный анализ модели Y1 

Дисперсионный анализ 
модели Y1 

Сумма квад-
ратов 

относительно 
источника 

Дисперсии воспро-
изводимости и 
адекватности 

Отношение 
Фишера 
(F Ratio) 

Вероятность P(F) 
отсутствия значимой 

регрессии Источник Степени 
свободы 

Регрессия 3 0,022886 0,007628667 2,18912611 0,45244 
Отклонение 1 0,0034848 0,0034848   
Вся выборка 4 0,0263708     

Так как вероятность P(F) мала, то модель адекватна. Анализ качества   модели Y1 при-
веден в табл. 5. 

Таблица 5 
Исходные данные и оценка точности вычисления Y на основе модели Y1 

№ 
пла
на 

X1 X2 

Коэффициент во-
достойкости TSR, 
эксперименталь-

ные значения 
(средние) 

Коэффициент 
водостойкости 

TSR, вычис-
ленный по по-
строенной мо-

дели 

Абсолютная 
погрешность 

аппроксимации 
экспери-

ментальных 
данных 

Относитель-
ная погреш-

ность, %  

1 -1 -1 1,108 1,0948 0,0132 1,191336 
2 -1 1 1,085 1,0718 0,0132 1,21659 
3 1 -1 0,916 0,9028 0,0132 1,441048 
4 1 1 1,071 1,0578 0,0132 1,232493 
5 0 0 0,979 1,0318 -0,0528 -5,39326 

 
Для показателя водостойкости TSR холодного асфальтобетона АХС 11 являются зна-

чимыми все исследуемые факторы. Максимальная величина показателя соответствует обла-
сти значений исследуемых факторов для составов смесей с более высоким содержанием 
жидкого битума и меньшим содержанием крупного заполнителя в минеральной части. Таким 
образом, наиболее значимым фактором, определяющим прочность и водостойкость холодно-
го асфальтобетона, являются качество и содержание жидкого битумного вяжущего. 
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Модель Y4 – «слёживаемость (холодная формовка)» холодного асфальтобетона АХС 
11 представлена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Зависимость слеживаемости (холодная формовка) холодного асфальтобетона АХС 11  

от исследуемых факторов 
 

Аналитическая запись модели 4: 

Y4   = 9 - 1,75X1 + 2,25X2 – 2,125X1
2 

 - 2,125X2
2 - 0,0X1X2,                    (4) 

где Y4 - слёживаемость (холодная формовка); Х1 - содержание щебень/минеральный поро-
шок, % в 100 % минеральной части смеси; Х2 - содержание жидкого битума, % сверх 100 % 
минеральной части смеси. 

Параметры точности модели Y4 приведены в табл. 6, результаты проверки значимости 
параметров модели Y4 на основе критерия Стьюдента  - в табл. 7. 

Таблица 6 

Параметры точности модели Y4 

Наименование параметра Значение пара-
метра 

Стандартное (среднее квадратическое) отклонение   σ(Y4) = 4,5 
Коэффициент множественной детерминации (R2) = 0,882518797 
Доля отклонения Y12 от среднего, объясняемая регрессией  88,25 % 

Модифицированный коэффициент множественной детерминации  (Ra2) = 
0,530075188 
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Таблица 7 
Проверка значимости параметров модели Y4 на основе 

критерия Стьюдента 

Параметры 
модели 

Оценка па-
раметра 

Среднее квадратическое 
отклонение 

t-отношение 
Стьюдента 

Вероятность Prob(T) 
равенства параметра 

нулю 
A0 9 - - - 
B1 -1,75 0,005782922 -302,6151973 0,0021 
B2 2,25 6,13256E-09 366894229,5 0,0 
C1 -2,12499399 2,40984E+11 8,818E-12 1,0 
C3 -2,12499399 2,40984E+11 8,818E-12 1,0 
C3 0,0 - - 0 
Коэффициенты A0,B1,B2, C3 значимы, так как их вероятности Prob(t) не велики. 
Дисперсионный анализ модели Y4 приведен в табл. 8. 
 

Таблица 8 
 Дисперсионный анализ модели Y4 

Дисперсионный анализ 
модели Y12 

Сумма квад-
ратов 

относительно 
источника 

Дисперсии воспро-
изводимости и 
адекватности 

Отношение 
Фишера 
(F Ratio) 

Вероятность P(F) 
отсутствия значи-

мой регрессии Источник Степени 
свободы 

Регрессия 3 46,95 15,65 2,504 0,42771 
Отклонение 1 6,25 6,25   
Вся выборка 4 53,2    Вывод: так как вероятность P(F) мала, то модель адекватна. 

Анализ качества   модели Y4 приведен в табл. 9. 
 

Таблица 9 
 Исходные данные и оценка точности вычисления Y  на основе  

модели Y4 

№ 
плана 

X1 X2 

Слёживаемость,  
  количество уда-

ров, 
эксперименталь-

ные значения 
(средние) 

Слёживаемость,  
  количество 

ударов, 
вычисленная по 
построенной мо-

дели 

Абсолютная 
погрешность 

аппроксимации 
эксперимен-
тальных дан-

ных 

Относительная 
погрешность, 

%  

1 -1 -1 3 4,25 -1,25 -41,6667 
2 -1 1 10 8,75 1,25 12,5 
3 1 -1 2 0,75 1,25 62,5 
4 1 1 4 5,25 -1,25 -31,25 
5 0 0 9 9 0 0 

Наиболее значительно показатель слёживаемости зависит от наличия и содержания 
минерального порошка, количества жидкого битума, соотношения мелких и крупных частиц 
в минеральной части в холодной смеси. Слеживаемость образцов, уплотненных в холодном 
состоянии,  существенно менее выражена для составов холодных асфальтобетонных смесей с 
минимальным количеством жидкого органического вяжущего.  

Результаты проведенного эксперимента показали, что для получения наилучших зна-
чений показателей прочности, водостойкости и низкой слеживаемости необходимо исполь-
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зовать составы холодных асфальтобетонных смесей с минимальным количеством качествен-
ного  жидкого органического вяжущего. 

Полученная область оптимальных рецептурных значений холодной смеси АХС 11 
была использована при определении температурного диапазона применения холодного ас-
фальтобетона при выполнении неотложных работ. 

Для качественного выполнения работ по  неотложному ремонту асфальтобетонных 
покрытий   автодорожных мостов при пониженных и отрицательных температурах следует 
использовать   холодные асфальтобетонные смеси на жидком модифицированном вяжущем, 
что подтверждается результатами ранее проведенных  исследований   [6].    

Для  определения   температурного диапазона применения  холодных асфальтобетон-
ных смесей АХС 11 при выполнении работ по  неотложному ремонту асфальтобетонных по-
крытий   автодорожных мостов   был использован «Метод определения пенетрации холод-
ных асфальтобетонных смесей при температуре минус 10 оС» согласно ОДМ 218.6.1.003-
2021 [1]. Испытания холодных асфальтобетонных смесей АХС 11  выполняли в следующей 
последовательности (см. рис. 3-4): 

- уплотненную холодную  смесь в форме помещали в климатическую камеру при тем-
пературе минус (10 ± 1) °С на (14 ± 1) час; 

- нож для измерения пенетрации устанавливали на переходник под верхней плитой 
испытательного пресса; 

- переносили форму с уплотненным материалом из морозильника на нагрузочное 
устройство и помещали под нож на нижнюю плиту испытательного пресса. Нож располага-
ется над серединой образца; 

- на прессе задавали скорость нагружающего устройства 50 мм/мин; 
- включали мотор, подводили образец к ножу, выполняли движение нагрузочного 

приспособления. Включали таймер, когда начнется погружение ножа в испытываемый обра-
зец. Наблюдали за табло измерений и записывали наибольшее показание нагрузки, наблю-
давшееся в течение 30 секунд пенетрации; 

- останавливали мотор и снимали образец с аппарата. Время, затраченное на испыта-
ние образца от момента извлечения его из морозилки до окончания 30 секундной пенетра-
ции, не превышало 1 минуты. 

Температурный диапазон использования холодной смеси   в зависимости от результа-
та её испытания в соответствии  с методикой [1] приведен в  табл. 10. 
 

  
Рис. 3. Проведение испытания для определения пока-

зателя удобоукладываемости холодной смеси 
Рис. 4. Вид образца после испытания 
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Таблица 10 
Температурный диапазон использования   холодных асфальтобетонных смесей АХС 11  

на жидком битуме СГ 70/130 для неотложного ремонта асфальтобетонных покрытий    
автодорожных мостов 

№ 
 

п/п 

Вид   жид-
кого  вя-
жущего 

  Содержание 
жидкого  вя-
жущего, % 

Содержание 
щебня в ми-
неральной 
части, % 

Пенетрация,  
 при температуре 

-10 оС, (Н) 

Температурный диа-
пазон 

использования сме-
си, °С 

1 СГ 70/130 4 40 1843  (-1) – (+21) 
2 СГ 70/130 7 40 3713  (+10) – (+32) 
3 СГ 70/130 4 50 1173  (-1) – (+21) 
4 СГ 70/130 7 50 1690  (-1) – (+21) 
5 СГ 70/130 5,5 45 1760  (-1) – (+21) 
6 СГ 70/130 5,5 40 2996  (+10) – (+32) 
7 СГ 70/130 7 45 2972  (+10) – (+32) 
8 СГ 70/130 5,5 50 1496  (-1) – (+21) 
9 СГ 70/130 4 45 2120 (+10) – (+32) 

10 Жидкое 
ПБВ 70/130 

4 40 882 (-10) – (+10) 

 

Выводы 
1. Для   выполнения работ по  неотложному ремонту асфальтобетонных покрытий   

автодорожных мостов следует использовать холодные асфальтобетонные смеси по ПНСТ 
363-2019 [2]. 

2. Повышенная водостойкость холодного асфальтобетона АХС 11 соответствует со-
ставам смесей с более высоким содержанием жидкого битума и наименьшим содержанием 
крупного заполнителя в минеральной части. 

3. Технологические свойства холодной асфальтобетонной смеси АХС 11 зависят от 
наличия и содержания минерального порошка, количества жидкого битума, соотношения 
мелких и крупных частиц в минеральной части (дробленый песок/щебень) в холодной смеси.   

4. Наименьшие показатели слеживаемости холодного асфальтобетона, соответ-
ствующие требованиям ПНСТ 362-2019 [2], у составов  холодной смеси с минеральной ча-
стью с щебнем в количестве 40-45 %, минерального порошка 2 %, при содержании жидкого 
битума 4 % сверх 100 % минеральной части. 

5. Температурный диапазон использования холодных асфальтобетонных смесей 
АХС 11   для неотложного ремонта асфальтобетонных покрытий автодорожных мостов со-
ставляет от (-10) – (+32) °С в зависимости от вида применяемого жидкого вяжущего и рецеп-
турных   показателей  холодных смесей. 
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Problem statement. The problem of development and substantiation of the use of cold asphalt concrete mixes 
for urgent repair of the pavement of the carriageway of road bridges is considered. 

Results.  The results of the experiment and their analysis to determine the physical, mechanical and technolog-
ical properties of cold mixtures using a liquid bituminous binder are shown. An analysis of the physical and mechanical 
properties of cold mixtures using liquefied petroleum bitumen has been carried out. The role of a liquid bituminous 
binder in improving the quality of cold asphalt concrete used for urgent repair of the pavement of the carriageway of a 
road bridge is shown. Optimal recipe indicators of cold mixtures for urgent repair of pavements of the carriageway of 
road bridges are given. 

Conclusions. It has been established that the main factor influencing the characteristics of cold asphalt con-
crete mixes is the quality of the liquid bituminous binder. It is shown that for cold asphalt mixes, a significant difference 
in their physical and mechanical properties is observed depending on the granulometric composition of the mineral part. 

 
Keywords: road bridge carriageway, emergency repairs, cold mix asphalt, asphalt concrete, liquid bitumen, 

liquid polymer-bitumen binder. 
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Аннотация. Проведено моделирование взаимодействия круглого жесткого штампа с армированной 

упругопластической средой, описываемой физическими соотношениями закона Гука (на допредельной стадии 
деформирования) и  условием текучести Мизеса-Шлейхера-Боткина, путем использования решения смешанной 
задачи теорий упругости и пластичности на математической основе МКЭ. Выполнена  конечно-элементная 
формализация расчетных областей, назначены параметры упругопластической армированной области при 
действии статических повторно-переменных и циклических нагрузок. Использована трехмерная конечно-
элементная модель изотропного упрочнения для разработки метода расчета армированного основания. 
Предложен алгоритм и разработана  методика  расчета несущей способности армированных оснований при 
передаче циклических нагрузок. Для проверки регрессионной модели результаты расчета  сравнивались с 
экспериментальными результатами и результатами численного моделирования, полученными с помощью 
программы PLAXIS 3D V20. 

Постановка задачи. Проведение экспериментальных и численных исследований армированных 
оснований с последующим выполнением многофакторного анализа и разработкой регрессионной модели для 
определения несущей способности основания при действии циклических и повторно переменных нагрузок. 

Результаты. Разработан метод расчета несущей способности армированных оснований, который 
корректно отражает поведение армированных песчаных грунтов при статических и циклических нагрузках. 

Выводы. Получена регрессионная модель для определения  повышающего коэффициента за счет 
армирования для определения несущей способности  основания при циклических и повторно-переменных 
нагрузках. Результаты работы могут быть использованы для дальнейшего совершенствования методов расчета 
несущей способности и прочности армированных оснований фундаментов машин периодического  и 
циклического действия.  

 
Ключевые слова: циклическая нагрузка, штамп, армированное основание, вертикальное перемещение. 
 
Введение. Основания 1фундаментов под оборудование испытывают повторно-

переменные и циклические нагрузки. Сопротивление грунтов действию нагрузок, меняющих 
свою величину или величину и знак во времени, существенно отличается от сопротивления 
статическому действию нагрузок [1]. Как показывает опыт, чтобы перераспределить 
напряжения на дополнительный объем грунта, повысить жесткость основания, а в некоторых 
случаях и изменить собственную частоту колебаний, можно использовать армирование 
грунтов [2-4].  
                                                             
1 © Антонов В. М., Аль-Накди И. А., 2022 
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В связи с отсутствием методов расчета, полностью отражающих вышеназванные 
условия, необходимы решения инженерных задач, основанные на современных расчетных 
моделях строительной механики и геомеханики [5-8]. 

Методика проведения исследований. 
В соответствии с требованиями европейских норм EBGEO для определения несущей 

способности армированных грунтовых подушек необходимо использовать формулу: 
ܴ௡,௞ = R௡,௞ᇱ + ∆ܴ௡,௞ ,																																																																		(1) 

где    ܴ௡,௞ᇱ  - несущая способность неармированной грунтовой подушки; 
∆ܴ௡,௞ 	- увеличение несущей способности за счет армирования.  
При расчете ܴ௡,௞ исходят из наименьшего из значений разрывной прочности и 

сопротивления выдергиванию армирующего материала [9].  
Chen. Q [10] выделил несколько различных видов разрушения армированного 

основания: над арматурой, в армированной зоне, разрушение по слабому подстилающему 
слою. 

Если прочность армированной зоны намного больше, чем у нижележащей 
неармированной зоны, а отношение глубины расположения армирования к размеру подошвы 
 относительно невелико, разрушение произойдет аналогично разрушению двуслойного (ܤ/݀)
основания со слабым подстилающим слоем.  

В этом случае (рис. 1) несущая способность для ленточного фундамента на основании 
с горизонтальным армированием: 

௨(ோ)ݍ
∗ = ௕ݍ +

ଶ(஼ೌା௉೛௦௜௡ఋ)
஻

− ௧݀ߛ +  (2)                                           ,்ݍ∆
где ݍ௨(ோ)

∗ −	несущая способность армированного основания при статической нагрузке; ݍ௕ −
	несущая способность нижележащего неармированного грунта; ܥ௔ −	сила сцепления 
арматуры с грунтом = с௔݀; ܿ௔ −	единичное сцепление; ݀ − толщина армированной зоны; 
௣ܲ −	пассивная сила (реакция грунта); ߜ −	угол наклона пассивной силы к горизонтали; ܤ − 

ширина подошвы; ߛ௧ −	удельный вес грунта в усиленной зоне; и ∆்ݍ − несущая способность 
за счет армирования,  

௕ݍ = ܿ௕ ௖ܰ + ݍ ௤ܰ + ܤ௕ߛ0,5 ఊܰ,                                                   (3) 
где ܿ௕ −	сцепление грунта в неармированной зоне; q	−	пригрузка; ߛ௕ −	удельный вес грунта 
подстилающего слоя; ௖ܰ , ௤ܰ, и ఊܰ − коэффициенты  несущей способности, которые зависят 
от угла внутреннего трения грунта, ߮	в неупрочненной зоне.  

 
 

Рис. 1. Разрушение по подстилающему слою 

 

௣ܲ = ቀଵ
ଶ
௧݀ଶߛ + ௙݀ቁܦ௧ߛ

௄೛ಹ
௖௢௦ఋ

 ,                                                  (4) 
где ܦ௙ −	глубина заложения; ܭ௣ு −	горизонтальная составляющая коэффициента пассивного 
давления грунта. 



143 

்ݍ∆ =
ଶ∑ ்೔௧௔௡ఋಿ

೔సభ
஻

,                                                           (5) 
где ௜ܶ −	растягивающее усилие в ݅ −	м слое арматуры; ܰ −	количество слоев арматуры. 

Тогда 

௨(ோ)ݍ  
∗ = ௕ݍ +

ଶ஼ೌௗ
஻

+ ௧݀ଶߛ ቀ1 +
ଶ஽೑
ௗ
ቁ௄೛ಹ௧௔௡ఋ

஻
+ ଶ∑ ்೔௧௔௡ఋಿ

೔సభ
஻

−                           ௧݀.                  (6)ߛ
Предположив, что 

ߜ݊ܽݐ௣ுܭ = ௧߮݊ܽݐ௦ܭ ,                                                          (7) 

௨(ோ)ݍ
∗ = ௕ݍ +

ଶ஼ೌௗ
஻

+ ௧݀ଶߛ ቀ1 +
ଶ஽೑
ௗ
ቁ௄ೞ௧௔௡ఝ೟

஻
+ ଶ∑ ்೔௧௔௡ఋಿ

೔సభ
஻

−                    ௧݀,                   (8)ߛ
где ܭ௦ −	коэффициент сдвига, который зависит от угла внутреннего трения грунта в 
армированной зоне ߮ и несущей способности грунта как в армированной зоне, так и в 
нижележащей неармированной зоне,  

или 

௨(ோ)ݍ
∗ = ௕ݍ +

ସ஼ೌ௦ೌௗ
஻

+ ௧݀ଶߛ2 ቀ1 +
ଶ஽೑
ௗ
ቁ ௄ೞ௦ೞ௧௔௡ఝ೟

஻
+ ସ∑ ்೔௦೅௧௔௡ఋಿ

೔సభ
஻

−  ௧݀,             (9)ߛ
где ݏ௔ , ்ݏ ௦ иݏ −	коэффициенты формы для оценки сопротивления сдвигу.  

௕ݍ = 1,3ܿ௕ ௖ܰ + ݍ ௤ܰ + ܤ௕ߛ0,4 ఊܰ.                                            (10) 
При разрыве  арматуры расчетная схема будет выглядеть как на рис. 2.  
 

 
Рис. 2. Потеря прочности армированного основания вследствие разрыва арматуры 

 

Для ленточного фундамента на армированном грунте: 

௨(ோ)ݍ    
∗ = ௕ݍ +

ଶ஼ೌௗ
஻

+ ௧݀ଶߛ ቀ1 +
ଶ஽೑
ௗ
ቁ ௄ೞ௧௔௡ఝ೟

஻
+ ଶ∑ ்೔ಿ

೔సభ
஻

−                                               ௧݀.                    (11)ߛ
Для квадратного фундамента на армированном грунте: 

௨(ோ)ݍ
∗ = ௕ݍ +

ସ஼ೌௗ
஻

+ ௧݀ଶߛ2 ቀ1 +
ଶ஽೑
ௗ
ቁ ௄ೞ௧௔௡ఝ೟

஻
+ ସ∑ ்೔ಿ

೔సభ
஻

−                                             ௧݀.                   (12)ߛ
Если прочность армированной зоны сопоставима с нижележащей неармированной 

зоной или если соотношение глубины расположения армирующих элементов (݀/ܤ) 
относительно велико, разрушение произойдет в армированной зоне за счет нарушения 
сцепления арматуры с грунтом, как показано на рис. 3. 
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Рис. 3. Разрушение за счет проскальзывания арматуры  

Несущая способность для ленточного фундамента:  
௨ݍ   = ܿ ௖ܰ + ݍ ௤ܰ + ܤߛ0,5 ఊܰ,                                            (13) 

где ݍ௨ −	несущая способность фундамента из неармированного грунта; ܿ − сцепление 
грунта; ݍ −	дополнительная пригрузка; ߛ −удельный вес грунта; ܤ − ширина подошвы;  ௖ܰ , 
௤ܰ, и ఊܰ − коэффициенты несущей способности, которые зависят от угла внутреннего трения 

грунта	߮.  
Формула несущей способности для армированного грунта:  

௨(ோ)ݍ
∗ = ܿ ௖ܰ + ݍ ௤ܰ + ܤߛ0,5 ఊܰ +  (14)                                   ,்ݍ∆

்ݍ∆ − повышение несущей способности за счет армирования.   
Пассивное сопротивление ௉ܲ включает четыре компонента и может быть записано как 
 

      ௉ܲ = ௉ܲ௖ + ௉ܲ௤ + ௉ܲఊ + ௉்ܲ,                                           (15) 
 
где ௉ܲ௖ , ௉ܲ௤, ௉ܲఊ , и	 ௉்ܲ 	−	пассивное сопротивление, обусловленное пригрузкой ݍ, сцеплением 
с, удельным весом грунта ߛ и растягивающими  усилиями в арматуре	 	 ௅ܶ	и	 ோܶ. 

Силовой многоугольник на единицу длины призмы ܾܿ݀݃, обусловленный действием 
арматуры, включает ௉்ܲ , 	 ௅ܶ	и	 ோܶ, а также силу сопротивления вдоль логарифмической 
спирали ܿ݀, ܨ, как показано на рис. 4. 

 
 

Рис. 4. Схема призмы ܾܿ݀݃ грунта 

Логарифмическая спираль описывается уравнением ݎ =  ଴݁ఏ௧௔௡ఝ. Это означает, чтоݎ
сила сопротивления ܨ образует угол ߮ с нормальным направлением логарифмической 
спирали.  

௉்ܲܿ߮ݏ݋
஻/ସ

ୡ୭ୱ	(గ ସାఝ ଶ)⁄⁄
= ( ௅ܶ − ோܶ)ݑ ∗ 1;                                          (16) 
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  ௉்ܲ =
ସ(்ಽି்ೃ)௨ୡ୭ୱ	(గ ସାఝ ଶ)⁄⁄ ∗ଵ

஻௖௢௦ఝ
 .                                                 (17) 

С учетом равновесия грунтовой призмы ܾܽܿ, показанной на рис. 5 
ܤ்ݍ∆                                               ∗ 1 = 2 ௉்ܲsin	(ߨ 4 + ߮ 2)⁄⁄ ;                                          (18)   

்ݍ∆ =
ସ(்ಽି்ೃ)ೠ

஻మ
.                                                            (19) 

Растягивающее усилие в арматуре ோܶ	на этом расстоянии незначительно, поэтому его 
можно принять равным нулю, а уравнение (19) затем можно упростить следующим образом: 

்ݍ∆      =
ସ்ಽ௨
஻మ

= ସ்௨
஻మ
.                                                         (20) 

 
 

Рис. 5. Схема грунтовой призмы под подошвой штампа 

Для двух или более слоев армирования несущая способность	∆்ݍ составляет  
்ݍ∆ = ∑ ସ்೔[௨ା(௜ିଵ)௛]

஻మ
,ே

௜ୀଵ                                                      (21) 
где ௜ܶ −растягивающее усилие в ݅ −	м	слое арматуры; ܰ −количество слоев арматуры; ݑ − 
расстояние до верхнего слоя арматуры; ℎ −	вертикальное расстояние между слоями 
арматуры. 

Несущая способность ленточного фундамента на основании с горизонтальным 
армированием:  

௨(ோ)ݍ
∗ = ܿ ௖ܰ + ݍ ௤ܰ + ܤߛ0,5 ఊܰ +∑ ସ்೔[௨ା(௜ିଵ)௛]

஻మ
ே
௜ୀଵ  .                              (22) 

Для квадратных фундаментов несущая способность ∆்ݍ может быть рассчитана 
следующим образом: 

்ݍ∆ = ∑ ଵଶ்೔[௨ା(௜ିଵ)௛]௥೅
஻మ

ே
௜ୀଵ ,                                                   (23) 

где 

rT=f(x)=ቐ
ቂ1-2 u+൫i-1൯h 

B
tanቀπ	

4
- φ

2
ቁቃ u+൫i-1൯h< B

2
tanቀπ	

4
+ φ

2
ቁ

1
2

- u+൫i-1൯h
2Hf

u+൫i-1൯h≥ B 
2

tanቀπ	
4

+ φ
2
ቁ
ቑ,                         (24)                                      

где Hf −	глубина поверхности разрушения  может быть оценена как  
Hf =

஻
ଶ ୡ୭ୱ(ഏరା

ക
మ)
∗ ݁(గ ସାఝ ଶ)௧௔௡ఝ⁄⁄ ∗  (25)                                       .߮ݏ݋ܿ

Несущая способность для квадратных фундаментов:  
௨(ோ)ݍ

∗ = 1,3ܿ ௖ܰ + ݍ ௤ܰ + ܤߛ0,4 ఊܰ + ∑ ଵଶ்೔[௨ା(௜ିଵ)௛]௥೅
஻మ

ே
௜ୀଵ .                          (26) 

Этот механизм  разрушения характерен для  армированного песчаного грунта. 
 
Результаты. Экспериментальные исследования показали, что основные 

преимущества армированных оснований проявляются при переходе их из упругой в 
упругопластическую стадию работы. Наиболее распространенным методом, позволяющим 
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решать задачи по расчету армированных оснований, является метод конечных элементов 
(МКЭ). На этом методе базируется пакет прикладных программ Plaxis, который позволяет 
определить вертикальное перемещение и несущую способность штампа, а также 
прогнозировать напряженно-деформированное состояние активной зоны основания. 
Особенностью комплекса Plaxis 3D является возможность моделирования как статической, 
так и циклической нагрузки. 

По формуле Шлейхера для расчета вертикального перемещения штампа: 
ܵ௨ = ߱ ∗ ܦ ∗ (1 − (ଶݒ ∗  (27)                                              ܧ/௨݌

где ߱ – коэффициент, принимаемый для круглых фундаментов 0,8; ܦ	– диаметр фундамента; 
 – предельное давление по	௨݌ ;коэффициент Пуассона, принимаемый 0,3 для песка – ݒ
подошве штампа на участке линейной зависимости между давлением и вертикальным 
перемещением; ܵ௨	– вертикальное перемещение штампа при давлении ݌௨. 

Следовательно, вертикальное перемещение за счет приложения циклической 
нагрузки: 

ݏ∆  = ߱ ∗ ܦ ∗ (1 − (ଶݒ ∗  (28)                                              ,ܧ/௖݌
где ݌௖ 	– циклическая нагрузка.   

При делении уравнения (28) на (27) получим: 
௨ܵ/ݏ∆ =  ௨,                                                       (29)݌/௖݌

из уравнения (29) несущая способность за время передачи циклической нагрузки - ∆ݍ௖ 
будет:݌௖ = ቀ∆௦

ௌೠ
ቁ ∗ ௖ݍ∆   ;௨݌	 = ቀ∆௦

ௌೠ
ቁ  ௨,                                 (30)ݍ	∗

где ݍ௨ - несущая способность неармированного основания при статической нагрузке. 
Основываясь на уравнениях (29 и 30) и результатах экспериментов, определялась 

несущая способность неармированного и армированного основания. Несущая способность 
неармированного основания - ∆ݍ௨(неар): 

௨(неар)ݍ = ௨ݍ +  ௖неар ;   или                                               (31)ݍ∆

௨(неар)ݍ      = ௨ݍ + ቀ∆௦
ௌೠ
ቁ
неар

∗  ௨;                                               (32)ݍ	

௨(неар)ݍ = ௨ݍ ∗ ቈ1 + ቀ∆௦
ௌೠ
ቁ
неар

቉.                                                (33) 

При расчете несущей способности армированного основания	ݍ௨(ோ) рассматривали три 
составляющих – приращение  несущей способности армированного грунта за счет  
уплотнения при приложении циклической нагрузки	−	∆ݍ௖арм, несущую способность при 
приложении статической нагрузки −	ݍ௨ + ்ݍ∆ где ,்ݍ∆ − приращение несущей способности 
за счет армирования. 

௨ݍ௨(ோ)ୀݍ    + ்ݍ∆ +  арм.                                                (34)(௖ݍ∆)
Тогда аналогично  уравнению  (30): 

арм(௖ݍ∆)       = ௨ݍ) + (்ݍ∆ ∗ ቀ
∆௦
ௌೠ
ቁ
арм
.                                           (35) 

Подставляя уравнение (35) в уравнение (34) получим: 
௨ݍ௨(ோ)ୀݍ       + ்ݍ∆ + ௨ݍ) + (்ݍ∆ ∗ ቀ

∆௦
ௌೠ
ቁ
арм

,                                     (36) 

подставляя уравнение (23) в уравнение (36) получим: 

௨(ோ)ୀݍ ൥ݍ௨ + ൤∑ ଵଶ்೔[௛ೞభା(௜ିଵ)(௛ೞమି௛ೞభ)]௥೅
ഏ
ర஽

మ
ே
௜ୀଵ ൨൩ ቈ1 + ቀ∆௦

ௌೠ
ቁ
арм
቉.                       (37) 

На рис. 6 приведена схема, иллюстрирующая метод расчета общей несущей 

способности армированного грунта.  
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Рис. 6. Расчетная схема к определению несущей способности армированного основания 
 

Для определения влияния армирования на снижение сжимаемости грунта и 
увеличения его несущей способности  проводился множественный нелинейный 
регрессионный анализ с помощью  программы Data fit 9.1.  

Переменные во множественном нелинейном регрессионном анализе: ܨ௜/ܨ௨ − 
начальная ступень приложения циклической нагрузки; ܨ௖/ܨ௨ − циклическая нагрузка; 
ℎ௦/ܦ −  относительное расстояние до армирующего элемента; ∆ݏ ⁄ 	ݑܵ −	вертикальное 
перемещение за время цикла для армированного грунта/предельное вертикальное 
перемещение для армированного грунта при циклической схеме передачи нагрузок; ߛ଴ ∗
௨݌/ܦ − где ߛ଴ −	значение удельного веса грунта, кН /м3; ܦ − диаметр штампа, м; ݌௨ −  
предельное статическое давление для неармированного песчаного основания, кН /м2; ܤ/ܮ – 
отношение длины к ширине армирующего элемента; ݏ௦௧/ܦ	–  относительный шаг стержней 
армирующего элемента, в качестве которого применялась металлическая сетка ; ݀௦௧/ܦ − 
относительный диаметр стержней арматуры; ݊	– количество циклов нагрузки; ߛ଴/ߛ௦௧ 	– 
отношение удельного веса грунта к удельному весу материала арматуры; ௦ܸ௧/(ܣф ∗  –	(фݐ
отношение объема армирующего элемента к объему штампа, ݎ	– коэффициент асимметрии 
цикла.   

На основе экспериментальных данных, полученных в лаборатории «Механика 
грунтов» ТГТУ , определялся  повышающий  коэффициент  несущей способности основания 
 ௦, равный отношению несущей способности армированного основания при циклическойܭ -
нагрузке к несущей способности неармированного основания при циклической нагрузке. 
После обработки численных данных с помощью программного пакета Datafit 19.1. и 
проведения регрессионного  анализа  формула для определения ܭ௦ приобрела следующий 
вид (38):  

௦= expܭ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 0,416* F௜

F௨ൗ -1,454* Fс
F௨ൗ -0,89* h௦

Dൗ - 1,306*ቀ∆ݏ ܵ௨ൗ ቁ
арм

+6,692 ∗
γ௢ γ௦௧ൗ +3,981* V௦௧

Aф ∗ tф൘ - 0,356 ∗ ܮ ൗܤ − 0,0051 ∗ ݊ + 0,297
⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

. (38)                   

Тогда несущая способность армированного основания:  
௦ܭ = ௨(ோ)ݍ ∗  ௨,                                                      (39)ݍ	

где ܭ௦ − повышающий коэффициент учитывающий влияние армирования на несущую 
способность основания  при циклической схеме передачи нагрузок, полученный по формуле 
௨ݍ ;(38) − предельное статическое давление для неармированного песчаного основания при 
циклической схеме передачи нагрузок, кН/м2, полученное моделированием с использованием 
программного комплекса Plaxis 3D.  
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В таблице  приведено сравнение экспериментальных и расчетных значений ݑݍ(ܴ), 
полученных в лабораторных условиях и по формулам (37) и (39) при некоторых переменных 
параметрах. 

Сравнение экспериментальных и теоретических значений несущей способности 
армированного основания при действии циклических нагрузок 

௜ܨ
௨ܨ

 
௖ܨ
௨ܨ

 
ℎ௦
ܦ  

଴ߛ
௦௧ߛ

 ௦ܸ௧

фܣ ∗ фݐ
 

ܮ
 ௨(ோ)ݍ ݊ ܤ

экспер. 
 ௨(ோ) поݍ
формуле 

(37) 
 

 ௨(ோ)поݍ
формуле 

(39) 

0,3 0,5 0,4 0,194 0,152 1,2 25 0,176 0,138 0,12817 
0,6 0,5 0,4 0,194 0,152 1,2 25 0,197 0,1367 0,14371 
0,7 0,5 0,4 0,194 0,152 1,2 25 0,213 0,136 0,15505 
0,6 0,6 0,2 0,194 0,168 1,5 20 0,14 0,1657 0,14364 
0,6 0,6 0,2 0,194 0,246 2 20 0,176 0,158 0,16205 
0,6 0,6 0,2 0,194 0,3318 3 20 0,218 0,1587 0,16436 
0,6 0,6 0,1 0,194 0,152 1,2 20 0,154 0,141 0,16982 
0,6 0,6 0,2 0,194 0,152 1,2 20 0,149 0,168 0,15575 
0,6 0,6 0,3 0,194 0,152 1,2 20 0,097 0,176 0,12404 
0,6 0,6 0,4 0,194 0,152 1,2 20 0,098 0,137 0,10633 
0,6 0,6 0,5 0,194 0,152 1,2 20 0,097 0,129 0,09352 
0,6 0,6 0,2 0,194 0,152 1,2 4 0,176 0,166 0,17059 
0,6 0,6 0,2 0,194 0,152 1,2 8 0,17 0,167 0,1652 
0,6 0,6 0,2 0,194 0,152 1,2 12 0,197 0,1675 0,1589 
0,6 0,6 0,2 0,194 0,152 1,2 16 0,181 0,168 0,15071 
0,6 0,6 0,2 0,194 0,152 1,2 20 0,224 0,1684 0,15575 
0,6 0,6 0,2 0,194 0,152 1,2 24 0,149 0,169 0,14539 
0,6 0,6 0,2 0,194 0,152 1,2 28 0,149 0,1694 0,14322 
0,6 0,6 0,2 0,194 0,152 1,2 32 0,149 0,170 0,13671 
0,6 0,6 0,2 0,194 0,152 1,2 36 0,149 0,1706 0,13293 

 

Вывод 
Разработанные метод расчета несущей способности армированных оснований и 

регрессионная модель для определения повышающего коэффициента за счет армирования 
дают результаты, близкие к экспериментальным.  
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DETERMINATION OF THE BEARING CAPACITY OF HORIZONTALLY 

REINFORCED SAND BASES UNDER CYCLIC IMPACTS 
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Abstract. The interaction of a round rigid plate with a reinforced elastic-plastic medium described by the 
physical relations of Hooke's law (at the pre-limit stage of deformation) and the Mises-Schleicher-Botkin flow 
condition is simulated by using the solution of a mixed problem of elasticity and plasticity theories on the mathematical 
basis of FEM. The finite element formalization of the calculated areas was performed, the parameters of the elastic-
plastic reinforced area were assigned under the action of static re-variable and cyclic loads. A three-dimensional finite 
element model of isotropic hardening is used to develop a method for calculating the reinforced base. An algorithm is 
proposed and a method for calculating the load-bearing capacity of reinforced bases during the transmission of cyclic 
loads is developed. To test the regression model, the calculation results were compared with experimental results and 
numerical simulation results learned using the PLAXIS 3D V20 program. 

Problem statement. Conducting experimental and numerical studies of reinforced bases, followed by 
multivariate analysis and the development of a regression model to determine the bearing capacity of the base under the 
action of cyclic and repeatedly variable loads. 

Results. A method has been developed for calculating the load-bearing capacity of reinforced bases, which 
correctly reflects the behavior of reinforced sandy soils under static and cyclic loads. 

Conclusions. A regression model was obtained to determine the increasing coefficient due to reinforcement to 
determine the bearing capacity of the base under cyclic and repeatedly variable loads. The results of the work can be 
used for further improvement of methods for calculating the bearing capacity and strength of reinforced foundations of 
periodic and cyclic machines. 

 
Keywords: cyclic load, stamp, reinforced base, vertical displacement. 
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