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ДЕФОРМАЦИИ РЕШЕТЧАТОЙ БАЛОЧНОЙ ФЕРМЫ  

С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЧИСЛОМ ПАНЕЛЕЙ 
 

М. Н. Кирсанов 

 
Национальный исследовательский университет «МЭИ» 

Россия, г. Москва 
 

Д-р физ.-мат. наук, профессор кафедры робототехники, мехатроники, динамики и прочности машин,   
тел.: +7(495)362-73-14,  e-mail: c216@ya.ru  

 
Предлагается схема статически определимой балочной фермы регулярного типа с криволинейным 

верхним поясом.  Для трех видов нагрузки методом индукции по числу панелей в системе компьютерной 
математики Maple находится зависимость прогиба середины пролета фермы от величины нагрузки, размеров и 
числа панелей.  Прогиб середины пролета и горизонтальный сдвиг подвижной опоры находятся в 
аналитической форме по формуле Максвелла – Мора. Показано, что при определенном числе панелей система 
становится геометрически изменяемой. Приводятся диаграмма распределения усилий по стержням 
конструкции и линейная асимптотика зависимости прогиба от числа панелей. 

Ключевые слова: ферма, прогиб, Maple, индукция, число панелей, асимптотика  
 
Постановка задачи. Для расчета усилий и деформаций стержневых конструкций в 

инженерной практике используются численные методы, основанные, как правило, на методе 
конечных элементов [1-5]. Аналитические методы расчета применяются для простых 
статически определимых моделей регулярных  конструкций [6-9].  Формулы для прогиба 
плоских внешне статически 1неопределимых ферм в зависимости от числа панелей в системе 
Maple получены в [10,11]. Нижние границы собственных частот регулярных ферм в 
аналитической форме в приближении Донкерлея получены методом индукции в [12, 13]. 
Деформации пространственной фермы в системе Maple для произвольного числа панелей 
получены в [14]. В монографии В.А. Игнатьева [15] приведены аналитические решения для 
расчета деформаций и частот колебаний регулярных ферм. В справочнике [16] собраны 
формулы для расчета прогиба плоских регулярных статически определимых балочных и 
решетчатых ферм под действием различных нагрузок. Основные особенности регулярных 
статически определимых стержневых систем изучались в [17-19]. 

В настоящей работе рассматривается новая схема регулярной балочной фермы с 
двойной решеткой (рис. 1). Ставится задача найти аналитическую зависимость прогиба 
фермы от числа панелей для трех видов нагрузок. Ферма имеет длину пролета 1)2(2L n a  , 
где n – число панелей в половине пролета, и высоту 3h. Решетка фермы двойная. Ферма 
состоит из 8 6K n   стержней, включая три стержня, моделирующие опоры. Нагрузка 
равномерно распределена по узлам нижнего (рис. 1) или верхнего (рис. 2) пояса.  

 
Расчет усилий. Для определения прогиба по формуле Максвелла – Мора требуются 

выражения для усилий в стержнях. Расчет усилий производится в системе Maple методом 
                                                
1© Кирсанов М.Н., 2021 
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вырезания узлов. Составляется система уравнений равновесия всех узлов в проекции на оси 
координат. В качестве неизвестных в систему входят реакции опор. Неподвижная опора 
моделируются двумя стержнями, подвижная (левая) – одним вертикальным стержнем. 
Коэффициентами системы являются направляющие косинусы усилий, для вычисления 
которых используются координаты узлов и порядок соединения стержней в узлах.  

 
 

Рис. 1. Ферма под действием равномерной узловой нагрузки по нижнему поясу 
(нагрузка 1), n=3  

 

 
 

Рис. 2. Ферма под действием равномерной узловой нагрузки по верхнему поясу, 
(нагрузка 2), n = 6  

 
Стержни и узлы нумеруются для произвольного числа панелей n (рис. 3). Значения 

координат вводятся в программу, написанную на языке символьной математики Maple. 
 

 
Рис. 3. Нумерация узлов и стержней, n = 3 

 
 Начало координат выбирается в левой опоре. Соответствующий фрагмент программы 

имеет вид: 
> x[1]:=0:y[1]:=0: 
> for i to 2*n-1 do x[i+1]:=2*i*a-a; y[i+1]:=0;  od: 
> x[2*n+1]:=x[2*n]+a:   y[2*n+1]:=0: 
> x[2*n+2]:=0:          y[2*n+2]:=h: 
> x[2*n+3]:=a/2:        y[2*n+3]:=5*h/2: 
> for i to 2*n-2 do x[i+2*n+3]:=2*i*a; y[i+2*n+3]:=3*h;  od: 
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> x[4*n+2]:=x[2*n]+a/2: y[4*n+2]:=5*h/2: 
> x[4*n+3]:=x[2*n+1]:   y[4*n+3]:=h: 

 
Расчет усилий производится с применением операторов системы Maple: 

>     for i to K do 
>       Lxy[1]:=x[N[i][2]]-x[N[i][1]]: 
>       Lxy[2]:=y[N[i][2]]-y[N[i][1]]: 
>               L[i]:=subs(a^2+h^2=c^2,9*a^2+h^2=d^2,a^2+9*h^2=f^2, 
                  sqrt(Lxy[1]^2+Lxy[2]^2));     
> >  for j to 2 do  
>     jj:=2*N[i][2] -2+j:  
>     if jj<= K then G[jj,i]:=-Lxy[j]/L[i]:fi;  
>     jj:=2*N[i][1]-2+j:  
>     if jj<= K then G[jj,i]:= Lxy[j]/L[i]:fi;  
>  od; 
>  od:  

 
Здесь Lxy[1]/L[i] и Lxy[2]/L[i] – направляющие косинусы стержня с номером 

i усилий с осью x  и y соответственно, N[i][1], N[i][2] – номера узлов в начале и 
конце этого же стержня.  

Картина распределения усилий в стержнях фермы с нагрузкой по верхнему поясу, 
отнесенных к нагрузке P в численном виде при 4, 3м, 2мn a h    представлена на рис. 4. 
Линии по толщине условно пропорциональны модулям соответствующих усилий. Сжатые 
элементы выделены синим цветом, красным – растянутые. Стержни, в которых усилия 
нулевые, обозначены тонкими черными линиями. Числом указано значение относительного 
усилия с точностью до двух знаков. Верхний пояс при такой нагрузке сжат, нижний – 
растянут. Для случая равномерного узлового нагружения нижнего пояса распределение 
усилий представлено на рис. 5. Следует отметить, что наиболее растянутые стержни для 
нагрузки 2  оказались не в середине нижнего пояса, а наиболее сжатые при нагрузке 1 
(нижнего пояса) не в середине верхнего. Это характерно для решетчатых ферм [11, 16]. 
 

 
Рис. 4. Нагрузка 2  по верхнему поясу. Распределение усилий в стержнях, 4n   
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Рис. 5. Нагрузка 1 по нижнему поясу. Распределение усилий в стержнях, 4n   

 
В процессе численного счета было замечено, что при некоторых значениях числа 

панелей определитель системы уравнений равновесия узлов вырождается. Обнаружена 
закономерность: при 2, 5, 8,...n   или при 3 1, 1, 2,...n k k    ферма становится 
геометрически изменяемой. Найдена картина распределения возможных скоростей для этих 
случаев, подтверждающая найденный эффект (рис. 6, 7). 
 

   
 

Рис. 6. Ферма при n = 2. Виртуальные скорости узлов изменяемой фермы, 
2 2/ / '/ (4 ), .a hv a u h u c c     

 
Стержни 2-6 и 4-11 совершают вращательное движение вокруг опор. Стержневые 

треугольники 6-7-8 и 9-10-11 вращаются вокруг мгновенных центров скоростей, элементы 2-
9 и 4-8 имеют поступательное движение. Неподвижных стержней нет. Определитель 
матрицы системы  уравнений равновесия узлов в данном случае обращается в ноль.  

Для случаев, исключающих изменяемость системы, принята следующая 
последовательность числа панелей 5 ( 1) 6 ) / 4, 1, 2,3,...( kn k k    . Последовательно 
рассчитывая усилия в стержне  O  на середине верхнего пояса, получаем для нагрузки 
сосредоточенной силой в среднем узле C  нижнего пояса значения: 

1 2 3 43 / (2 ), / (2 ), 5 / (2 ), 3 / (2 ), ...k k k kO aP h O aP h O aP h O aP h             

где 22 hac  . Обобщая методами Maple эти решения на произвольное значение k, 
получаем искомую зависимость усилия от числа панелей ( 3( 1) 1 2 ) / (4 ).kO aP k h       
Аналогично находим решения для раскоса  D из середины пролета и стержня U нижнего 
пояса: 

( 1) / (2 ), (2 1 ( 1) ) / (4 ).k kD cP h U aP k h        

Для равномерного загружения узлов нижнего пояса имеем зависимости: 
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2

2

(6 2(( 1) 3) ( 1) 3) / (8 ),

(6 2(3 ( 1) ) ( 1) 1) / (8 ),
/ (2 ).

k k

k k

O aP k k h

U aP k k h
D cP h

       

      
 

 

Для равномерного загружения узлов верхнего пояса: 
2

2

(6 2(3 ( 1) ) ( 1) 5) / (8 ),

(6 ( 2( 1) 6) ( 1) 1) / (8 ),
/ (4 ).

k k

k k

O aP k k h

U aP k k h
D cP h

       

       


 

Вычисление прогиба. Прогиб (вертикальное смещение узла C) определяется по 
формуле Максвелла-Мора: 

 
3

( ) (1)

1
/

K
PS S l EF



  


  .                                                                     (1)
 

Сумма составляется по всем упругим стержням конструкции, кроме трех опорных, 
которые приняты жесткими. Введены обозначения: ( )PS – усилие в стержне с номером   от 

действия внешней нагрузки, (1)S – усилие в этом же стержне от действия единичной 
вертикальной силы, приложенной к узлу C, l  – длина стержня, EF – жесткость стержня. 
 Расчет прогиба ряда ферм с последовательно увеличивающимся числом панелей дает 
общую зависимость прогиба от числа панелей 

3 3 3 3 3
1 2 3 4 5( ) /P C a C c C h C d C f EF      ,                                              (2) 

где 2 29d a h  , 2 29 .f a h   Коэффициенты    1 5,...C k C k  в этой зависимости 
определяются методом индукции. Например, для нагружения 1 коэффициент 1C  
определяется из решения однородного линейного рекуррентного уравнения девятого 
порядка  

 1, 1, 1 1, 2 1, 3 1, 4 1, 5 1, 6 1, 7 1, 8 1, 94 4 6 6 4 4k k k k k k k k k kC C C C C C C C C C                  . 

 Искомые выражения для коэффициентов имеют вид: 
4 3 2

1
2

2

3

4 5

(30 20(3 ( 1) ) 6(7 5( 1) ) 4(11( 1) 7) 3( 1) 11) /16,

(6 6(5( 1) 1) 23( 1) 3) / 8,

(6 3 ( 1) ) / 4,

(3( 1) 1 2 ) / 32.

k k k k

k k

k

k

C k k k k

C k k

C k

C C k

            

      

   

                 

(3) 

 Для нагружения верхнего пояса имеем решение: 
4 3 2

1
2

2 2

4 5

(30 20(3 ( 1) ) (46 30( 1) ) 32(1 2( 1) ) 11( 1) 19) /16,

(6 6(1 5( 1) 22( 1) 11) / 8, (5 ( 1) 6 ) / 4,

(( 1) ) .

)

/16, (( 1) 1) /16

k k k k

k k k

k k

C k k k k

C k k C k

C k C k

            

          

        

 

 Наиболее простое решение получается для случая сосредоточенной нагрузки, 
приложенной к середине нижнего пояса (узел C): 
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3 2
1

2 3 4 5

(4 2(3 ( 1) ) 2(8 ( 1) ) 5( 1) 3) / 4,

(18 13 3( 1) ) / 4, 1/ 2, 1/16.

k k k

k

C k k k

C k C C C

         

        
 

 Вычисление сдвига подвижной опоры. Под действием вертикальной нагрузки 
подвижная левая опора получает горизонтальное смещение. Для получения формул для этой 
величины можно воспользоваться тем же алгоритмом, что и при выводе формул для прогиба. 
В формуле (1) в случае поиска горизонтального смещения под силой (1)S  следует  понимать 
горизонтальную силу, приложенную к подвижной опоре. Методом индукции получим 
формулу сдвига для нагрузки 1: 

2 3 2(6 3(3 ( 1) ) (3( 1) 1) 2( 1) 2) / (2 )k k kPa k k k hEF           . 

 Сдвиг от нагрузки 2 и от сосредоточенной силы в середине пролета вычисляются как 
функции числа панелей соответственно по формулам: 

2 3 2

2 2

3 (2 (3 ( 1) ) (3 ( 1) ) ( 1) 1) / (2 ),

(6 2(3 ( 1) ) ( 1) 1) / (4 ).

k k k

k k

Pa k k k hEF

Pa k k hEF

          

       
 

 
 

Численный пример. Проиллюстрируем найденную зависимость прогиба от числа 
панелей для фермы длины 2(2 1) 100мL n a    с общей нагрузкой на нижний пояс 

0 (2 1)P n P  . Введем обозначение для безразмерного прогиба: 0' / ( )EF P L   . На рис. 7 
даны три кривые, построенные по формулам (2), (3). Наклонная асимптота зависимости 
прослеживается, несмотря на скачкообразное изменение прогиба. Угол ее наклона можно 
найти средствами системы Maple: 

lim '/ / (4 ).
k

k h L


 
 

 

 
 

Рис. 7. Зависимость прогиба от числа панелей, L=100 м, 1 – h = 2 м; 2— h = 4 м; 3 – h = 6 м 
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Зависимость сдвига от числа панелей также имеет асимптоту, но она в этом случае 
горизонтальная: lim ' / (36 ),

k
L h


  где 0' / ( ).EF P L    

  
Заключение. Предложена схема статически определимой решетчатой регулярной 

фермы балочного типа. Особенность схемы – наличие скосов в верхнем поясе боковых 
панелей. Замечено кинематическое вырождение конструкции при определенном числе 
панелей. Методом индукции при допустимом числе панелей получены аналитические 
зависимости прогиба конструкции и сдвига подвижной опоры от числа панелей для нагрузок 
трех видов. Показаны распределения усилий в решетке конструкции, получены формулы для 
усилий в наиболее сжатых и растянутых стержнях. Обнаружена наклонная асимптота 
зависимости прогиба от числа панелей. Примененный алгоритм вывода аналитических 
зависимостей может быть использован и в других регулярных структурах. 

 
Исследование выполнено при поддержке Междисциплинарной научно-

образовательной школы Московского государственного университета «Фундаментальные и 
прикладные исследования космоса». 
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 The scheme of a statically definable beam girder of a regular type with a curved upper chord is proposed. For 
three types of load by the induction method according to the number of panels in the Maple computer mathematics 
system the dependence of the deflection of the middle of the truss span on the value of the load, size and number of 
panels is found. The deflection of the middle of the span and the horizontal displacement of the movable support in 
analytical form according to the Maxwell-Mohr formula are obtained. It is shown that for a certain number of panels, 
the system becomes geometrically variable. A diagram of the distribution of forces over the bars of the structure and the 
linear asymptotics of the dependence of the deflection on the number of panels are presented. 
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Объектом исследования является статически определимая ферма с двумя пролетами и ромбовидной 

решёткой. Одна из опор является неподвижным шарниром, две других – подвижными. Зависимость первой 
собственной частоты колебаний фермы от ее размеров, массы, а также числа панелей находится в 
аналитической форме в приближении по Донкерлею. Показано, что при определенном числе панелей ферма 
становится кинематически изменяемой. Жесткость конструкции с массами, сосредоточенными в ее узлах, 
определяется по формуле Максвелла – Мора. Рассчитывается нижняя аналитическая оценка первой частоты. 
Обобщение серии частных решений для ферм с последовательно увеличивающимся числом панелей 
производится методом индукции. Общие члены последовательности коэффициентов определяются из решения 
линейных однородных рекуррентных уравнений. Все преобразования, включая нахождение усилий в стержнях 
методом вырезания узлов, выполняются в системе компьютерной математики Maple. Для проверки решения 
весь спектр частот, включая низшую частоту, находится в численной форме. Сравнение аналитического 
решения с численным показывает, что точность аналитической оценки снизу достаточно высока и возрастает с 
увеличением числа панелей, а влияние жесткости опор на спектр частот незначительное.  
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Ромбовидная ферма. 
 
Введение. Ферменные конструкции широко применяются в строительстве для 

перекрытия 1больших пролётов с целью уменьшения расхода применяемых материалов и 
облегчения конструкций, в конструкциях крепления антенн, дорожных и уличных  
указателей. Расчет напряженно-деформированного состояний и частот собственных 
колебаний таких конструкций является актуальной задачей наряду с оценкой устойчивости и 
прочности. Как правило, расчёты производятся в численном виде в специализированных 
пакетах, основанных на методе конечных элементов [1]. Это позволяет получать решения 
задач для статически неопределимых систем и систем со сложными нагрузками и 
граничными условиями с учетом неупругих или нелинейных свойств материала 
конструкции. В справочниках [2], [3] собраны аналитические решения для плоских балочных 
ферм, арок, рам и консолей, полученные методом индукции в системе символьной 
математики Maple.  Аналитические решения для некоторых статически определяемых 
плоских ферм даны в [4-14]. Как правило, это решения для регулярных сооружений, для 
которых применим метод индукции [15-21]. С помощью метода индукции определяется 
зависимость усилий, прогиба и частот колебаний от порядка регулярной конструкции, 
например, от числа панелей или периодических групп стержней. Такие решения применимы 
как для оценки точности численных решений, так и для предварительных расчетов 
проектируемых моделей, для которых можно подобрать оптимальный вариант с помощью 
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выбора порядка регулярной системы, ее размеров и распределения жесткостей по отдельным 
стержням. 

Конструкция фермы и усилия в стержнях. Рассматриваемая ферма представляет 
собой плоскую балочную конструкцию с ромбовидной решеткой и дополнительной 
подвижной опорой в середине пролета (рис. 1). Дополнительная опора делает конструкцию 
внешне статически неопределимой. Расчет реакций опор возможен только в совместной 
системе уравнений равновесия всех узлов фермы.  Дополнительная опора разделяет ферму 
на два одинаковых пролета по 0n  панелей высотой h и длиной a .  Несмотря на четыре 
внешние связи, конструкция  статически определима. Здесь опоры моделируются упругими 
стержнями  длиной q. Ферма содержит 2 2n  внутренних шарниров,  где  02n n . Число 
стержней, включая четыре  опорные, 4 4n   . Записывая по два уравнения равновесия для 
каждого узла,  можно получить замкнутую систему уравнений для усилий в стержнях и 
реакций опор, необходимую для решения задачи. 

 
Рис. 1. Схема фермы  с нагрузкой, равномерно распределенной по верхнему поясу, 0 7n   

В [22] в аналитической форме с использованием системы Maple исследованы 
деформации аналогичной плоской фермы с двумя пролетами для произвольного числа 
панелей.  

Расчет усилий производится в программе, написанной на языке символьной 
математики Maple. Стержни и узлы нумеруются  (рис. 2).  В программу вносятся координаты 
узлов и порядок соединения стержней в виде специальных списков, указывающих на номера 
концов стержней. Матрица системы уравнений равновесия содержит направляющие 
косинусы усилий.  

 
Рис. 2. Нумерация стержней и узлов, 0 3n   

Приведем численное решение задачи о распределении усилий по стержням фермы 
при n=6, a=3 м, h=6 м (рис. 3). Синим цветом обозначены сжатые стержни, красным – 
растянутые. Тонкие черные отрезки соответствуют ненагруженным стержням. Величина 
усилия, отнесенная к P, округлена до двух значащих цифр. Верхний пояс, как и следовало 
ожидать, сжат, нижний – растянут. Большая часть стержней решетки при n=6 сжата или не 
напряжена. Два раскоса растянуты. Следует отметить, что наиболее сжатые стержни 
находятся не в середине верхнего пояса. 
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Рис. 3. Распределение усилий, 0 3n   

Расчет  усилий для ферм с различным числом панелей показывает, что для четного 
числа панелей 0n  задача не имеет решения. Отдельное вычисление определителя системы 
уравнений равновесия показало, что в этом случае он равен нулю. Объяснение этого эффекта 
связано с кинематической изменяемостью конструкции. В качестве примера рассмотрим 
случай допустимой картины распределения скоростей узлов при 0 2n   (рис. 4).  Стержни 1, 
6, 7, 10, 15 и 16 совершают вращательные движения вокруг опорных шарниров.  
Неподвижными остаются опорные  шарниры  1, 3, 5, а также 7 и 9. Стержни 3 и 4 движутся 
поступательно со скоростью u, стержни 2 и 5 неподвижны. Остальные стержни совершают 
мгновенно вращательные движения. Треугольники с вершинами 1, 2 и 6 и 4, 5, 10 жесткие. 

Отсюда имеем соотношение скоростей: / 2 '/u a u c , где 2 2 .c a h    

 
Рис. 4. Виртуальные скорости узлов, 0 2n   

Далее принимаем нечетное число панелей в половине пролета 0 2 1.n k    
Методом индукции найдем реакции опор для случая нагружения фермы 

распределенной нагрузкой (рис. 1). Последовательно рассчитывая усилия во всех стержнях, 
включая стержни, моделирующие опоры, получаем для различных k: 

1: 3 / 2,
2 : 5 / 2,
3 : 7 / 2,
4 : 9 / 2,....

A

A

A

A

k Y P
k Y P
k Y P
k Y P

 

 
 
 

 

Общая формула очевидна: (2 1) / 2.A CY Y P k    Аналогично получаем 2 .BY kP  
Таким образом, большая часть нагрузки приходится на среднюю опору. 

Первая частота собственных колебаний.  Инерционные свойства фермы 
моделируем массами, расположенными в узлах нижнего пояса. Предполагая, что массы 
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движутся только по направлению  оси y, получаем, что число степеней свободы конструкции 
равно 02 1K n  . В матричном виде система записывается следующим образом: 

0.K Km  I Y D Y       

 Здесь Y  – вектор всех смещений масс в узлах фермы, Y  – вектор ускорений,  KI  – 
единичная матрица, KD  – матрица жесткости. В случае гармонических колебаний с частотой 

  справедлива связь 2 Y Y . Матрица KD  является обратной к матрице податливости 

KB . Элементы этой матрицы  вычисляются с помощью формулы Максвелла – Мора:  
3

( ) ( ) ( ) ( )
,

1 2

/ ( ) / ( ).i j i j
i j hb S S l EF S S l EF

 

     
 

  
 

Введены стандартные обозначения: ,i jb  –  перемещение узла i от действия единичной 

вертикальной безразмерной силы, приложенной к узлу j, ( )iS   усилия в стержнях с номерами 
  от действия единичной силы, приложенной к узлу i, где расположена масса m  по 
направлению движения массы, l  – длина стержня  . Первая сумма относится к стержням 
поясов и решетки, для которых принимается одинаковая жесткость EF , вторая сумма 
соответствует трем вертикальным опорным стержням с жесткостью / ,hEF EF r  где r – 
безразмерный коэффициент относительной жесткости опорных стержней длиной q.   

Умножая равенство  на матрицу KB , сводим задачу к проблеме собственных 

значений матрицы KB : ,K  B Z Z  где 21/ ( )m    – собственные числа матрицы KB . 
Приближенное аналитическое решение для нижней оценки D  первой частоты 1  
разыскивается по формуле Донкерлея:

 2 2

1
.

K
D p

p

 


  

 
где p  – парциальные частоты. 

Для расчета парциальных частот составляем уравнение движения отдельной массы. 
Рассмотрим случай жестких опорных стержней r = 0.  

0, 1,2,..., .p p pm D y Ky p    

Коэффициент жесткости ,pD  обратный к коэффициенту податливости, вычисляется 
по формуле Максвелла – Мора: 

   
3 2 2( ) ( )

1 2

1/ / ( ) / ( )p p
p p hD S l EF S EF

 

  
 

      

Фактически в такой постановке вычисляются только диагональные элементы матрицы 
.KB  Из формулы Донкерлея при sin( )p py A t    следует / ,p pD m   имеем: 

2

1
.

K
D p k

p
m m 


    

 

Расчет серии ферм с разным числом панелей показал, что коэффициент k  имеет вид, 
не зависящий от параметра k:  
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3 3
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3 3
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3 3
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2

3
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2
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) / ( ),
) / ( ),

) / ( )...

(224 / 9 8
(896 / 5 24
(672 48
(16352 / 9 80
(4032 120

h EF
h EF

a c
a c
a c

a c
a Fc

h EF
h EF

h E

 
 



 
 
 






 

Свойство сохранения формы решения имеет место для регулярных конструкций. 
Запишем решение в виде: 

3 3 2
1 2( ) / ( )k C a C c h EF  

 Для нахождения общих членов полученных последовательностей сначала с помощью 
операторов системы Maple находились рекуррентные уравнения, которому они 
удовлетворяли. В рассматриваемой задаче потребовалось рассчитать десять ферм с числом 

1,...,10.k   Заметим, что символьные преобразования в Maple выполняются значительно 
медленней, чем численные. Время расчета собственных частот каждой последующей фермы 
приблизительно в два раза больше предыдущей. Решение рекуррентных уравнений даёт 
выражения для определения коэффициентов:

  2
1 2(28 ( 1)(7 7 6)) / 45 ., 4 1k k k kС С k k       

Аналогично, для слагаемого, соответствующего прогибу опор, имеем: 
2' (22 16 3) / (6(2 1) ).k hrq k k k EF      

Окончательно имеем аналитическую оценку для нижней частоты по Донкерлею: 

 2 2
1

2 3 3
2 .)( ) / ( ) (22 16 3 / (6(2 1) )D hC a C c h EF rq k k k EFm     

 
Численное решение. Для оценки точности аналитического решения найдем численно 

первую частоту из спектра частот собственных колебаний конструкции c помощью 
специального оператора Eigenvalues из пакета LinearAlgebra в системе Maple, используемого 
для нахождения собственных чисел и векторов матрицы. Рассмотрим ферму с размерами

3м, 4м, 1м.a h q     Площадь поперечного сечения стержней решетки  и опорных 

стержней одинакова 25,9смF  . Модуль упругости стали 52,1 10E    MПa, массы в узлах
 200кгm  . На рис. 5 показаны кривые зависимости частоты, полученной аналитически и 

численно при коэффициенте относительной жесткости опор  r =1.  
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Рис. 5. Сравнение аналитического решения с численным: 

 1 – первая частота колебаний фермы 1 и её нижняя оценка по Донкерлею при

3м, 4м, 1м, ha h q EF EF    ; 2 – частота 1 , полученная численно, 1r   

Как видно из полученных графиков, погрешность аналитической оценки невелика и с 
увеличением числа панелей стремительно падает. Это делает полученное аналитическое 
решение особенно удобным для расчета ферм с большим числом панелей, где время 
численного счета с увеличением числа панелей растет, а точность падает.  

Для уточнения погрешности решения введем относительную величину 
1 1( ) /D     . На рис. 6 показано изменение этой величины в зависимости от числа 

панелей. Если не считать локального максимума, приходящегося на нереально малое число 
панелей, то можно сделать вывод, что с точностью от 9 % до 28 % аналитическая оценка дает 
удовлетворительный результат. 

 

 
Рис. 6. Погрешность оценки по Донкерлею 
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Численные эксперименты (рис. 7) с подбором жесткости опор показали, что этот 
параметр весьма незначительно влияет на значение первой собственной частоты. 

 

 
 

Рис. 7. Зависимость первой частоты от коэффициента относительной жесткости опор 
 

Заключение. Построена математическая модель плоской двухпролетной статически 
определимой фермы. Можно сделать следующие выводы: 

1. При некоторых значениях числа панелей ферма кинематически изменяема. 
2. Большая часть нагрузки, распределенной равномерно по узлам верхнего пояса 

приходится на среднюю опору независимо от числа панелей. 
3. Оценка Донкерлея с учетом произвольного числа панелей имеет компактный вид и 

дает приемлемую точность, особенно при большом числе панелей. 
4. С увеличением высоты фермы точность аналитического решения растет. 
5. Решение, полученное для ромбовидной  конструкции, не только хорошо описывает 

зависимость частоты от числа панелей плоской фермы, но и дает в этом случае большую 
точность. 

6. Влияние жесткости опор на первую частоту незначительно. 
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The object of the study is a statically determined truss with two spans and a rhomboidal lattice. One of the 

supports is a fixed hinge, the other two are movable. The dependence of the first natural frequency of vibration of the 
truss on its dimensions, mass, and number of panels is obtained in analytical form. The stiffness of a structure with 
masses concentrated at its nodes is determined by the Maxwell-Mohr formula. A lower analytical estimate of the first 
frequency is calculated using the Dunkerley formula. It is shown that for a certain number of panels, the truss becomes 
kinematically variable. A generalization of a series of partial solutions for trusses with a sequentially increasing number 
of panels is made by the induction method. The general terms of the sequence of coefficients are determined from the 
solution of linear homogeneous recurrence equations. All transformations, including the finding of forces in the rods by 
the knot cutting method, are performed in the computer mathematics system Maple. To verify the solution, the entire 
spectrum of frequencies, including the lowest frequency, is found numerically. Comparison of the analytical solution 
with the numerical solution shows that the accuracy of the analytical estimate from below is quite high and increases 
with the number of panels.  

Key words: truss, Maple, estimation of natural vibrations, frequency of natural vibrations, rhomboidal truss. 
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Постановка задачи. Для сплошной среды, находящейся в условиях осесимметричного 
деформирования, механическое поведение которой и в отношении сдвиговых, и в отношении объёмных 
деформаций описывается произвольными нелинейными законами, аппроксимированными билинейными 
функциями, требуется сформулировать алгоритм определения напряжённо-деформированного состояния. 

Результаты. Построение алгоритма для разрывных функций объёмного и сдвигового деформирования 
основано на выявлении возможного положения цилиндрических поверхностей излома объёмных и сдвиговых 
деформаций. Математическая модель сплошной среды описывается как с учётом, так и без учёта 
геометрической нелинейности (в смысле В.В. Новожилова). Дифференциальные уравнения равновесия 
сплошной среды, находящейся в условиях осесимметричного деформирования, принимаются в перемещениях. 
Определение напряжённо-деформированного состояния сплошной среды на участках за и между 
поверхностями излома объёмных и сдвиговых деформаций предполагается выполнять любыми известным 
методами расчёта: методом конечных разностей, методом конечных элементов и так далее.  

Выводы. Значимость разработанного алгоритма для строительной области состоит в том, что алгоритм 
решения задачи может найти применение при определении напряжённо-деформированного состояния 
сплошных сред и элементов строительных и машиностроительных конструкций, находящихся в условиях 
осесимметричного деформирования и описываемых математическими моделями как с учётом, так и без учёта 
геометрической нелинейности, замыкающие уравнения физических соотношений для которых, построенные на 
основе экспериментальных данных, аппроксимированы  билинейными функциями как в отношении объёмных, 
так и в отношении сдвиговых деформаций. 
 

Ключевые слова: сплошная среда, осесимметричная деформация, билинейная аппроксимация, 
геометрическая линейность, геометрическая нелинейность, алгоритм расчёта. 

 
Введение. Строительные и машиностроительные конструкции, находящиеся в 

условиях, близких к условиям осесимметричного деформирования, находят широкое 
применение 1в практике. Сюда относятся массивы с цилиндрическими полостями, 
подземные трубопроводы, шахты пусковых установок, толстостенные трубы, орудийные 
стволы, цилиндрические осесимметричные оболочки и так далее. Ввиду этого интерес к 
теории расчёта конструкций, находящихся в условиях осесимметричного деформирования, 
не ослабевает. Так в работе [1] установлена обобщенная модель рэлеевских волн в 
осесимметричном режиме и получены решения в цилиндрических координатах, 
                                                
1© Бакушев С. В., 2021 
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показывающие медленный распад волн Релея в направлении радиуса. В статье [2] 
рассмотрены вероятностные методы оценки прочностной надежности осесимметричных 
элементов конструкции, работающих в условиях ползучести. В качестве примера рассмотрен 
расчет вероятности безотказной работы микронеоднородного толстостенного цилиндра с 
заданными параметрами под действием внутреннего давления. В работе [3] выполнен анализ 
напряжённо-деформированного состояния в толстостенном сферическом сосуде, 
бесконечном цилиндрическом сосуде и однородном диске, выполненных из изотропного и 
однородного материала и находящихся в условиях тепловой нагрузки, давления и 
центробежных сил. В статье [4] на  основе решения упругопластической задачи в 
осесимметричной и неосесимметричной постановке исследовано напряжённое состояние 
элемента толстостенного трубопровода, находящегося в условиях силового и коррозионного 
воздействия. В работе [5] сформулирована задача упругопластической осесимметричной 
деформации для гибких армированных круглых цилиндрических оболочек, находящихся под 
динамическим и квазистатическим действием внутреннего избыточного давления. В статье 
[6] рассматривается метод аргументированных функций комплексной переменной, 
предполагающий нахождение не самого решения, а условий его существования, для решения 
обширного класса осесимметричных прикладных задач. В работе [7] предложен вариант 
математического моделирования многослойных композитных цилиндрических оболочек, 
находящихся под осесимметричной нагрузкой, на основании гипотез Кирхгова–Лава 
(вариант Л. И. Балабуха – И. В. Новожилова) с учётом сдвиговых напряжений в 
сопряжениях. В работе [8] на основе принципа независимости действия сил представлена 
методика, позволяющая определить напряжённо-деформированное состояние 
трансверсально-изотропных тел вращения, находящихся под действием осесимметричных 
внешних сил, объёмных сил и температуры. В статье [9] решена задача осесимметричного 
деформирования консольного сетчатого цилиндрического корпуса космического аппарата, 
закреплённого по краю жёстким кольцом, нагруженным равномерным сжимающим усилием. 
В работе [10] на основе конечно-элементного моделирования в системе MSC/NASTRAN for 
Windows определяется напряжённое состояние шероховатого поверхностного слоя деталей 
типа тел вращения при локальном и осесимметричном воздействии на микропрофиль.  

Математическая модель механических процессов при деформировании неупругих тел, 
определяемая замыкающими уравнениями, составляющими неотъемлемую часть физических 
соотношений, лежит в основе построения алгоритмов расчёта напряжённо-
деформированного состояния строительных и машиностроительных конструкций. 
Построение математической модели основано на экспериментальных данных о 
механическом поведении деформируемого твёрдого тела. Сложность физических и 
механических процессов при деформации реальных тел, а также их многообразие, приводят 
к сложным математическим моделям – замыкающим уравнениям, описывающим объёмное и 
сдвиговое деформирование. Это, в конце концов, приводит к достаточно сложным 
расчётным дифференциальным уравнениям и требует определённых упрощений. Процесс 
упрощения и линеаризации расчётных уравнений начался ещё со времён Р. Гука, после 
обнародования им закона упругости. В ряде работ автора упрощение диаграмм объёмного и 
сдвигового деформирования выполнено путём билинейной [11] и биквадратичной [12] 
аппроксимации. При этом получены разрешающие дифференциальные уравнения 
равновесия в перемещениях для характерных случаев деформации сплошной среды как с 
учётом, так и без учёта геометрической нелинейности (в смысле В.В. Новожилова) [13]. 

В данной работе для сплошной среды, находящейся в условиях осесимметричного 
деформирования  ,   0,   0r zu u r u u   , формулируется алгоритм решения задачи об 
определении напряжённо-деформированного состояния. Механическое поведение сплошной 
среды и в части объёмных деформаций, и в части сдвиговых деформаций описывается 
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произвольными нелинейными законами, аппроксимированными билинейными функциями 
(рис. 1).  

На рис. 1 введены следующие обозначения: 0K   начальный модуль объёмного 
расширения (сжатия); 0G   начальный модуль сдвига; 1K   модуль упрочнения при 
объёмном расширении (сжатии); 1G   модуль упрочнения при сдвиге;    первый 
инвариант тензора напряжений;    первый инвариант тензора деформаций; T   
интенсивность касательных напряжений; Г   интенсивность деформаций сдвига; 1 1,      
координаты точки излома билинейной диаграммы объёмного деформирования; 1 1,  T Г   
координаты точки излома билинейной диаграммы сдвигового деформирования. 

Секущие модули билинейных диаграмм. Для сплошной среды, находящейся в 
условиях осесимметричного деформирования, при билинейной аппроксимации графиков 
диаграмм объёмного и сдвигового деформирования, разрешающие физические и 
дифференциальные уравнения приведены в работе [13] как без учёта, так и с учётом 
геометрической нелинейности (в смысле В.В. Новожилова). 

Построение физических уравнений выполнено на основании секущих модулей 
объёмного K  и сдвигового G  деформирования. Так, на первом прямолинейном участке 
аппроксимированных диаграмм объёмного и сдвигового деформирования  

0 0
1 ;   
3

I IK K Const G G Const    ; (1) 

на втором прямолинейном участке  
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Для геометрически нелинейной модели сплошной среды (в смысле В.В. Новожилова), 
секущие модули объёмного расширения (сжатия) и сдвига будут определяться теми же 
выражениями (1) и (2), в которых у всех величин нужно проставить звёздочки. При этом *

0K  
 геометрически нелинейный аналог начального модуля объёмного расширения (сжатия); 

*
0G   геометрически нелинейный аналог начального модуля сдвига; *

1K   геометрически 
нелинейный аналог модуля упрочнения при объёмном расширении (сжатии);  *

1G   
геометрически нелинейный аналог модуля упрочнения при сдвиге; *   первый инвариант 
тензора обобщённых напряжений; *   первый инвариант тензора нелинейных деформаций; 

  

 

 

 

 

Рис. 1. Диаграммы объёмного   и сдвигового  
деформирования 
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*T   интенсивность обобщённых  касательных напряжений; *Г   интенсивность 
нелинейных деформаций сдвига; * *

1 1,      координаты точки излома билинейной диаграммы 
объёмного деформирования; * *

1 1,  T Г   координаты точки излома билинейной диаграммы 
сдвигового деформирования. 

При осесимметричном деформировании rr      и  2 22
3 rr rrГ         для 

геометрически линейной модели сплошной среды, причём ;   rr
u u
r r 


 


. Для 

геометрически нелинейной модели сплошной среды * * *
rr      и 

* *2 * * *22
3 rr rrГ        , где  

2 2
* *1 1;   

2 2rr
u u u u
r r r r 
              

.  

Алгоритм. Построение алгоритма для определения напряжённо-деформированного 
состояния сплошной среды для разрывных функций объёмного и сдвигового 
деформирования, находящейся в условиях осесимметричного деформирования, будем 
выполнять основываясь на выявлении возможного положения цилиндрических поверхностей 
излома объёмных и сдвиговых деформаций. 

Пусть имеем бесконечное пространство с цилиндрической бесконечно длинной 
полостью радиуса sr , внутри которой действует равномерно распределённое по 
цилиндрической поверхности давление интенсивности q . Полупространство за 
цилиндрической полостью будет находиться в условиях осесимметричного деформирования. 
Механическое поведение материала пространства описывается и в отношении объёмных, и в 
отношении сдвиговых деформаций произвольными нелинейными законами, 
аппроксимированными билинейными функциями, то есть, диаграммы объёмного и 
сдвигового деформирования известны. Требуется определить напряжённо-деформированное 
состояние пространства за пределами цилиндрической полости.  

Словесный алгоритм для определения напряжённо-деформированного состояния 
пространства за пределами цилиндрической полости будет следующим. 

1. Для заданной внешней нагрузки q  определяем напряжённо-деформированное 
состояние в каждой точке пространства за пределами цилиндрической полости на основании 
первого прямолинейного участка диаграмм объёмного и сдвигового деформирования, то есть 
принимаем IK K ,  IG G . Для определения параметров напряжённо-деформированного 
состояния можно воспользоваться любым известным методом: методом конечных разностей, 
методом конечных элементов, и так далее. Расчётные формулы приведены в работе [13], § 
8.3: для определения перемещения  u r  имеем дифференциальное уравнение (8.90) с 
коэффициентами (8.91) [13]  для геометрически линейной модели, либо дифференциальное 
уравнение (8.100) с коэффициентами (8.101) [13]  для геометрически нелинейной модели; 
далее определяем деформации    ,  rr r r  , затем напряжения      ,  ,  rr zzr r r   по 
формулам (8.85) [13]  для геометрически линейной модели либо по  формулам (8.95) [13]  
для геометрически нелинейной модели. 

2. В каждой точке пространства за цилиндрической полостью вычисляем первый 
инвариант тензора деформаций  r  для геометрически линейной модели, или первый 

инвариант тензора нелинейных деформаций  * r  для геометрически нелинейной модели, а 

также интенсивность деформаций сдвига  Г r  для геометрически линейной модели или 
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интенсивность нелинейных деформаций сдвига  *Г r  для геометрически нелинейной 
модели.  

3. Из условий  1 1r   и  1 1ГГ r Г  для геометрически линейной модели либо 

из условий  1

* *
1r   и  1

* *
1ГГ r Г  для геометрически нелинейной модели сплошной 

среды находим радиусы цилиндрических поверхностей 
1

r r  и 
1
.Гr r  Если 

1 sr r   и 
1Г sr r , 

то задача решена. Иначе, переходим к пункту 4. 
З а м е ч а н и е : цилиндрическую поверхность 

1
r r  будем называть поверхностью 

излома объёмных деформаций; цилиндрическую поверхность 
1Г

r r  будем называть 
поверхностью излома сдвиговых деформаций. 

4. Далее возможны пять вариантов. 
Вариант I. 

1 1Г sr r r    (рис. 2). 
В точках пространства, для которых 

1
r r , сплошная среда деформируется по закону 

IK K , IG G , то есть здесь   1r   и   1Г r Г . 
В точках пространства, для которых 

1 1Гr r r  , сплошная среда деформируется по 
закону IIK K , IG G . Для этой области определяем напряжённо-деформированное 
состояние: для определения перемещения  u r  имеем дифференциальное уравнение (8.90) с 
коэффициентами (8.92) [13]  для геометрически линейной модели либо дифференциальное 
уравнение (8.100) с коэффициентами (8.102) [13]  для геометрически нелинейной модели; 
далее определяем деформации    ,  rr r r  , затем напряжения      ,  ,  rr zzr r r    по 
формулам (8.86) [13]  для геометрически линейной модели либо по формулам (8.96) [13]  
для геометрически нелинейной модели. Теперь уточняем радиус 

1Г
r , так как изменился закон 

деформирования. В точках пространства на интервале 
1 1Гr r r   имеем   1r   и 

  1Г r Г . 
 

В точках пространства, для которых 
1Г

r r , сплошная среда деформируется по закону 
IIK K , IIG G . Для этой области определяем напряжённо-деформированное состояние: 

Рис. 2. Пространство с цилиндрической полостью. Вариант I  

 

 

Цилиндрическая полость 

Цилиндрическая поверхность  

Цилиндрическая поверхность  
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для определения перемещения  u r  имеем дифференциальное уравнение (8.90) с 
коэффициентами (8.94) [13]  для геометрически линейной модели либо дифференциальное 
уравнение (8.100) с коэффициентами (8.104) [13]  для геометрически нелинейной модели; 
далее определяем деформации    ,  rr r r  , затем напряжения      ,  ,  rr zzr r r    по 
формулам (8.88) [13]  для геометрически линейной модели либо по формулам (8.98) [13]  
для геометрически нелинейной модели. В точках пространства на интервале 

1Г
r r  имеем 

  1r   и   1Г r Г . 
Вариант II.  

1 1Г
r r   и 

1Г sr r  (рис. 3).  

Внешняя нагрузка q  такова, что цилиндрическая поверхность излома сдвиговых 
деформаций отсутствует. 

В точках пространства, для которых 
1

r r  сплошная среда деформируется по закону 
IK K , IG G , то есть здесь   1r   и   1Г r Г . В точках пространства, для которых 

1
r r  сплошная среда деформируется по закону IIK K , IG G , то есть здесь   1r   и 

  1Г r Г .  
Вариант III. 

1 1Г sr r r   (рис. 4).  
В точках пространства, для которых 

1Г
r r  сплошная среда деформируется по закону 

IK K , IG G , то есть здесь   1r   и   1Г r Г . 
 

Рис. 3. Пространство с цилиндрической полостью. Вариант II 

ܭ  = ூܭ , ߝ ≤  ଵߝ

Цилиндрическая полость 

Цилиндрическая поверхность  

Рис. 4. Пространство с цилиндрической полостью. Вариант III  

 

 

Цилиндрическая полость 

Цилиндрическая поверхность  

Цилиндрическая поверхность  
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В точках пространства, для которых 
1 1Г
r r r   , сплошная среда деформируется по 

закону IK K , IIG G . Для этой области определяем напряжённо-деформированное 
состояние: для определения перемещения  u r  имеем дифференциальное уравнение (8.90) с 
коэффициентами (8.93) [13]  для геометрически линейной модели либо дифференциальное 
уравнение (8.100) с коэффициентами (8.103) [13]  для геометрически нелинейной модели, 
далее определяем деформации    ,  rr r r  , затем напряжения      ,  ,  rr zzr r r    по 
формулам (8.87) [13]  для геометрически линейной модели либо по формулам (8.97) [13]  
для геометрически нелинейной модели. Далее уточняем радиус 

1
r , так как изменился закон 

деформирования. В точках полупространства на интервале 
1 1Г
r r r    имеем   1r   и 

  1Г r Г . 
В точках пространства, для которых 

1
r r , сплошная среда деформируется по закону 

IIK K , IIG G , то есть здесь   1r   и   1Г r Г .  
Вариант IV.  

1 1Гr r  и 
1 sr r   (рис. 5). 

Внешняя нагрузка q  такова, что цилиндрическая поверхность излома объёмных 
деформаций отсутствует. 

 

В точках пространства, для которых 
1Г

r r  сплошная среда деформируется по закону 
IK K , IG G , то есть здесь   1r   и   1Г r Г . В точках пространства, для которых 

1Г
r r  сплошная среда деформируется по закону IK K , IIG G , то есть здесь   1r   и 

  1Г r Г . 
Вариант V. 

1 1Г sr r r    (рис. 6). 
Цилиндрические поверхности излома объёмных и сдвиговых деформаций совпадают. 

Рис. 5. Пространство с цилиндрической полостью. Вариант IV 

 

 

Цилиндрическая полость 

Цилиндрическая поверхность  
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В точках пространства, для которых 

1 1Гr r r   сплошная среда деформируется по 

закону IK K , IG G , то есть здесь   1r   и   1Г r Г . В точках пространства, для 

которых 
1 1Гr r r  , сплошная среда деформируется по закону IIK K , IIG G , то есть 

здесь   1r   и   1Г r Г . 
5. Путём сравнения первого инварианта тензора напряжений и первого 

инварианта тензора деформаций, а также интенсивности касательных напряжений и 
интенсивности деформаций сдвига для геометрически линейной модели либо первого 
инварианта тензора обобщённых напряжений и первого инварианта тензора нелинейных 
деформаций, а также интенсивности обобщённых касательных напряжений и интенсивности 
нелинейных деформаций сдвига для геометрически нелинейной модели, вычисленных в 
точках сплошной среды по напряжениям и деформациям, с их значениями на диаграммах 
объёмного и сдвигового деформирования, оцениваем правильность полученного решения. 

Блок-схема. Описанный выше алгоритм изобразим в виде следующей укрупнённой 
блок-схемы. Без каких-либо изменений алгоритм в виде блок-схемы остается справедливым 
и для геометрически нелинейной модели сплошной среды. 

В блок-схеме введены обозначения: r   наибольшее значение радиуса, до которого 
производятся вычисления перемещений, деформаций и напряжений в сплошной среде; r   
приращение радиуса при вычислении характеристик напряжённо-деформированного 
состояния. 

Алгоритмы вычисления характеристик напряжённо-деформированного состояния 
сплошной среды за цилиндрической поверхностью оформим в виде четырёх процедур: 

Рис. 6. Пространство с цилиндрической полостью. Вариант V  

ܭ  = ூܭ , ߝ ≤  ଵߝ
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Головная программа будет иметь следующую структуру: 

Расчёт_1 

Вычисляем в каждой точке пространства: 
- перемещение , дифференциальное уравнение (8.70) с 
коэффициентами (8.71) [13];  
- деформации ,  

- напряжения , формулы (8.65) [13]. 

Расчёт_2 

Вычисляем в каждой точке пространства: 
- перемещение , дифференциальное уравнение (8.70) с 
коэффициентами (8.72) [13];  
- деформации ,  

- напряжения , формулы (8.66) [13]. 

Расчёт_3 

Вычисляем в каждой точке пространства: 
- перемещение , дифференциальное уравнение (8.70) с 
коэффициентами (8.73) [13];  
- деформации ,  
- напряжения , формулы (8.67) [13]. 

Расчёт_4 

Вычисляем в каждой точке пространства: 
- перемещение , дифференциальное уравнение (8.70) с 
коэффициентами (8.74) [13];  
- деформации ,  
- напряжения , формулы (8.68) [13]. 
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Заключение. Сформулированный алгоритм решения задачи может найти применение 

при определении напряжённо-деформированного состояния не только сплошной среды, но и 
элементов строительных и машиностроительных конструкций, находящихся в условиях 
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осесимметричного  деформирования как с учётом, так и без учёта геометрической 
нелинейности, физические соотношения для которых и в отношении объёмных деформаций, 
и в отношении сдвиговых деформаций описываются нелинейными законами, 
аппроксимируемыми билинейными функциями.  
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Problem statement. For continuous medium under conditions of axisymmetric deformation, the mechanical 

behavior of which regarding both shear and volumetric deformations is described by arbitrary nonlinear rules, 
approximated by bilinear functions, need to be articulated an algorithm for stress-strain state determination has been 
formulated. 

Results. Differential equations of equilibrium of continuous medium under conditions of axisymmetric 
deformation are taken in displacements. The mathematical model of continuous medium is described both regarding 
and regardless of geometric nonlinearity (according to V.V. Novozhilov). The construction of an algorithm for 
discontinuous functions of volumetric and shear deformation is based on identifying the possible position of cylindrical 
fracture surfaces of volumetric and shear deformations. Determination of the stress-strain state of a continuous medium 
in the sections behind and between the fracture surfaces of volumetric and shear deformations is supposed to be 
performed by any known calculation methods: the method of finite difference, the method of finite elements, etc. 

Conclusions. The significance of the developed algorithm for the construction industry lies in the fact that the 
algorithm for problem-solving can be applied in determining the stress-strain state of continuous media and elements of 
building and machine-building structures under conditions of axisymmetric deformation and being described by 
mathematical models both regarding and regardless geometric nonlinearity, the closing equations of physical relations 
for which, constructed on the basis of experimental data, are approximated by bilinear functions with respect to both 
volumetric and shear deformations. 

 
Keywords: continuous medium, axially symmetric deformation, bilinear approximation, geometrical linearity, 

geometrical nonlinearity, calculation algorithm. 
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Приводится  критический анализ современного состояния теории  динамического  действия дви-

жущихся автомобилей на мостовые сооружения. Указывается, что, несмотря на многочисленные исследова-
ния этой проблемы, динамические качества проектируемых и эксплуатируемых в настоящее время мостов на 
автомобильных дорогах отличаются  от проектных показателей как после окончания строительства, так и по 
мере износа при эксплуатации. Для устранения указанного недостатка  в последние годы предлагается вы-
полнять  постоянный или периодический динамический мониторинг, позволяющий фиксировать изменение  
фактических  динамических параметров, включающих частоты, параметры затухания и  передаточные  функ-
ции, во времени. Для их отслеживания выполняются натурные динамические испытания  с последующим 
анализом  с целью оценки реакции сооружений на проезд транспортных средств. В настоящее время апроби-
рованные методики для проведения динамического мониторинга мостов с разными несущими системами 
отсутствуют  

Предлагается и апробируется на длительно эксплуатируемом автодорожном  мосту с неразрезным 
сталежелезобетонным пролетным строением методика динамического мониторинга.  Приводятся данные 
натурных динамических испытаний, которые исследуются методами статистического анализа. Анализ дина-
мических характеристик моста выполняется с использованием конечно-элементной  пространственной моде-
ли пролетного строения. 

 Приводятся полученные с помощью блока частотного анализа вычислительного комплекса наибо-
лее характерные элементы передаточной матрицы, оценивающие динамические качества пролетного строе-
ния. 

Ключевые слова: автодорожный мост,  неразрезное сталежелезобетонное пролетное строение, ди-
намический мониторинг, натурные колебания, спектр собственных частот, блок частотного анализа вычисли-
тельного комплекса, характерные передаточные функции. 

 
Введение. Динамические качества мостовых сооружений являются весьма важными 

при их проектировании, 1строительстве и эксплуатации. Исследования динамического дей-
ствия подвижных нагрузок на несущие конструкции мостов различных систем осуществ-
ляются более ста лет и являются актуальными до настоящего времени.  

В различных постановках динамический эффект при равномерном перемещении по 
несущей системе  с постоянной скоростью инертных и неинертных подвижных нагрузок 
изучали российские (А.Н. Крылов, В.В. Болотин [1], В.А. Кисилев [2], А.Б. Моргаевский 
[5] и др.) и зарубежные исследователи (Виллис, Стокс, Шалленкамп, Инглис, Л. Фрыба [4] 
и др.).  Анализ применяемых на начальной стадии исследований по проблеме динамиче-
ского действия подвижной нагрузки приведен в книге [3]. 
                                                        
1© Сафронов В.С., Антипов А.В., 2021 
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Существенное развитие теория динамического действия подвижной нагрузки на авто-
дорожные мосты получила в известной научной школе, созданной  в  Воронежском ИСИ 
под руководством проф. А.Г. Барченкова [6]. Подробное изложение разработанной в конце 
XX-го века теории, включающей детерминированные и стохастические алгоритмы динами-
ческого расчета автодорожных мостов, приведено  во Всероссийском справочнике проекти-
ровщика [7]. Применительно к висячим и вантовым мостам воздействие автомобилей рас-
смотрено в монографии [8]. 

Новый этап развития исследования по рассматриваемой проблеме связан с примене-
нием современных конечно-элементных комплексов ЛИРА, MIDAS, SCAD, ANSIS, 
SAP2000 и др. 
Наиболее значительные результаты по приведению теории в отвечающее современным 
требованиям состояние получены в работах Н.Н. Шапошникова [9], Г.Б. Муравского [10], 
И.И. Иванченко, В.М. Фридкина и Ю.В. Архипенко [11]. Из зарубежных ученых следует 
отметить  К. Бате, Е. Вилсоан [15].  Новые модели для учета особенностей моделирования 
автомобилей при разгоне и торможении, для описания колебаний понтонных мостов, учета 
подвижности жидких грузов в автоцистернах рассмотрены в докторской  диссертации 
С.Ю. Гриднева [12]. 

Несмотря на многочисленные исследования динамической реакции мостов при 
движении автомобилей,  в настоящее время при проектировании транспортных сооруже-
ний, строительстве и эксплуатации динамические  качества практически не учитываются. 
Для устранения указанного недостатка  в последние годы предлагается выполнять  посто-
янный или периодический динамический мониторинг [13], позволяющий отслеживать из-
менение  фактических  динамических параметров, включающих частоты, параметры зату-
хания и  передаточные  функции, во времени.  Сейчас апробированные методики для при-
менения динамического мониторинга мостов с разными несущими системами отсутствуют. 
В настоящей статье  предлагается и апробируется на  длительно эксплуатируемом автодо-
рожном  мосту с неразрезным сталежелезобетонным пролетным строением методика ди-
намического мониторинга.   

 
1. Краткое описание объекта исследования  
Рассматривается построенный в 1972 году автодорожный мост через реку Сысола в 

республике Коми с неразрезным сталежелезобетонным пролетным строением по схеме: 
(42,0+4х63,0+42,0) м и габаритом Г-8,00+2×1,40 м (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Общий вид рассматриваемого автодорожного моста  
со сталежелезобетонным пролетным строением  



43 
 

Мост запроектирован проектной организацией  Ленгипротрансмост, г. Ленинград в 
1968 году под временные подвижные нагрузки Н-30, НК-80 и толпу на тротуарах 
(400кг/м2) в соответствии с нормативным документом СН 200-62. 

Поперечное сечение пролетного строения рассматриваемого моста с указанием гео-
метрических размеров  на момент обследования в 2021 году представлено на рис. 2. 

 
 

Рис. 2. Конструкция сталежелезобетонного пролетного строения  моста 
 

Пролетное строение моста – неразрезное сталежелезобетонное запроектированное    
применительно к типовому проекту Проектстальконструкции (по схеме 
42,0+4х63,00+42,00 м). В поперечном сечении сталежелезобетонного пролетного строе-
ния расположены две стальные сварные главные балки высотой 2,48 м из низколегиро-
ванной стали 15ХСНД со сплошной стенкой с расстоянием в осях балок 6,40 м и поддер-
живающий железобетонную плиту продольный прогон двутаврового сечения высотой 
0,432 м. Поверх балок и прогона устроена железобетонная плита проезжей части из бето-
на марки М400 толщиной 0,14 м, включенная в совместную работу со стальными глав-
ными балками посредством жестких упоров П-образной формы, приваренных с шагом 
0,875 м к верхним поясам. В поперечном направлении главные балки объединены систе-
мой продольных и поперечных связей из прокатных уголковых элементов. Монтажные 
стыки главных балок пролетных строений, прогона и связей выполнены на заклепках. 

Опорные части пролетных строений – металлические литые. На опоре №4 – шарнирно-
неподвижные, балансирные; на опорах №№ 2, 3, 5 и 6 – шарнирно-подвижные с 4-мя срез-
ными валками; на опорах ОК1 и ОК7 (устоях) – двухкатковые, выполненные по индивиду-
альному проекту. 

Устои моста – свайные, козлового типа на сваях-оболочках диаметром 0,60 м.  
Укрепление конусов выполнено сборными железобетонными плитами. На конусах устоев 
расположены смотровые лестницы. 

Промежуточные опоры моста – сборные, комбинированные, массивно-столбчатые на 
высоком свайном ростверке из железобетонных свай-оболочек диаметром 0,60 м, длиной 
12,00 м. Массивная часть опоры до расчетного уровня высокой воды выполнена с 
использованием контурных блоков, выше, в верхней части каждой опоры, устроено по 2 
стойки из железобетонных свай-оболочек диаметром 1,60 м, объединенных поверху 
монолитными железобетонными ригелями сечением 2,20х1,10м из бетона марки М300  
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2. Описание экспериментальной части динамического мониторинга 
В качестве измеряемых параметров при выполнении динамического мониторинга   

приняты вертикальные прогибы главных балок Б1 и Б2 СТЖБ неразрезного пролетного 
строения в середине пролета 5 длиной 63 м. Регистрация колебаний моста осуществля-
лась с помощью электронного измерительного комплекса  с использованием двух триан-
гуляционных лазерных датчиков серии РФ603 производства ООО «РИФТЕК» республи-
ки Беларусь. Установленные под мостом датчики измеряли вертикальные перемещения 
средних сечений балок Б1 и Б2 в пролете 5. 

При проведении натурных измерений из транспортного потока двух направлений 
движения выбирались ситуации, когда по проезжей части двигались одиночные тяжелые 
автомобили или следующие колонной на близком расстоянии друг от друга. 

 

 
 

Рис. 3. Проезд тяжелого автопоезда при проведении 
динамического мониторинга неразрезного пролетного строения моста 

 
По результатам измерений прогибов главных балок  пролетного строения во время 

проезда  с различными скоростями по полосам проезжей части моста одиночных тяже-
лых автомобилей или следующих колонной на близком расстоянии друг от друга произ-
ведена статистическая обработка полученных данных. 

С использованием процедур математического вычислительного комплекса Mathcad 
построены графики изменения вертикальных перемещений главных балок Б1 и Б2 в се-
редине 5-го пролёта моста в зависимости от времени, а также вычислены спектральные 
плотности прогибограмм с помощью численного преобразования Фурье. 

Ниже, на рис. 4, представлены один из типовых зарегистрированных графиков из-
менения во времени прогибов для среднего сечения главной балки Б1  пролета № 5 про-
летного строения моста при проезде со скоростью V=40 км/час нагруженного многоос-
ного лесовоза (рис. 3),  а также вычисленная для него спектральная плотность для этого 
загружения. 
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Спектральная плотность зарегистрированной прогибограммы 
 

 
 

Рис. 4. Прогибограмма и результаты её статистической обработки для перемещений  
среднего сечения балки Б1 в пролете 5 моста при проезде нагруженного автопоезда 

 
Анализ данных динамической диагностики привел к следующим выводам: 

 при проезде автомобилей по мосту проявляются  достаточно  продолжительные 
колебания, наличие которых объясняется неразрезностью пролетного строения общей 
длиной 345 м.  При ограниченных квазистатических прогибах эти колебания не являются 
опасными для прочности несущих конструкций моста, однако при эксплуатации следует 
более тщательно следить за состоянием покрытия на проезжей части, не допуская появ-
ления заметных неровностей; 
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 опасные для длительной прочности   пролетных строений резонансные колеба-
ния не зарегистрированы ни в одном из вариантов записанных виброграмм, однако во 
время нахождения на мосту хотя бы одного тяжелого автомобиля и некоторое время по-
сле съезда во всех пролетах наблюдаются длительные колебания в режиме «биения» с 
периодически возрастающими и затухающими колебаниями.  

 анализ зарегистрированных при динамических измерениях   виброграмм коле-
баний показывает, что логарифмический декремент по данным обработки записанных 
виброграмм находится в диапазоне от δ=0,12 до δ=0,20, что соответствует обычным зна-
чениям этого параметра для неразрезных сталежелезобетонных балочных пролетных 
строений. 

 из  теории динамического воздействия подвижной нагрузки на автодорожные 
мосты [6-7, 17-22] известно, что колебания неразрезных большепролетных сталежелезо-
бетонных мостов  зависят не только от наличия неровностей на проезжей части, но и от 
влияния изменения прогибов под движущимися колесами автомобилей на  колебания 
массивных кузовов автомобилей. Именно такой особенностью обладает рассматривае-
мый мост через реку Сысола. 

 
3. Расчетный анализ данных динамического мониторинга моста 
Оценку динамических качеств рассматриваемого сталежелезобетонного пролетно-

го строения выполним методом частотного анализа, который рекомендуется введенным 
в 2017 году  нормативным документом  СП 274.1325800.2016 [13] при проведении дина-
мического мониторинга  мостовых сооружений.  Для этого сначала примем динамиче-
скую пространственную конечно-элементную расчетную схему пролетного строения и  
выполним модальный анализ рассматриваемой конструкцию 

3.1.  Описание принятой динамической расчетной схемы и результатов  
модального анализа 

Дискретизация конструкций рассматриваемого пролетного строения выполнялась с 
использованием следующих типов конечных элементов (КЭ), входящих в КЭ библиотеку 
комплекса «ЛИРА-САПР» [14]: 

- универсальный стержневой КЭ без учета сдвиговых деформаций;  
- универсальный прямоугольный плоский оболочечный КЭ (тонкая плита по тео-

рии Кирхгофа); 
- специальный двухузловой элемент упругой связи между узлами с характеристи-

ками жестких вставок. 
- универсальный стержневой КЭ для моделирования главных стальных балок, про-

дольного прогона, поперечных и продольных связей. 
- плоский прямоугольный оболочечный КЭ  для моделирования железобетонной 

плиты проезжей части. 
В конечно-элементной модели пролетного строения основная плоскость узлов 

принята в уровне срединной поверхности железобетонной плиты проезжей части. Жест-
кие вставки использовались для учета отклонений центров тяжести главных стальных ба-
лок (гибкая часть КЭ) относительно основной плоскости узлов.  

Деформативность опор моста в динамических расчетах не учитывалась. 
Подвижные и неподвижные опорные части (ОЧ) моделировались путем закрепления 

соответствующих степеней свободы опорных узлов: 
- неподвижные ОЧ: наложение ограничения на поступательные степени свободы 

X,Y, Z; 
- подвижные ОЧ: наложение ограничения на поступательные степени свободы Y, Z.  
Для выполнения модального анализа вес несущих конструкций и элементов мосто-

вого полотна был преобразован в узловые массы по направлению поступательных степе-



47 
 

ней свободы. При подготовке исходных данных использовались сведения, полученные 
при натурном обследовании длительно эксплуатируемого моста. 

С использованием динамической расчетной схемы с помощью блока модального 
анализа программного комплекса «ЛИРА-САПР 2012 PRO»[14] получены данные о спек-
тре собственных частот и соответствующих им собственных формах свободных колеба-
ний. Для низших 12 тонов спектра  несущей конструкций   моста они приведены в табл. 1. 
Схемы деформирования пролетного строения представлены в табл. 2. 

Таблица 1 
Частоты и описание деформированного состояния главных балок моста 

 

Номер 
формы 

Период, 
с 

Техническая 
частота,  

Гц 

Частота, 
рад/с 

Описание деформированного состояния 
главных балок моста при свободных колебаниях 

1 0,8768 1,1405 7,1657 Изгибные колебания 
2 0,7090 1,4105 8,8622 Изгибные колебания 
3 0,5569 1,7957 11,2830 Изгибные колебания 
4 0,4420 2,2625 14,2160 Изгибные колебания 
5 0,3816 2,6206 16,4660 Изгибно-крутильные колебания 
6 0,3739 2,6744 16,8040 Изгибно-крутильные колебания 
7 0,3464 2,8867 18,1380 Изгибные колебания 
8 0,3338 2,9956 18,8220 Изгибные колебания 
9 0,3279 3,0499 19,1630 Изгибно-крутильные колебания 

10 0,2990 3,3449 21,0160 Изгибно-крутильные колебания 
11 0,2799 3,5728 22,4480 Изгибно-крутильные колебания 
12 0,2691 3,7167 23,3530 Изгибно-крутильные колебания 

 
Анализ приведенных в табл. 1 данных о взаимном расположении отдельных тонов 

в спектре собственных частот рассматриваемого сталежелезобетонного пролетного стро-
ения моста приводит к следующим важным для оценки динамических качеств транспорт-
ного сооружения выводам:  

   в нижнюю зону спектра, включающую первые  четыре тона,  входят  частоты, 
отвечающие только изгибным колебаниям пролетного строения. При  этом гармоники, 
соответствующие пространственным изгибно-крутильным колебаниям, в этой зоне спек-
тра отсутствуют. Наименьшая частота опасной для  целостности конструкции собствен-
ной формы с деформациями закручивания находится лишь на пятом месте спектра, что 
является положительным   качеством несущей строительной конструкции. 
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Таблица 2 
Трехмерные изображения деформирования ПС по формам собственных колебаний 
 

 
 
 отмеченное положительное качество спектра собственных частот сохраняется 

при выявленном при обследовании непроектном увеличении толщины асфальтобетонно-
го покрытия на проезжей части с 5 см по проекту до 11 см по факту.  По нашим оценкам 
фактические частоты для низших собственных форм отличаются от проектных на 19-12 
%, а частоты изгибно-крутильных колебаний не изменяются. 

 наряду с отмеченной  положительной особенностью спектра выявлена отрица-
тельная особенность, которая состоит в наличии ряда близких кратным частот.  Соб-
ственные частоты для пятой, шестой, седьмой и восьмой собственных форм отличаются 
не более, чем на 1-2%. Из динамики мостов известно [18, 20], что при воздействии на 
мост в диапазоне кратных часто могут возникать продолжительные резонансные колеба-
ния; 

 указанная отрицательная особенность спектра собственных частот усугубляется 
близостью частот изгибно-крутильных колебаний  для пятого (f5=2,6206 Гц) и шестого 
(f6=2,6744 Гц) тонов  и изгибных для седьмого (f7=2,8867 Гц) и восьмого (f8=2,9956 Гц) 
тонов. Опасность этого явления заключается в возникновении смены менее опасных для 
конструкции изгибных  колебаний на более опасные изгибно-крутильные деформации за 
счет перекачки энергии. 

 
3.2.  Определение и анализ элементов передаточной матрицы 
На заключительном этапе динамического мониторинга выполним расчетное опре-

деление оценивающих динамические качества транспортного сооружения элементов пере-
даточной матрицы. Алгоритм расчета построим по описанной в монографии [16] методике 
для систем с конечным числом степеней свободы. 

Колебания линейной системы с n степенями свободы во временной области описы-
ваются матричным дифференциальным уравнением следующего вида: 
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( ) ( ) ( ) ( )Mu t Cu t Ku t P t    ,                                         (1) 
где M матрица массы;C матрица демпфирования; K   матрица жесткости; u  век-
тор узловых перемещений; P вектор внешних сил. 

Гармоническое единичное внешнее возмущение в комплексный форме имеет вид: 
( ) exp( ) cos( ) sin( ),P t i t t i t                                              (2) 

где   круговая частота внешнего единичного гармонического воздействия. 
Тогда стационарное решение уравнения движения примет вид: 

( ) ( )exp( ),u t H i i t                                                       (3) 

где комплексная функция 2 1( ) ( )H i K M i C       – частотная характеристика 
линейной системы или комплексная передаточная функция линейной системы (динами-
ческая податливость). Поведение линейной стационарной системы в частотной области 
описывают с помощью передаточных функций, связывающих реакцию системы с ее воз-
буждением. 

Функция частоты ( )A   называется амплитудно-частотной характеристикой 
(АЧХ) линейной системы: 

2 2( ) {Re[ ( )]} {Im[ ( )]}A H i H i    .                                 (4) 
Она показывает, какие изменения в амплитуды колебаний линейной системы вно-

сит внешнее динамическое воздействие на каждой частоте. 
Функция частоты ( )  называется фазово-частотной характеристикой (ФЧХ) ли-

нейной системы: 
Im[ ( )]( )
Re[ ( )]

H iarctg
H i

 


 .                                                        (5) 

Эта характеристика показывает, какой фазовый сдвиг приобретает колебание ли-
нейной системы в зависимости от частоты внешнего динамического воздействия. 

В связи с тем, что для оценки динамических качеств мостовых сооружений на ав-
томобильных дорогах основное значение  имеет амплитудно-частотная характеристика, 
здесь ограничимся изучением этих параметров для  рассматриваемого моста через реку 
Сысола. 

Для проведения расчетов воспользуемся блоком частотного анализа, имеющимся в  
вычислительно комплексе «ЛИРА-САПР 2013 PRO»[14], в котором реализован описан-
ный выше алгоритм расчета амплитудно-частотных характеристик для заданных харак-
терных сечений пролетного строения моста и наиболее значимых мест расположения 
внешнего воздействия. При этом значения амплитудно-частотных характеристик ( )A  , 
которые имеют физический смысл передаточных функций, вычисляются для дискретных 
значений частот, принимаемых с заданным шагом. Результаты выполненных расчетов пе-
редаточной матрицы   по описанному выше алгоритму для рассматриваемого пятипролет-
ного моста со сталежелезобетонным пролетным строением для характерных сечений  
представлены на рис. 5-6. 
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Рис. 5. АЧХ (мм/тс) вертикального перемещения главных балок Б1 и Б2  
в середине 1-го пролёта моста при расположении единичной гармонической нагрузки над балкой Б1 

 в середине 1-го пролёта 
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Рис. 6. АЧХ (мм/тс) вертикального перемещения главных балок Б1 и Б2  
в середине 3-го пролёта моста при расположении единичной гармонической нагрузки над балкой Б1  

в середине 1-го пролёта 
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Получаемые в расчетах элементы передаточной матрицы, которые охватывают ши-
рокий набор возможных характерных сечений моста, обладают следующими особенно-
стями: 

 аплитудно-частотные характеристики представляют собой конечный  набор 
ярко выраженных участков с повышенными амплитудами,  которые  в основном распо-
лагаются вблизи значений собственных частот свободных колебаний неразрезного про-
летного строения; 

 количество локальных участков с повышенными амплитудами для каждой пе-
редаточной функции  является различным  в зависимости от взаимного расположения 
места приложения единичного гармонического силового возмущения и  рассматривае-
мого сечения   изучаемой ответной реакции; 

 вид полученной в расчетах передаточной функции позволяет  путем сопостав-
ления с найденным ранее спектром собственных частот пролетного строения определить 
конкретные собственные формы, которые являются наиболее значимыми  при создании 
динамического эффекта во время проезда автомобилей по мосту. Отсюда также следует 
оценка значимости неровностей, появляющихся при длительной эксплуатации; 

 применение динамической диагностики на этапе проектирования мостового 
сооружения с построением передаточных функций позволяет предвидеть возможность 
резонансных колебаний при эксплуатации.  Это можно наблюдать на рис. 5, где   на ча-
стоте около 3,0 Гц передаточная функция показывает максимальные амплитуды колеба-
ний. Именно в этом диапазоне в спектре собственных частот  имеются две близкие к 
кратным собственные формы с частотами f8=2.99Гц f9=3.04Гц (см. табл. 1).  

 
Выводы  
1. Выполненные исследования показывают, что рекомендуемый новым норматив-

ным документом СП 274.1325800.2016 [14] динамический мониторинг мостовых соору-
жений может эффективно  применяться как при проектировании и строительстве, так и 
при эксплуатации для  установления безопасных режимов транспорта. Наиболее полезно 
применение динамического мониторинга для неразрезных металлических или сталежеле-
зобетонных пролетных строений, обладающих  плотным спектром собственных частот и 
для которых возможны и часто наблюдаются резонансные режимы колебаний. 

2. Динамический мониторинг по трехэтапной схеме с проведением динамических 
испытаний,  оценкой динамических параметров  транспортного сооружения и изучением 
передаточной матрицы моста обладает  достоинствами и недостатками.  К достоинствам 
относятся: 

 расширение  учитываемых при проектировании и содержании мостовых соору-
жений  динамических параметров; 

 увеличение важности динамических испытаний при приемке и на этапе эксплуа-
тации. 

Недостатком являются трудности, возникающие при использовании  передаточных 
функций, не учитывающих наличие неровностей на проезжей части, а также жесткостные 
и инерционные параметры автотранспортных  средств. 
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A critical analysis of the current state of the theory of the dynamic action of moving vehicles on bridge 

structures is given. It is indicated that, despite numerous studies of this problem, the dynamic qualities of the bridg-
es designed and operated at present on motor roads differ from the design indicators both after the end of construc-
tion and as they wear out during operation. To eliminate this drawback, in recent years, it has been proposed to per-
form continuous or periodic dynamic monitoring, which makes it possible to record the change in actual dynamic 
parameters over time, including frequencies, attenuation parameters, and transfer functions. To track them, full-
scale dynamic tests are carried out with subsequent analysis in order to assess the reaction of structures to the pas-
sage of vehicles. Currently, there are no approved methods for dynamic monitoring of bridges with different bear-
ing systems. 

 A dynamic monitoring technique is proposed and tested on a long-term operating road bridge with a con-
tinuous steel-reinforced concrete superstructure. The data of field dynamic tests, which are investigated by the 
methods of statistic analysis, are given. The analysis of the dynamic characteristics of the bridge is carried out using 
a finite element spatial model of the superstructure. 

 The most characteristic elements of the transfer matrix obtained with the help of the block of frequency 
analysis of the computing complex, which estimates the dynamic qualities of the superstructure, are given. 
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В настоящее время в результате заметного возрастания транспортных нагрузок на мостовые 
сооружения актуальной становится задача исследования способности конструкции работать в экстремальных 
условиях эксплуатации. Более точную  оценку несущей способности железобетонных  мостовых конструкций 
можно получить за счёт учёта действительной диаграммы работы материала. 

Данная работа посвящена развитию эффективного метода расчёта железобетонной  рамной опоры 
мостового сооружения в условиях неупругого деформирования стали и бетона. Применение программно-
вычислительного комплекса ЛИРА позволяет сделать расчёт технологичным и удобным для использования в 
повседневной инженерной практике. 

Решена задача определения несущей способности стоечно-ригельной опоры путепровода на 
совместное действие постоянных и временной подвижной нагрузок на основе принципа предельного 
равновесия. Дана верхняя оценка максимально возможной временной нагрузки, возникающей в 
исключительных условиях эксплуатации. 

Ключевые слова: мостовое сооружение, железобетонная рамная опора, несущая способность, 
предельное равновесие, программный комплекс ЛИРА 

Введение 
В настоящее время согласно нормативным документам расчёт на прочность 

1железобетонных стоечно-ригельных (рамных) опор мостовых сооружений на статическую и 
динамическую нагрузки выполняется по первому предельному состоянию. При этом 
считается, что стальная арматура деформируется линейно-упруго, а для бетона применяется 
жёстко-пластическая диаграмма деформирования. В то же время арматурные строительные 
стали обладают пластическими свойствами, а фактическая диаграмма деформирования 
бетона является нелинейной,  в связи с чем нормативные документы рекомендуют при 
наличии возможности принимать во внимание эти свойства в расчётах.  

Данная работа посвящена расчётному анализу, нацеленному на определение 
предельной несущей способности конструкции опоры железобетонного мостового 
сооружения (путепровода). Расчёт выполняется на максимальную возможную нагрузку, 
возникающую в экстремальных условиях эксплуатации. В данной работе для моделирования 
деформирования стали применяется упругопластическая диаграмма, а для бетона – 
физически нелинейная неупругая диаграмма.  

Предельное состояние конструкции определяется на основе использования принципа 
предельного равновесия, в котором предполагается появление пластических шарниров [1]. В 
                                                
1© Варнавский В. С., Габриелян Г. Е., Малыхина А. С., 2021  
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работе применяется поэтапный метод расчёта, дающий возможность изучить 
деформирование железобетонной стоечно-ригельной опоры в ходе прогрессирующего 
разрушения.  При этом моделируется процесс последовательного образования пластических 
шарниров. Такой подход в настоящее время становится более популярным [2]. Здесь для 
железобетонной рамы  развиваются  результаты, полученные ранее для стальных  рамных 
каркасов [3-7].  

Эта задача является актуальной для оценки резервов несущей способности 
конструкции и её экономичности. Прежде всего это относится к статически неопределимым 
стержневым системам, обладающим существенным запасом несущей способности, 
связанным с пластическими свойствами материала.  

В России широко используется в расчётах строительных конструкций программно-
вычислительный комплекс ЛИРА. В данной работе на основе применения ПК ЛИРА 
выполняется расчётный анализ распределения усилий в железобетонной стоечно-ригельной 
опоре автодорожного мостового сооружения (а именно путепровода) с учётом неупругих 
деформаций материала. 

Основными целями представленной  работы являются:  
- построение конечно-элементной схемы дискретизации железобетонной рамной 

опоры и выполнение пространственного и плоского расчётов на основное сочетание 
нагрузок по первому предельному состоянию на прочность; 

- определение несущей способности железобетонной рамной опоры в рамках плоской 
и пространственной задачи с учётом неупругого деформирования материала. 

 
1. Расчет опоры путепровода на прочность по первому предельному состоянию 

1.1. Характеристики путепровода 
Для последующего сравнительного анализа результатов традиционного инженерного 

расчёта  и упругопластического расчёта первоначально выполняется расчёт стоечно-
ригельной опоры путепровода на прочность по первому предельному состоянию. В ходе 
расчёта определяются внутренние усилия в элементах опоры и производится подбор их 
сечений. 

В качестве объекта исследования был выбран путепровод, расположенный на 
границе Грибановского и Борисоглебского муниципальных районов Воронежской области в 
составе транспортной развязки на автомобильной дороге II категории с четырьмя полосами 
движения.  

Продольная схема путепровода (18 м+2х24 м+18 м)  приведена на рис. 1. 
 

 
Рис. 1.   Продольная схема путепровода 
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Крайние опоры ОК1 и ОК5 индивидуального проектирования козлового типа 
стоечные на свайном ростверке. 

Промежуточные опоры ОП2-ОП4 сооружения выполнены стоечными однорядными 
индивидуального проектирования на свайном основании. В направлении поперек 
путепровода опора под каждое направление состоит из 5 круглых железобетонных стоек 
диаметром 1,0 м, установленных с шагом 3,5 м по плите ростверка и объединенных поверху 
монолитным ригелем длиной 18,5 м, сечением 0,7х1,7 м. 

Пролетные строения длиной 18,0 и 24,0 метров в поперечном сечении состоят из 
восьми (6 средних и 2 крайних) предварительно напряжённых балок двутаврового сечения. 
Балки длиной 18,0 (24,0) м (расчетный пролет – 17,4 (23,4) м) и высотой 1,23 м установлены 
с шагом 2,24…2,28 м, что обеспечивает эксплуатацию пролетных строений под нагрузками 
А14 и Н14 (НК-102,8). 

1.2. Нагрузки на промежуточную опору 

Для расчёта и дальнейшего исследования была выбрана промежуточная опора ОП4 , 
расположенная между пролётами длиной 24 м и 18 м. 

На рис. 2 приведена расчетная схема промежуточной опоры ОП4 с указанием 
геометрических размеров и действующих нагрузок. 

 

 
Рис. 2. Расчетная схема промежуточной опоры 

 
Схема загружения пролетного строения нагрузкой А14 совместно с пешеходной 

нагрузкой принята согласно ГОСТ 32960-2014 «Дороги автомобильные общего пользования. 
Нормативные нагрузки, расчетные схемы нагружения». 
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В таблице содержатся величины нормативных и расчетных нагрузок, действующих на 
опору, коэффициентов надежности fγ  и динамических коэффициентов μ+1  

Величины нормативных и расчетных нагрузок 

Наименование нагрузок 
Обоз-
наче-
ния 

Нормативная 
нагрузка, т 

γ f  
1+μ

 
Расчетная 
нагрузка, т 

Опора ОП2, ОП4 
Вес мостового полотна, балок и 
ограждения с половины пролета 
длиной L=18,0 м  

Рпс  403,5/2 1,1-
1,5 

 
481,6/2 

Вес мостового полотна, балок и 
ограждения с половины пролета 
длиной L=24,0 м  

Рпс  541,1/2 1,1-
1,5 

 
645,6/2 

Вес насадки Pнас 58,4 1,1  64,2 

Вес стоек Pст 13,8х5=69,0 1,1  15,2х5=76,
0 

Вес фундамента и грунта на свесах 
3,1х17,4х0,5х1,8=48,6 т Pф 160,4+48,6= 

209,0 
1,1-
1,2 

 234,8 

Временная нагрузка А14: опорное 
давление на промежуточную опору 
ОП (загружен 1 пролет 24 м) 

РА14 111,4 1,25-
1,5 

1,0-
1,3 186,6 

Временная нагрузка А14: опорное 
давление на промежуточную опору 
ОП (загружены 2 пролета 18+24) 

РА14 143,9 1,25-
1,5 

1,0-
1,3 227,1 

Временная нагрузка НК-102,8 Рнк 114,6 1,1  126,1 
Поперечный удар Н 11,8 1,2 - 14,2 
Тормозная нагрузка на опору F 35,8 1,25 - 44,8 
Ветровая нагрузка поперек опоры W 3,2 1,40 - 4,5 
Вес мостового полотна, балок и 
ограждения с половины пролета 
длиной L=24,0 м  

Рпс  541,1/2 1,1-
1,5 

 
645,6/2 

Вес насадки Pнас 58,4 1,1  64,2 
 

1.3. Результаты определения усилий для промежуточной опоры 
 
Расчетная схема для постоянных нагрузок от собственного веса опоры и пролетных 

строений показана на рис. 3. Расчетная схема для временной подвижной нагрузки А14 
показана на рис. 4.  

Ниже, на рис. 5-7, представлены результаты определения эпюр усилий продольных 
сил N и изгибающих моментов My, изгибающих моментов Mz. Изгибающий момент My 
действует в плоскости опоры, а изгибающий момент  Mz действует в плоскости, 
перпендикулярной  плоскости опоры. 

По результатам определения усилий в опоре было подобрано армирование ригеля и 
стоек. 
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Рис. 3.  Расчетная схема для постоянных нагрузок от собственного веса опоры и пролетных строений 
 
 

 
Рис. 4.  Расчетная схема для временной подвижной нагрузки А14 
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Рис. 5.  Эпюра продольных сил N от постоянной и временной нагрузки А14, т 

 

 
Рис. 6.  Эпюра изгибающих моментов My от постоянной и временной нагрузки А14, т*м 
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Рис. 7.  Эпюра изгибающих моментов Mz от постоянной и временной нагрузки А14, т*м 

2. Определение несущей способности железобетонной рамной опоры путепровода 
с учётом неупругого деформирования материала 

Вторая часть представленной работы посвящена определению несущей способности  
железобетонной стоечно-ригельной промежуточной опоры путепровода с учётом неупругих 
деформаций стали и бетона. В дальнейшем такой расчёт будем называть 
упругопластическим.  

Расчёт указанной опоры согласно нормативным документам по первому предельному 
состоянию на прочность, выполненный в первой части, будем называть для краткости 
инженерным. 

Цель упругопластического расчёта – нахождение предельной несущей способности 
для всей железобетонной конструкции или отдельной её части при воздействии статической 
постоянной и временной подвижной нагрузок. Используется критерий разрушения на основе 
принципа предельного равновесия. Соответственно считается, что железобетонная 
конструкция достигает предельного состояния в момент превращения её в механизм за счёт 
появления в ней достаточного количества пластических шарниров. [8,9]. Все расчёты 
выполняются с помощью программно-вычислительного комплекса ЛИРА. 

На основе инженерного расчёта усилий было подобрано армирование поперечных 
сечений ригеля и стоек (колонн) промежуточной опоры. Размеры сечения и схема 
армирования показаны на рис. 8. 

Железобетонный ригель сечением 0,7х1,7 м выполнен из бетона класса В25. 
Армирование ригеля выполнено 14-ю арматурными каркасами с рабочей арматурой 
периодического профиля Ø28 (14 рабочих стержней сверху и 14 снизу). При назначении 
жесткости сечения ригеля в программном комплексе ЛИРА-САПР арматура была задана 7-ю 
каркасами (7 рабочих стержней сверху и 7 снизу), с площадью поперечного сечения 
арматуры равной удвоенной площади стержня Ø28. Таким образом была сохранена площадь 
поперечного сечения арматуры в пересчете на 1 погонный метр. 
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Железобетонные стойки диаметром 1,0 м выполнены из бетона класса В25. 
Армирование выполнено 24-мя стержнями арматуры периодического профиля Ø28, 
расположенными по окружности. При назначении жесткости стойки расположение арматуры 
и количество стержней не менялось. 

 

 

Рис. 8.  Схема армирования ригеля и стойки 
 

Для упрощения расчётной схемы в упругопластическом расчёте железобетонный 
ростверк заменен в месте сопряжения со стойками связями, ограничивающими перемещения 
и углы поворота сечения стойки (жесткое защемление). 

Расчёт  производился на совместное действие постоянной нагрузки от собственного 
веса конструкции и временной подвижной нагрузки А14. Расчётная временная нагрузка для 
инженерного расчета является первоначальной для упругопластического расчёта. При этом 
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постоянная нагрузка от собственного веса конструкции не меняется в процессе нагружения, 
а временная транспортная нагрузка А14 пропорционально возрастает из-за различных 
неблагоприятных факторов. При оценке результатов оценивается только увеличение 
временной нагрузки А14. 

В данной работе было реализовано несколько расчётов  рамной опоры при различных 
конечно-элементных сетках и разных шагах приращения по временной нагрузке. Параметр 
«шаг приращения нагрузки ∆Р»  используется в связи с применением в работе поэтапного 
метода расчёта из ПВК ЛИРА. Для оценки значения нагрузки вместо абсолютной величины 
Р, используется соответствующий коэффициент k, где P=k∙Р0, а Р0 – первоначальная 
временная нагрузка, равная  максимальной нагрузке из инженерного расчета. В процессе 
упругопластического расчета возрастание нагрузки прослеживается с использованием 
коэффициента k. 

На рис. 9, 10  показаны подобранные в ходе исследований расчётные схемы рамной 
опоры с нумерацией конечных элементов  (КЭ-сетка №1). 

С целью определения несущей способности опоры путепровода на основе принципа 
предельного равновесия в упругопластическом расчёте  были получены следующие 
результаты: 

1) эпюры усилий продольных сил N, изгибающих моментов My, изгибающих 
моментов Mz, соответствующие предельному состоянию опоры; 

2) схема и порядок возникновения пластических шарниров в железобетонной рамной 
опоре; 

3) предельные значения нагрузок, вызывающих исчерпание несущей способности 
железобетонной стоечно-ригельной опоры или её частей. 

На рис. 11, 12, 13 для КЭ-сетки № 1 и шага приращения нагрузки  ∆Р = 0,01Р଴	 
изображены эпюры усилий продольных сил N, изгибающих моментов My, изгибающих 
моментов Mz, соответствующие предельному состоянию опоры. 

 

 
Рис. 9.  Расчётная схема для постоянных нагрузок от собственного веса опоры и пролётных строений 
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Рис. 10.   Расчётная схема для временной  подвижной нагрузки А14 

 

 

Рис. 11.  Упругопластический расчет. Собственный вес+нагрузка А14.  
Эпюра продольных сил N, т 
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Рис. 12.   Упругопластический расчет. Собственный вес+нагрузка А14.  
Эпюра изгибающих моментов Му, т*м 

 

 

Рис. 13.   Упругопластический расчет. Собственный вес+нагрузка А14.  
Эпюра изгибающих моментов Мz, т*м 

 
В ходе расчётов было установлено, что при воздействии нагрузки А14 наибольшее 

влияние на прочность опоры оказывает не вертикальная нагрузка, а силы торможения, 
создающие в колоннах большие изгибающие моменты Мz. Согласно эпюрам наибольшие 
моменты Мz наблюдаются в нижних сечениях колонн. В этих местах в колоннах появляются 
пластические шарниры. На рис. 14 для предельного состояния опоры показаны зоны 
пластического течения стальной арматуры и расположение пластических шарниров для КЭ-
сетки №2 и шага нагружения ΔP=0.01Р0. Последовательность появления пластических 
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шарниров иллюстрируется цветом. Такая же схема разрушения получена для всех остальных 
КЭ-сеток и шагов нагружения ΔP.  

Разрушение конструкции (образование пластических шарниров - ПШ) происходит за 
три этапа (рис. 14): 

1 этап – Временная нагрузка  P=2.07∙Р0 , ПШ синего цвета  
2 этап – Временная нагрузка  P=2.08∙Р0 , ПШ розового цвета  
3 этап – Временная нагрузка  P=2.09∙Р0 , ПШ чёрного цвета  
 
Таким образом, несущая способность  опоры, вычисленная на основе принципа 

предельного равновесия от воздействия временной нагрузки А14 приблизительно в два раза 
выше  соответствующей несущей способности, полученной в результате инженерного 
расчёта. 

 

 
Рис. 14.  Схема разрушения опоры для нагрузки А14 

 
Выводы 

1.  Выполнен выбор конечно-элементной дискретизации железобетонной стоечно-
ригельной опоры и произведены расчёты в ПК Лира в пространственной и плоской 
постановках на основное сочетание нагрузок по первому предельному состоянию на 
прочность. 

2.  В результате анализа работы железобетонной рамы в физически нелинейной 
постановке при совместном действии нагрузки от собственного веса конструкции и 
временной подвижной нагрузки А11:  

 определены схема и последовательность разрушения конструкции с 
образованием пластических  шарниров; 

 на основе принципа предельного равновесия получены значения для 
предельной временной нагрузки, вызывающей потерю несущей способности конструкции; 
эти значения значительно превышают соответствующие проектные нагрузки и позволяют 
оценить способность конструкции сопротивляться разрушению в исключительных условиях 
эксплуатации.  
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Currently, as a result of a noticeable increase in transport loads on bridge structures, the task of investigating 

the ability of the structure to work in extreme operating conditions becomes urgent. A more accurate assessment of the 
bearing capacity of reinforced concrete bridge structures can be obtained by taking into account the actual diagram of 
the material. 

This work is devoted to the development of an effective method for calculating the reinforced concrete frame 
support of a bridge structure in the conditions of inelastic deformation of steel and concrete. The use of the LIRA 
software and computing complex makes it possible to make the calculation technologically advanced and convenient 
for use in everyday engineering practice. 

The problem of determining the bearing capacity of the rack-and-crossbar support of the overpass for the 
combined action of permanent and temporary mobile loads based on the principle of ultimate equilibrium is solved. The 
upper estimate of the maximum possible time load arising in exceptional operating conditions is given. 
 

Keywords: bridge structure, reinforced concrete frame support, load-bearing capacity, limiting equilibrium, 
design-computational complex  LIRA 



 

70 
 

DOI 10.36622/VSTU.2021.31.4.006 
УДК 625.7 
 

ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ОБОСНОВАНИЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПРЕДЕЛОВ 
ЭФФЕКТИВНОГО ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ С УЧЕТОМ ПРОПУСКА 

ПЕШЕХОДНЫХ ПОТОКОВ ПРИ ПРОЕКТИРОВАНИИ НЕРЕГУЛИРУЕМЫХ 
ПЕРЕКРЕСТКОВ АВТОМОБИЛЬНЫХ ДОРОГ 

 
А. В. Еремин1, О. А. Волокитина2 

 
Воронежский государственный технический университет1,2 

Россия, г. Воронеж 
 

 

1Канд. техн. наук, доцент, заведующий кафедрой проектирования автомобильных дорог и мостов,  
тел.: +7(910)3469587, e-mail: bora.av@mail.ru 
2Канд. техн. наук, доцент кафедры проектирования автомобильных дорог и мостов, тел.: +7(910)3497256,  
e-mail: dixi.o@mail.ru 
 

 
Постановка задачи. Определение пределов эффективного функционирования нерегулируемых 

перекрестков при проектировании автомобильных дорог с учетом основных показателей, характеризующих 
работу перекрестка в аспекте оптимальности пропуска транспортно-пешеходных потоков с целью 
совершенствования организации дорожного движения. 

Результаты. Проведен анализ методов оценки пропускной способности нерегулируемых перекрестков 
и установлена необходимость в учете взаимодействия движения транспортных и пешеходных потоков. 

Выводы. Результаты исследования свидетельствуют о возможности построения реальной 
математической модели динамики движения транспортных и пешеходных потоков на перекрестке с 
правильной и всесторонней оценкой организации пропуска пешеходных потоков при проектировании 
автомобильных дорог. 

 
Ключевые слова: проектирование, автомобильные дороги, транспортные развязки, нерегулируемые 

перекрестки, пешеходные потоки, 
 
Введение. Проектирование примыканий и пересечений (рис. 1) как одно-, так и 

разноуровневых1 на автомобильных дорогах осуществляется на основании класса,  
функционального назначения и категории пересекаемых дорог с учетом перспективной 
интенсивности и состава движения по отдельным направлениям с возможностью 
дальнейшего стадийного развития. При этом на стадии разработки проекта следует 
учитывать условия видимости, пропускную способность с учетом роста интенсивности 
автомобильного и пешеходного движения, а также потребности всех групп населения, 
включая маломобильных граждан. 

                                         
1© Еремин А. В., Волокитина О. А., 2021 
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Рис. 1. Схема пересечения в одном уровне 

На основе технико-экономического сопоставления вариантов при учете критериев 
безопасности движения осуществляется обоснование выбранной схемы пересечения и 
примыкания [1].  

Краткий обзор методов оценки пропускной способности. Анализ наработанного 
опыта в области организации движения на нерегулируемых перекрестках показал, что в 
отечественной и зарубежной литературе встречаются различные оценки их пропускной 
способности. Эти оценки можно разделить на две группы. Первая группа основана на 
использовании  детерминированных моделей, которые используют функциональные 
зависимости между отдельными показателями. При этом принимается, что все автомобили 
отдалены друг от друга на одинаковые расстояния. 

К таким моделям относится оценка пропускной способности нерегулируемого 
перекрестка по методу А.А. Милашечкина [2]. 

Вторая группа оценок рассматривает движение автомобилей как схоластический 
процесс. Оценки, проводимые при помощи схоластических моделей движения потоков 
автомобилей, отличаются большей объективностью. 

Наибольшее применение среди исследователей получили такие закономерности, как 
распределение Пуассона, смещенное распределение Пуассона, распределение Пуассона с 
поправочным коэффициентом в экспоненте, распределение Эрланга (Пирсона III типа) [3-7]. 

При определенных достоинствах рассмотренные методы оценок, предложенные ранее 
[3-7], имеют ряд недостатков: 

-  все предлагаемые методы рассчитаны на то, что движение транспортных 
потоков может определяться только какой-либо одной закономерностью, что не совсем 
оправданно; 

-  какие-либо поправочные коэффициенты (распределение Пуассона с 
поправочным коэффициентом) применимы для конкретного перекрестка, для которого они 
рассчитаны и неприменимы для других; 

-  в рассмотренных оценках в основном транспортный поток не разделяется по 
видам маневров на перекрестке, что особенно важно для анализа нормальности 
функционирования нерегулируемого перекрестка;  

-  не учитываются такие важные составляющие, как геометрические параметры 
перекрестка, дорожные условия, которые существенно влияют на проезд через него. 

Задачей исследования является определение пределов эффективного 
функционирования нерегулируемых перекрестков при проектировании автомобильных 
дорог с учетом основных показателей, характеризующих работу перекрестка в аспекте 
оптимальности пропуска транспортно-пешеходных потоков с целью совершенствования 
организации дорожного движения.  
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Описанные в литературе [8] методы расчета основных характеристик пропускной 
способности нерегулируемых перекрестков не позволяют с достаточной точностью 
определить предел эффективного функционирования, когда следует осуществлять перевод 
простого нерегулируемого перекрестка в кольцевое пересечение. В этих методах не 
учитывается движение транспортных и пешеходных потоков во взаимодействии при 
различных маневрах на перекрестке, поэтому необходимо исследование пределов 
эффективного функционирования нерегулируемых перекрестков с учетом пропуска 
пешеходного потока. 

Определение параметров, характеризующих эффективность функционирования 
любых типов нерегулируемых перекрестков.  

Свободные и блокированные промежутки времени [9] довольно точно соответствуют 
периодам красного и зеленого сигналов светофора независимо от того, является ли 
длительность сигнала постоянной или же определяется наличием транспортных средств, 
поэтому нерегулируемый перекресток работает аналогично обслуживающему устройству. 
Рассмотрим такую систему, в которой обслуживающее устройство поочередно действует и 
бездействует в течение средних свободных промежутков А и средних блокированных 
промежутков В. 

Сумма А и В составляет цикл (А+В). Размер полной очереди n0j транспортных средств 
второстепенного направления по одной проезжей части в средних оценках составит: 

4

0
1 1

i i
rj j j i

j ji i
i j j

t B F
n 

 

 
 

  ,                                                  (1) 

где rjt  - интервал между началом свободного промежутка времени и троганием с места 
первой транспортной единицы очереди, направления j, с; 

i
j  - интенсивность движения транспортного потока j-го направления с маневром i 

одной проезжей части, ед/с; 
i
j  - временной интервал между передними бамперами транспортных средств при 

проезде «стоп» - линии после остановки перед перекрестком с j-го направления с маневром i 
одной проезжей части, с/ед. 

Суммарное среднее время, необходимое для пропуска очереди, образовавшейся на 
одной проезжей части второстепенного j-гo направления можно определить по формуле (1), 
при этом суммарный средний запас времени, оставшегося от пропуска очереди 
транспортных единиц второстепенного направления в свободные промежутки времени i

j A , в 
течение которого автомобили могут проезжать перекресток сразу, без остановки перед ним, 
определяется по формуле: 

4

0
1

i i
Зj j j

i
t A t



  .                                                                  (2) 

Тогда количество транспортных единиц одной проезжей части второстепенного j-ro 
направления, способных пройти перекресток без остановки перед ним, определяется: 

4

1

i
Зj Зj j

i
n t 



  .                                                                  (3) 

Длительность средней задержки одной транспортной единицы, выполняющей i-й 
маневр, за цикл ( )i i

j jA B  одной проезжей части j-гo направления: 

2

i
ji i

j j rj

F
z B t   .                                                              (4) 

Длительность средней задержки полной очереди: 
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4

0 0
1

i i
j j j

i
z n z



  .                                                                (5) 

Суммарная средняя задержка транспортных единиц одной проезжей части j-гo 
направления в течение одного часа составит: 

4
0

1
3600

i
j i

чj ji
i j

z
z B

A

   .                                                        (6) 

Следует отметить, что задержки транспортных единиц при проезде нерегулируемых 
перекрестков могут возникать и по главным направлениям движения. Здесь возможны два 
варианта (рис. 2): 

1. Машины, движущиеся прямо и направо из главного направления, не могут объехать 
машины, ожидающие поворота направо и разворота, тогда по главному направлению будут 
возникать задержки.  

2. Машины, движущиеся прямо и направо из главного направления, могут объехать 
машины, ожидающие поворота направо и разворота.  

Остановимся подробнее на анализе пропускной способности нерегулируемых 
перекрестков в аспекте оптимальности их работы. Здесь мы будем рассматривать 
оптимальную пропускную способность. 

 
 

Рис. 2. Схема проезда транспортных средств с учетом задержки  при проезде нерегулируемых 
перекрестков по главным направлениям 

Дадим определение: оптимальная пропускная способность – максимальное 
количество транспортных единиц, способных пересечь перекресток при полном 
использовании свободных промежутков и минимальных задержках, в единицу времени. 

Очевидно, что полное использование транспортными единицами j-гo направления i-гo 
маневра одной проезжей части свободного промежутка i

j A  цикла ( )i i
j jA B  достигается при 

условии:  
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1
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j rj j ji i
j j

t B
A t  

 
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   
 

,                                               (7) 

тогда оптимальная пропускная способность проезжей части при выполнении за цикл 
( )i i

j jA B  машинами j-гo направления i-гo маневра определяется как: 

( )
i rjопт i

j j i i i
j j j

t
P A

A B 
 

 
.                                              (8) 

Оптимальная пропускная способность за час: 
( )( ) 3600
( )

i ji A rjопт
чj i i i

j j j

С t
P

A B 
 


 

.                                                (9) 

Формулы (1-9) позволяют провести оценку эффективности функционирования 
любого нерегулируемого неравнозначного пересечения. 

Добавим, что для принятия правильных инженерных решений по 
усовершенствованию схем движения на нерегулируемых перекрестках следует проводить 
более детальный анализ. 

Обоснование схемы взаимодействия транспортных и пешеходных потоков. 
Установим пределы эффективного функционирования нерегулируемого перекрестка с 
учетом пропуска пешеходных потоков. Для этого примем следующую схему взаимодействия 
транспортных и пешеходных потоков (рис. 3). 

 
Рис. 3. Схема взаимодействия транспортных потоков λj+1 (главное направление) и λj  

с пешеходными потоками μj
п и  μл

j+2 
 

Предполагаем, что моменты прибытия пешеходов к границе проезжей части случайны 
и распределены по закону Пуассона. Здесь необходимо рассмотреть два случая. 

В первом случае транспортные средства имеют приоритет в движении перед 
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пешеходами. 
 В таком случае при нормальном взаимодействии транспортных и пешеходных 

потоков должно выполняться следующее условие: 
new

j AТ  ,                                                              (10) 
где newТ - среднее время перехода пешеходом проезжей части; 

А - свободные промежутки времени. 
При этом среднее количество пешеходов, прибывших к границе проезжей части в 

течение цикла ( )i i
j jA B  и ожидающих ее перехода, определяется по формуле: 
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где В - блокированные промежутки времени; 
μj

п, μл
j+2 - интенсивность прибытия пешеходов к пешеходному переходу по правой и 

левой сторонам улицы соответственно в единицу времени, чел/с; 
, 2j jk   - минимальный нормативный и временный интервалы между последовательно 

идущими пешеходами одного направления, с/чел; 
j  - нормативное число пешеходов, движущихся рядом («под прикрытием») друг с 

другом по переходу j-го направления. 
Среднее время, необходимое для пропуска пешеходов, прибывших к границе 

проезжей части в течение цикла ( )i i
j jA B , описывается следующей зависимостью: 
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Тогда оптимальное взаимодействие транспортного и пешеходного потоков 
достигается при , 2

new new
j j jt C A    и имеет вид: 

2
, 2(( ) )

П Л new
j j j
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.                                    (13) 

Средняя задержка нормативного числа пешеходов, движущихся рядом друг с другом, 
составляет: 

, 2 2

new
jnew

j j

C B
z 


 .                                                          (14) 

При этом средняя задержка пешеходов, прибывших к границе проезжей части в 
течение цикла ( ) ( )new new

j jC A C B   , равна: 

, 2 0 , 2
new new
j j j jz n  .                                                              (15) 

Следовательно, средняя задержка пешеходов за час будет равна: 
, 2

, 2 3600
new
j jnew

j j new new
j j

z
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А B
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  


.                                                (16) 

Во втором случае, когда пешеходы имеют приоритет в движении перед 
транспортными средствами, средние свободные и блокированные промежутки времени при 
движении пешеходных потоков по проезжей части определяются по формулам: 
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Окончательно взаимодействие транспортного и пешеходных потоков будет 
оцениваться неравенством: 

( )i new i new i i new
j j j j jA B A     .                                                (19) 

Вывод. На основании проведенного теоретического обоснования учета пределов 
эффективного функционирования нерегулируемых перекрестков при проектировании 
автомобильных дорог с позиции пропуска пешеходных потоков можно сделать вывод о 
необходимости создания математической модели и дальнейшего экспериментального 
обоснования динамики движения транспортных и пешеходных потоков на перекрестке с 
целью всесторонней оценки организации их пропуска. 
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THEORETICAL JUSTIFICATION OF DETERMINING THE LIMITS OF EFFECTIVE 
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Problem statement. Determination of the limits of the effective functioning of unregulated intersections in the 

design of highways, taking into account the main indicators characterizing the operation of the intersection in the aspect 
of optimality of the passage of transport and pedestrian flows in order to improve the organization of road traffic. 

Results. The analysis of methods for assessing the throughput of unregulated intersections is carried out and 
the need to take into account the interaction of traffic and pedestrian flows is established. 

Conclusions. The results of the study indicate the possibility of constructing a real mathematical model of the 
dynamics of traffic and pedestrian flows at an intersection with a correct and comprehensive assessment of the 
organization of the passage of pedestrian flows when designing highways. 

 
Keywords: design, highways, traffic interchanges, unregulated intersections, pedestrian flows. 
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В статье рассматриваются вопросы определения механических характеристик материала аддитивных 
структур с учетом таких параметров печати, как процент заполнения и количество нитей печати. В 
исследованиях использовались разные варианты заполнения структуры образцов на центральное растяжение, 
изготовленных с применением технологии 3D-печати. В ходе исследований было установлено, что при 
определении механических характеристик материала аддитивных структур необходимо учитывать нарушение 
гипотез об однородности и сплошности материала, принятых в сопротивлении материалов. Для образцов с 
разным процентом заполнения был апробирован предложенный авторами метод по определению механических 
характеристик материала аддитивных структур с учетом реальной площади поперечного сечения. В статье 
приведены диаграммы растяжения и рассчитанные по ним механические характеристики материала 
аддитивных структур, а также рассмотрен вопрос влияния отношения площади пустот к площади материала 
нитей на механические характеристики материала.

Ключевые слова: механические характеристики материала аддитивных структур, 3D-печать, PetG 
термопластик, структура и ограждение изделия, процент заполнения, реальная площадь поперечного сечения. 

Введение. Актуальность FDM-технологии (Fused Deposition Modeling), в основе 
которой 1лежит экструзия материала, неизменно растёт. В частности, данные технологии 
перспективны в таких высокотехнологичных сферах производства, как авиастроение, 
кораблестроение, машиностроение, приборостроение [1-4]. Одним из самых востребованных 
материалов для FDM-печати в настоящее время являются термопластики и композиты.  

Важнейшим требованием, предъявляемым к любому виду транспорта, является 
обеспечение надёжности в эксплуатации, в частности, обеспечение прочности изделия при 
минимизации его массы. Технология FDM-печати позволяет создавать детали оптимальной 
геометрии с заданными характеристиками прочности и жёсткости. Одним из сдерживающих 
факторов широкого использования данной технологии в транспортном машиностроении 

1© Перелыгина А. Ю., Антипин С. А., Бобылева Ю. А., Ященко В. П., Перелыгин В. Н., 2021 
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является отсутствие теории анализа прочности изделий, выполненных с применением FDM-
печати (FDM-изделие).  

Постановка задачи. Теория инженерных расчётов классической механики 
деформируемого твердого тела базируется на постулате о том, что между механическими 
характеристиками детали и материала существует однозначная предсказуемая связь, 
опирающаяся на теоретические и экспериментальные основы [5]. Переход от характеристик 
материала к характеристикам конкретного FDM-изделия не столь однозначен. 

Учитывая то, как формируется содержимое объёма, занимаемого FDM-изделием [6], 
ставится под сомнение возможность применения гипотез об однородности и сплошности 
материала, которые используются при расчете конструкций из традиционных материалов. В 
случае послойного наплавления следует учитывать характер распределения нити печати по 
объёму создаваемого изделия и характеристики материала в объёме этой нити, т.е. решение 
данной задачи должно осуществляться не на микро-, а на макроуровне.  

Информация об исследованиях параметров напряжённо-деформированного состояния 
изделий, выполненных 3D-печатью, разрозненна и, соответственно, не систематизирована. 
Как правило, эти исследования проводят, опираясь на натурные испытания образцов или 
готовых изделий, с доведением их до разрушения. При этом для определения параметров 
прочности и жёсткости используется подход, актуальный в рамках гипотез об однородности 
и сплошности материала [7-11]. 

В работе [12] было показано, что в случае с FDM-изделиями применение 
стандартного метода определения механических характеристик материала на основе 
классических постулатов сопротивления материалов некорректно. Исходя из этого, в [12] 
был предложен метод определения механических характеристик материала аддитивных 
структур на основе рассчитанных значений реальной площади поперечного сечения образца, 
где учитывалось число продольных и поперечных слоев в его опасном поперечном сечении. 
В настоящей статье проверяется адекватность предложенного в [12] метода определения 
механических характеристик материала аддитивных структур, рассматривается вопрос 
сходимости диаграмм растяжения материала для образцов с четным и нечетным количеством 
слоев наплавляемых нитей по высоте поперечного сечения, а также образцов одного 
типоразмера с разными процентами заполнения материалом объёма образца. С целью 
получения такого рода информации были проведены испытания образцов на центральное 
растяжение. 

Исходные данные для экспериментов. Форма образцов для испытания на 
центральное растяжение принята согласно ГОСТ 11262-2017 [13]. В связи с тем, что в сфере 
аддитивных технологий нормативная документация по испытаниям на центральное 
растяжение отсутствует, размеры образцов были определены согласно ГОСТ 1497-84 [14] и 
формулам, приведенным в [12]. Форма и размеры стандартного образца представлены на 
рис. 1.  

Рис. 1. Схема образца Рис. 2. Шаблон структуры образца 

Исследования проводились по двум направлениям: 
1. Испытания образцов с поперечным сечением шириной ܾ଴ = 10	мм, варьируемой

высотой ܽ଴ = 3, 4, 5, 6, 7	мм и с процентом заполнения объёма образца равным 60 %. 
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Количество продольных и поперечных слоев структуры и ограждения по высоте для каждого 
типоразмера образца представлено в табл. 1. 

2. Испытания образцов с поперечным сечением размерами ܾ଴ = 10	мм, ܽ଴ = 4	мм и с 
варьируемым процентом заполнения объёма образца 40 %, 60 %, 80 % и 100 %.  

Во всех группах образцов использовался шаблон заполнения структуры 
наплавляемыми нитями, расположенными под углами ߙ = 0° и ߙ = 90° к продольной оси 
образца. Шаблон структуры образца представлен на рис. 2. 

Все образцы были изготовлены из термопластика PetG производства SolidFilament. 
Печать образцов осуществлялась на принтере Wanhao Dublicator 6 plus со скоростью печати 
структуры ݒзап

стр = 	50	мм/сек и ограждения ݒзап
огр = 	25	мм/сек, температурой рабочего стола  

стݐ = 	75	°С, температурой печати ݐп = 235	°С, скоростью втягивания ݒр = 25мм/сек, 
величиной втягивания ݈р = 6	мм. Для каждого типоразмера и процента заполнения было 
напечатано по 10 образцов. 

Испытания на центральное растяжение образцов проводились на разрывной машине 
настольного типа Shimadzu AGS-X с программным обеспечением Trapezium X. Максимально 
возможная нагрузка испытательной машины модели Shimadzu AGS-X составляет 10 кН. 

 
Таблица 1 

Количество слоев по высоте в каждом типоразмере образца 
Типоразмер, мм ݊стр

прод ݊стр
попер ݊огр

прод ݊огр
попер ݊ߑпрод ݊ߑпопер ݊ߑ 

3×10 4 5 4 2 8 7 15 
4×10 7 7 3 3 10 10 20 
5×10 9 10 4 2 13 12 25 
6×10 12 12 3 3 15 15 30 
7×10 14 15 4 2 18 17 35 

 
Результаты испытаний. После проведенных испытаний были получены диаграммы 

растяжения образцов в  системе координат «усилие - абсолютное удлинение» (ܨ −  Эти .(݈߂
диаграммы впоследствии были перестроены в диаграммы растяжения материала в системе 
координат «нормальное напряжение - относительное удлинение» (ߪ −  с учетом (ߝ
предложенного в [12] метода расчёта реальной площади поперечного сечения. После этого 
для каждого типоразмера образцов были построены диаграммы средних значений 
напряжений и по ним определены значения модуля Юнга Е, предела пропорциональности 
  .В материала (структуры)ߪ ଴,ଶ, а также предела прочностиߪ ПЦ, условного предела текучестиߪ

В табл. 2 представлены результаты расчета механических характеристик и их средних 
значений, а на рис. 3 – диаграммы растяжения материала (структуры) для разных 
типоразмеров образцов с учетом реальных площадей поперечного сечения.  

 
Таблица 2  

Механические характеристики материала (структуры) 

Типоразмер, мм ߪПЦ, 
МПа 

  ,଴,ଶߪ
МПа 

  ,Вߪ
МПа 

E,  
ГПа 

3×10 18,12 39,56 46,15 2,22 
4×10 17,18 38,90 42,02 2,11 
5×10 17,97 38,45 50,08 2,25 
6×10 18,26 38,90 46,94 2,13 
7×10 18,71 39,39 47,46 2,17 

Среднее значение 18,05 39,04 46,53 2,18 
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Рис. 3. Диаграммы растяжения материала (структуры) для разных типоразмеров образцов  

 
Согласно табл. 2 и рис. 3 наблюдается значительная сходимость диаграмм растяжения  

материала аддитивных структур для всех рассматриваемых типоразмеров образцов как с 
нечетным, так и с четным количеством слоев. Это свидетельствует о справедливости метода 
определения механических характеристик материала (структур) на основе использования в 
расчетах реальной площади поперечного сечения. Средние значения механических 
характеристик, приведенные в табл. 2, в дальнейшем предполагается использовать в качестве 
базовых «эталонных» характеристик материала аддитивных структур. 

Далее исследуется влияние процента заполнения структуры материалом на метод 
определения механических характеристик, предлагаемый в [12]. На рис. 4 показаны схемы 
опасных поперечных сечений образцов с частичным (40 %, 60 % и 80 %) и сплошным (100 
%) заполнением объёма. 

 

а) б) 
Рис. 4. Схемы опасных поперечных сечений 

 
 В ходе определения механических характеристик для образцов с частичным 

заполнением структуры (рис. 4, а) площадь поперечного сечения определяется по формуле: 
сܵеч = ܵогр + сܵтр

прод,            (1) 
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где ܵогр – площадь ограждения; сܵтр
прод – площадь структуры в рассматриваемом сечении, 

состоящая только из продольных волокон структуры. 
В случае образцов со сплошным заполнением (рис. 4, б) в опасное поперечное сечение 

попадают и продольные, и поперечные слои структуры, следовательно, формула (1) примет 
вид:  

сܵтр
ଵ଴଴% = ܵогр + сܵтр

прод + сܵтр
попер,                (2) 

где сܵтр
попер = сܵл

попер ∙ ݊стр
попер – площадь структуры в рассматриваемом сечении, состоящая 

только из поперечных волокон структуры. 
Диаграммы растяжения материала аддитивных структур для образцов размером 

поперечного сечения 4×10 мм с процентом заполнения структуры от 40 % до 100 % с шагом 
20 % приведены на рис. 5. Механические характеристики данных диаграмм представлены в 
табл. 3.  

 

 
Рис. 5. Диаграммы растяжения материала (структуры) для разных процентов заполнения образца 4х10 

при реальной площади поперечного сечения 
 

Таблица 3 
Механические характеристики материала (структуры) с реальной площадью 

поперечного сечения 

Процент заполнения, % ߪПЦ, 
МПа 

∆ПЦ, 
% 

  ,଴,ଶߪ
МПа 

∆଴,ଶ, 
% 

  ,Вߪ
МПа 

∆В, 
% 

E,  
ГПа 

∆ா, 
% 

100 
 (с учетом поперечных слоев) 12,86 29 26,62 32 29,56 37 1,49 32 

80 18,20 1 35,12 10 40,53 13 2,02 7 
60 17,18 5 38,90 0,4 42,02 10 2,11 3 
40 15,55 14 32,03 18 37,69 19 1,84 16 

 
Согласно табл. 2 и 3 можно сделать вывод, что в случае заполнения объёма образца на 

60 % и 80 % механические характеристики материала аддитивных структур близки к их 
средним значениям. Так, для предела пропорциональности, условного предела текучести и 
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модуля Юнга отклонения от средних значений этих характеристик составляют от 5 до 10 %, 
что является допустимым. Для образцов с заполнением объёма 40 % и 100% наблюдаются 
значительные расхождения от средних значений соответствующих механических 
характеристик материала. 

Для понимания физики процесса работы исследуемых структур под действием 
растягивающей нагрузки были проведены численные эксперименты образцов с 60 % и 100 % 
заполнением. В данной модели рассмотрен расчет на центральное растяжение, при котором 
один из концов полностью фиксирован по всем степеням свободы, а к другому концу 
приложена нагрузка, соответствующая нагрузке на пределе пропорциональности, взятой из 
экспериментальных данных. Результаты моделирования аддитивных структур в случае 60 % 
и 100 % заполнения представлены на рис. 6. 

 

 
а) 

 
 

б) 
Рис. 6. Результаты численного моделирования 

 
В результате численных расчетов были определены значения предела 

пропорциональности, которые совпадают со средним значением данной механической 
характеристики материала аддитивных структур (см. табл. 2 и рис. 6). Также было 
установлено, что в случае сплошного заполнения структуры образца, в поперечных волокнах 
возникают незначительные напряжения по сравнению с напряжениями в продольных 
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волокнах. На основании этого можно предположить, что при заполнении структуры линиями 
под углами α=0° и α=90° к продольной оси образца (см. рис. 2) поперечные волокна 
практически не работают и нет необходимости учитывать их площадь в опасном поперечном 
сечении образца. То есть для расчета механических характеристик материала аддитивных 
структур в случае сплошного заполнения справедлива формула (1), принятая для образцов с 
частичным заполнением объёма. 

Исходя из вышеизложенного была перестроена диаграмма растяжения материала и 
пересчитаны механические характеристики для сплошного заполнения структуры образца с 
учетом формулы (1) (рис. 7, табл. 4). 

 

 
Рис. 7. Диаграммы растяжения материала (структуры) для разных процентов заполнения образца без 

учета поперечных волокон структуры в случае образца со 100% заполнением 
 

Таблица 4  
Механические характеристики материала (структуры) с реальной площадью 

поперечного сечения 
Процент  

заполнения, % 
 ,ПЦߪ
МПа 

∆пц, 
% 

  ,଴,ଶߪ
МПа 

∆଴,ଶ, 
% 

  ,Вߪ
МПа 

∆В, 
% 

E,  
ГПа 

∆ா, 
% 

100  17,71 2 38,40 2 42,65 8 2,15 1 
80 18,20 1 35,12 10 40,53 13 2,02 7 
60 17,18 5 38,90 0,4 42,02 10 2,11 3 
40 15,55 14 32,03 18 37,69 19 1,84 16 

 
Из табл. 4 и рис. 7 видно, что значения механических характеристик материала 

аддитивных структур для случая сплошного заполнения объёма образца без учета 
поперечных слоев в опасном сечении совпадают со средними значениями с точностью до 8 
%. Для образцов с заполнением структуры образца на 40 % существенные отклонения 
значений механических характеристик от их средних значений, возможно, связаны с 
превышением площади пустот по сравнению с площадью материала в опасном поперечном 
сечении (табл. 5). 
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Таблица 5 
Соотношения площади структуры к площади пустот в образце сечением 4×10 мм  

при разном проценте заполнения 
Процент 

заполнения, % 
ܵном,  
ммଶ 

ܵреал,  
ммଶ 

ܵпуст,  
ммଶ 

ܵпуст
ܵреал

 

40 40 19,024 20,976 1,10 
60 40 20,695 19,305 0,93 
80 40 22,279 17,721 0,80 

100 40 24,038 15,962 0,66 
Таким образом, можно сделать вывод, что метод определения механических 

характеристик материала аддитивных структур на основе использования в расчетах реальной 
площади поперечного сечения справедлив только при определенных значениях процента 
заполнения структуры образца и соотношении площади пустот к площади материала. 

Авторами статьи также была предпринята попытка определения механических 
характеристик исходного материала для печати образцов – филамента из термопластичного 
пластика PetG. Было установлено, что нормативная база по изготовлению образцов и 
методика проведения испытаний на растяжение проволок из пластика отсутствует. Поэтому 
было принято решение принять размеры образцов из мононити аналогично работе [15] с 
диаметром 1,75 мм и рабочей длиной 100 мм. В ходе испытаний на центральное растяжение 
разрушения мононити происходили в основном в зажимных устройствах, то есть в месте 
возникновения концентратора напряжений, что является недопустимым. Также наблюдались 
явно выраженные расхождения диаграмм растяжения образцов мононити между собой, по 
которым сложно определить какие-либо средние значения механических характеристик 
(рис. 8).  

 

 
Рис. 8. Диаграммы растяжения филамента  

 
Таким образом, на данный момент затруднительно определить механические 

характеристики материала филамента. Требуется более глубокая проработка вопроса 
формирования методики испытаний, определения размеров образцов филамента и их 
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закрепления в зажимных устройствах для исключения разрушения мононити в местах 
крепления. 

Выводы. В настоящей статье представлены экспериментальные исследования по 
определению механических характеристик материала аддитивных структур согласно 
предложенному в [12] методу при разных размерах поперечного сечения, в частности, при 
четном и нечетном количестве слоев по высоте образца, а также при разном проценте 
заполнения объёма структуры. 

Исследования по сопоставлению результатов испытаний образцов разного 
типоразмера позволили установить определенные закономерности. Исходя из расчета 
механических характеристик по методу, предложенному в работе [12], можно сделать вывод, 
что вне зависимости от четного или нечетного количества слоев по высоте образца значения 
характеристик материала изменяется незначительно (максимальное расхождение от средней 
величины составляет 4,8 % для предела пропорциональности, 1,5 % – для условного предела 
текучести и 3,2% – для модуля Юнга). Таким образом, можно принять рассчитанные средние 
значения механических характеристик за базовые «эталонные» характеристики материала 
аддитивных структур для дальнейших исследований и численных экспериментов. 

В ходе проведения исследований по проверке предложенного в работе [12]  метода в 
зависимости от процента заполнения структуры образцов было выяснено, что основную 
долю усилий воспринимают продольные волокна, и даже в случае сплошного заполнения 
структуры образца это правило не нарушается. Следовательно, в расчете механических 
характеристик материала при заполнении структуры наплавляемыми нитями, 
расположенными вдоль и поперек продольной оси образца, необходимо исключать площадь 
поперечных волокон испытываемых образцов.  

В ходе определения механических характеристик образцов типоразмера 4×10 мм для 
разного процента заполнения структуры было установлено следующее: в случаях 60, 80 и 
100 % заполнения объёма структуры механические характеристики в допустимой степени 
отличаются от средних, определенных еще на этапе сравнения диаграмм напряжений для 
образцов разного типоразмера. Отклонение значений предела пропорциональности лежит в 
диапазоне 5 %, условного предела текучести – 10 %, модуля Юнга - 7 %.  

Однако полученные значения механических характеристик в случае заполнения 
структуры образца на 40 % показывают существенные отклонения от средних величин. 
Данный вопрос требует более подробного исследования. Предполагается, что в зависимости 
от величины пустот в образце сама конструкция аддитивной структуры начинает работать 
иначе, что может свидетельствовать об изменении в значениях механических характеристик. 

В ходе экспериментов по определению механических характеристик исходного 
филамента возникли затруднения, связанные с отсутствием нормативной базы по 
изготовлению образцов и методики проведения испытаний на центральное растяжение. 
Поэтому на данном этапе исследований сложно соотнести рассчитанные механические 
характеристики материала аддитивных структур с характеристиками филамента. Требуется 
более глубокая проработка вопроса формирования методики испытаний, определения 
размеров образцов филамента и их закрепления в зажимных устройствах для исключения 
разрушения мононити в местах крепления. 
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The article discusses the issues of determining the mechanical characteristics of the material of additive 

structures, taking into account such printing parameters as the percentage of filling and the number of printing threads. 
The studies used different options for filling the structure of samples for central stretching, made using 3D printing 
technology. In the course of research, it was found that when determining the mechanical characteristics of the material 
of additive structures, it is necessary to take into account the violation of the hypotheses about the uniformity and 
continuity of the material accepted in the resistance of materials. For samples with different percentages of filling, the 
method proposed by the authors for determining the mechanical characteristics of the material of additive structures, 
taking into account the actual cross-sectional area, was tested. The article presents stretching diagrams and calculated 
mechanical characteristics of the material of additive structures, as well as the question of the influence of the ratio of 
the area of voids to the area of the material of threads on the mechanical characteristics of the material. 
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Описывается методика проведения натурных испытаний деревянных ферм на металлических зубчатых 
пластинах. Приводятся параметры испытанных стропильных ферм, схемы загружения конструкций. Получены 
результаты экспериментальных исследований при внеузловом приложении нагрузки. Определены характерные 
места возможного разрушения элементов. На основании результатов проведенных испытаний даны 
рекомендации по проектированию деревянных ферм на металлических зубчатых пластинах. 

 
Ключевые слова: металлические зубчатые пластины (МЗП), деревянные стропильные фермы, 

натурные испытания. 
 

 
Введение. В связи с широким предложением на строительном рынке металлических 

зубчатых пластин (МЗП) отмечается увеличение спроса на деревянные решетчатые 
конструкции. 

Появление данного типа пластин связано с именем Джона Калвина Джуреита. В 
средине 50-х годов им была изобретены и запатентованы пластины, получившие название 
«Gang-Nail». Дальнейшее развитие данной технологии привело к появлению различных 
видов пластин, отличающихся размерами и формами зубьев.  

1В нашей стране исследованиями соединений на МЗП занимались с 70-х годов ХХ-го 
века. В результате были изданы рекомендации по проектированию и изготовлению дощатых 
конструкций с соединениями на металлических зубчатых пластинах [1], разработанные 
ЦНИИСК им. Кучеренко.  

В настоящее время проектирование конструкций с соединениями на МЗП ведется в 
соответствии с СП 64.13330.2017 «Деревянные конструкции» [2] и разработанным к нему 
пособием [3]. 

Наиболее достоверным способом определения несущей способности строительных 
конструкций являются экспериментальные исследования. Однако в большинстве случаев 
они осуществляются в лабораторных условиях без учета пространственной работы 
конструкции в составе каркаса здания [4-7] и технологических дефектов и повреждений, 
существенно снижающих несущую способность [8]. 

 
Постановка задачи. Целью данной работы является экспериментальное 

исследование несущей способности и деформативности стропильных ферм на МЗП в составе 

                                                        
1© Жидков К. Е., Зверев В. В., Капырин Н. В., 2021 
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каркаса здания. Испытания проводились с учетом рекомендаций ЦННИСК им. Кучеренко 
[9]. 

 
Краткое описание объекта исследования. Конструкции для проведения испытаний 

представляют собой треугольные фермы (рис. 1-3) пролетом 12 м на металлических 
зубчатых пластинах фирмы MiTek. Зубчатые пластины выпускаются в соответствии с EN 
14545:2008 из оцинкованной (плотность покрытия 275 г/м2) листовой стали. При 
изготовлении элементов решетки и поясов использованы доски I сорта. 

 
Рис. 1. Схема расположения ферм 

 
 

Рис. 2. Технический вид ферм 
 

Опирание фермы по наружной оси выполнено на стойки из трех досок сечением 
50х150 мм, по внутренней –  на стойки из двух досок сечением 50х150 мм. Для обеспечения 
пространственной жесткости и геометрической неизменяемости выполнена установка 
горизонтальных и вертикальных связей из досок сечением 30х150 мм, а также подкосов в 
опорной части фермы по наружной оси из двух досок 50х150 мм. Шаг ферм принят 1,2 м 
Передача нагрузки на верхний пояс фермы – внеузловая (шаг обрешетки - 0,6 м). Погонная 
проектная нагрузка на ферму составляет 250 кг/м.п. 
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Рис. 3. Общий вид ферм 
 
Проведение испытаний и результаты исследований. При испытаниях для 

измерения деформаций использовались прогибомеры ПАО-6 с ценой деления 0,01 мм. Схема 
расстановки измерительных приборов приведена на рис. 2. 

Испытания проводились на строительной площадке в составе каркаса здания. 
Для нагружения при испытании использовались силикатные кирпичи. Способ 

нагружения ферм при помощи подвески грузов в местах расположения обрешетки 
соответствует фактической работе конструкций (рис. 3).  

В этом случае расчетная нагрузка составила 250 кг/м  0,6 м = 150 кг в узел опирания 
обрешетки на верхний пояс фермы. 

Для снижения влияния соседних ферм обрешетка и элементы для крепления обшивки 
потолка не крепились к поясам, устойчивость фермы из плоскости обеспечивалась 
дополнительными вспомогательными элементами (из стальных уголков), не 
препятствовавшими свободному перемещению фермы в вертикальной плоскости (рис. 4). 

 
Рис. 2.  Схема расстановки измерительных приборов  
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Рис. 3. Загружение фермы  
 

Пробное нагружение конструкции выполнялось для проверки работы приборов, 
корректировки способа передачи нагрузки на ферму, обмятия соединений, выявления 
возможных несовершенств. Пробная нагрузка составляла 45 кг/узел (30 % от расчетной) с 
последующей разгрузкой. По результатам пробного загружения и последующей разгрузки 
дополнительных дефектов и повреждений, снижающих несущую способность фермы, не 
было выявлено. Остаточный прогиб в середине пролета фермы составил 6 мм. 

 При дальнейшем исследовании работы фермы нагрузка прикладывалась ступенями 
величиной 10…20 % от предполагаемой расчетной нагрузки. После каждого этапа 
производилась выдержка не менее 15 мин с последующим снятием показаний приборов. 

При испытаниях расчетная критическая нагрузка (соответствующая потере несущей 
способности) составляла 150 кг в узел опирания обрешетки. 

 

 
 

Рис. 4. Раскрепление верхнего пояса фермы из плоскости 
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При испытании ферм в обоих случаях имел место плоский изгиб. В течение всего 
эксперимента деформации изменялись равномерно. 

При достижении критической нагрузки повреждений, свидетельствующих об 
исчерпании несущей способности, не выявлено, прогибы не превышали предельных 
значений.  

Для выявления резервов несущей способности загружение было продолжено. 
При испытании фермы № 1 при нагрузке 196,5 кг/узел (131 % от расчетной нагрузки) 

зафиксирован выгиб опорного раскоса до 1 см из плоскости фермы и нарушение соосности 
верхнего и нижнего поясов. Прогиб фермы при данной нагрузке составил 25,75 мм, что 
привело при дальнейшей выдержке конструкции (через 2 суток) к общей потере 
устойчивости фермы в результате выхода из плоскости верхнего пояса. При этом уголки 
крепления пояса из плоскости фермы были деформированы, произошло частичное 
разрушение узлов с вырывом МЗП (рис. 6, а).  

При испытании фермы № 2 при нагрузке 171,5 кг/узел (114 % от расчетной нагрузки) 
произошло смятие древесины в опорной зоне стойки по средней оси здания (рис. 6, б). 
Прогиб фермы при данной нагрузке составил 24,8 мм. Испытания были остановлены. 

Смятие древесины в опорной зоне произошло в результате поворота нижнего пояса 
из-за отсутствия его крепления в опорной зоне к стойке с двух сторон.  

Снятие нагрузки осуществлялось ступенями в обратной последовательности. После 
разгрузки конструкции наблюдался остаточный прогиб 0,8 см.  Остаточный прогиб 
конструкции после разгрузки является следствием обмятия элементов в соединениях.  

 
а) 

 
 

Рис. 5. Графики прогибов ферм: а) ферма Ф1; б) ферма Ф2 
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б) 

 
Рис. 5. Графики прогибов ферм: а) ферма Ф1; б) ферма Ф2 (продолжение) 

 
 

Натурные экспериментальные исследования показали, что деформативность ферм при 
кратковременном приложении нагрузки происходит равномерно и не превышает 
допустимые значения 1/250 пролёта (48 мм), табл. Д.1 [2].  

 
 

а) б) 

  
 

Рис. 6. Потеря несущей способности фермы: а) потеря устойчивости фермы №1 из плоскости; б) смятие 
древесины в приопорной зоне фермы №2 
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Выводы 
 

1. Несущая способность и деформативность деревянных ферм на металлических 
зубчатых пластинах при кратковременном загружении обеспечены. Запас по несущей 
способности в обоих испытаниях составил не менее 30 %, по деформативности – не менее 
50%. 

2. Несущая способность пластин при действии проектных нагрузок обеспечена. 
Дефектов и повреждений, свидетельствующих о недостаточной несущей способности 
металлических зубчатых пластин, не выявлено.  

3. При проектировании и монтаже ферм рекомендуется обратить особое внимание на 
обеспечение устойчивости верхнего и нижнего поясов из плоскости (путем увеличения 
количества связевых блоков), соосность верхнего и нижнего поясов (монтаж по кондуктору), 
повышение надежности опорных узлов путем симметричной постановки элементов 
крепления (для предотвращения их поворота и смещения). 
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The method of carrying out full-scale tests of wooden trusses on metal serrated plates is described. The 
parameters of the tested trusses and the loading schemes of structures are given. The results of experimental studies 
were obtained with an out-of-node load application. The characteristic places of possible destruction of elements have 
been determined. Based on the results of the tests carried out, recommendations were given for the design of wooden 
trusses on metal serrated plates. 
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