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УДК 539.3:620.193:669 

АНАЛИЗ ПРОЦЕССА ВЛИЯНИЯ НАВОДОРОЖИВАНИЯ  

НА НАПРЯЖЁННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ СФЕРИЧЕСКОЙ  

ОБОЛОЧКИ ИЗ ТИТАНОВОГО СПЛАВА 
 

А. А. Трещев
1
, В. О. Кузнецова

2
 

Тульский государственный университет
1,2 

Россия, г. Тула 
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2 
Аспирант кафедры строительства, строительных материалов и конструкций,  

  тел.: +7(920)759-52-80, e-mail: kuznecova_violetta@mail.ru 

 
Рассмотрено построение математической модели, которая описывает влияние агрессивной водородной 

среды на НДС тонкой пологой сферической оболочки, выполненной из титанового сплава и нагруженной рав-

номерно-распределѐнной нагрузкой. Для этого использовалась нелинейная модель, представленная в нормиро-

ванных пространствах напряжений. Нагрузка принята таким образом, чтобы прогибы оболочки были больши-

ми. Закрепление оболочки жѐсткое. Разработан алгоритм решения задач наводороживания оболочек из титано-

вого сплава. Практическое решение производилось двухшаговым методом последовательных возмущений па-

раметров с использованием пакетов прикладных программ MatLab и Maple. Для решения системы разрешаю-

щих дифференциальных уравнений применѐн метод конечных разностей. Представлено решение уравнения 

диффузии агрессивной водородосодержащей среды, произведено сравнение полученного решения с результа-

тами классической теории без учета агрессивного воздействия водородосодержащей среды. Для решения си-

стемы разрешающих дифференциальных уравнений применѐн метод конечных разностей.  

 

Ключевые слова: пологая оболочка, титановый сплав, конечные разности, нелинейное деформирова-

ние, изотропный материал, большие прогибы. 

 

Сплавы титана широко применяются в строительстве для изготовления сооружений в 

авиационной, ракетной и химической отраслях. Это связано с тем, что титан и его сплавы 

обладают большим набором ценных свойств, такими как: высокая стойкость к разрушению, 

малый удельный вес, высокая механо- и жаропрочность, хорошая пластичность при низких 

температурах, широкое распространение титана в природе и пр. [1]. Сплавы титана, изна-

чально не обладая восприимчивостью к виду напряженного состояния, в процессе насыще-

ния водородом получают свойства разносопротивляемости, изменяющиеся в процессе вре-

мени. Это приводит к повышению хрупкости и раннему разрушению. 

Выбранный метод решения задачи влияния наводороживания на НДС тонкой пологой 

сферической оболочки из титанового сплава представляет собой численный метод, который 

базируется на замещении производных разностными схемами. Чтобы решить задачу, обла-

дающую тройной нелинейностью, принимаем двухшаговый метод последовательных воз-

мущений параметров [9], который может линеаризовать заданные уравнения, а также обла-

дает высокой точностью. Для решения данной задачи конечными разностями на расчѐтной 

зоне строим сетку, затем выбираем разностную схему. Для каждого из узлов сетки записыва-

ем разностное уравнение, а затем производим учѐт краевых условий. В итоге получаем си-

стему линеаризованных алгебраических уравнений, при решении которой результатом явля-

ются приближенные результаты в дискретных узлах.  

_________________________________ 

© Трещев А. А., Кузнецова В. О., 2019 
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Рассмотрим тонкие пологие сферические оболочки, отношение стрелы подъема кото-

рых в центре f к меньшему радиусу а в плане составляет 

 

1
,

5

f

a


  
а отношение толщины оболочки h к наименьшему радиусу кривизны 

 min

1
.

20

h

R


 (1) 

В связи с пологостью оболочки геометрия поверхности отождествляется с геометрией 

на проектной плоскости и криволинейная система координат заменяется полярной системой. 

Рассмотрим упругое равновесие пологой сферической оболочки толщиной h  под 

действием поперечной осесимметричной равномерно-распределенной нагрузки q  и водоро-

досодержащей среды с концентрацией  . Примем кинетический потенциал деформаций в 

виде [11] 

 

2 2

1

2 2

( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ( ) Cos3 )

[( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ( ) Cos3 ) ] ,

e e e e e

n

p p p p p

W A B C D E

A B C D E

          

          

     

    
 (2) 

где )(Ae  , )(Be  , )(Ce  , )(De  , (Ee ), )(Ap  , )(Bp  , )(Cp  , )(Dp  , )(Ep 
 
– физи-

ческие функции потенциала соответственно квазилинейной и нелинейной частей, зависящие 

от степени водородонасыщения. Зависимости механических свойств материала вычислены в 

результате полиномиальной интерполяции значений коэффициентов при заданном уровне 

концентрации среды   (0; 0,01; 0,03 и 0,05 %), и для сплава ВТ1-0 принимают вид 

 ;)p(pp)(V;eee)(V kkkpkkkkek
 210

2
210   

 1 3 2 4 5

1 3 2 4 5

( ) ( ); ( ) ( ); ( ) ( ); ( ) ( ); ( ) ( );

( ) ( ); ( ) ( ); ( ) ( ); ( ) ( ); ( ) ( ),

e e e e e e e e e e

p p p p p p p p p p

A V B V C V D V E V

A V B V C V D V E V

         

         

    

    
 (3) 

где ikik p,e  – коэффициенты полиномов i = 0…3; k = 1…3. 

Заданную оболочку (рис. 1) принимаем достаточно тонкой, настолько, чтобы считать 

верными гипотезы Кирхгофа-Лява (1). 

 
Рис. 1. Схема задачи 

 

Для оболочки принято постоянство основных радиусов кривизны средней поверхно-

сти в плане: 1 2 .R R R 
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Главные кривизны оболочки обретают значение R/kkk 121  . Рассмотрим такие 

оболочки, в которых возможно не учитывать разницу между длиной дуги срединной поверх-

ности и еѐ проекцией на плоскость [1]. 

Тогда используем зависимости вида: 

а) компоненты деформации срединной поверхности:  

 kw
r

u
wkwu rrr   ;)(5,0, 2

,
, (4) 

где  ,r  – радиальные и окружные относительные деформации в серединных поверхностях; 

w,u  – радиальные перемещения и прогибы; k  – главная кривизна; 

r – радиальная координата; 

б) компоненты изгибной деформации: 

 
,

; ;r
r rr

w
w

r
      (5) 

в) формулы для компонентов тензора деформаций через параметры  ,r  и кривизны 

 ,r : 

 ; ,r r re z e z          (6) 

где z – вертикальная координата, которая отмеряется от средней поверхности оболочки, име-

ет направление к центру кривизны. 

Подставляя зависимости (4)-(5) в (6), в результате получаем выражения для компо-

нентов тензора деформаций через перемещения и прогибы: 

 

 

,2

, ,, 0,5( ) ; .
r

r r r rr

wu
е u kw w zw e kw z

r r
      

 (7) 

Взаимосвязь деформаций с напряжениями получена благодаря применению выраже-

ний Кастильяно к потенциалу 1
W , которые принимают вид 

 1 1; ; ( , , 1, 2,3);k ij

k ij

W W
е i j k

 

 
  
   (8)

 

 2 ( ) / 3 2( ( ) ( )) / 3 ( ),ij e ij e e ij ijе C A C T        
 (9)

 

При этом )(Tij   рассматривается как сумма двух слагаемых: 

         ( ) ( ) ( ),
ij ij

e p

ijT T T                                                                         

(10) 

где )(Tij  - нелинейная составляющая уравнений состояния. где )(T e
ij   - составляющие, ко-

торые учитывают восприимчивость механических свойств материала от вида напряженного 

состояния на квазилинейном этапе деформирования, а )(T
p

ij   - компоненты, позволяющие 

учесть разносопротивляемость материала и нелинейность экспериментальных диаграмм де-

формирования. 

Сами слагаемые )(T e
ij   и )(T

p
ij   определяются соответственно следующим образом: 
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233

332

22

2

/]}cos,),(cos[)(E,))(D

)(B{(/)cos)(E)(D()(T

kkkkij ee

eeeij
e

ij







, при ;ji   (11) 

 

2 2 1

2 2

2

( ) [( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ( ) cos3 ) ]

{2 ( )( ( ) ( ) ( ) cos3 ) / 3 [( ( ) ( ) ) ,

( ) ( (cos3 ), , cos3 )] / 2},

ij

ij ij

p n

ij p p p p p

ij p p p p p

p

T n A B C D E

C D E B D

E



 

           

            

     

     

     

 

, при ;ji   

где ;3/2, 22   ijij S  при ;ji  ; ;3/2, 3   ijij S  при ;ji 
 

;/ijij 3 ;/SS ijij 3 ;S ijijij  ij – символы Кронекера. 

 
;/)(cos)/(]

))(())([(),(cos

iijkik

ijiikkjjiijjkkii

2322

2

332

23



 

 

 

 3 2(cos3 ), 2 2[ ( ) / 2cos3 / .
ij ik jk ij kk ij             (12) 

Связь между деформациями и напряжениями представим в виде 

 [ ] .
r re

A
e 





   
   

     (13) 

Обращая соотношения (13), получаем зависимость напряжений от деформаций: 

 [ ] ,
r re

B
e 





   
   

     (14)

  где .]A[]B[ 1  
Здесь А11, А12..А44 – составляющие симметричной матрицы [A] – т.е. функции, содер-

жащие постоянные потенциала W1. 

Усилия и моменты найдѐм через напряжения традиционным способом: 

 

/2 /2

/2 /2

/2 /2

/2 /2

; ;

; .

h h

r r

h h

h h

r r

h h

N dz N dz

M zdz M zdz

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (15) 

Связь моментов и усилий с компонентами деформаций оболочки приведѐм к виду 

   )(D)(D)(K)(KM rrr 12111211 ; 

   )(D)(D)(K)(KM rr 22212221 ; (16) 

   )(K)(K)(C)(CN rrr 12111211 ;  

 21 22 21 22( ) ( ) ( ) ( ) .r rN C C K K              
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С учѐтом влияния степени наводороживания материалов при концентрации   мате-

риальные функции имеют вид 

 ;)()(

2/

2/

dzBС

h

h

ijij 


  ;)()(

2/

2/

dzzBK

h

h

ijij 


 
/2

2

/2

( ) ( ) ,

h

ijij

h

D B z dz 


    

где Вij – функции, подлежащие определению из экспериментов по деформированию образцов 

материала при разных уровнях концентрации водорода  . 

Применение любых определяющих соотношений не меняет уравнений статико-

геометрической природы [2], поэтому при условии 1zk  уравнения равновесия прини-

мают вид 

 

 
     .0,,

;,,2,,





rMMMkrNNN

qwNNNkrMrMM

rrrrrr

rrrrrrrrrr





 (17) 

Используя условия (17), а также выражения для усилий и моментов (16), получим си-

стему двух нелинейных дифференциальных уравнений относительно функций u  и w , свя-

занных с уровнем наводороживания  . Для линеаризации этих уравнений используем 

двухшаговый метод последовательных возмущений параметров [9, 10], согласно которому 

запишем выражения для приращений деформаций и кривизн срединной поверхности: 

 ;;r 




























 





























eee
e

eee
e r

r

rr

r

r
r  (18) 

 wk
r

u
wwwku rrrr 


   ;,,, , (19) 

 
,

, ; .
r

r rr

w
w

r



       (20) 

Зависимости приращений деформаций в точке через приращения деформаций сре-

динной поверхности r  и 
 
и кривизн срединной поверхности r  и 

 
представля-

ются следующим образом: 

   zeze rrr ;  (21) 

Используя уравнения (18) – (20), получим выражения, связывающие приращения де-

формаций и перемещений: 

 
r

w
zwk

r

u
ewzwwwkue

r

rrrrrr

,
;,,,,





   . (22) 

Далее рассматриваем задачу, где процесс воздействия агрессивной водородосодержа-

щей среды на оболочку завершѐн, и она наводорожена. Таким образом, дифференцировать 

по параметру   в выражениях приращений деформаций (18) не требуется. Это необходимо 

в том случае, когда процесс наводороживания сопровождается ростом нагрузки, а следова-

тельно – увеличением напряжений. Зависимости приращений усилий и моментов от напря-

жений имеют вид 
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/2 /2

/2 /2

/2 /2

/2 /2

; ;

; ,

h h

r r

h h

h h

r r

h h

N dz N dz

M zdz M zdz

 

 

   

   

 

 

 

 

 

 

 (23) 

где rN , N  – приращения усилий в средней поверхности оболочки; rM , M  – при-

ращения моментов. 

Используя уравнения (16) и зависимости (23), получим зависимости приращений уси-

лий и моментов от приращений перемещений: 

 

11

11 12 12

12

12 22 22

( )( , , , , )

, ,
( ) , ( )( ) ( )

( )( , , , , )

, ,
( ) , ( )( ) ( ) ;

r r r r rr

r r

rr

r r r rr

r r

rr

N C u k w w w z w

w wu
K w C k w z K

r r r

N C u k w w w z w

w wu
K w C k w z K

r r r



    

 
    

    

 
    

    

    

    

    

  

 

11

11 11 12

12

12 22 22

( )( , , , , )

, ,
( ) ( )( ) ( )

( )( , , , , )

,
( ) , ( )( ) ( ) .

r r r r rr

r r

r r r rr

r

rr

M K u k w w w z w

w wu
D K k w D

r r r

M K u k w w w z w

wu
D w K k w D

r r



    

 
   

    


    

    

   

    

   

 (24) 

Запишем в приращениях уравнения равновесия пологой сферической оболочки, ис-

ключая члены второго порядка малости и выше: 

 
,

, , / 2 , / ( ) , ,

( ) / [ , ( ) / ] 0.

r rr r r r r r rr r rr

r r r r r r

M M r M r k N N N w N w q

N N N r k M M M r

 

 

       

     

       

     
 (25) 

Полученную в приращениях систему разрешающих дифференциальных уравнений 

(25) дополним граничными условиями. Для осесимметричной задачи в центре оболочки по-

ворот нормали к срединной поверхности, радиальные перемещения и их приращения равны 

нулю ( ,,w r 0 ,u 0 ,,w r 0 ,u 0 ). По внешнему контуру оболочки граничные условия 

зависят от способа закрепления. Для жесткого защемления оболочки по периметру полагаем, 

что радиальные перемещения, их приращения, прогибы и поворот нормали к срединной по-

верхности равны нулю ( ,u 0 ,w 0 ,,w r 0 ,,w r 0 0u  ). 

Подставив в уравнения равновесия (25) выражения для приращений усилий и момен-

тов (24), получаем систему линеаризованных разрешающих дифференциальных уравнений 

относительно приращений прогибов и радиальных перемещений: 

 











]
r

,w
)(D)wk

r

u
)((K

r

,w
)(D),wz,w,wwk,u)((K[

r

u rr
rrrrr 12111111   
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





 ]
r

,w
)(D)wk

r

u
)((K,w)(D),wz,w,wwk,u)((K[,w r

rrrrrrrr 22221212

 











]
r

,w
)(D)wk

r

u
)((K

r

,w
)(D),wz,w,wwk,u)((K[

r

u rr
rrrrr 121111112   

  ),wz,w,wwk,u)((C(k rrrrr11  (26) 










 ),wz,w,wwk,u)((C
r

,w
)(K)

r

,w
zwk

r

u
)((C,w)(K rrrrr

rr
rr 12121211










 ),wz,w,wwk,u)((C[,w)
r

,w
)(K)

r

,w
zwk

r

u
)((C,w)(K rrrrrrr

rr
rr 11222212










 ),wz,w,wwk,u)((C[,w]
r

,w
)(K)

r

,w
zwk

r

u
)((C,w)(K rrrrrrr

rr
rr 11121211

 q]
r

,w
)(K)

r

,w
zwk

r

u
)((C,w)(K rr

rr 








 121211   













]
r

,w
)(K)

r

,w
zwk

r

u
)((C,w)(K),wz,w,wwk,u)((C[

r

u rr
rrrrrrr 12121111











r

,w
)(K)

r

,w
zwk

r

u
)((C,w)(K),wz,w,wwk,u)((C( rr

rrrrrrr 12121111










 )
r

,w
)(K)

r

,w
zwk

r

u
)((C,w)(K),wz,w,wwk,u)((C rr

rrrrrrr 22221212














r

,w
)(D)wk

r

u
)((K

r

,w
)(D),wz,w,wwk,u)((K[

r

u
[k rr

rrrrr 12111111

  











r

,w
)(D)wk

r

u
)((K

r

,w
)(D),wz,w,wwk,u)((K( rr

rrrrr 12111111  (27) 

 022221212 





 )]
r

,w
)(D)wk

r

u
)((K,w)(D),wz,w,wwk,u)((K r

rrrrrrr . 

В процессе химической адсорбции водород в конечном итоге распадается на атомы, 

которые затем проникают вглубь материала [5, 6]. Плотность потока J или количество веще-

ства, проникающего за единицу времени через единицу поверхности, перпендикулярную 

этому потоку, строго пропорциональна пространственному градиенту концентрации λ. Для 

небольших перепадов концентрации водорода в среде возможно применение первого закона 

Фика, который гласит, что количество вещества, проникающее через воображаемое сечение, 

перпендикулярное направлению диффундирования, строго пропорционально величине гра-

диента концентрации вещества в этом сечении, площади сечения и времени диффундирова-

ния: 

 ,J Dgrad D
z





     (28) 

где D  - константа диффузии, z - координата в направлении диффузии. 

В рассматриваемой задаче физически активная среда контактирует с оболочкой толь-

ко по верхней или нижней поверхности, что приводит к одномерности процесса диффузии.  

Для поставленной одномерной задачи уравнение (28) запишется в виде первого закона 

Фика, имеющего вид 
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 zDJ , .  

Для титановых сплавов концентрация не влияет на коэффициент диффундирования, 

поэтому из первого закона Фика вытекает второй закон в виде 

 

2

2

( , ) ( , )
,

z t z t
D

t z

  


 
 (29) 

где t – текущее время. 

Из выражения (29) очевидно, что скорость изменения процесса диффузии во времени 

зависит только от константы диффузии D. Диффундирование водорода в оболочку подобно 

теплопроводности. Заданное уравнение аналогично дифференциальному уравнению тепло-

проводности для одномерного потока тепла. Разница лишь в том, что в выражении для пере-

дачи тепла вместо константы диффузии принимается коэффициент теплопроводности [8]. 

Чтобы решить уравнение диффузии, используются методы, что и для решения темпе-

ратурных задач. Используем метод разделения переменных – нахождение совокупности 

частных решений, которые удовлетворяют уравнению (29) начальными и граничными усло-

виями. Далее рассмотрим решения по принципу наложения: частное решение найдѐм в виде 

произведения двух функций – одна из них зависит от времени, а другая – от координаты. Для 

решения задач наводороживания целесообразно применять метод интегрального преобразо-

вания Фурье. Кроме этого применимы численные методы решения, такой как метод конеч-

ных разностей [6, 8]. 

Для решения уравнения (29) при явлении одностороннего и двухстороннего диффун-

дирования используем решения, представленные в работе [9]. 

При процессе одностороннего диффундирования решение имеет вид 

 



)iFexp()h/zisin()/(h/z)()t,z( o

i

22

1
121 2  (30) 

 2 1[ cos( ) ] / ,i i       

где 2h/DtFO   – число Фурье; i  – число членов ряда; 1  и 2  – краевые условия для кон-

центрации среды сверху и снизу оболочки; h  – толщина оболочки; z  – координата по тол-

щине оболочки. 

Граничные условия выразим следующим образом: 

а) воздействие среды происходит со стороны приложения силовой нагрузки: 

 1)t,2/h(   ; 20)t,2/h(  ;  (31) 

б) воздействие среды происходит со стороны свободной от нагружения: 

 10)t,2/h(  ; 2)t,2/h(   ,  

в) при двухсторонней диффузии: 

 1)t,2/h(   ; 2)t,2/h(   ,   

где   – равновесная концентрация агрессивной водородной среды. 

Начальные условия запишутся в виде 

 0)0,z(  . (32) 

Учитывая в уравнении (30) начальные (32) и краевые условия (31), получаем модель 

воздействия активной водородной среды [10, 11].

 

 

Заменив производные конечными разностями в программном комплексе MATLAB полу-

ченные разрешающие уравнения и обработав вычислительный алгоритм, приходим к следую-

щим результатам решения поставленной задачи при процессе односторонней диффузии со сто-

роны приложения поперечной силовой нагрузки, которые приведены на рис. 2 - 7. 
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 Рис. 2. Напряжения σr в точке 1/2 диаметра оболочки (по толщине)  

 

 
  

  

Рис. 3. Напряжения σφ в точке 1/2 диаметра оболочки (по толщине) 

 

 
  

  

Рис. 4. Напряжения σr в точке края оболочки (по толщине) 

 
  

 Рис. 5. Напряжения σφ в точке края оболочки (по толщине)  
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 Рис. 6. Прогибы в оболочке  

 

 
  

Рис. 7.  Горизонтальные перемещения вдоль радиуса  

 

На рис. 2 - 5 показаны графики зависимости напряжений σr и σφ по толщине оболочки 

от степени концентрации агрессивной водородосодержащей среды. Рис. 6 и 7 отражают гра-

фики прогибов и горизонтальных перемещений оболочки. 

Сравним полученные результаты с результатами И.Г. Овчинникова и 

Л.А. Кирилловой [6], при получении которых использовались простейшие физические соот-

ношения, в зависимости от степени концентрации λ [7]: 

 
2

2

( );
1

( );
1

r r

r

k

k



 


  




  



 


 


  

 / ,i i     

где ψ – функция, учитывающая воздействие вида напряжѐнного состояния, а также водород-

ного воздействия на характер физических соотношений, k – главная кривизна оболочки, i .– 

интенсивность напряжений, i  – интенсивность деформаций,   – к-т поперечной деформа-

ции. 

Считая, что влияние среды не приводит к изменению вида уравнений состояния, а ме-

няются лишь коэффициенты, которые становятся функциями параметров , , авторы [6-8] 

представляют диаграмму деформирования   в виде 

 ;),( ),(  m

iii EBА    

где 
2/122 )(    rri ; 

2/12

2

2

1 )(    rri ; 
0

( ) 1

0 0

1

0 0 0

( ) , ,
( , )

, ,

m

i

m

i

A B

A B

    
  

   

 



   
  

  
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0  – критическое значение деформации при насыщении водородом; A, B, A0, B0, m, m0 – кон-

станты, определяемые по экспериментальным диаграммам деформирования, которые ап-

проксимируется функцией  

                                                          
n

i

m

ii BА   ,  

где );1/()1( 22/12

1   1)1/(3 2

2   . 

Сравнивая в программном комплексе MATLAB полученные решения по разработан-

ной модели [10-11] с результатами по теории И.Г. Овчинникова [6-7], можно произвести 

следующий анализ: результаты отличаются из-за того, что в теории И.Г. Овчинникова не 

учитывается влияние наводороживания при разных сложных видах напряжѐнного состояния. 

   
  

 Рис. 8. Напряжения σrв точке 1/2 диаметра оболочки (по толщине)  

 

 

 
  

 Рис. 9. Напряжения σθв точке 1/2 диаметра оболочки (по толщине)  

 

 

На рис. 10 - 11 показано, что разница в величинах максимальных прогибов и перемеще-

ний при учѐте и без учета воздействия агрессивной водородной среды значительное, что состав-

ляет 16,5 %, напряжений – до 50 %. Такая разница не допустима, так как превышает предельное 

значение погрешности для строительных конструкций, равное 5 % (рис. 8 - 11). 
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 Рис. 10. Прогибы в оболочке  

 

 

 
  

Рис. 11. Горизонтальные перемещения в оболочке  

 

Учет зависимости деформационных и прочностных характеристик от степени насы-

щения водородом вносит значительные поправки в результаты определения напряжѐнно-

деформированного состояния сферических оболочек из титановых сплавов, а поэтому необ-

ходим для получения достоверных результатов расчета.  

 

 

ВЫВОДЫ 

 

Множественные фундаментальные исследования доказывают тот факт, что воздей-

ствие водородной среды на конструкционные материалы сопутствует появлению в них неод-

нородности и разносопротивляемости, изменяющейся в течение времени. Это обусловливает 

потребность создания новых моделей, которые будут описывать НДС тел с учетом наведен-

ной восприимчивости механических свойств материалов к наводороживанию в широком 

диапазоне изменения напряжѐнного состояния. 

Контроль воздействия агрессивной водородной среды в работе был организован на 

основе нелинейных соотношений, которые учитывают наведѐнную чувствительность к наво-

дороживанию в широком диапазоне изменения видов напряжѐнного состояния [10-11]. 

В данной работе произведено построение математической модели влияния наводоро-

живания на НДС пологой сферической оболочки и приведено численное решение задачи с 

иллюстрацией прогибов, перемещений и напряжений. 
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This article discusses the construction of a mathematical model that describes the effect of an aggressive hy-

drogen medium on the stress-strain state of a thin shallow spherical shell made of a titanium alloy and loaded with a 

uniformly distributed load. To do this, we used a nonlinear model presented in normalized stress spaces. The load is 

adopted so that the deflections of the shell are large. The shell fastening is rigid. An algorithm is developed for solving 

the problems of hydrogenation of shells made of titanium alloy. The practical solution was made by а two-step method 

of successive parameter perturbations using the MatLab and Maple application software packages. To solve the system 

of resolving differential equations, the method of finite difference is used. The diffusion equation solution of a hydro-

gen-containing medium is presented; the obtained solution is compared with the results of the classical theory without 

taking into account the aggressive effects of a hydrogen-containing medium. To solve the system of resolving differen-

tial equations, the finite difference method is used. 

 

Keywords: shallow shell, titanium alloy, finite differences, nonlinear deformation, isotropic material, large de-

flections. 
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Предлагается модель статически определимой рамы-фермы и формулы для расчета ее прогибов под 

действием различных нагрузок. Модель определяется двумя натуральными параметрами — числом панелей в 

ригеле и числом панелей в вертикальных стойках - фермах. Выводятся формулы зависимостей усилий в наибо-

лее опасных стержнях от нагрузок, числа панелей, упругих характеристик материала и размеров конструкции. 

Смещение узлов рассчитываются с помощью интегральной формулы Максвелла – Мора. Усилия в стержнях 

конструкции вычисляются в символьной форме с помощью системы символьной математики Maple. Для обоб-

щения частных решений на произвольные числа панелей используется метод двойной индукции. 

 

Ключевые слова: ферма, рама, индукция, аналитическое решение, Maple 

 

 For a long time, it was believed that the only way to assess the stress state of existing and designed structures (ex-

cept for the experimental one) is numerical calculation [1-7]. With the advent of symbolic mathematics systems, the mo-

nopoly on computation in numerical methods gradually begins to disappear. Of course, such algorithms for symbolic 

mathematics have not yet been created that could obtain a compact formula for a complex structure taking into account all 

or most of its characteristics, but time goes on and the experience of programmers is growing. If at first systems like Re-

duce, Maple, and others could simply replace the numerical data in the condition of the problem and the equations used 

with symbols with a simple solution suitable for a particular design and specific load, recently, they have joined the num-

ber of free (variable) parameters and natural numbers characterizing the format of the design. In trusses, this is the number 

of panels [8-10], in frames, the number of storeys and the number of panels in the crossbar. 

 Consider a statically determinate frame consisting of 2n triangular panels in a crossbar and m panels with a cross-

shaped lattice in side support trusses (Fig. 1). 

 

 

Fig. 1. Truss, concentrated load, n=4, m=2 

__________________________________________ 

© Кирсанов М.Н., Бука-Ваиваде К., 2019 
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 The truss under study is statically determinate. The number of hinge assemblies 4( ) 5m n 

, the number of rods, including three support rods modeling the left movable and right stationary 

hinge support, is equal 8( ) 10K m n   . A design feature is the beveled sides of the upper panels 

of the side parts. From the system of equations of equilibrium of nodes in projections on the axis, 

one can find the forces in the rods and the reactions of the supports. 

Analytical calculations of the deflection and displacement of the movable support of similar 

structures in the Maple computer mathematics system were obtained in [11-17]. 

The solutions obtained for farms with a successively increasing number of panels were gen-

eralized to the general case by induction using special operators of the Maple system to compose 

and solve recurrence equations that are satisfied by the members of the sequences of coefficients in 

the desired formulas. The same method is used in the present work. 

Deflection (vertical displacement of the middle node of the lower crossbar belt) is deter-

mined by the Maxwell-Mohr formula under the assumption that all the rods have the same longitu-

dinal stiffness EF: 
3

( ) (1)

1

/ ( )
K

P

k k k

k

S S l EF




  , 

where  E, F are the elastic modulus and cross-sectional area of the rods, 
(1)

kS — is the force in the 

rod k from the action of a single vertical force in the middle node of the crossbar, 
( )P

kS — is the force 

in the rod k from the load, kl  
is the length of the rod k. Three support rods are assumed to be rigid. 

Consider several types of loads. 

1. Under the action of a concentrated force in the middle of the span, we have a general view 

of the deflection 

3 3 3 3 2

1, 2, 3, 4,( ) / ( ),n n n nP C a C c C h C d EFh    
                              

(1) 

where 
2 2c a h   , 

2 29d a h  is the length of the braces in the supporting parts. 

Solving a series of problems for farms with a successively increasing number of panels n for a fixed 

m = 1, we obtain the following values for the coefficient 1,nC  

21/2, 36, 171/2, 167, 577/2, 458, 1367/2, 973... 

The rgf_findrecur operator of the genfunc package of the Maple system gives the following recursive equa-

tion 

1, 1, 1 1, 2 1, 3 1, 44 6 4 .n n n n nC  C C C C         

Solving a homogeneous linear equation returns the rsolve operator 

3 2

1, 4 / 3 4 25 / 6 1nC n n n    . 

Similarly, we obtain the coefficient values in (1) for calculating the deflection: 

2,

3, 3,

(8 11) /16,

0, 1/16.

n

n n

C n

C C

 

 
  

 To obtain the formula for the dependence of the deflection on the number m, it is necessary 

to obtain the coefficient values at m = 2,3,4, .... In this case, the task turned out to be simple: only 

the coefficient 3, ( 1) / 2nC m   at  3h  depends on the number of vertical panels. 

2. Under the action of a distributed load, the deflection of the middle span (Fig. 2) has the 

same form (1). Odds are also obtained by double induction 
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3 2

1,

2

2,

3, 4,

( 1)(5 15 16 3) / 3,

(4 11 5) / 8,

( 1)( -1), ( 1) / 8.

n

n

n n

C n n n n

C n n

C n m C n

    

  

   

 

 

Fig. 2. Truss, distributed load, n=5, m=4 

 3. The displacement of the movable support from the action of a concentrated force (Fig. 1) has the form 

3 3 3 3

1, 2, 3, 4,( ) / ( ),A n n n nP A a A c A h A d ahEF                             (2) 

Where the coefficients are obtained by induction on the parameters m and n:  

2

1,

2,

2

3,

4,

(1 4 ) (2 8 ) 2 ,

(11 4) / 8,

(1 2 4 ( 1) ) / 4

/ 8.

n

n

m

n

n

A m n m n m

A m

A m m

A m

    

 

    



  

The displacement of the movable support from the action of a uniformly distributed load has the same form, 

but with coefficients 

2 2

1,

2,

2

3,

4,

2( 1)(2 8 16 4 3 ) / 3,

(11 4) 5 4,

( 1)(2 4 1 ( 1) ) / 2,

( 1) / 4.

n

n

m

n

n

A n n n m nm n m

A m n m

A n m m

A m n

     

   

     

 
 

4. The vertical displacement of the middle node C of the crossbar from the action of a horizontal lateral load 

uniformly distributed over the height (Fig. 3) has the form 

3 3 3 3

1, 2, 3, 4,( ) / ( ),n n n nP C a C c C h C d ahEF    
 

where only the coefficient depends on the number n 1C   

2 2

1,

2

2,

3 2

3,

2

4,

(1 4 2 )(1 2 6 ) / 4,

(22 66 5) / 64,

(4 3 22 12 3( 1) ) / 24,

( 3 1) / 32.

n

n

m

n

n

C n n m m

C m m

C m m m

C m m

    

  

     

  
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 5. The horizontal displacement of the node C from the action of the horizontal force on the 

crossbar (Fig. 4) has the form  

          
3 3 3 3 2 2

1, 2, 3, 4,( ) / ( ( 1) ),С n n n nP A a A c A h A d a n EF     
                                                     

 (3)
 

where 
2 2 3 2

1,

2

2 2 2

2,

2 3 2 2

3,

2

(2(4 1)(8 13 6) (26 30 6)

3( 1)(3 2( 1) 4 2 2( 1) )) /12,

((44 60 22) (64 109 48) 4 4) / 32,

(8(4 5 4) (48 54 18)

(16 32 12( 1) 12( 1) 4) 3(

n

m m

n

n

m m

A n n n m n n n m

n n n n  

A n n m n n m n

A n n m n n m

n n n m n

        

       

       

      

       

2

4,

1)(( 1) 1)) / 48,

(4 4 2 ) / 32.

m

nA m n m nm n m

  

   

 

  A feature of this solution is the dependence of the determinant of the system of equilibrium 

equations of nodes on the number of panels n, which manifests itself in the presence of a factor 
2( 1)n  in the denominator (3). In all other solutions considered here, as well as in most known so-

lutions [8-17], the determinant does not depend on the number of panels, which facilitates the de-

termination of the common terms of the sequences. 
 

 
Fig. 3.  Frame under the action of lateral load, n = 1, 

m=8 

 
Fig. 4.  Frame under the action of lateral load, n=1, 

m=9   
 

6. To assess the strength and stability of the structure, it is useful to have formulas for the 

forces in the most compressed and extended rods. These formulas are automatically obtained when 

deriving formulas for deflection. It remains only to generalize to an arbitrary number of panels. For 

efforts in the brace and belts of the middle panel of the crossbar (Fig. 1) when loading the frame 
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with one force, we have the following expressions 

/ (2 ), ( 1) / , (2 1) / (2 ).D Pc h O Pa n h U Pa n h       

 Note that these expressions do not depend on the number of panels m in the side racks and 

can be found quite simply by the Ritter section method. Similar expressions have efforts in case of 

loading with distributed load (Fig. 2): 

2 20, ( 1) / , ( 1) / .D O Pa n h U Pa n h       

Conclusion  

 

The proposed scheme of a statically determinable frame with two supports allows simple 

analytical solutions for deflection and horizontal displacement under the influence of various loads. 

A linear combination of solutions makes it possible to obtain estimates of the deformability of the 

structure for a wide class of loads, and two independent natural parameters (n and m) make it possi-

ble to apply these estimates for a wide variety of structures — from frames of almost beam type (m 

= 1) to tower structures (m >> n). The applied calculation algorithm is easily tuned to arbitrary 

loads. Thus, a uniformly distributed lateral load simulating a wind load can be replaced by a load 

that increases linearly with height, a vertical uniformly distributed load can be replaced by some 

asymmetric model of crane equipment or some other temporary load. In addition, if we consider 

small deformations and linear formulation, all the proposed solutions will not change if hinges are 

placed at the points of intersection of the rods in the cruciform lattice. The static definability of the 

system will not change either, since each new node on the one hand gives two additional equations 

and, on the other hand, two additional rods appear in the design. 

The algorithm used to derive analytical solutions is applicable for spatial trusses [18–20] 

and in other regular systems, in particular, in problems of structures from a cross-layered beam sub-

jected to bending [21–22]. 

Reviews of analytical solutions for deflection of trusses with an arbitrary number of panels 

were made in [9,23]. 

Библиографический список 

1. Игнатьев А. В., Игнатьев В. А., Онищенко Е. В. Решение геометрически нелинейных 

задач статики шарнирно-стержневых систем на основе метода конечных элементов в 

форме классического смешанного метода // Вестник МГСУ.  2016.  №. 2. С. 20-33. 

2. Feng, L. J., Xiong, J., Yang, L. H., Yu, G. C., Yang, W., Wu, L. Z. Shear and bending per-

formance of new type enhanced lattice truss structures // International Journal of Mechanical 

Sciences, 2017, Volume 134, December, Pp. 589–598. 

https://doi.org/10.1016/j.ijmecsci.2017.10.045 

3. Kaveh A., Laknejadi K. A hybrid evolutionary graph-based multi-objective algorithm for lay-

out optimization of truss structures // Acta Mechanica.  2013.  Volume 224. No. 2. Pp. 343-

364. DOI 10.1007/s00707-012-0754-5 

4. Lin W., Yoda T. Bridge Engineering: Classifications, Design Loading, and Analysis Methods. 

Chapter Eight. Truss Bridges. Butterworth-Heinemann, 2017. Pp. 137–153. 

5. Ufimtsev E. Research of Total Mechanical Energy of Steel Roof Truss during Structurally 

Nonlinear Oscillations // Procedia Engineering.  2016. Т. 150.  Pp. 1891-1897. 

6. Branco J. M. Non-destructive assessment, full-scale load-carrying tests and local interventions 

on two historic timber collar roof trusses // Engineering Structures. 2017.  Volume 140.  Pp. 

209-224. https://doi.org/10.1016/j.engstruct.2017.02.053 



26 
 

7. Degertekin S. O., Lamberti L., Ugur I. B.  Sizing, layout and topology design optimization of 

truss structures using the Jaya algorithm // Applied Soft Computing 2017, Volume 70, Sep-

tember, Pp. 903–928. https://doi.org/10.1016/j.asoc.2017.10.001 

8. Тиньков Д.В. Оптимальная геометрия плоской балочной раскосной фермы с учетом ли-

нейной ползучести материала // Инженерно-строительный журнал. 2016. №1(61). С. 25–

32) doi: 10.5862/MCE.61.3 

9. Tinkov D. V. Comparative analysis of analytical solutions to the problem of deflection of 

truss structures // Magazine of civil Engineering. 2015. No. 5(57). Pp. 66-73. doi: 

10.5862/MCE.57.6 

10. Tinkov D.V., Safonov A.A. Design Optimization of Truss Bridge Structures of Composite 

Materials // Journal of Machinery Manufacture and Reliability, 2017, Volume 46, No. 1, Pp. 

46–52. DOI: 10.3103/S1052618817010149 

11. Kirsanov M. N. The exact formulas for calculating deflection and forces in the rods of the 

’Molodechno’ truss with an arbitrary number of panels. Magazine of Civil Engineering. 2016. 

No. 1. Pp. 33–41 doi: 10.18720/MCE.71.7 

12. Kirsanov M.N., Zaborskaya N.V.  Deformations of the periodic truss with diagonal lattice // 

Magazine of Civil Engineering. 2017. No. 3.  P. 61–67.  doi: 10.18720/MCE.71.7 

13. Voropay R.A. Derivation of the formula for the deflection of the truss with additional horizon-

tal struts // Постулат. 2018. № 6 (32). С. 105. 

14. Rakhmatulina A.R., Smirnova A.A. The formula for the deflection of a truss loaded at half-

span by a uniform load // Постулат. 2018. № 3 (29). С. 2. 

15. Rakhmatulina A.R., Smirnova A.A. Two-parameter derivation of the formula for deflection of 

the console truss // Постулат. 2018. № 5-1 (31). С. 22. 

16. Тиньков Д.В. Индуктивный вывод формулы для горизонтального перемещения башен-

ной конструкции // В сборнике: Международный научный семинар "Нелинейные модели 

в механике, статистике, теории поля и космологии" - GRACOS-17. Международная шко-

ла по математическому моделированию в системах компьютерной математики - 

"KAZCAS-2017". Международная научно-практическая конференция - "ИТОН-2017" 

Материалы семинара, школы и конференции. Под общей редакцией Ю.Г. Игнатьева. 

2017. С. 249-254. 

17. Тиньков Д.В. Формулы для расчѐта прогиба вспарушенной балочной раскосной фермы 
с произвольным числом панелей // Строительная механика и конструкции. 2016. Т. 2. № 

13 (13). С. 10-14. 

18. Kirsanov M. N. Analysis of the buckling of spatial truss with cross lattice // Magazine of Civil 

Engineering. 2016. No. 4. Pp. 52 - 58. doi: https://doi.org/10.5862/MCE.64.5 

19. Kirsanov M.N. The deflection of spatial coatings with periodic structure // Magazine of Civil 
Engineering. 2017. No. 08. Pp. 58–66. doi: 10.18720/MCE.76.6 

20. Kirsanov M.N., Andreyevskaya T.M. Analysis of the effect of elastic deformation of the mast on the positioning 

of antenna and radar equipment // Magazine of Civil Engineering. 2013. No.5(40). Pp. 52–58. doi: 

10.5862/MCE.40.6 

21. Vilguts A., Serdjuks D., Pakrastins L. Design Methods of Elements from Cross-laminated Timber Subjected to 

Flexure //Procedia Engineering. – 2015. – Т. 117. – С. 10-19 https://doi.org/10.1016/j.proeng.2015.08.117 

22. Buka-Vaivade K., Serdjuks D., Goremikins V., Vilguts A., Pakrastins L. Experimental verification of design pro-

cedure for elements from cross-laminated timber //Procedia Engineering. – 2017. – Т. 172. – С. 1212-1219. 

https://doi.org/10.1016/j.proeng.2017.02.142 

23. Осадченко Н.В. Аналитические решения задач о прогибе плоских ферм арочного типа // 

Строительная механика и конструкции. 2018. Т.1. №16. С. 12–33. 

 



27 
 

Reference 

 

1. Ignatiev A. V., Ignatiev V. A., Onishchenko E. V. Solving geometrically non-linear problems of 

statics of hinge-rod systems based on the finite element method in the form of the classical mixed 

method. Proceedings of the Moscow State University of Civil Engineering. 2016.  issue 2. Pp. 20–
33. 

2. Feng, L. J., Xiong, J., Yang, L. H., Yu, G. C., Yang, W., Wu, L. Z. Shear and bending performance 

of new type enhanced lattice truss structures. International Journal of Mechanical Sciences, 2017, 

Volume 134, December. Pp. 589–598. https://doi.org/10.1016/j.ijmecsci.2017.10.045 

3. Kaveh A., Laknejadi K. A hybrid evolutionary graph-based multi-objective algorithm for layout 

optimization of truss structures. Acta Mechanica.  2013.  Volume 224. No. 2. Pp. 343-364. doi 

10.1007/s00707-012-0754-5 

4. Lin W., Yoda T. Bridge Engineering: Classifications, Design Loading, and Analysis Methods. 

Chapter Eight. Truss Bridges. Butterworth-Heinemann. 2017. Pp. 137–153 

5. Ufimtsev E. Research of Total Mechanical Energy of Steel Roof Truss during Structurally Nonline-

ar Oscillations. Procedia Engineering.  2016. Т. 150.  Pp. 1891-1897. 

6. Branco J. M. Non-destructive assessment, full-scale load-carrying tests and local interventions on 

two historic timber collar roof trusses. Engineering Structures. 2017.  Volume 140.  Pp. 209-224. 

https://doi.org/10.1016/j.engstruct.2017.02.053 

7. Degertekin S. O., Lamberti L., Ugur I. B.  Sizing, layout and topology design optimization of truss 

structures using the Jaya algorithm. Applied Soft Computing 2017. Volume 70.  September. Pp. 

903–928. https://doi.org/10.1016/j.asoc.2017.10.001 

8. Tinkov D.V. The optimal geometry of a flat beam diagonal truss, taking into account the linear 

creep of the material. Magazine of civil Engineering. 2016. №1(61). Pp. 25–32.  doi: 

10.5862/MCE.61.3 

9. Tinkov D. V. Comparative analysis of analytical solutions to the problem of deflection of truss 

structures. Magazine of civil Engineering. 2015. No. 5(57). Pp. 66-73. doi: 10.5862/MCE.57.6 

10. Tinkov D.V., Safonov A.A. Design Optimization of Truss Bridge Structures of Composite Materi-

als. Journal of Machinery Manufacture and Reliability. 2017. Volume 46. No. 1, Pp. 46–52. doi: 

10.3103/S1052618817010149 

11. Kirsanov M. N. The exact formulas for calculating deflection and forces in the rods of the ’Mo-

lodechno’ truss with an arbitrary number of panels. Magazine of Civil Engineering. 2016. No. 1. 

Pp. 33–41 doi: 10.18720/MCE.71.7 

12. Kirsanov M.N., Zaborskaya N.V.  Deformations of the periodic truss with diagonal lattice. Maga-

zine of Civil Engineering. 2017. No. 3.  Pp. 61–67.  doi: 10.18720/MCE.71.7 

13. Voropay R.A. Derivation of the formula for the deflection of the truss with additional horizontal 

struts. Postulat. 2018. № 6 (32). P. 105. 

14. Rakhmatulina A.R., Smirnova A.A. The formula for the deflection of a truss loaded at half-span by 

a uniform load. Postulat. 2018. № 3 (29). Pp. 2. 

15. Rakhmatulina A.R., Smirnova A.A. Two-parameter derivation of the formula for deflection of the 

console truss. Postulat. 2018. № 5-1 (31). Pp. 22. 

16. Tinkov D.V. Inductive derivation of the formula for the horizontal movement of the tower structure. 

In the collection: International Scientific Seminar "Nonlinear Models in Mechanics, Statistics, Field 

Theory and Cosmology" - GRACOS-17. International School on Mathematical Modeling in Com-

puter Mathematics Systems - "KAZCAS-2017". International Scientific and Practical Conference - 

"ITON-2017" Seminar, school and conference materials. Under the general editorship of Yu.G. Ig-

natiev.  2017. Pp. 249-254. 



28 
 

17. Tinkov D.V. Formulas for calculating the deflection of a flamed beam diagonal truss with an 

arbitrary number of panels. Construction mechanics and construction. 2016. Volume 2. № 13 (13). 

Pp. 10-14. 

18. Kirsanov M. N. Analysis of the buckling of spatial truss with cross lattice. Magazine of Civil 

Engineering. 2016. No. 4. Pp. 52 - 58. doi: https://doi.org/10.5862/MCE.64.5 

19. Kirsanov M.N. The deflection of spatial coatings with periodic structure. Magazine of Civil Engi-
neering. 2017. No. 08. Pp. 58–66. doi: 10.18720/MCE.76.6 

20. Kirsanov M.N., Andreyevskaya T.M. Analysis of the effect of elastic deformation of the mast on 

the positioning of antenna and radar equipment. Magazine of Civil Engineering. 2013. No.5(40). 

Pp. 52–58. doi: 10.5862/MCE.40.6 
21. Vilguts A., Serdjuks D., Pakrastins L. Design Methods of Elements from Cross-laminated Timber Subjected to Flexure. 

Procedia Engineering.  2015.  Volume 117.  Pp. 10-19 https://doi.org/10.1016/j.proeng.2015.08.117 

22. Buka-Vaivade K., Serdjuks D., Goremikins V., Vilguts A., Pakrastins L. Experimental verification of design procedure 

for elements from cross-laminated timber. Procedia Engineering.  2017. Volume 172. Pp. 1212 - 1219. https: 

//doi.org/10.1016/j.proeng.2017.02.142 

23. Osadchenko N.V. Analytical solutions of problems of deflection of flat trusses of arch type. Stroitelnaya mekhanika i 

konstruktsii. 2018. Volume1. No.16. Pp. 12–33. 

 

 

ANALYTICAL CALCULATION OF THE DEFLECTION OF THE ROD FRAME WITH 

AN ARBITRARY NUMBER OF PANELS 
 

M. N. Kirsanov
1
, K. Buka-Vaivade

2
 

 
National Research University “MPEI”

1
 

Russia. Moscow 

Riga Technical University
2
 

Latvia. Riga 

 

1
Dr.Sci., Professor tel: +7(916)592-49-52; e-mail: c216@ya.ru 

2
Doctoral student tel: +37128877852; e-mail: karina.buka-vaivade@rtu.lv 

 
A model of statically determinate frames-truss and formulas for the calculation of its deflection under the ac-

tion of various loads proposed. The model is determined by two natural parameters — the number of panels in the 

crossbar and the number of panels in vertical racks-trusses. A formulas dependency effort in the most dangerous rods 

under the load, number of panels, the elastic characteristics of the material and the size of the structure are obtained. 

Node displacements are calculated using the Maxwell-Mohr integral formula. The forces in the rods of the construction 

are calculated in symbolic form using the Maple symbolic mathematics system. The double induction method is used to 

generalize partial solutions to arbitrary numbers of panels. 
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Для вывода формулы зависимости прогиба от числа панелей в ригеле использована система компьютер-

ной математики Maple и метод индукции.  Рамы имеет четыре шарнирные опоры, две из которых являются непо-

движными. Внешняя нагрузка приложена к сочленяющему шарниру. Найденная зависимость имеет полиноми-

альный характер. Получена асимптотика решения, имеющая квадратичный характер. 

 

Ключевые слова: ферма, прогиб, индукция, Maple,точное решение. 

 

Consider a composite lattice frame with a cross-shaped lattice and four supports (Fig. 1). 

The peculiarity of the support structures does not allow us to determine their reactions by the usual 

methods of mechanics from the equilibrium equation of the frame as a whole and its individual 

parts after breaking it into parts along the internal articulating joint. Support reactions in such ―ex-

ternally indefinable‖ structures are determined from solving the equilibrium equations of all nodes 

of the truss along with determining the forces in the rods. In this paper, the task is to obtain the ex-

act formula for the dependence of the deflection of the truss on the number of panels in the cross-

bar. 

 
 

Fig. 1. Truss under load 

 

To calculate the deflection of the frame (vertical movement of the articulating unit), a pro-

gram for determining the forces in the rods of statically determined trusses is used, written in the 

language of the computer mathematics system Maple [1]. The method used to obtain the formula 

was previously used to calculate arched-type trusses [2–7], a series of trellised trusses [8–19], and 

regular-type spatial structures [20–29]. Analytical solutions for trusses that allow instantaneous var-

iability were calculated in [30–33].  

_____________________ 

© Илюшин А. С., 2019 
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The induction method used in [34, 35] made it possible to obtain static ratios for scissor 

mechanisms. The calculation of the deflection of a flat statically determinate frame by the induction 

method was made in [36,37]. Analytical solutions for regular trusses such as Bolman or Fink were 

obtained in [38–42]. In [43], a decision was obtained on the deflection of the L-shaped bracket-truss 

for fixing street lighting or advertising. Surveys of works using the induction method for calculating 

trusses are contained in [44–46]. 

As a result of calculations of a number of trusses with different successively increasing 

number of panels, an expression is obtained for the deflection of the truss, which does not depend 

on the number of panels: 

3 3 3 2( ) / (2 ),EF P Aa Bc Ch h                                                                  (1) 

where 
2 2c a h   — length of short brace in crossbar. The constancy of the shape of the final 

solution for a different number of panels is a characteristic feature of regular designs [47,48]. All 

three coefficients depending on the number of panels were found using the induction method [8-

14]. 

The rgf_findrecur operator from the specialized genfunc package, according to the calcula-

tion of twelve farms, gives linear homogeneous recurrence equations of orders 6 and 5: 

1 2 3 4 5 62 4 2 ;n n n n n n nA A A A A A A            

1 2 3 4 52 2 ;n n n n n nB B B B B B          

1 2 3 4 52 2 .n n n n n nC C C C C C          

Using the rsolve operator, we find solutions to these equations in the form of polynomials of 

the third and second order in the number of panels: 

3 210 66 5 (19 3( 1) ) 39( 1) 63
;

48

n nn n n
A

      
  

234 (38 14( 1) ) 11( 1) 43
;

16

n nn n
B

     
  

24 3 (1 ( 1) ) 2( 1) 6
.

2

n nn n
C

     
  

The obtained solution (1) can easily be generalized to an arbitrary ratio of stiffnesses of rods 

of various lengths: 
3 3 3 2( ) / (2 ),a b cEF P A a B c C h h       

where the stiffness coefficients of the rods of the corresponding length are introduced: 

/ ; / ; / .a a b b c cEF EF EF EF EF EF       

The elastic modules of the rods are taken equal, and the cross-sectional areas vary with re-

spect to a certain constant area F. 

The found analytical dependence of the deflection on the number of panels and the size of 

the truss can be used as an estimate for the outline design of the truss or for testing numerical meth-

ods. 

The curves in Fig. 2 are constructed according to formula (1) for the dimensionless relative 

deflection ' / ( )EF LP    with span length 100L   m. Panel length a  depends on span: 

/ (2 5)a L n  . Height h  indicated in meters. 
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Fig. 2. Dependence of the deflection on the number of panels 

 

Characterized by an increase in deflection with an increase in the number of panels to. Then 

the dependence takes on an oscillatory character, where the maximum replaces the minimum. For 

large numbers n, the curves have a parabolic shape. This follows from the limit obtained by Maple 

(limit operator) using the formula (1): 

2lim '/ 33 / (8 ).
n

n h L


  

 A similar ―sawtooth‖ dependence of the deflection on the number of panels was obtained in 

[15] for the frame (Fig. 3).  

 

 
 

Fig. 3. Shaft externally statically indefinable frame [15] 

 

 

The design of this frame and the one considered (Fig. 1) combines the type of lattice and the 

presence of external static indeterminacy. It is possible that this is precisely the reason for the step-

wise dependence of the deflection on the number of panels. The practical use of the discovered fact 

of sharp changes in the rigidity of the frame when changing the number of panels may be in opti-

mizing its design a reasonable choice of its parameters. 
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For the case of a load uniformly distributed over the upper zone (Fig. 4), the recurrence rela-

tions are complicated, their order increases, and the order of polynomials in the coefficients of 

equation (1) increases: 

 

 
Fig. 4.  Truss under the uniform  load 

 

4 3 28 (( 1) 69) (133 3( 1) ) (42 34( 1) ) 60( 1) 36
;

24

n n n nn n n n
A

           


 

3 234 (7( 1) 49) (11( 1) 69) 55( 1) 7
;

8

n n nn n n
B

        


 

3 2(8 3(3 ( 1) ) 4(3 ( 1) ) 17( 1) 17)
.

2

n n nn n n
C

        


 

 The obtained dependencies can be used as estimates for the control of numerical calcula-

tions, where with an increase in the dimension of the system (increase in the number of panels), an 

increase in the error of the account is possible. In addition, the analytical form of the solution allows 

you to use it in optimization problems [49-51]. 
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Описывается методика и еѐ апробация для расчета надѐжности  поврежденной в результате удара кузо-

вом проезжающего грузового автомобиля крайней железобетонной предварительно напряженной двутавровой 

балки  пролетного строения автодорожного путепровода. Приводится схема расположения трещин, одна из ко-

торых является сквозной  магистральной и проходит практически по всей длине стенки ребра. Детерминиро-

ванный и вероятностный расчет выполняются, исходя из предельных или  катастрофических состояний харак-

терных сечений балки в середине пролета по изгибающему моменту и вблизи опоры по поперечной силе. Мак-

симальные расчетные  усилия определяются из пространственного  статического расчета по конечно-

элементной расчетной схеме ослабленной трещинами несущей крайней балки пролетного строения. Вероят-

ностная методика базируется на приближенной модели  учета прочности бетона и рабочей арматуры, также 

параметров постоянных и временных нагрузок  в соответствии с нормальным законом распределения. Приво-

дятся результаты численных исследований надежности  поврежденной балки. Изучаются  зависимости лога-

рифмических  показателей риска разрушения  от флуктуации прочности бетона и продольной арматуры и дей-

ствующих нагрузок. 

 

Ключевые слова: железобетонный путепровод, балочное пролетное строение, поврежденная двутав-

ровая балка,   продольная сквозная трещина, предельные состояния,  вероятностная оценка надѐжности, лога-

рифмический показатель риска разрушения, разброс прочности материалов и нагрузок. 

 

Введение 

 

Транспортные сооружения на автомобильных дорогах часто подвергаются механиче-

ским воздействиям со стороны проезжающего транспорта.  Возникающие при этом повре-

ждения весьма разнообразны и  могут существенно снижать безопасность проезда. Для рас-

четной оценки влияния повреждений на грузоподъемность поврежденных транспортных со-

оружений обычно  применяют положения  действующих нормативных документов, которые 

в своей основе используют детерминированные подходы. Более адекватные действительным 

параметрам поврежденных конструкций дают вероятностные представления с определением 

численных характеристик, применяемых в теории надежности [1-2] и  в теории риска [3]. 

Такие расчетные модели рассматриваемых сооружений имеют в своей основе вероят-

ностные описания прочностных характеристик материалов  [4-6] и действующих нагрузок 

[7-10] в виде случайных величин, подчиняющихся нормальному закону распределения с за-
данными средними значениями и среднеквадратическими отклонениями. Используя совре-

менные алгоритмы, применяемые в теории рисков [11-12], для оценки вероятности преде- 
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льных в катастрофические состояния железобетонных конструкций с дефектами и повре-

ждениями, можно делать обоснованные проектные и управленческие решения по назначе-

нию временных режимов эксплуатации или вывода из дорожной инфраструктуры повре-

жденных транспортных сооружений.  

В настоящем исследовании на примере подвергшегося ударному воздействию от про-

езжавшего под путепроводом грузового автомобиля  железобетонного путепровода  предла-

гается и апробируется вероятностная методика расчета надежности поврежденной двутавро-

вой предварительно напряженной крайней балки пролетного строения. Предлагаемая мето-

дика рассматривает возможность образования в поврежденной балке двух предельных со-

стояний в среднем и опорном сечениях. 

 
1. Краткое описание объекта исследования и произошедшего 

транспортного происшествия 

 

Объектом изучения является железобетонный балочный путепровод на транспортной 

развязке в двух уровнях в пересечении автомагистрали М-2 «Крым» с автодорогой Ясно-

горск – Н. Клейменово на км 149+000 автомагистрали М-2 «Крым». 

Путепровод над автомобильной дорогой М-2 «Крым» построен в 1993 году  по  про-

екту института Союздорпроект, г. Москва под временные  нагрузки А11 и НК-80. 

В плане путепровод находится на прямой,  в профиле - на одностороннем подъѐме в 

сторону н.п. Н. Клейменово. Косина путепровода - 15°. 

Под путепроводом проходит автодорога М-2 «Крым».  В получившем повреждения 

пролете № 2 путепровода расположены полосы движения  направлением на Москву. Под-

путепроводный  габарит составляет 5,31 м.  

Мостовое полотно путепровода общей шириной 22,06 м состоит из четырехполосной 

проезжей части шириной 4×3,75 м, полос безопасности шириной 2,0 м и тротуаров шириной 

0,85 м с обеих сторон. 

Ограждение на путепроводе барьерное высотой 1,10 м,  шириной 0,41 м, шаг стоек 

3,0 м, энергоемкость 160 кДж.  

В настоящее время путепровод имеет четырехпролетную, балочную температурно-

неразрезную конструкцию по схеме /18,0+33,0//33,0 +18,0/, полной длиной 107,95 м. Габарит моста Г15,50 + 

2×0,85 м. 

Пролетные строения путепровода - балочные сборные железобетонные температур-

но-неразрезные полной длиной 18 м в пролетах 1 и 4 и 33 м  высотой 1,50 м в пролетах № 2 

и № 3. Пролетные строения в поперечном сечении состоят из девяти предварительно напря-

женных железобетонных балок двутаврового сечения по типовому проекту серии 3.503.1-81 

инв. №1318, Союздорпроект, 1988 г. Поперечная схема пролетов: К1,15+8×2,44+К1,13. 

Поперечное объединение балок осуществлено по продольным швам омоноличивания. 

Опирание балок пролетных строений на ригели крайних и промежуточных опор 

осуществлено через резино-слоистые опорные части.. 

При проезде со скоростью 43 км/час под путепроводом трехосного автомобиля-

самосвала ВОЛЬВО ФМ Трек с поднятым  кузовом произошло столкновение автомобиля с 

крайней балкой  в пролете № 2 пролѐтного строения путепровода, в результате которого 

крайняя балка Б1 получила повреждения в  стенке и вутовой части балки в середине проле-

та. В результате деформирования балки от ударного воздействия в верхней и нижней зонах 

стенки  возникли  трещины с распространением на половину длины разрезного пролета 

пролетного строения поврежденного путепровода (рис. 1-2). 
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Рис. 1. Фрагмент путепровода в зоне повреждения пролета 2 

 

 
 

Рис. 2. Магистральная продольная трещина в средней части крайней балки 
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2. Характеристика повреждений несущей крайне балки пролетного строения 

 

При осмотре всех конструкций путепровода  через 7 дней после ударного воздействия  

в августе 2019 года  определено, что повреждению подверглись только пролетные строения в 

пролете № 2 путепровода. Другие конструкции путепровода не затронуты. Наибольшему 

ударному воздействию подверглась крайняя балка Б1 (см. рис. 1-2). Некоторые следы воз-

действия видны также в средней части балки Б3 того же пролетного строения путепровода, 

однако заметных разрушений на этой балке не отмечено.   

В результате деформирования балки Б1 от ударного воздействия в верхней и нижней 

зонах стенки на фасаде стенки со стороны московского подхода возникли две  продольные 

магистральные  трещины с распространением  на практически половину длины  пролета 

(рис. 3). Верхняя трещина, расположенная вблизи сопряжения стенки балки с плитой проез-

жей части пролетного строения, является сквозной. Она  просматривается с внутренней сто-

роны крайней балки Б1. На рис. 2 показан фрагмент верхней магистральной трещины,  ши-

рина раскрытия которой колеблется  от 8 до 12 мм.   

В нижней зоне стенки вблизи сопряжения стенки с вутом (уширенным ребром) несу-

щей крайней балки видна также продольная магистральная трещина, которая распространя-

ется примерно на половину длины всей балки  (рис. 3). В отличие от верхней трещины ниж-

няя магистральная трещина имеет меньшую ширину раскрытия и характеризуется выколами 

бетона по краям трещины, которые свидетельствуют о разрушении от превышающих проч-

ностные характеристики бетона от сжимающих напряжений.  

В средней зоне вутовой части крайней балки имеются разрушения поверхностного 

слоя бетона на площади около 1,5 м
2 
с оголением рабочей ненапряженной арматуры и попе-

речных хомутов (см. рис. 1). В этой зоне не наблюдается обнажений от ударного воздействия 

пучковой напрягаемой арматуры. 

На внутренней стороне крайней балки Б1 также имеются две продольные магистраль-

ные трещины (рис. 3). Верхняя расположена вблизи сопряжения  стенки балки с плитой и рас-

пространяется практически по всей длине балки. Еѐ внешний вид отвечает признакам разру-

шения бетона от сжатия. Нижняя трещина, которая  не достигает торцевых зон на 5-6 м, 

возникла от растягивающих напряжений и достигает ширины раскрытия до 6-8 мм. 

По концевым участкам поврежденной балки магистральные трещины отклоняются от 

горизонтальных волокон балки и пересекают вутовую часть балки в зонах, расположенных 

на расстоянии 8-10 м от опор ОП2 и ОП3. В этих местах характерны небольшие ширины их 

раскрытия от 1 до 2 мм (рис. 3), однако здесь также имеются разрушения поверхностных 

слоев бетона с оголением ненапрягаемой арматуры. Повреждений напрягаемой арматуры 

здесь также не наблюдается. 

Специальному осмотру при обследовании технического состояния поврежденной 

балки Б1 в том же пролете № 2 были подвергнуты концевые участки, где находятся анкер-

ные устройства пучковой предварительно напряженной арматуры. В момент ударного воз-

действия вследствие закручивания ребра балки Б1 в пучках арматуры могли произойти крат-

ковременные выбросы усилий, которые превышают допустимые для анкеров значения. 

Осмотр показал, что в концевом участке балки над опорой ОП3  признаки предельного со-

стояния анкеров отсутствуют. На противоположном конце той же балки, расположенном над 

опорой ОП2, нет полной сохранности бетона вокруг анкерных устройств. Защитный слой 

бетона на торце балки покрыт сеткой трещин. После удаления отслоившихся кусков бетона 

явных признаков разрушения концевого участка балки не обнаружено. 
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Рис. 3. Схема расположения трещин на балке Б1 пролета № 2 

 

 

Для оценки стабильности установившегося после ударного воздействия технического со-

стояния балок поврежденного пролета  производилась нивелировка балок пролетных строений 

для определения имеющихся строительных подъѐмов или провисаний, которые косвенно харак-

теризуют сохранение усилий предварительного натяжения. Результаты измерений через неделю 

(28. 02. 2019 г) и через две недели (2. 03. 2019г.).после ударного воздействия  представлены иже 

в таблице.  Там же для сопоставления  приведены такие данные, полученные при обследовании  

путепровода в 2013 году.  

Таблица  

 

Сопоставление строительных подъемов и провисаний балки Б1 в середине пролета 2 

пролетного строения путепровода до и после ударного воздействия 

 

№ 

п/п 

Номер 

балки  в 

пролете  2 

путепро-

вода 

Провисания (с плюсом) 

или строительные подъѐмы (с минусом) в мм 

Измерения 

в 2013 го-

ду 

26.02.2019 

После 

ударного 

воздействия 

Изменение  

по сравнению с 

2013 годом 

2.03.2019 

Повторное изме-

рение 

Изменение  

по сравне-

нию с 2013 

годом 

1 Балка Б1 -32 -12,5 +19,5 -20 +13 

2 Балка Б2 +11 +20 +9 +19 +8 

3 Балка Б3 -27 -12,5 +14,5 -18 +9 
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Окончание табл.  

№ 

п/п 

Номер 

балки  в 

пролете 

№ 2 путе-

провода 

Провисания (с плюсом) 

или строительные подъѐмы (с минусом) в мм 

Измерения 

в 2013 го-

ду 

26.02.2019 

После удар-

ного воз-

действия 

Изменение по 

сравнению 2013 

годом 

2.03.2019 

Повторное 

измерение 

Изменение 

по сравне-

нию 2013 

годом 

4 Балка Б4 +34 +32,5 +1,5 +46 +12 

5 Балка Б5 +7 +8 +1 +21 +14 

6 Балка Б6 +20 +23,5 +3,5 +20 0 

7 Балка Б7 -19 -19 0 -19 0 

8 Балка Б8 -4 -8,5 -3,5 +9 +13 

9 Балка Б9 -48 -48,5 -0,5 -39 +9 

 

Анализ приведенных в таблице данных нивелировки по нижним поверхностям всех ба-

лок пролетного строения в пролете № 2 путепровода приводит к следующим выводам: 

 через одну неделю после ударного воздействия в трех балках пролетного строения 
Б1-Б3, расположенных вблизи  места ударного воздействия, произошли провисания от 9 до 

29 мм. В остальных балках пролетного строения в пролете 2 - Б4-Б9 имевшиеся в 2013 году 

провисания и строительные подъѐмы практически сохранились. По нашим оценкам, это сви-

детельствует о снижении усилий предварительного натяжения в пучках ориентировочно на 

20-25 %; 

 через две недели после ударного воздействия почти во всех балках пролетного 
строения, исключая крайние балки Б1, Б2 и Б3, увеличились провисания или уменьшились 

строительные подъѐмы в среднем на 10 мм. Не изменились при этом также строительные   

подъемы в балках Б6 и Б7. Это свидетельствует о том, что стабилизация несущей способно-

сти  на этот момент не закончилась;  

 измерения  по нижним поясам всех балок в последующие четыре недели выявили 
полную стабилизацию балок в пролете № 2 путепровода, что дает основание приступить к 

выполнению усиления поврежденных балок. 

 

3. Прочностные расчеты поврежденных балок пролетного строения  

в детерминированной постановке 

 
Для выполнения прочностных расчетов поврежденной балки рассматривались два характер-

ных сечения в середине пролета и в месте ближайшего к опоре  расположения вершины сквозной ма-

гистральной трещины. Для определения максимальных усилий в этих сечениях использовалась  учи-

тывающая расположение сквозных трещин пластинчатая  конечно-элементная расчетная схема балки, 

для которой временные нагрузки устанавливались в наиболее опасное положение. Для среднего се-

чения крайней балки Б1 определялись максимальные изгибающие моменты, для расположенного 

вблизи вершины сквозной трещины сечения балки – максимальные поперечные силы. Учет перерас-

пределения усилий при выполнении пространственных расчетов осуществлялся путем корректировки 

жесткостных характеристик поврежденных участков.  

Для среднего сечения поврежденной железобетонной балки, где пучковая арматура размещена в 

вутовой части (рис. 4) принимался бетон балок класса В40 по прочности с параметрами: Rb  = 20,0 МПа, 

Rbt = 1,25 МПа, E = 36000 МПа. Напрягаемая арматура ребер балок пучковая из 24-х высоко-

прочных проволок Ø5 мм класса B-II с параметрами: Rp = 1055 МПа, E=190000 МПа. Балки в сред-

них сечениях армированы 12 горизонтальными пучками.  
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Рис. 4. Расположение предварительно напряженной арматуры в вутовой части балки 

 

 

Предельное значение изгибающего момента, вычисленное по нормативным положениям 

при расчете прочности при изгибе, оказалось равным проектной величине для этой балки: 

 пред      КНм     так как влияние сквозной трещины не является значимым при сохранении верх-

ней и нижней вутовой частей балки. 

Сравнивая с вычисленным также максимальным изгибающим моментом в поврежденной бал-

ке  пред      КНм, можно сделать вывод об имеющихся резервах прочности этого сечения, непо-

средственно подвергшегося ударному воздействию 

При выполнении прочностного расчета для приопорного сечения балки введем допу-

щение о предельном состоянии поврежденной стенки по наклонному сечению, для которого 

несущая способность равна  

                                                 пред sw sw bQ R A Q  ,                                                             

(1) 

где sw swR A   суммы проекций усилий всей пересекаемой ненапрягаемой арматуры при 

длине проекции сечения, с; swR   расчетное сопротивление ненапрягаемой арматуры с уче-

том коэффициента 4 0,8am  ; bQ   поперечное усилие, передаваемое в расчѐте на бетон сжа-

той зоны над концом наклонного сечения.  
Для дефектной крайней балки в предельном состоянии имеющиеся сквозные горизонтальные 

трещины в ребре получат значительное развитие и фактически по горизонтали разделят балку на две 

части: верхнюю и нижнюю.  

Армирование стенки крайней балки рассматриваемого пролетного строения представ-

лено в виде двух арматурных сеток, расположенных вблизи наружных поверхностей (рис. 5). 

Для крайней дефектной балки в предельном состоянии наибольшие скалывающие напряже-

ния q  достигнут предельной величины ,b shR , поэтому коэффициент условий работы принят  

равным 
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                             ,1,3 0,4 ( / 1) 1,3b sh qm R      .                                                           (2) 

Кроме того, для дефектной крайней балки с учѐтом характера расположения сквозных трещин в 

ребре в предельном состоянии уменьшится рабочая высота сечения, по нашим оценкам, до 0h 45 см. 

 

 
 

Рис. 5. Армирование стенки крайней балки вблизи опорного сечения   

  

 

В расчетах в соответствии с описанной методикой и следующими параметрами ар-

мирования стенки: 

 расстояние от узла опирания до конца наклонного сечения c=1,37 м; 

 ненапрягаемые вертикальные хомуты 2 Ø12 A-II; 

 площадь поперечного сечения  хомута Asw=2,26 см
2
; 

 число хомутов, пересекаемых наклонным сечением n=11; 

 шаг хомутов 10 см,  

получено, что действующая от проектной нагрузки А11 максимальная поперечная сила 

Qmax= 120 кН превышает предельную величину Qпред= 80 кН, которая может восприниматься 

поврежденной стенкой балки. Поэтому для продолжения безопасной эксплуатации путепро-

вода необходимо либо ограничить временные нагрузки, или выполнить усиление повре-

жденной балки.  

 

4. Основные положения методики и результаты количественной оценки параметров, 

оценивающих надежность характерных сечений поврежденной балки 

 

Для определения количественных параметров риска разрушения поврежденной  бал-

ки путепровода определяется вероятность разрушения в характерных сечениях поврежден-

ной балки с использованием положений теории надежности и теории риска [1- 4].  При 
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этом рассматриваются в вероятностной  постановке  появление   катастрофических состоя-

ний, аналогичных  рассмотренным  выше в детерминированной постановке предельным со-

стояниям поврежденной балки  в среднем сечении от действия изгибающего момента и в 

приопорном наклонном  сечении от действия поперечной силы. В отличие от детерминиро-

ванной методики здесь при описании прочностных характеристик материалов принимаются 

не расчетные,  а нормативные сопротивления материалов. Так для определения математи-

ческих ожиданий прочностных характеристик материалов  применим допущение о 95-

процентной обеспеченности нормативных сопротивлений бетона Rbn  или арматуры Rsn: 

                                                   
   (   )

         
                                                            (3)  

а стандарты прочности материалов вычислим через регламентируемые государством ко-

эффициенты вариации прочности    по формуле  

                                                                                                                    (4) 

Статистические параметры действующих нагрузок для использования в вероят-

ностных расчетах определялись через расчетные значения нагрузок   р , коэффициенты 

надежности по нагрузкам   
  
   и коэффициентам вариации      из следующих выражений: 

математические ожидания нагрузок i-го типа:        
  р 

 
  

⁄                                        (5) 

стандарты нагрузок i-го типа:                               
     

    
                                           (6) 

суммарные математические ожидания нагрузок:                             (7) 

стандарты суммарных нагрузок:                √       
     

        .                        (8) 

Полученные статистические характеристики прочности и нагрузок используются для 

вычисления параметров,  оценивающих вероятность риска разрушения поврежденной 

балки при пропуске расчетных  временных нагрузок А11 и НК-80:  

 характеристика безопасности: 

                                                 
(  пред

      )

√  пред

       
 ⁄ ;                               (9) 

 вероятность катастрофического состояния:                          Ф( ),                  (10) 

где Ф( ) – функция Лапласа,          Ф( )  
 

√   
∫  

   

 
 

 
  ;                                    (11) 

 логарифмический показатель риска возникновения катастрофического состояния в 

характерных сечениях поврежденной конструкции:   

                                                              (   )                                      (12) 

Описанная выше вероятностная  методика оценки использовалась при оценке риска 

разрушения поврежденной балки путепровода. При этом варьировались коэффициенты ва-

риации прочностных характеристик рабочей арматуры. Графики зависимости логарифмиче-

ского показателя риска разрушения в характерных сечениях железобетонной двутавровой 

балки с трещинами от коэффициента вариации рабочей арматуры в вутовой части  или стен-

ке приведены соответственно на рис. 6 и 7. 
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Рис. 6. График зависимости логарифмического 

показателя риска разрушения нормального 

сечения балки в середине пролета 

от коэффициента вариации пучковой арматуры 

Рис. 7. График зависимости логарифмического 

показателя риска разрушения по наклонным сечениям  

стенки балки вблизи опоры  от коэффициента вариации 

поперечной арматуры 

 

Результаты численных расчетов,  представленные на приведенных графиках, показы-

вают , что риски разрушения стенки и вутовой части поврежденной балки различаются весь-

ма существенно. При нормативных значениях коэффициентов для пучковой арматуры и 

стержневой поперечной арматуры, составляющих соответственно 0,05 и 0,08 риски разруше-

ния балки в вутовой части и в стенке , равные соответственно Qвута=10
-4,266 

 и Qстенки=10
-2,631

,
 
 

отличаются в 43 раза, однако скорость возрастания  риска от увеличения разброса прочност-

ных характеристик арматуры для вутовой части балки выше.  

 

Выводы 

 

Предложенная вероятностная методика расчета риска разрушения поврежденных 

железобетонных мостовых балок, которая построена на учитывающих случайные разбросы 

прочностных характеристик материалов и действующих нагрузок, апробирована при оцен-

ке возможности продолжения временной эксплуатации поврежденного эксплуатируемого 

транспортного сооружения.  
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По результатам численных вероятностных расчетов с учетом регламентируемых дей-

ствующими нормативными документами параметров разброса прочностных характеристик 

материалов и действующих нагрузок получены важные для практических выводов сопоста-

вительные оценки часто возникающих повреждений расположенных над автодорогами же-

лезобетонных многобалочных путепроводов  с предварительно напряженной арматурой.  

Доказана предпочтительность использования по сравнению с рекомендуемым дей-

ствующими нормативными документами прочностными детерминированными расчетами 

предлагаемой вероятностной методики оценки несущей способности поврежденных мосто-

вых балок, так как она является более чувствительной и позволяет более обоснованно раз-

рабатывать проектные решения по установлению режимов временной безопасной эксплуа-

тации.   
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The methodology and its testing are described for calculating the reliability of an extreme reinforced concrete 

pre-stressed double-tee beam damaged by a body of a passing truck by a span of a road overpass. A crack arrange-

ment is presented, one of which is through the trunk and runs along almost the entire length of the rib wall. A deter-

ministic and probabilistic calculation is performed based on the limiting states of the beam cross-sections in the mid-

dle of the bending moment and near the support along with the lateral force. The maximum design forces are deter-

mined from the spatial static calculation according to the finite element design scheme of the beam weakened by 

cracks. 

The probabilistic technique is based on representations of the strength characteristics of concrete and work-

ing reinforcement, as well as parameters of constant and temporary loads in accordance with the normal distribution 

law. 

The results of numerical studies of the reliability of a damaged beam are presented. The dependences of the 

logarithmic reliability indices are studied depending on the variation in the strength of concrete and longitudinal rein-

forcement and current loads. 

Keywords: reinforced concrete overpass, beam span, damaged flanged beam, longitudinal through crack, 

limit states, probabilistic reliability assessment, logarithmic reliability indicator, variation in the strength of materials 
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Содержится описание инженерного метода нелинейного расчѐта железобетонных плитно-балочных си-

стем на примере разрезных пролѐтных строений мостовых сооружений. Для расчѐтов принимается простран-

ственная расчѐтная схема МКЭ, состоящая из плитных конечных элементов (КЭ) с тремя степенями свободы в 

узле и стержневых КЭ с шестью степенями свободы в узле, заменяющих плиту и балки пролѐтного строения. 

Временные нормируемые вертикальные нагрузки по схемам АК и НК заменяются эквивалентными полосами,  

соответствующими наибольшим изгибающим моментам во всех сечениях балочных пролѐтных строений. В 

расчѐтах используются приведенные геометрические характеристики сечений балок, определяемые в соответ-

ствии с условиями гипотезы плоских сечений и допущением о деформировании бетона при растяжении без со-

противления. Нелинейная упругопластическая задача решается по итерационной процедуре метода упругих 

решений. В качестве невязки силы используются линейные нагрузки, приложенные к продольным осям балок. 

Приводится пример расчѐта. 

Ключевые слова: железобетонные плитно-балочные пролѐтные строения, эквивалентная полосовая 

нагрузка, метод конечных элементов, метод упругих решений. 

 

Введение 

В современном строительстве широко применяются железобетонные плитно-

балочные конструкции с неравномерным распределением нагрузок между балками. Наибо-

лее известным примером таких систем являются железобетонные разрезные пролѐтные стро-

ения автодорожных и городских мостов, собираемые из балок таврового и двутаврового се-

чений длиной до 33 м  (рис. 1).  

При проектировании и оценках грузоподъѐмности мостовых сооружений используются 

условные нормируемые (назначенные по результатам специальных исследований) вертикаль-

ные нагрузки по схемам АК и НК (рис. 1), заменяющие транспортные средства (колонны ав-

томобилей и одиночные экипажи), допущенные к движению на автомобильных дорогах. Тех-

нические описания нагрузок АК и НК, указания по их расположению на проезжей части, ко-

эффициенты надѐжности, сочетаний, динамические коэффициенты содержатся в межгосудар-

ственных стандартах ГОСТ 32960-2014, ГОСТ 33390-2015 и своде правил СП 35.13330.2011 

(СНиП 2.05.03-84*). Схемы (в том числе геометрические размеры) нагрузок АК и НК впервые 

введены в 1984 г. и с тех пор не меняются. Меняется класс нагрузок К,  под которым понима-

ется множитель к физическим параметрам: 1,0 кН/м, 10 кН – к интенсивности полосовой 

нагрузки и нагрузке на ось тележки нагрузки АК; 18 кН – к нагрузке на ось четырѐхосного 

экипажа НК. Класс нагрузок в 1984 г. был установлен в размере К=11, в 2007 г. увеличен (для 

вновь строящихся объектов) до К=14. При оценках грузоподъѐмности эксплуатируемых про-

лѐтных строений расчѐтный класс нагрузок может отличаться от проектного.   
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Рис. 1. Сечение плитно-балочного пролѐтного строения 

и схемы нагрузок АК и НК с размерами, м: 

1 – балка таврового сечения, 2 – многослойная дорожная одежда, 3 – продольный шов омоноличивания, 

4 – металлические барьерные ограждения, 5 – металлические перила, 6 – резинометаллические опорные части, 

7 – автомобильная нагрузка АК, состоящая из полосы с интенсивностью ν=1,0 К (кН/М) и двухосной тележки 

с нагрузкой на ось Р=10К (кН), 8 – тяжѐлая колѐсная нагрузка НК с нагрузкой на ось Р = 18К (кН); 

n – число балок в пролетном строении 

 

Из изложенного следует, что пролѐтные строения мостов, построенные 20–40 лет 

назад, фактически пропускают более тяжѐлые временные вертикальные нагрузки, чем преду-

смотренные проектами. Это положение применимо к недавно построенным, строящимся и 

проектируемым мостовым сооружениям, если увеличение нормируемых нагрузок продол-

жится в будущем. Кроме того, периодически по мостовым сооружениям санкционированно 

пропускаются сверхпроектные нагрузки, требующие выполнения индивидуальных кон-

трольных расчѐтов.   

По условиям эксплуатации временные нагрузки могут занимать разные расчѐтные по-

ложения на проезжей части. При каждом таком положении распределение усилий между 

балками является неравномерным с одной или двумя наиболее нагруженными балками. В 

технических расчѐтах с использованием линейных расчѐтных схем в пролѐтном строении 

определяются невыгоднейшие положения временных нагрузок, при которых выделяется од-
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на наиболее (экстремально) нагруженная балка. По расчѐтным усилиям в этой балке при 

проектировании назначается армирование всех балок или оценивается несущая способность 

эксплуатируемого пролѐтного строения.       

Темой настоящей статьи является продолжение исследований, направленных на 

вскрытие резервов несущей способности железобетонных пролѐтных строений, объясняю-

щее их способность пропускать сверхпроектные нагрузки в определяемых расчѐтом разме-

рах. В предыдущих исследованиях [4–14] пространственные задачи, относящиеся к рассмат-

риваемой теме, решались теоретически строго с использованием деформационной модели с 

трѐхлинейными диаграммами состояния бетона и арматуры (в соответствии с СП 

63.13330.2011) и математических процедур методов «последовательных приближений» и 

Ньютона - Рафсона [3]. 

В настоящей статье задача нелинейного расчѐта железобетонных плитно-балочных 

пролѐтных строений с обычным армированием решается упрощѐнно, но с достаточной тео-

ретической строгостью, методом «упругих решений» [3] с использованием билинейных диа-

грамм соотношений «кривизна изгиба балок – изгибающий момент». 

Эквивалентная полосовая нагрузка. При практическом применении инженерного 

метода расчѐта железобетонных плитно-балочных пролѐтных строений удобно использовать 

замену расчѐтных нагрузок по схемам на рис. 1 эквивалентными полосовыми нагрузками. На 

расчѐтных схемах пролѐтного строения эквивалентные погонные нагрузки с интенсивностью 

q, заменяющие одну полосу АК и тяжѐлую четырѐхосную нагрузку НК, изображаются двумя 

лентами в соответствии со схемами на рис. 2, б, в. На рис. 2, г изображены диаграммы зави-

симостей расчѐтных параметров (соотношений) q/К (кН/м) от расчѐтной длины пролѐта l для 

нагрузок АК и НК для треугольных линий влияния. 

Интенсивность q эквивалентных нагрузок незначительно изменяется в зависимости от 

положения (по длине расчѐтного пролѐта) вершин треугольных линий влияния с установленны-

ми над ними (вершинами) сосредоточенных грузов: тележки АК и четырѐхосной нагрузки НК.  

а) 

           
                                       б)                                                                в) 

 
 

Рис. 2 (начало). Плитно-стержневая расчѐтная схема МКЭ 
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г) 

 
 

Рис. 2 (окончание). Плитно-стержневая расчѐтная схема МКЭ: 

а – расчѐтная схема балки; б, в – расчѐтная схема пролѐтного строения с условными полосовыми нагрузками, 

заменяющими нагрузки АК и НК;  г – диаграммы зависимостей соотношений q/К от длины расчѐтного пролѐта l; 

1– конечные элементы плиты; 2 – стержневой конечный элемент, моделирующий балку; 3 – контур балки про-

лѐтного строения; 4 – узлы опирания балок на опорные части; 5 – полосовая условная нагрузка АК с коэффици-

ентом сочетаний ψ=1,0;  6 – полосовая условная нагрузка АК с коэффициентом ψ=0,6;  7 – полосовая условная 

нагрузка НК;  8–11 –зависимости  q/К =f(l): нормативная нагрузка АК, нормативная нагрузка НК, 

расчѐтная нагрузка АК (без динамического коэффициента), расчѐтная нагрузка НК 

 
 

Из этого следует, что эпюры расчѐтных моментов от эквивалентных нагрузок q, опре-

делѐнных при помощи расчѐтных параметров q/К, являются объемлющими, определяющими 

наибольшие суммарные моменты от временных вертикальных нагрузок во всех сечениях ба-

лочных пролѐтных строений. Однократно пропускаемые индивидуальные нагрузки также 

могут заменяться эквивалентными полосовыми для выполнения контрольных расчѐтов  и 

сравнения с проектными аналогами. 

Описание инженерного метода. Рассматриваемая научно-техническая задача реша-

ется средствами метода конечных элементов (МКЭ). Для расчѐтов принимается простран-

ственная расчѐтная схема (см. рис. 2, а, б, в), состоящая из плитных конечных элементов 

(КЭ) с тремя степенями свободы в узле и стержневых КЭ с шестью степенями свободы в уз-

ле, заменяющих плиту и балки пролѐтного строения. 

Постоянные нагрузки (вес балок и конструкций мостового полотна на ширине плиты 

каждой балки) действуют в виде вертикальных линейных полос, приложенных к стержням, 

моделирующим балки. Временные вертикальные нагрузки прикладываются к плитным КЭ в 

виде полос в соответствии со схемами на рис. 2, б, в. 

На стадии линейного деформирования (при напряжениях в бетоне σb≤Rb и арматуре 

σs≤Rs, где Rb и Rs – соответствующие расчѐтные сопротивления) в расчѐте используются гео-

метрические характеристики сечений балок, определяемые в соответствии с условиями ги-

потезы плоских сечений и допущением о деформировании бетона при растяжении без сопро-

тивления. Приведенный момент инерции Ired и высота х сжатой зоны сечений балок опреде-

ляется по следующим известным формулам [2]: 

 

                                      Ired=⅓bnx
3
–⅓(bn–b)(x–hn)

3
+nAs(h0–x)

2
+nA´s(x–a´s)

2
,                             (1) 
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(2) 

где b, bn, h0, hn - геометрические размеры сечения на рис. 2, а;  As, A´s – площади сечения рас-

тянутой и сжатой арматуры,  п – отношение модулей упругости арматуры и бетона. 

В расчѐте определяются предельные изгибающие моменты Мпред, соответствующие 

исчерпанию несущей способности балок, и «граничные» изгибающие моменты Мгр, соответ-

ствующие пределу линейного деформирования сечений перед началом пластического тече-

ния бетона (σb=Rb) на сжатой грани сечения или рабочей арматуры» σs=Rs [1].  

Исследование [1], а также наши расчѐты показали, что для балок с обычным армиро-

ванием по типовым проектам разных лет значения Мгр и Мпред близки между собой. Изгибные 

жѐсткости сечений, определяемые как произведения ЕbIred (Еb – модуль упругости бетона) и 

Мпред /(1/ρ), где 

                                                         1/ρ=  
xh

E

R
 

E

R

0

s

s

b

b





,                                                                     (3) 

где  x – высота сжатой зоны сечения при Мпред,  отличаются не более, чем на 10 –15 %. 

Изложенное выше позволяет считать, что железобетонные балки исследуемых кон-

струкций (при принятых условиях деформирования) изгибаются с постоянной изгибной 

жѐсткостью ЕbIred при расчѐтных моментах Мрасч<Мпред до образования пластических шарни-

ров в сечениях, где Мрасч=Мпред.   

Нелинейная упругопластическая задача решается по итерационной процедуре метода 

упругих решений (МУР) по версии «начальных напряжений» [3]. В качестве исходного 

(начального) решения используется результат линейного расчѐта плитно-балочной системы. 

На каждой i-й ступени итерации выполняются два шага. 

1. Выделяются «перегруженные» балки, в середине (среднем сечении) которых рас-

чѐтные моменты Мрасч,i–1,j (j – номера «перегруженных» балок), полученные на предыдущей 

ступени итерации, превышают предельные моменты Мпред, которые сечение способно вос-

принять. Определяются линейные погонные нагрузки с интенсивностью pi,j, которые необхо-

димо приложить к «перегруженным» балкам, чтобы перевести их в физически возможное 

изогнутое состояние: 

                                                           pi,j= )(
8

,1, jiрасчпред2
ММ

l
 .                                                    (4)  

«Перегруженные» (j-е) балки условно вырезаются из плитно-балочной системы и раз-

гружаются путѐм приложения линейных погонных нагрузок pi,j. 

При этом одновременно разгружаются слабее армированные сечения по всей длине 

«вырезанных» балок. Образуется «невязка сил» в виде линейных нагрузок pi,j, приложенных 

к j-м балкам. 

2. Устранение «невязки силы». Линейные погонные нагрузки pi,j с противоположным 

знаком (в обратном направлении) прикладываются к тем же балкам в составе плитно-

балочной системы. При этом в восприятии нагрузок pi,j принимают участие все балки про-

лѐтного строения. Происходит перераспределение усилий, ведущее к снижению расчѐтных 

моментов в перегруженных и увеличению в остальных балках. 

При сходящейся итерации достигается положительное решение задачи, при котором 

во всех балках получено Мрасч≤Мпред.  

Пример расчѐта (рис. 3). Пролѐтное строение длиной 15 м (расчѐтный пролѐт 14,4 м) 

по типовому проекту серии 3.503.1-73 (Союздорпроект, 1987) (рис. 4, а) рассчитано на про-
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пуск нагрузок проектных нагрузок А11, Н11. Требуется по результатам нелинейного расчѐта 

обосновать возможность увеличения его расчѐтной грузоподъѐмности до А14, Н14. 

На рис. 3 показано сечение пролѐтного строения, армирование и сечение балки, рас-

пределение моментов между балками в среднем сечения пролѐтного строения от постоянных 

и полных (постоянных и временных А14, Н14) нагрузок по результатам линейного простран-

ственного расчѐта МКЭ с использованием плитно-стержневой расчѐтной схемы. Там же по-

казано новое распределение и перераспределение моментов между балками. После двена-

дцати (т=12) для А14 и одной (т=1) для Н14 ступеней итерации с общим перераспределе-

нием моментов,  показанном на рис. 3, в, во всех балках были получены расчѐтные изгибаю-

щие моменты Мрасч,i=m,j≤Мпред. 

  

а) 

 
 

 

б)    

                                                     

 
 

 

Рис. 3 (начало). К примеру расчѐта пролѐтного строения длиной 15 м: 

а – сечение пролѐтного строения (размеры в м); б – размеры (мм) и схема армирования балки (U – шаг 

хомутов); в – эпюры распределения моментов (кНм) между балками в среднем сечении пролѐтного строения: 

1 – от постоянных нагрузок, 2 – от полных нагрузок по результатам линейного пространственного расчета;  

3 – по результам нелинейного расчета; 4 – перераспределение моментов между балками по результатам 

нелинейного расчета 
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в) 

 
 

 
       

 
 

 

 
                  

 
 

 
Рис. 3 (окончание). К примеру расчѐта пролѐтного строения длиной 15 м: 

а – сечение пролѐтного строения (размеры в м); б – размеры (мм) и схема армирования балки (U – шаг 

хомутов); в – эпюры распределения моментов (кНм) между балками в среднем сечении пролѐтного строения: 

1 – от постоянных нагрузок, 2 – от полных нагрузок по результатам линейного пространственного расчета;  

3 – по результам нелинейного расчета; 4 – перераспределение моментов между балками по результатам 

нелинейного расчета 
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Выводы 

 

1. Показана возможность получения эквивалентных полосовых нагрузок, позволяющих 

получить в плитно-балочном пролѐтном строении эпюры изгибающих моментов, близкие 

к объемлющим эпюрам моментов от нагрузок по схемам АК и НК. Этому условию соот-

ветствует полосовые нагрузки с интенсивностью в соответствии с диаграммами на рис. 2.         

2. Разработан (и реализован на примере типового пролѐтного строения длиной 15 м по 

типовому проекту 1987 г.) инженерный метод нелинейного расчѐта плитно-балочных про-

лѐтных строений по методу упругих решений с использованием в качестве «невязки си-

лы» линейных нагрузок, приложенных к продольным осям балок. 

Расчѐты выполнены МКЭ с использованием плитно-стержневой расчѐтной схемы 

плитно-балочного пролѐтного строения. 
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The description of the engineering method for the nonlinear calculation of reinforced concrete slab-beam sys-

tems on the example of split spans of bridge structures is provided. For calculations, the spatial calculation scheme of 

the FEM is taken, consisting of plate finite elements (FE) with three degrees of freedom in the node and rod FEs with 
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АНАЛИЗ МЕТОДОВ РАСЧЕТА ВИСЯЧИХ МОСТОВ  

НА СТАТИЧЕСКУЮ НАГРУЗКУ 
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2
 Аспирант кафедры строительной механики   

 
Рассматриваются расчеты висячих мостов при статическом загружении как линейными методами (ме-

тод сил [1]), так и с учетом геометрической нелинейности (полуаналитический метод [2], метод конечных эле-

ментов). В качестве примера выполняются расчеты однопролетных один раз статически неопределимых вися-

чих мостов. Для аналитических и сравнительно простых численных расчетов используется пакет компьютерной 

математики Mathcad, расчеты по МКЭ проводятся с помощью ПК Лира и Мидас Civil. Сделан вывод о возмож-

ной области применения линейных методов и методов, учитывающих геометрическую нелинейность, для рас-

чета висячих мостов. 

 

Ключевые слова: висячий мост, кабель, балка жесткости, подвески, распор. прогиб, изгибающий мо-

мента, Mathcad, метод сил, МКЭ. 

 

 

Висячие мосты просты в монтаже, достаточно надѐжны в эксплуатации, высокоэко-

номичны, обладают архитектурной выразительностью. Используются для перекрытия сверх-

больших пролетов и там, где применение иных конструкций затруднено или невозможно: 

для  преодоления  горных  ущелий, крупных водных преград с интенсивным судоходством, 

сложными гидрологическими и геологическими условиями, там, где не эффективно строи-

тельство промежуточных опор.  

До середины прошлого века расчет висячих мостов проводился в линейной постановке. 

1. Метод сил 

Сначала рассмотрим расчѐт моста традиционным для строительной механики мето-

дом сил [1]. Примем следующие допущения: 

   постоянная нагрузка равномерно распределена по длине пролета; 

   ось кабеля очерчена по квадратной параболе; 

   кабель можно отнести к пологим гибким нитям, и поэтому горизонтальными пере-
мещениями точек оси кабеля можно пренебречь; 

   балка жесткости имеет постоянное сечение. 
Расчетная схема однопролетного висячего моста, используемая в дальнейшем, показана на 

рис. 1, а. Данная система один раз статически неопределимая. Основную систему метода сил при-

мем в виде, показанном на рис. 1, б. Запишем каноническое уравнение метода сил: 

11 1pH 0     , (1) 

где 11 – сближение концов кабеля в месте разреза под влиянием парной силы Н=1;  

1p – сближение этих же концов под влиянием вертикальной силы Р=1, направленной 

вниз и приложенной в произвольной точке А балки жесткости. 

_______________________________ 

© Резунов А. В., Раводин И.В., 2019 
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Рис. 1. Расчетная схема однопролетного висячего моста: 

а) расчетная схема моста, б) основная система метода сил 

 

Подробности решения уравнения (1) приведены в [1]. Выражение для ординат линии 

влияния распора кабеля имеет вид 

 3 3 4

1p

н 3

11

5 L x 2Lx x
(x)

8L f

 
   

  
, (2) 

где 

1 2

2
2

б

2 2 3 2

к к 1 2 о о п п

216 f 64f d h fL
S S 1 15E J33 L1 .

E F соs соs E F L E F 8f L

  
               

   
  

 (3) 

В (3) не учитывается продольная деформация пилонов (соответствующее слагаемое 

опущено), J – момент инерции поперечного сечения балки, E – модуль упругости,  

F – площадь поперечного сечения. Индексы: к, б, о, п – относятся к кабелю, балке, оттяжкам, 

подвескам соответственно.  

Линии влияния усилий в оттяжках и подвесках пропорциональны н(x)  и легко нахо-

дятся.  

1 2

H H
o o п H2

1 2

(x) (x) 8fd
(x) , (x) , (x) (x)

cos cos L

 
      

 
. (4) 

Линия влияния изгибающего момента в балке жесткости в сечении x=a определяется 

выражением 
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 
   

 
0M M H H2 2

4f a L a 4f a L aL x
(x,a) (x,a) (x) a a x a x (x)

L L L

 
            , (5) 

 

где 
0M (x,a)  – линия влияния простой шарнирно опертой по концам балки,  x a  –

 скобка Айверсона 

 
1, если Q истинно,

Q
о, если Q ложно.


 


 

Примеры построения линий влияния изгибающего момента в сечениях балки жестко-

сти при 1.04   приведены на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2. Линии влияния изгибающего момента в сечениях: 

а) x=L/2 и  б) x=L/4  

 

Для определения усилий в канате, оттяжках, пилонах и подвесках соответствующие 

линии влияния загружаются постоянной и временной нагрузками, а для определения изги-

бающих моментов в балке жесткости – только временной, так как систему при строительстве 

регулируют так, чтобы вся постоянная нагрузка передавалась через подвески на канат [1]. 

Величина распора от временной нагрузки q(x) находится из выражения  

н

L

0

(x) q(x)dH x   .  

Значение изгибающего момента в сечении x=a балки при загружении, например толь-

ко положительных участков линии влияния произвольной нагрузкой q(x), определяется фор-

мулой 

 
L

M M

0

M (a) (x,a) (x,a) 0 q(x) dx        . 

Ординаты линии влияния прогибов в сечении x=a балки жесткости задаются соотно-

шением 

 
 

 
   

3

2 2 3 2 3H
v 2

б б б

L a x x a f x (a)
(x,a) x 2La a x a L 2Lx x

6LE J 6E J 3L E J

  
          . (6) 

На рис. 3 приведены линии влияния прогиба балки жесткости в середине и четверти 

пролета при 1,04  . 
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Рис. 3. Линии влияния прогиба в сечениях: 

а) a=L/2  и б) a=L/4  

 

Величина прогиба в сечении x=a от временной нагрузки q(x) находится с помощью 

выражения  

L

V

0

V(a) (x,a)q(x)dx  . 

2. Полуаналитический метод [2] 

 

С середины прошлого века в связи с развитием вычислительной техники стали интен-

сивно развиваться  методы расчета висячих мостов с учетом геометрической нелинейности. 

Рассмотрим не требующий сложных численных расчетов полуаналитический метод, подроб-

но изложенный в монографии [2].  

Изложение основных положений метода проведем на примере расчета однопролетно-

го висячего моста, схема которого представлена на рис. 1, а. Воспользуемся теми же допу-

щениями, что и ранее при описании метода сил. Кроме того, ради простоты выводов будем 

считать подвески нерастяжимыми. 

На рис. 4 показана расчетная схема, которая получена из заданной системы моста  

(см. рис. 1, а) путем разрезания всех подвесок. 

 

Рис. 4. Расчетная схема моста 
 

При этом кабель и балку можно рассматривать как отдельные системы, имеющие, од-

нако, совместные деформации. 
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При монтаже моста сначала к нему прикладывают постоянную равномерно распреде-

ленную по длине пролета нагрузку g и тем или иным способом [1, 2] добиваются, чтобы де-

формации балки жесткости от постоянной нагрузки отсутствовали. Усилия в подвесках от 

постоянной нагрузки равны gV g d  .  

В процессе загружения моста временной нагрузкой qV  в подвесках появляются до-

полнительные усилия кx (к 1,2,...,n) . Суммарные усилия, действующие на балку, будут 

равны 

g q g qV V V V x V x      . (7) 

Прогибы балки жесткости в точках прикрепления подвесок обозначим через 

 
T

1 2 n...     . (8) 

Вектор   можно найти по формуле 

 1 qL v x ,    (9) 

где 1L – матрица влияния прогибов с элементами 

i , j

L

1

б 0

1
L M(s,i d) M(s, j d)ds

E J
    , (10) 

L t t
M(x, t) x [x t] (L x) [x t]

L L


          – изгибающий момент в балке в сечении с коор-

динатой x от единичной силы, приложенной в сечении с координатой t. 

Примем в качестве неизвестных n величин прогибов к  и распор H. Для их определе-

ния рассмотрим равновесие k-го узла кабеля в точке крепления k-й подвески, предполагая, 

что на участках между соседними узлами ось кабеля представляет собой отрезок прямой 

(рис. 5). 

 

 
Рис. 5. Равновесий к k-го узла кабеля 

 

На рис. 5 кy  – прогиб кабеля от постоянной нагрузки, кS  – усилие в кабеле, 

к кS соs H   . Составляя уравнения равновесия в проекциях на ось y, после ряда преобразо-

ваний [2] получим n уравнений относительно n прогибов к  и распора H:   

   
1

* * *E A y ,


         (11) 
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где 
2

б

Hd
,

(n 1)E J
 


 (12) 

б
1 22

1 g q

б
13

(n 1) E J
A L L ;

d

* L (v v );

8fdE J
y* L .

(n 1) d

 
 


   


 

  

, (13) 

2

2 1

1 2 11
L ,

... ... ...d

1 2

 
  
 
 
 

 

 (14) 

 
T

1 1...1 ,   

*E  – единичная матрица. 

Дополнительное уравнение деформации кабеля получим, воспользовавшись принци-

пом Лагранжа (работа внешних и внутренних сил от постоянной нагрузки на перемещениях 

от временной нагрузки равна нулю). Этому уравнению можно придать вид [2] 
n

к

к 1

0


    , (15) 

где  
2 2

к к

4 2 21 2б
б 1 2

g L d 8f E F
, ,

S S8f (n 1)E J (n 1) E J( sec sec )
L L

   
        

 (16) 

2 2 2

2 2 2

5 f f 3 L f f
4 1 16 Ln 4 1 16

8 L L 32 f L L

  
             

,  (17) 

Подставляя в (15) сумму 

n

k

к 1

 , выраженную через   из уравнения (11), получим не-

линейное уравнение относительно параметра  , решив которое найдем распор из (12) и пе-

ремещения узлов балки по (11). 

Усилия в подвесках находятся по формуле 

g 22

8f d
P V x H L

L

 
     

 
. (18) 

Вектор нагрузок, действующих на балку, имеет вид 

 g qФ V V P   .  (19) 

Вектор изгибающих моментов, действующих в сечениях, проходящих через точки 

крепления подвесок, определяется соотношением 

mT L Ф  , (20) 

где mL  – матрица влияния изгибающих моментов с элементами 
i , jmL M(i d, j d)   . 
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Возможно обобщение изложенной методики для расчета трехпролетных висячих мо-

стов, выполнение расчетов с учетом податливости и наклона подвесок и влияния температу-

ры и т.д. [2]. 

3. Метод конечных элементов 

В настоящее время для выполнения сложных численных расчетов строительных кон-

струкций широко используется метод конечных элементов (МКЭ). В данной работе исполь-

зовались программные комплексы Лира и Midas Civil. Кратко рассмотрим особенности вы-

полнения с помощью этих комплексов расчетов висячих мостов. 

 

ПК Лира 

Для моделирования кабеля висячего моста применялся КЭ – 310 ―Геометрически не-

линейный универсальный пространственный стержень (нить)‖. Для этого элемента на каж-

дом шаге происходит учет продольной силы при построении матрицы жесткости. Для реше-

ния геометрически нелинейных задач реализован автоматический выбор шага нагружения.  

Для задания преднапряжения в кабеле от постоянной нагрузки применялась система 

«Монтаж». При работе в этой системе по умолчанию производится накапливание усилий и 

перемещений, то есть учитывается предыстория. Расчѐт моста выполнялся в три стадии. 

На первой стадии происходит загружение кабеля постоянной нагрузкой. Кабель при 

этом деформируется, в нѐм возникают усилия «преднапряжения» (рис. 6).  

 

 
 

Рис. 6. Первая стадия (загружение постоянной нагрузкой) 

На следующей стадии геометрическая схема моста дополняется балкой и подвесками. 

Деформированная ось кабеля принимает первоначальный вид (считается, что усилия пред-

напряжения компенсируют деформации от постоянной нагрузки). Таким образом, распор в 

кабеле сохраняется и в дальнейшем учитывается в расчѐте, тогда как изгибающие моменты в 

балке жѐсткости равны нулю (рис. 7). 

 

 
Рис. 7. Вторая стадия (монтаж балки и подвесок) 
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На третьем этапе мост загружается полезной нагрузкой (рис. 8).  

 

 

 
 

 

Рис. 8. Третья стадия (загружение балки временной нагрузкой)  

 

Следует заметить, что в том случае, когда расчѐт выполняется с допущением о линей-

но-упругом поведении материала кабеля и балки (как в данной статье), усилия преднапряже-

ния могут быть определены независимо из уравнений равновесия или в отдельной задаче 

средствами МКЭ.  

Изложенный выше стадийный расчѐт позволяет, при необходимости, учитывать нели-

нейные свойства материала. 

Midas Civil 

Программный комплекс Midas Civil имеет ряд встроенных функций, предназначенных 

для анализа подвесных систем. Процедура расчѐта висячего моста в Midas Civil также вклю-

чает в себя несколько стадий. 

1. Автоматическое построение геометрической схемы моста с использованием модуля 

«Suspension Bridge Wizard». 

2. Уточнение построенной на первом этапе модели и задание граничных условий. 

3. Вычисление усилий преднапряжения с использованием модуля «Suspension Bridge 

Analysis Control». 

4. Расчѐт конструкции на полезную нагрузку.  

Функция «Suspension Bridge Wizard» (мастер конструкций, рис. 9) позволяет форми-

ровать стержневую схему висячего моста с заданными параметрами. Такая модель зачастую 

содержит неточности в геометрии, но, тем не менее, значительно сокращает время расчѐта. 

Функция «Suspension Bridge Analysis Control» выполняет анализ первоначального 

равновесного состояния висячего моста и позволяет определить силы преднапряжения в ка-

беле. Так как изгибающий момент в балке жѐсткости от постоянной нагрузки должен быть 

равен нулю, в балку перед использованием функции «Suspension Bridge Analysis Control» 

вводят шарниры. После применения функции шарниры удаляют. Данный подход является 

своего рода аналогом стадийного расчѐта в системе «Монтаж» в Лире. 
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Рис. 9. Диалоговое окно ―Suspension Bridge Wizard‖ 

Встроенные модули для расчѐта висячих мостов программы Midas Civil существенно 

упрощают создание конечно элементной модели. При этом расчѐт выполняется в геометри-

чески-нелинейной постановке. 

На рис. 10 приведен пример результатов расчета висячего пешеходного моста, полу-

ченных с помощью ПК Midas Civil. 

 
Рис. 10. Результаты расчета перемещений элементов висячего пешеходного моста через реку Репинка  

в г. Обнинск (в настоящее время перестроен) 

 

4. Численные исследования 

 

Рассмотрим результаты расчетов однопролетных висячих мостов с различной длиной 

пролета с помощью вышеизложенных методов. Расчеты методом сил и полуаналитическим 

методом были выполнены в среде программы Mathcad, расчеты по МКЭ проводились с ис-

пользованием ПК Лира и Midas Civil. Исходные данные конструкций мостов, необходимые 

для выполнения расчетов, приведены в табл. 1. 
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Основными критериями для оценки работы моста под нагрузкой и сравнения резуль-

татов расчетов, полученных разными методами, будем считать: V – максимальный прогиб 

балки, M – максимальный изгибающий момент в балке жесткости, H – распор в кабеле от 

постоянной и временной нагрузок. 

Таблица 1   

Исходные данные для расчѐтов мостов 

Параметр 
Обозначение 

и размерность 

Пешеходный мост 

через р. Репинка 
Пример №1 Пример №2 

Длина пролѐта L, м 88 200 500 

Стрела прогиба кабеля f, м 8,98 20 50 

Постоянная нагрузка g, кН/м 1,5 120 100 

Временная нагрузка q, кН/м 7,2 60 50 

Момент инерции балки 

жесткости 
J, м

4 
0,00275 0,5 2,0 

Модуль упругости  

балки жѐсткости 
Eб, КПа 2,210

8 
2,210

8
 2,210

8
 

Расстояние между  

подвесками 
d, м 4 200/6 500/12 

Площадь сечения  

кабелей и оттяжек 
Fк, м

2
 0,0031896 0,1 0,327 

Модуль упругости  

кабелей и оттяжек 
Eк, КПа 1,6710

8
 1,83310

8
 1,83310

8
 

Длина оттяжек S1, S2, м 20,97; 15,93 35,3 80 

Углы наклона оттяжек 
1 2,    17,51  ,  21,73   45  45  

 

Для исходных данных примеров №№ 1 и 2 использовались материалы монографии [2]. 

Результаты расчетов мостов методом сил и полуаналитическим методом при загруже-

нии мостов равномерно распределенной нагрузкой q приведены в табл. 2. 

 

Таблица 2 

Сравнение результатов расчета мостов 

Мост 
Исследуемый  

параметр 

Метод расчета Погрешность  

линейной теории, 

% Метод сил 
Полуаналитический 

метод 

Пешеходный мост 

через р. Репинка 

V, м 0,360 0,350 2,86 

M, кНм 270,2 256,7 5,26 

H, кН 901,5 875,1 3,02 

Пример №1 

V, м 0,536 0,514 4,28 

M, кНм 14150 13390 5,68 

H, кН 42880 43220 0,79 

Пример №2 

V, м 0,854 0,820 4,15 

M, кНм 14430 12820 12,6 

H, кН 92880 91990 0,97 
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Из проведенных расчетов следует, что различия в результатах, полученных по линей-

ной теории и с учетом геометрической нелинейности, для висячих мостов с длиной пролета 

до 200 м  обычно не превосходит 6 %. Наибольшее расхождение в результатах наблюдается в 

величине изгибающего момента в балке жесткости. Эта разница растет с увеличением длины 

пролета или уменьшением жесткости балки. 

Многочисленные примеры использования полуаналитического метода для анализа 

влияния параметров висячего моста на его напряжѐнно-деформированное состояние имеют-

ся в монографии [1]. 

В табл. 3 приведено сравнение результатов расчѐта пешеходного моста через реку Ре-

пинка, полученных полуаналитическим методом и по МКЭ с помощью программных ком-

плексов Лира и Midas Civil. Указана погрешность результатов полуаналитического метода по 

отношению к результатам, найденным по МКЭ. 

Таблица 3 

Результаты расчѐтов моста через реку Репинка 

 

 

Разница в результатах, найденных полуаналитическим методом и по МКЭ, не превос-

ходит 2 % для ПК Лира и 4,3 % при использовании Midas Civil. Переменная величина распо-

ра кабеля при использовании МКЭ объясняется наклоном подвесок под действием времен-

ной нагрузки (рис. 11), который не учитывался при расчетах полуаналитическим методом. 

 

 

 
 

Рис. 11. Деформированный вид моста (ПК Лира) 

 

В обеих программах погрешность в расчѐтах между МКЭ и полуаналитическим мето-

дом не превышает 5 % и не имеет чѐткой закономерности. Разница обусловлена способом 

определения сил преднапряжения, сеткой конечных элементов, учетом наклона подвесок. 

На рис. 12 приведена эпюра изгибающих моментов, действующих в балке жесткости, 

при загружении временной нагрузкой левой половины моста, построенная в ПК Лира. 

Вид  

загружение  
Параметр  

Метод расчѐта и погрешность 

Полуанали-

тический  

метод  

МКЭ 

  ПК Лира   
Δ, % 

МКЭ 

 Midas Civil  
Δ, % 

Весь  

пролѐт  

V, м  0,350  0,352 0,57 0,348 0,57 

M, кНм  256, 7 260,8 1,57 257,6 0,35  

H, кН  875,1  864,5-934,8 – 854,8-924,4 –  

Половина  

пролѐта  

V, м  0,386  0,380 1,58 0,378 2,12  

M, кНм  823,4  808,4 1,86 789,7 4,27  

H, кН  549,9  544,3-596,5 –    538,6-569,8 –  
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Рис. 12. Эпюра изгибающих моментов в балке жесткости (ПК Лира) 

 

Рассмотрим в заключение результаты расчета висячих мостов с разной длиной проле-

та полуаналитическим методом и по МКЭ с помощью ПК Лира. Исходные данные для рас-

четов приведены в табл. 4. 

Таблица 4 

Параметры мостов 

 

Мост 
Длина проле-

та L, м 

Длина па-

нели d, м 

Стрела провиса-

ния кабеля f, м 

Жесткость кабеля 

6

к кE F 10 , т 

Жесткость балки 

7

бE J 10 , тм
2 

Через 

р. Репинка 
88 4 8,98 0,053 0,00605 

№1 851.2 7.6 70,7 4,8 4 

№2 1275 15 140 11,77 12 

№3 1988 14 200 28,1 28 

 

 

При задании параметров мостов №№ 1, 2 и 3 использовались данные средних проле-

тов известных висячих мостов – Такомского, Золотые ворота и Акаси-Кайкѐ соответственно. 

Результаты расчетов при загрузке всего пролета равномерно распределенной нагрузкой даны 

в табл. 5. 

Таблица 5 

Анализ результатов расчетов 

 

Метод расчета 

Расчетный па-

раметр 

Мост 

Через  

р. Репинка 
№1 №2 №3 

L, м 88 851.2 1275 1988 

Полуаналитический 

метод 

V, м 0,35 2,08 1,8 3,85 

M, тм 25,7 1021 1090 2209 

МКЭ 
V, м 0,35 2,10 1,81 3,92 

M, тм 26,0 1071 1183 2590 

Процент расхожде-

ния, % 

V, м 0 0,95 0,55 1,8 

M, тм 1,2 4,7 7,9 14,7 

 

В последней строке табл. 5 приведено расхождение результатов, найденных полуанали-

тическим методом, по отношению к результатам, полученным методом конечных элементов.  
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Из данных табл. 5 следует, что разница в значениях прогибов невелика (менее 2 %) 

при любой длине пролета. Расхождение в максимальной величине изгибающего момента 

растет с увеличением длины пролета и составляет более 5 % при длине пролета около 1000 м. 

 

Выводы 

 

Результаты численных исследований, включая приведенные в данной статье, показы-

вают следующее: 

1. При длине пролета менее 200 м при эскизном проектировании висячих мостов 

можно использовать линейный расчет методом сил. Погрешность в этом случае обычно не 

превышает 5÷6 %. Решение получается в конечной форме, что удобно для  исследования 

влияния параметров расчетной схемы на значения параметров напряженно-

деформированного состояния сооружения. 

2. При длине пролета от 200  до 1000 м можно использовать полуаналитический ме-

тод, который учитывает геометрическую нелинейность, но основан на ряде упрощающих до-

пущений. От некоторых из этих допущений можно отказаться (например, учесть растяжи-

мость и наклон подвесок), но это приводит к значительному усложнению определяющих со-

отношений. 

3. При большой длине пролета и необходимости наиболее полно учесть все особенно-

сти конструкции моста следует использовать программные комплексы, основанные на мето-

де конечных элементов. 

Заметим, что метод сил и полуаналитический метод позволяют выполнить расчет ви-

сячего моста только по плоской расчетной схеме. Расчет методом конечных элементов мож-

но выполнить как по плоской, так и по пространственной схеме. Метод конечных элементов 

позволяет, в частности, учесть влияние дефектов несущих элементов, в том числе (при про-

странственном расчете) носящих односторонний характер (обрыв подвесок с одной стороны 

моста, частичная потеря предварительного напряжения в одном из кабелей и т. д.). Все со-

временные большепролетные висячие мосты рассчитываются методом конечных элементов. 

В данной работе рассмотрены однопролетные мосты, но расчеты показывают, что 

сделанные выводы справедливы и для наиболее распространенной трехпролетной схемы ви-

сячих мостов. 

Более подробную информацию о висячих мостах и методах их расчета можно найти в 

работах [1-6].  
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Рассматривается определение несущей способности металлического плоского каркаса по критерию пре-

дельного равновесия. Моделируется пошаговый процесс упругопластического деформирования конструкции 

вплоть до разрушения конструкции. Даѐтся оценка возможностей ПК ЛИРА для выполнения расчѐтов  статиче-

ски неопределимого стержневого стального каркаса с учѐтом пластических деформаций материала. 

Ключевые слова: стальная  рама, несущая способность, предельное равновесие, программный ком-

плекс ЛИРА 

 

Существует два наиболее распространѐнных вида расчѐта строительных стальных 

конструкций на прочность с учѐтом пластических деформаций стали : 

1. Расчѐт по критерию ограниченных пластических деформаций, когда  не нарушается 
целостность элементов конструкции и не ухудшаются эксплуатационные свойства ма-

териала. Этот метод рассматривается в нормативных документах. В качестве приме-

ров можно привести исследования, проведѐнные в работах [1- 9]. 

2. Расчѐт на определение предельной несущей способности всей конструкции или еѐ ча-
сти. Расчѐт производится на максимальную возможную нагрузку, возникающую в ис-

ключительных случаях эксплуатации. 

В данной работе рассматривается расчѐт на определение предельной несущей способно-

сти плоского стержневого стального каркаса промышленного здания с применением программ-

но-вычислительного комплекса ЛИРА широко распространѐнного в России в расчѐтах строи-

тельных конструкций. Представленные здесь результаты являются продолжением и развитием 

выполненных ранее исследований [10, 11, 12] для других видов стальных каркасов. 

Задачами представленной работы являются: 

1. Упругопластический расчѐт металлического каркаса и его сравнение с результатами 
линейно-упругого расчѐта; оценка сходимости и достоверности результатов расчѐта;   

2. Определение схемы и последовательности разрушения элементов каркаса с учѐтом 
возникновения пластических шарниров в колоннах вплоть до превращения всей кон-

струкции в геометрически изменяемую систему, то есть до потери конструкцией сво-

ей несущей способности; 

3. Нахождение предельной нагрузки, вызывающей потерю несущей способности всей 
конструкции или еѐ отдельных частей. 

В качестве объекта исследования принят плоский стальной стержневой каркас одно-

этажного промышленного здания пролетом 24 м. Расчетная схема поперечного плоского 

каркаса  является три раза статически неопределимой стержневой системой. 
___________________________________________________________ 

© Варнавский В. С., Габриелян Г. Е., Востриков В. В., 2019 
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На каркас действуют следующие нагрузки: 1) постоянная нагрузка от собственного 

веса конструкций и покрытия; 2) крановая нагрузка от мостового крана; 3) снеговая нагруз-

ка; 4) ветровая нагрузка. 

Согласно поставленным задачам в первом разделе данной работы был выполнен ли-

нейно-упругий расчѐт на действие всей указанной нагрузки с целью подбора поперечных се-

чений стержней фермы и колонн в соответствии с нормативными документами. 

Затем во второй части  работы выполнялся упругопластический расчѐт. Целью упру-

гопластического расчѐта является оценка пластического резерва  несущей способности кон-

струкции при возникновении значительных сверхнормативных значений временных нагру-

зок. Из эксплуатационной практики известно, что плотность снега, лежащего на кровле кон-

струкции может меняться в широких пределах. Поэтому на практике фактическая снеговая 

нагрузка может заметно превысить нормативное значение. В исключительных случаях экс-

плуатации превышение может быть и для крановой нагрузки. В связи с этим упругопласти-

ческий расчѐт проводился для двух случаев сочетания нагрузок: 1) постоянная нагрузка (соб-

ственный вес конструкции и покрытия ) и снеговая нагрузка; 2) постоянная нагрузка (соб-

ственный вес конструкции и покрытия ) и вертикальная крановая нагрузка; 

Для выполнения упругопластических расчетов выбирается соответствующий тип эле-

ментов – физически нелинейный универсальный пространственный стержневой КЭ. Поведе-

ние материала описывается экспоненциальным законом деформирования из базы данных ПК 

Лира. Максимальная нагрузка для упругого расчета Р0 является начальной для упругопла-

стического расчѐта. Условно ей присваивается коэффициент k=1. В ходе пластического рас-

чета увеличение нагрузки оценивается  для удобства не абсолютной величиной Р, а соответ-

ствующим ей коэффициентом k,  где  P=k∙Р0. 

Обязательным требованием к решению нелинейной  задачи численными методами яв-

ляется обеспечение сходимости и достоверности численной схемы решения. В ПК ЛИРА 

решение физически нелинейной задачи выполняется методом пошагового увеличения 

нагрузки. Поэтому в упругопластическом расчете на результат заметное влияние могут  ока-

зывать два фактора: шаг приращения нагрузки; точность (плотность) конечно-элементной 

сетки разбиения конструкции  (КЭ-сетки). 

В связи с этим для обеспечения сходимости и достоверности решения необходимо 

было провести: 1) исследование влияния шага нагружения на результат расчета; 2) исследо-

вание влияния точности КЭ-сетки на результат; 3) подбор соответствующего шага нагруже-

ния и КЭ-сетки, которые обеспечивали бы нам достоверный результат расчета. 

Под результатом понимается: 1) схема и порядок разрушения элементов каркаса с 

учѐтом пластического течения материала в элементах фермы и возникновения пластических 

шарниров в колоннах; 2) величины нагрузок, приводящих к потере несущей способности 

каркаса или его частей. 

В настоящей работе было выполнено несколько расчѐтов каркаса при различных ша-

гах приращения по нагрузке. Было установлено, что применение шагов приращения по 

нагрузке ΔP=0,02Р0,  ΔP=0,01Р0, ΔP=0,005Р0 (где Р0 – начальная нагрузка, то есть максималь-

ная нагрузка из упругого расчета) даѐт наиболее достоверные результаты.  

Всего было рассмотрено три различных КЭ-сетки. Во всех этих КЭ-сетках каждый 

стержень фермы представлялся одним стержневым КЭ (тип 210), а колонны разбивались на 

различное число стержневых КЭ (тип 210).  

На рис. 1, 10, 2 представлены  расчѐтные схемы каркаса с соответствующими последо-

вательными вложенными КЭ-сетками. Условно им присваиваются номера: КЭ-сетка № 1, КЭ-

сетка № 2 и КЭ-сетка № 3. Расчѐт на вложенных КЭ-сетках позволяет оценить сходимость и 

достоверность численной схемы расчѐта.  

В данном разделе представлены результаты упругого и упругопластического  расчѐтов на 

совместное действие постоянной нагрузки ( собственный вес конструкции и покрытия ) и вре-
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менной нагрузки. Для упругого расчѐта и для постоянной и для временной нагрузок исполь-

зовались их максимальные проектные значения. В случае упругопластического расчѐта по-

стоянная нагрузка оставалась неизменной и совпадала с упругим нагружением, а временная 

возрастала до полного разрушения каркаса и оценивалась величиной P=k∙Р0. 

 

  

 
Рис. 1. Упругий расчет. КЭ-сетка № 1. 

Расчетная схема 
Рис. 2. Расчетная схема плоского поперечного  

стального каркаса. КЭ-сетка № 3 

 

Расчѐт № 1 

 

Производился расчѐт на совместное действие постоянной нагрузки и снеговой нагруз-

ки. Для упругого расчѐта расчѐтная схема с КЭ-сеткой № 1 показана на рис. 1 , а эпюры про-

дольных сил и изгибающих моментов на рис. 3 и 4 соответственно. 

  
Рис. 3. Упругий расчет. КЭ сетка № 1. 

Эпюра продольных сил N, кН 

 

Рис. 4. Упругий расчет. КЭ сетка № 1.  

Эпюра изгибающих моментов M, кН*м 
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Упругопластический расчѐт осуществлялся с КЭ-сеткой №1 (см. рис. 1), с  КЭ-сеткой 

№ 2 (рис. 10), с КЭ-сеткой № 3 (см. рис. 2).  

Эпюры продольных сил и изгибающих моментов  при  упругопластическом деформи-

ровании для КЭ-сетки № 1 представлены на рис. 5 и 6. Эти эпюры соответствуют предель-

ному состоянию рамы в момент исчерпания еѐ несущей способности. Эпюры продольных 

сил и изгибающих моментов  при  упругопластическом деформировании для КЭ-сетки № 2 и 

для КЭ-сетки № 3, возникающие в предельном состоянии каркаса практически совпадают с 

эпюрами КЭ-сетки № 1 и поэтому здесь не приводятся. 

Прежде чем сравнивать результаты упругопластических расчѐтов для различных КЭ-

сеток, отметим интересное изменение внутренних усилий в данной раме по сравнению с ли-

нейно-упругим деформированием. На рис. 5 и 6 видно, что с возрастанием нагрузки и разви-

тием пластических деформаций на эпюре продольных сил N увеличиваются значения, но са-

ма эпюра имеет тот же качественный характер, что и в упругом случае. С эпюрой изгибаю-

щих моментов M ситуация другая. При нарастании пластических деформаций в каркасе про-

исходит заметное перераспределение внутренних усилий. Из-за этого эпюра M в колоннах 

по сравнению с упругим случаем меняется не только количественно, но и принципиально 

качественно. Характер изменения эпюры М после разрушения крайних раскосов фермы  

(КЭ=18,25 для КЭ-сетки № 1; нагрузка: k=2,68) показан на рис. 7, 8, 6. 

  
Рис. 5. Упругопластический расчет. КЭ сетка № 1. 

Эпюра продольных сил N, кН 

Рис. 6. Упругопластический расчет. КЭ сетка № 1. 

Эпюра изгибающих моментов M, кН*м 

  
Рис. 7. Упругопластический расчет. КЭ сетка №1. 

Эпюра изгибающих моментов M, кН*м.  

Промежуточное состояние, k=2,72 

Рис. 8. Упругопластический расчет. КЭ сетка №1. 

Эпюра изгибающих моментов M, кН*м.  

Промежуточное состояние, k=2,75 
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На рис. 9 указаны места разрушения элементов и образования пластических шарниров 

и номера, соответствующие последовательности их возникновения.  

Получена следующая схема разрушения каркаса:  

1) разрушаются крайние раскосы фермы ( КЭ=18,25 для КЭ-сетки № 1 ); нагрузка: 

k=2,68 

2) разрушаются центральные нижние растянутые стержни фермы ( КЭ=4 ,5 для КЭ-

сетки № 1); нагрузка: k=2,80  

При этом происходит преобразование каркаса в механизм, т. е. полная потеря несу-

щей способности. Для КЭ-сеток № 2 и КЭ-сеток № 3 схема и последовательность разруше-

ний полностью совпадает с КЭ-сеткой № 1. 

Значения нагрузок, вызывающих разрушение соответствующих элементов каркаса, 

можно найти с помощью коэффициентов k из табл. 1 

 

 
 

Рис. 9. Схема разрушения элементов. КЭ-сетка № 1 

 

 
Рис. 10. Упругий расчет. КЭ-сетка № 2.  

Расчетная схема 

 

Таблица 1 

Номера  разрушаемых КЭ и значения коэффициента k в расчѐте № 1 

Ш
аг

 

н
аг
р
у
зк
и
 𝛥
Р

 

КЭ-сетка №1

 

КЭ-сетка №2

 

КЭ-сетка №3

 Коэффициент 

k, для разру-

шающей 

нагрузки, где 
P=k∙Р0

 

Номер разру-

шаемых  

КЭ-элементов  

и (их узлов) 

Коэффициент 

k, для разру-

шающей 

нагрузки, где 
P=k∙Р0

 

Номер  

разрушаемых 

КЭ-лементов  

и (их узлов) 

Коэффциент k, 

для разруша-

ющей нагруз-

ки, где 
P=k∙Р0

 

Номер раз-

рушаемых 

КЭ-лементов  

и (их узлов) 

0,005Р0

 

2,680 18,25 2,680 18,25 2,680 18,25 

2,805 4, 5 2,805 4, 5 2,805 4, 5 

0,01∙Р0

 

2,680 18,25 2,680 18,25 2,680 18,25 

2,810 4, 5 2,810 4, 5 2,810 4, 5 

0,02∙Р0

 

2,680 18,25 2,680 18,25 2,680 18,25 

2,820 4, 5 2,820 4, 5 2,820 4, 5 
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Согласно представленным результатам для упругопластических расчѐтов с использо-

ванием трех  последовательных вложенных КЭ-сеток  № 1, 2 и 3 можно сделать следующие 

выводы: 

 

1. Наблюдается хорошее совпадение эпюр продольных сил и эпюр изгибающих момен-
тов. Различие в продольных силах и в изгибающих моментах для разных КЭ-сеток не 

превышает 1 %; 

 

2. Для всех трѐх  КЭ-сеток имеет место полное совпадение местоположения и порядка 

возникновения разрушений в каркасе, а также величин соответствующих им разру-

шающих нагрузок. 

 

3. В случае любой из трѐх КЭ-сеток для всех трѐх шагов приращения нагрузки 

ΔP=0,02Р0,  ΔP=0,01Р0, ΔP=0,005Р0  также имеет место полное совпадение местополо-

жения и порядка возникновения разрушений в каркасе.  При этом  величины соответ-

ствующих им разрушающих нагрузок отличаются для различных шагов не более чем 

на 1 %. 

 

Расчѐт № 2 

Производился расчѐт на совместное действие постоянной нагрузки и вертикальной 

крановой нагрузки (вертикальное давление крана). Для упругого расчѐта расчѐтная схема с 

КЭ-сеткой № 2 показана на рис. 10, а эпюры продольных сил и изгибающих моментов - на 

рис. 11 и 12 соответственно. 

 

 

 

 
 

Рис. 11. Упругий расчет. КЭ сетка № 2. 

 Эпюра продольных сил N, кН 

 

Рис. 12. Упругий расчет. КЭ-сетка № 1.  

Эпюра изгибающих моментов M, кН*м 

 

Упругопластический расчѐт осуществлялся с КЭ-сетками № 1, 2, 3. Эпюры продоль-

ных сил N и изгибающих моментов M при упругопластическом деформировании представ-

лены для КЭ-сетки № 2 на рис. 13 и 14. Для КЭ-сетки № 1 и КЭ-сетки № 3 эпюры продоль-

ных сил N и изгибающих моментов M имеют аналогичный характер . 
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Рис. 13. Упругопластический расчет. КЭ сетка № 2. 

Эпюра продольных сил N, кН 

Рис. 14. Упругопластический расчет. КЭ-сетка № 2. 

Эпюра изгибающих моментов M, кН*м 

 

На рис. 15, 16 указаны места разрушения элементов и образования пластических шар-

ниров и номера, соответствующие последовательности их возникновения. Номера разруша-

емых КЭ приведены в табл. 2. Значения нагрузок, вызывающих разрушение соответствую-

щих элементов каркаса можно найти с помощью коэффициентов k из табл. 2. 

 

  

Рис. 15. Схема разрушения элементов. КЭ-сетка № 2 Рис. 16. Схема разрушения элементов. КЭ-сетка № 3 

 

Таблица 2 

Номера разрушаемых КЭ и значения коэффициента k в расчѐте № 2 

Ш
аг
 н
гр
у
зк
и

 

𝛥
Р

 

КЭ-сетка №1

 

КЭ-сетка №2

 

КЭ-сетка №3

 Коэффициент 

k, для разру-

шающей  

нагрузки, где 
P=k∙Р0

 

Номер разру-

шаемых КЭ-

элементов   

и (их узлов) 

Коэффициент 

k, для разру-

шающей  

нагрузки, где 
P=k∙Р0

 

Номер раз-

рушаемых 

КЭ-лементов  

и (их узлов) 

Коэффциент k, 

для разруша-

ющей  

нагрузки, где 
P=k∙Р0

 

Номер раз-

рушаемых 

КЭ-лементов  

и (их узлов) 

0,005Р0

 

1,575 30(2) 1,575 37(2) 1,575 47(2) 

1,635 
44(2), 45(1,2), 

48(1) 
1,630 

66(2), 

67(1,2), 

72(1) 

1,630 

103(2), 

104(1,2), 

105(1,2), 

106(1,2), 

107(1,2), 

116(1) 
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Окончание табл. 2 

Шаг 

нагруз

ки  𝛥Р 

КЭ-сетка №1

 

КЭ-сетка №2

 

КЭ-сетка №3

 Коэффициент 

k, для  

разрушающей  

нагрузки, где 
P=k∙Р0

 

Номер  

разрушаемых  

КЭ-элементов 

и (их узлов) 

Коэффициент 

k,для  

разрушающей 

нагрузки, где 
P=k∙Р0

 

Номер  

разрушаемых 

КЭ-лементов  

и (их узлов) 

Коэффциент k, 

для разруша-

ющей  

нагрузки, где 
P=k∙Р0

 

Номер  

разрушаемых 

КЭ-лементов  

и (их узлов) 

0,01∙Р0

 

1,570 30(2) 1,570 37(2) 1,570 47(2) 

1,660 
44(2), 45(1,2), 

48(1) 
1,660 

64(2),65(1,2), 

66(1,2), 

67(1,2), 

72(1) 

1,620 
46(2), 

47(1,2) 

0,02∙Р0

 

1,580 30(2) 1,580 37(2) 1,580 47(2) 

1,720 

26(1),41(2), 

42(1,2),43(1,2), 

44(1,2),45(1,2), 

48(1) 

1,660 
36(2), 

37(1,2) 
1,620 

46(2), 

47(1,2) 

 

Получена следующая схема разрушения каркаса:  

1. Образуется пластический шарнир в месте сопряжения верхней и нижней ветви левой 
колонны (КЭ=30 для КЭ-сетки № 1, КЭ=37 для КЭ -сетки № 2 и КЭ=47 для КЭ -сетки 

№ 3). 

2. Образуются пластические шарниры в зоне сопряжения верхней ветви правой колонны 
с фермой (для шага ΔP=0.005Р0  КЭ=44,45,48 для КЭ-сетки № 1, КЭ=66,67,72 для КЭ -

сетки № 2,  КЭ=103-107,116 для КЭ-сетки № 3). 

Согласно представленным результатам для упругопластических расчѐтов с использо-

ванием трѐх последовательных вложенных КЭ-сеток  № 1 - 3 можно сделать следующие вы-

воды: 

1. Наблюдается хорошее совпадение эпюр продольных сил и эпюр изгибающих мо-

ментов. Для разных КЭ-сеток различие в продольных силах не превышает 1 % , а в изгиба-

ющих моментах – 5 %; 

2. Применение более грубых шагов ΔP=0,02Р0 , ΔP=0,01Р0  для КЭ-сеток № 2, 3 не 

позволяет получить точную схему разрушения. При наиболее точном шаге по нагрузке 

ΔP=0,005Р0  и шаге ΔP=0,0025Р0   для  всех трѐх КЭ-сеток схема и последовательность раз-

рушений получается одинаковой. Значения разрушающих нагрузок также совпадают.  

 

Выводы 

 

Согласно представленным результатам для расчѐтов № 1 и 2 можно сделать вывод, что 

обеспечена сходимость решения задачи по параметру – плотность КЭ сетки и по параметру – 

шаг приращения нагрузки ΔP. Это позволяет говорить о достоверности используемой числен-

ной схемы нелинейного расчѐта. 

Таким образом, для рассматриваемых видов упругопластического нагружения  ПК ЛИ-

РА позволил в рамках применяемой модели расчѐта получить схему разрушения рассматрива-

емой конструкции и величины предельных нагрузок по критерию предельного равновесия.  
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Приведены результаты экспериментальных исследований напряженно-деформированного состояния 

оснований фундаментов мелкого заложения, усиленных цилиндрического оболочками.  

Рассмотрены эпюры горизонтальных напряжений в основании фундаментов при наличии и отсутствии 

цилиндрических оболочек.  

Исследован механизм взаимодействия подземных конструкций.  

 

Ключевые слова: грунтовое основание, жесткий штамп, цилиндрическая оболочка, несущая способ-

ность, перемещения. 

Введение 

Проблемы безопасного строительства обсуждалось в [4, 5…12, 13]. Одновременно в 

течение длительного времени научно обосновываются способы повышения экономичности, 

долговечности и надежности возведения различных объектов [1…5, 11…13]. Механизм де-

формирования и разрушения оснований фундаментов описан в [6…9]. Одним из эффектив-

ных способов повышения несущей способности основания является ограничение боковых 

сдвиговых деформаций цилиндрическими оболочками [1, 9]. 

На практике применяют и такие решения, как устройство ограждающих стенок, вдав-

ливание в грунт оболочек, насадок, блоков, свай и др.  

В ряде случаев близко расположенные фундаменты оказывают взаимное влияние друг 

на друга, увеличивая неравномерности деформаций оснований, что приводят к повреждени-

ям конструкций и нарушению технологического процесса (рис. 1). То же касается и близко 

расположенных зданий или сооружений.  

Цель и задачи экспериментов. Предусматривалось получение функций влияния па-

раметров ограждающих конструкций на несущую способность и перемещения основания и 

фундаментов для обоснования оптимальных инженерных решений. 

Поставлены и решены следующие экспериментальные задачи: 

 смоделировать механизмы взаимодействия системы «основание - фундаменты» 

 выбрать геометрические и жесткостные параметры ограждающих конструкций 

 установить влияние этих параметров на напряженно-деформированное состоя-

ние основания 

 исследовать распределение горизонтальных напряжений, вызванных нагруже-

нием модели фундамента, на вертикальные штампы 

 разработать конструктивные рекомендации. 
______________________________________ 

© Леденѐв В. В., Савинов
 
Я. В., 2019
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Рис. 1. Пример влияния вертикальной нагрузки р 

(х, у) на устойчивость фундамента арочной конструкции: 1 

– рекомендуемая ограждающая стенка 

 

 

Постановка опытов. Эксперименты про-

водили в стальных пространственных лотках 

размером 2000х2000х1100 (h) мм и 

1800х1000х850 (h) мм с учетом силового и гео-

метрического подобия.  

Грунтовым основанием являлся послойно 

уплотнѐнный до ρ=1.60 г/см
3 
мелкозернистый 

песок в маловлажном состоянии (       ,  

φ = 28 , с = 2 кПа). Моделями фундаментов слу-

жили жесткие (по критерию М. И. Горбунова-

Посадова) стальные круглые диски с шероховатой контактной поверхностью.  

Нагрузку (центральную или внецентренную вертикальную, или наклонную) создавали 

гидравлическим домкратом через цилиндрический шарнир или рычагом с острым и плоским 

концом, входящим в пазы штампа. 

Методика экспериментов подробно описана в [7, 8, 14]. Ограждающие цилиндриче-

ские стенки изготавливали из листовой стали, пластика в виде цилиндров, жестких, гибких и 

конечной жесткости листов. 

Дополнительные сведения о методике экспериментов можно найти в [6]. 

Обсуждение результатов опытов. Особенности деформирования и разрушения ос-

нования отмечены на рис. 1-4.  

 

F 

 

 

Рис.  2. Следы смещений частиц песка по окрашенному меловым раствором стеклу.  

Опыты проводили в плоском лотке со стеклянной передней стеной 
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Рис. 3. Картина деформирования первоначально горизонтальных полос из окрашенного песка 

 

а) 

 
б) 

 
 

Рис. 4. Схема деформирования основания без ограждающего кольца (а) и при наличии его (б):  

1-круглый штамп; 2-ограждающее кольцо, ограничившее боковые деформации грунта;  

2’-кольцо для предохранения от осыпания песка; 3-жѐсткое ядро; 4-пластическое ядро;  

5-траектории частиц песка; 6-поверхность выпираемого штампом грунта; 7-поверхность скольжения 
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Влияние ограждающих конструкций на несущую способность и перемещение 

нагружаемого штампа. Как показано на рис. 5-7, ограничение деформаций основания при-

водит к многократному увеличению несущей способности, изменению величин и направле-

ний перемещений нагруженной модели фундамента. 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

Рис. 5. Расположение горизонтального жесткого штампа (1) 

 и вертикальной стенки (2) в плане (а); график зависимости крена горизонтального штампа  

от нагрузки (б); эпюры вертикальных перемещений краевых точек по осям 0x и 0y (в) 

 

(Опыты проводили Ю. А. Клинков, В. В. Леденѐв, Я. В. Савинов) 
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Рис. 6. Эпюры (а, д, г) горизонтальных перемещений ограждающих гибких стенок I, II, III от действия осевой 

вертикальной силы на штамп IV (в); зависимость между нагрузкой на штамп IV и его осадкой (б); цифры 

 в кружочках (1- 9) обозначают номера индикаторов. Нагрузки, кН: 1-1; 2-2; 3-3; 4-4; 5-5; 6-6; 7-7; 8-8; 9-9; 10-10

а) б) 

в) г) 

д) 
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а)                                   б)        

 
Рис. 7.  Графики зависимости несущей способности основания жесткого незаглубленного штампа Fst, u 

от относительной глубины ограждающего кольца  ̅c = hc / dst (a) и его относительного диаметра  c = dc / dst (б) 

при dst = 200 мм 

 

Исследование распределения горизонтальных напряжений. При нагружении фун-

дамента формируются поля напряжений и деформаций. Характер их зависит от множества 

факторов: 

 вида и состояния грунта 

 формы фундаментов  

 нагрузок и воздействий 

 жесткостных свойств системы «основание – фундамент – здание (сооружение)» 

 наличия в основании близко расположенных подземных конструкций и их па-

раметров  

 изменений во времени механических, реологических и жесткостных свойств 

как отдельных элементов, так и системы в целом 

 ошибок при определении свойств материалов, нагрузок и воздействий, моде-

лировании, выборе расчетных схем и др. 

В общем случае исследовали функцию: 

       (                ̅                        ̅    ), 
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где  i = x, y, z;     – плотность и влажность грунта;       – удельное сцепление, угол 

внутреннего трения и модуль деформаций грунта;      – сосредоточенная сила и еѐ разру-

шающая величина;  ̅      ;    – угол наклона силы к вертикали;       – эксцентриситеты 

силы  по координатным осям;         – относительные эксцентриситеты;         ;     – 

радиус штампа;     – диаметр штампа;    – расстояние от оси штампа до вертикальной плос-

кости, на которой определяются горизонтальные напряжения;   ̅        ;          ;  – за-

глубление штампа от поверхности основания. 

В экспериментах исследовали распределение горизонтальных составляющих напря-

жений, действующих в активной зоне и вызываемых нагружением фундаментов или их мо-

делей. 

С этой целью в основании по определѐнной схеме устанавливали жесткие вертикаль-

ные штампы. С помощью динамометров сжатия измеряли средние величины напряжений.  

Как правило, в опытах устанавливали по девять штампов с девятью динамометрами, 

расположенными в вертикальных плоскостях y0z, перпендикулярных оси x (рис. 8 а, б) и 

удаленных от оси круглых штампов или цилиндрических моделей фундаментов на расстоя-

ния, кратные их диаметрам. 

 

                      а)                                                               б) 

 
 

Рис. 8. Расположение горизонтального незаглубленного жесткого штампа (1)  

и вертикальных (2) в плане (а) и в разрезе (б) 

 

На рис  9-12 приведены графики  перемещений нагружаемого штампа и эпюры верти-

кальных давлений грунта на вертикальные штампы при разных расположениях ограждающе-

го цилиндрического кольца и схемах нагружения.  
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а) 

 
 

 

 

 

 

 

б) 

 
 

 

Рис. 9.  График зависимости осадки заглубленного горизонтального штампа (1) от нагрузки при 

0,375  ;      (а); эпюры горизонтального давления грунта на вертикальные штампы (2) при ( )stF кН : 1-2, 

2-4, 3-6, 4-8, 5-10, 6-12, 7-14, 8-16, 9-18, 10-20 
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Рис. 10. График зависимости осадки горизонтального незаглубленного штампа (1) от нагрузки при 

   ; 
0 0,5е   (а); эпюры горизонтального давления грунта на вертикальные штампы (2) при ( )stF кН : 1-2, 2-4, 

3-6, 4-8, 5-10, 6-12, 7-14, 8-16, 9-18, 10-20 
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Рис. 11. График зависимости осадки горизонтального незаглубленного штампа (1) передающего 

нагрузку на основание через грунт в кольце (3)  при    ;      (а); эпюры горизонтального давления грунта 

на вертикальние штампы (2) при ( )stF кН : 1-2, 2-4, 3-6, 4-8, 5-10, 6-12, 7-14, 8-16, 9-18, 10-20 
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Рис. 12.  График зависимости осадки заглубленного горизонтального штампа (1) с ограждающим коль-

цом (3) от  нагрузки при 0,375  ;       (а); эпюры горизонтального давления грунта на вертикальные 

штампы (2) при ( )stF кН : 1-2, 2-4, 3-6, 4-8, 5-10, 6-12, 7-14, 8-16, 9-18, 10-20 

 

 

Отмечено значительное повышение несущей способности основания с увеличением 

заглубления штампа и с установкой ограждающего кольца. 
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Выводы и практические рекомендации 

 

1. Устройство ограждающих стенок является эффективным инженерным приѐ-

мом, обеспечивающим: 

 значительное повышение несущей способности оснований фундаментов; 

 ограничение по величине, направлению и соотношению составляющих пере-
мещений фундаментов; 

 снижение перемещений близко расположенных подземных конструкций и 
предохранение конструкций от возможных повреждений и разрушений. 

2. Наиболее оптимальное решение по расходу материалов, стоимости и трудоем-

кости при обеспечении необходимой надежности и долговечности может быть достигнуто: 

 локальным уплотнением грунтов основания, закреплением или армированием, 

 изменением формы и пространственного расположения фундаментов (смеще-

ние от разбивочных осей, устройство наклонной подошвы, краевых ребер, 

нагрузочных консолей), 

 регулированием параметров нагрузки, например, созданием разгрузочных мо-

ментов, 

 выбором оптимальной комбинации влияющих параметров. 

3. Важными направлениями исследований, на наш взгляд, являются: 

 разработка методов расчета систем «основание – фундаменты - сооружение» 

 учет технологии строительства, изменений условий эксплуатации и, в первую 
очередь, повышения влажности и агрессивности грунтов 

 разработка способов регулирования усилий в конструктивных системах 

4. Предложенная и опробованная методика измерения горизонтальным составля-

ющих напряжений может быть использована и для решения других экспериментальных за-

дач по исследованию напряженно-деформированного состояния среды.  
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