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 СТАТИЧЕСКИЙ И КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПЛОСКОЙ ФЕРМЫ  

РЕГУЛЯРНОГО ТИПА  

 

М. Н. Кирсанов
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Национальный исследовательский университет "МЭИ" 

Россия, г. Москва 

 
1
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Анализируются схемы статически определимых ферм, обладающих периодической структурой. Выво-

дятся формулы для прогиба фермы в зависимости от размеров фермы и числа панелей. Для обобщения ряда 

решений для ферм с разным числом панелей на общий случай применяется метод индукции. Все преобразова-

ния и решения уравнений равновесия узлов выполняются в системе компьютерной математики Мaple. Для 

нахождения рекуррентных уравнений, которым удовлетворяют коэффициенты в формулах, привлекаются спе-

циализированные операторы системы компьютерной математики Мaple.  Показывается, что в некоторых случа-

ях при определенном числе панелей фермы становятся кинематически изменяемыми. Приводятся соответству-

ющие схемы распределения возможных скоростей узлов. Найдено асимптотическое свойство решения. Задача 

решена для трех видов симметричной нагрузки. Показано, что полученная зависимость имеет скачкообразный 

характер. Это позволяет использовать решение в задачах оптимизации при выборе числа панелей проектируе-

мой конструкции. 

 

Ключевые слова: ферма, индукция, Мaple, прогиб, изменяемость кинематическая. 
 

Введение 

Численные методы расчета строительных конструкций [1-7] в настоящее время теряют свою 

монополию при оценке деформаций и напряженного состояния проектируемых сооружений. 

Аналитические решения в виде простых формул имеют очевидное преимущество за счет про-

стоты и точности. Безусловно, формулы, которые дают полное решение задачи строительной 

механики с учетом всех внешних факторов, для произвольных нагрузок и свойств материала, 

получить в общем виде невозможно. Такие задачи и не ставятся. Однако основные задачи в 

случае простой модели сооружения решить в аналитическом виде несложно. Развитие систем 

компьютерной математики делает это возможным. При этом самые простые решения этого 

вида относятся к задачам для конкретных конструкций, например ферм, в которых известно 

число панелей, положение опор и вид нагрузки. Остается только найти зависимость решения 

от размеров, величины нагрузки или нагрузок и свойств материала. Такие решения имеют пра-

во на существование, однако область их применения весьма узка. Значительно интереснее и 

полезнее для практики проектирования формулы для некоторого класса ферм с различным 

числом панелей. Подобные решения уже существуют для плоских [8-17] и пространственных 

ферм [18-21]. Задачи решены методом индукции, применимым для регулярных статически 

определимых сооружений, имеющих некоторые ячейки периодичности [22,23]. Проблемы ре-

гулярных стержневых систем рассматривались также в [24-30]. Методом в [31-36] индукции в 

аналитической форме решены также задачи о собственных колебаниях регулярных ферм. В 

таких задачах масса сосредотачивалась в узлах конструкции. Обзор работ, использующих ме-

тод индукции при выводе формул для прогиба статически определимых плоских ферм арочно-

го типа, приведен в [37]. 

_____________________ 

© Кирсанов М. Н., 2019 
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В настоящей работе методом индукции выводятся формулы для прогиба фермы с 

двумя дополнительными опорами. 

Схема фермы. Постановка задачи.  Рассмотрим плоскую решетчатую ферму (рис. 1) 

с 2n панелями в нижнем поясе. Особенность конструкции – дополнительные опоры, предна-

значенные для смягчения условия опирания. При этом решетка фермы такова, что система 

остается статически определимой. Число стержней в ферме вместе с пятью стержнями, мо-

делирующими опоры, равно 8 10m n  , а число шарниров  .  Предлагаемая схема фер-

мы может быть использована в составе пространственной конструкции, например перекры-

тия (рис. 2). Ставится задача о нахождении зависимости прогиба от числа панелей в анали-

тической форме.  

 
Рис. 1. Ферма, n=6 

 
Рис. 2. Ферма в составе пространственной конструкции, n=6 

 

Для решения задачи используем программу расчета усилий в стержнях фермы на язы-

ке Мaple [38]. В программу вводятся координаты узлов, для чего узлы и стержни нумеруют-

ся (рис. 3). Начало координат выбрано в левой подвижной опоре № 1.  

 
Рис. 3. Нумерация узлов и стержней,  n=4 

Координаты вводятся в циклах по числу узлов: 

2 4 2 4

2 1 2 1

4 2 4 2 4 2

2 ( 1), 0, 1,...,2 1,

(2 1), 5 , 1,...,2 2,

( 1), ( 1),

, (5 ).

i i

i n i n

i n i n

i n n i n

x a i y i n

x a i y h i n

x a i y h i

x x ai y h i

   

   

    

    

    

   

   

  

4 5n
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Для ввода в программу порядка соединения стрежней по аналогии с заданием графа в 

дискретной математике используются специальные списки , 1,...,iN i m  , содержащие номе-

ра шарниров по концам соответствующих стержней. Стержни поясов, например, кодируются 

следующим образом: 

2

[ , 1], 1,..,2 ,

[ 2 1, 2 2], 1,..,2 3.

i

i n

N i i i n

N i n i n i n

  

      
 

В матрицу G  системы уравнений равновесия узлов размером m m  заносятся 

направляющие косинусы усилий в стержнях, вычисленные по проекциям на оси координат. 

Направляющие косинусы на горизонтальную ось x заносятся в нечетные строки, на ось y — в 

четные. 

Направляющие косинусы вычисляются по координатам узлов по концам стержней 

2, 1, 2, 1,1, 2,, , 1,...,
i i i ii N N i N Nl x x l y y i m      , 2 2

1, 2,i i il l l  . Первый индекс i в номере
 ,i jN  соот-

ветствует номеру стержня, второй j – номеру компоненты. При этом значение j=1 соответ-

ствует номеру шарнира в условном начале стержня, j=2 определяет номер его конца. 

Направляющие косинусы в G записываются следующим образом: 

   , , ,2/ , 2 2 , , 1,2, 1,..., ,q i j i i iG l l q N j q m j i m         

, , ,1/ , 2 2 , , 1,2, 1,..., .q i j i i iG l l q N j q m j i m        

Усилия во всех стержнях вычисляются из решения системы линейных уравнений S BG , 

где S  вектор усилий в стрежнях, B  — вектор нагрузок. Горизонтальные нагрузки, прило-

женные к узлу i , записываются в нечетные элементы 2 1iB  , вертикальные – в четные 2iB . 

Решение системы линейных уравнений находим с помощью обратной матрицы 1S BG . 

Этот метод хорошо реализуется в системе Мaple [38] и не требует привлечения специального 

пакета линейной алгебры Linear Algebra и кодируется просто:  S:=1/G.B: .  Первые вычисле-

ния усилий показали, что для некоторых значений числа панелей n определитель системы 

уравнений равновесия обращается в ноль. При этом если задавать численные значения раз-

меров в вещественной форме, то независимо от точности вычислений вырождение определи-

теля может остаться незамеченным. Подтверждением этому факту является схема возмож-

ных скоростей узлов изменяемой фермы (рис. 4).  

 

 
 

 

Рис. 4. Схема возможных скоростей узлов изменяемой фермы, n=2 

Стержни 15 и 20 совершают мгновенные повороты вокруг мгновенных центров скоростей 

1K  и 2K , стрежни 2, 3, 5, 6, 10 и 11 вращаются вокруг своих концов. Опоры и остальные 

стержни неподвижны. Очевидно соотношение / / (2 )v c u a . 

Только при расчете в символьной форме или с целочисленными данными  факт вы-

рождения определителя наиболее нагляден. В частности, получено, что недопустимыми зна-

чениями n являются значения 2, 3, 5, 7,  8, 10, 12, 13, 15, 17, 18 ... . Прослеживается очевид-
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ная периодичность этих чисел. Исключая их из рассмотрения, введем функцию 

(5 ( 1) 10 ) / 4kn k    . Теперь для нахождения искомой зависимости прогиба от числа пане-

лей, последовательно увеличивая k, можно получить ряд решений для прогиба ферм с раз-

личным допустимым числом панелей.  

Прогиб центрального узла нижнего пояса фермы определяем по формуле Максвелла – 

Мора 

                                          
5

1

m
j j j

j

S s l

EF





   ,                                                                   (1) 

здесь введены обозначения: kS –  усилия в стержнях фермы  от действия внешней нагрузки,   

ks –  усилия от единичной нагрузки, приложенной к центральному узлу в середине пролета, 

kl  – длины стержней. Материал стержней и площадь их сечений предполагаются одинако-

выми. Для всех стержней фермы модуль упругости  равен  E. Последовательно задавая в 

программе k=1, 2, 3, ..., имеем следующие результаты: 

   

   

   

3 3 3 2

3 3 2

3 3 3 2

1

2

3

100 17 40 / 2 , 

148 5 / , 

2036 47 ,

...

56 / 2

 

P a c h h EF

P a c h EF

P a c h h EF









 









 

Все эти решения имеют общий вид: 

   3 3 3 2

1 2 3 / , P C a C c C h h EF                                                       (2) 

где 2 2=c a h . Остается только получить зависимость коэффициентов от числа панелей. 

Для получения последовательности коэффициентов при 3a  необходимо решить задачу для 

ферм с числом панелей n=1,...,18. При этом получается последовательность 50, 148, 1018, 

1784, 5610, 8196, 18538, 24672, 46514, 58500, 98250, 118968, 184458, 217364, 317850, 366976, 

513138, 583092. Рекуррентное уравнение, которому подчиняются члены этой последователь-

ности, дает оператор
 
 rgf_findrecur : 

 

1, 1, 1 1, 2 1, 3 1, 4 1, 5 1, 6 1, 7 1, 8 1, 94 4 6 6 4 4k k k k k k k k k kC  C C C C C C C C C                  . 

Для нормальной работы этого оператора требуется четное число членов последова-

тельности. В случае, если последовательность имеет недостаточную длину, коэффициенты 

рекуррентного уравнения получаются дробными, а при проверке их решения  численным ме-

тодом обнаруживаются ошибки. Решение рекуррентного уравнения дает оператор  rsolve: 
4 3 2

1 (250 4(125 53( 1) ) (518 318( 1) )

316(1 ( 1) ) 15( 1) 15) / 48.

k k

k k

C k k k

k

       

                                           (3)

 

Аналогично, но из решения более простых уравнений получаются и другие коэффи-

циенты формулы: 
2

2

3

(10 (10 19)(1 ( 1) )) / 8,

2( 4)(1 ( 1) ).

k

k

C k k

C k

    

                                                                 (4)

 

В случае нагрузки на узлы нижнего пояса (рис. 5) коэффициенты формулы (2) имеют 

похожую форму и определяются из решения тех же рекуррентных уравнений: 
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4 3 2

1

2

2

3

(250 4(125 53( 1) ) (218 318( 1) ) 16(1 ( 1) ) 75( 1) 75) / 48,

5(2 (2 1)(1 ( 1) )) / 8,

2 (1 ( 1) ).

k k k k

k

k

C k k k k

C k k

C k

            

    

  
    (5)            

 

 
Рис. 5. Ферма, n=4. Нагрузка, распределенная по нижнему поясу 

  Более простое решение для коэффициентов в формуле прогиба (2) получается при 

действии одной силы в середине пролета (рис. 6): 

3 2

1

2

3

(20 30(1 ( 1) ) 10(4 3( 1) ) 3( 1) 3) /12,

5(2 1 ( 1) ) / 4,

2(1 ( 1) ).

k k k

k

k

C k k k

C k

C

         

   

  
                                (6) 

Заметим, что степени полиномов в этом случае меньше, чем в задаче о действии  рас-

пределенной нагрузки.  

 
Рис. 6. Ферма, n=4. Сосредоточенная сила в середине пролета 

Анализ полученных результатов. Прогиб. Рассмотрим, например, ферму постоян-

ной длины с постоянной, не зависящей от числа панелей нагрузкой. Интересно проследить, 

как в этом случае решение зависит от числа панелей и есть ли какие-нибудь рекомендации к 

выбору этого числа. Для этого построим графики решений (2)  с коэффициентами, найден-

ными для нагрузки по верхнему поясу при 0 2( 2)P n P   , 4L na  (рис. 7).  Относительный 

прогиб обозначим как 0' / ( )EF P L   . 

 
Рис. 7. Зависимость относительного прогиба от числа панелей для распределенной по верхнему поясу 

нагрузки. L=60 м, 1– h=1 м; 2– h=2 м; 3– h = 6 м 
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Кривые имеют резкие скачки, показывающие, что неудачный выбор числа панелей 

может заметно уменьшить жесткость конструкции. Относительный прогиб при k=6 и k=7 

различается почти в два раза. С увеличением числа панелей (при фиксированном пролете и 

нагрузке) относительный прогиб, хотя и не монотонно, но растет. В системе Мaple можно 

найти предел lim '/ / (4 )
k

k h L


  , свидетельствующий о наличии наклонной асимптоты с та-

ким углом. 

Графики зависимости прогиба от числа панелей, построенные для случая нагружения 

нижнего пояса, имеют подобный вид. Эта же зависимость для случая одной силы имеет 

принципиально иной вид (рис. 8). 

 

 

 
 

Рис. 8. Зависимость относительного прогиба от числа панелей для сосредоточенной нагрузки. L=60 м, 

1– h = 1 м; 2– h = 2 м; 3– h = 6 м 

 

 

Кривые также имеют сильные изломы и также не монотонно растут, но порядок кри-

вых, построенных для различных высот при k=4, меняется. Оказывается, что ферма с 

наибольшей высотой не самая жесткая. Это видно из самопересечения кривых 2 и 3 при k=4.  

Анализ решения и кривых на рис. 6 и 7 показывает, что зависимость прогиба от высо-

ты нелинейная. Проиллюстрируем это на рис. 9 при длине пролета L=40 м в случае равно-

мерного загружения узлов верхнего пояса фермы. 

В зависимости от числа панелей точка минимума выражена сильнее (k=10) или слабее 

(k=2). Однако она в любом случае существует. Это показывает предел, выражающий угол 

наклона асимптоты 
2lim '/ (10 26 83 ( 1) (26 83)) / (8 ) 0k

h
h P k k k L


       . Характерно, что 

зависимость угла наклона от числа панелей квадратичная. Это также прослеживается из гра-

фика на рис. 8. 

Распределение усилий. Помимо величины прогиба фермы важной ее характеристи-

кой является распределение усилий по стержням поясов и решетки. Средства Мaple позво-

ляют это наглядно проиллюстрировать, выделив таким образом наиболее опасные сжатые 

стержни, для которых необходим расчет на устойчивость, и растянутые, рассчитываемые на 

потерю прочности. 
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Рис. 9. Зависимость относительного прогиба от высоты h для распределенной по верхнему поясу  

нагрузки, L = 40 м 

 

На схемах рис. 10 и 11, построенных для случая загружения нижнего пояса, сжатые 

стержни выделены синим цветом, растянутые – красным. Толщина линий пропорциональна 

усилиям. Цифрами указаны относительные значения 0/S P , где 0 (/ 2 3)P P n  . Для сравне-

ния одна схема (рис. 10)  приведена для четного числа панелей между опорами, другая (рис. 11) — 

для нечетного. Принят пролет  L=4na= 50 м, высота h=2 м.  

 

 
 

Рис. 10. Распределение усилий при  n=4, k=1, a= L/(4n)= 3,12 м 

 

 
Рис. 11. Распределение усилий при  n=6, k=2, a=L/(4n)=2,08 

 

Сопоставляя распределения при n= 4 и n=6, замечаем, что при одной и той же длине 

пролета, высоте фермы и суммарной нагрузке усилия в некоторых стержнях отличаются  не 

только по величине (в боковых стойках отличие в два раза), но и знаком. Наиболее характер-

но изменение знака реакции второй с края подвижной опоры. Вместо того, чтобы поддержи-

вать конструкцию, разгружая тем самым боковую опору, эта опора, имея растягивающее 

усилие, только нагружает сжатую боковую опору. Этот же эффект наблюдается и при других 
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значениях числа k. Обобщая описанным образом решения для различного числа панелей, по-

лучим значения реакций (знак реакции  обратный к знаку усилия в соответствующем опор-

ном стержне): 

 

                              (5 ( 1) ) / 2, (( 1) (2 1) 1) / 4k k

A BY Pk  Y P k        .   

 

Этот факт подсказывает, использование фермы с такой схемой при четном числе k не-

рационально, особенно учитывая, что при этом два раскоса в середине пролета оказываются 

сжатыми, а  это заставляет использовать стержни с увеличенным сечением во избежание по-

тери устойчивости сжатых стержней. 

 

Заключение 

 

Предложена не совсем обычная схема фермы. Дополнительные опоры выравнивают 

усилия при опирании, а  скошенные края верхнего пояса делают ее удобной в конструкциях 

покрытий зданий и сооружений. Несмотря на достаточно сложную конструкцию, не позво-

ляющую, в частности, применять при расчете такие методы, как метод последовательного 

вырезания узлов и метод сечений, ферма допускает для прогиба компактное аналитическое 

решение. Линейная комбинация решений, полученных для трех рассмотренных видов 

нагрузки,  дает возможность использовать их для широкого класса задач о прогибе. Допол-

нительным преимуществом аналитического решения является его точность, не зависящая  от 

сложности фермы (числа панелей). Численные методы при весьма большом числе панелей 

склонны к потере точности. Это можно продемонстрировать и на модельных задачах в си-

стеме Мaple. Искусственно занижая точность вычислений (параметр Digits) и решая задачу 

численно в той же программе, в которой выводились формулы для прогиба, можно в этом 

убедиться. Не последнее значение имеет и время счета. Еще одно положительное свойство 

предложенного алгоритма проявилось неожиданно, когда при некоторых значениях числа 

панелей было обнаружено, что определитель обращается в ноль. Первоначальные численные 

расчеты этот момент пропустили за счет погрешности счета. Действительно, если совсем не-

много изменить координаты некоторых узлов, то кинематически непротиворечивой картины 

возможных скоростей узлов (см. рис. 2) уже не будет иметь место и определитель в ноль не 

обратится. Кроме того, при численном счете модели фермы с жесткими креплениями в узлах 

можно упустить случаи, опасные для шарнирной системы. Такие конструкции будут дер-

жаться только за счет жестких соединений в узлах, в то время как было бы разумнее просто 

немного изменить число панелей и ферма была бы жесткой даже при нарушении жестких 

связей в узлах. 

Если кратко, то в качестве  главных выводов из работы можно указать два. Первое — 

простое аналитическое решение задачи о прогибе фермы с произвольным числом стержней 

возможно и оно может быть достаточно компактным. Второе — фермы могут иметь скрытые 

и опасные дефекты, которые иногда проявляются при одном числе панелей и отсутствуют в 

других случаях. Перенос решений, полученных для одних ферм на другие, следует делать 

осторожно, имея в виду указанный эффект вырождения определителя.  
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Рассматривается расчет прямоугольной плиты по технической теории (тонкая жѐсткая плита), основан-

ной на гипотезах Кирхгоффа-Лява. Подобные плиты наиболее широко используются в строительной практике. 

Для расчета применяется решение М. Леви в одинарных тригонометрических рядах. Выводятся аналитические 

выражения для искомых величин при всех случаях закрепления краев плиты, для которых возможно использо-

вать решение Леви. Вычисления выполняются с использованием пакета компьютерной математики Mathcad, в 

среде которого была разработана и зарегистрирована программа для ЭВМ. Полученные результаты сопоставля-

лись с численным решением тех же задач с помощью ПК Лира. Исследовалась сходимость численного решения 

к аналитическому решению Леви при уменьшении размеров конечных элементов.  

Ключевые слова: прямоугольная плита, прогиб, изгибающий момент, крутящий момент, поперечная 

сила, Mathcad, МКЭ. 

 
Решение Леви, полученное в конце 19-го века, может быть использовано для расчета 

плиты, два противоположных края которой шарнирно оперты, а два других могут быть шар-
нирно оперты, защемлены или свободны [1, 2, 3]. В литературе обычно рассматриваются 
случаи, когда все края плиты шарнирно оперты либо два противоположных края шарнирно 
оперты, а два других края защемлены. При этом плита нагружена равномерно распределен-
ной нагрузкой. Соотношения, охватывающие все указанные выше случаи применения реше-
ния Леви для расчета на изгиб прямоугольных плит при произвольном загружении, приведе-
ны в данной работе. 

Рассматривается расчет прямоугольной плиты (рис. 1), у которой два противополож-
ных края OC и AB шарнирно оперты, а каждый из двух других краев OA и BC может быть 
шарнирно опертым, защемлен или свободен. Нагрузка задается с помощью произвольной 
функции двух аргументов       . 

 
Рис. 1. Прямоугольная плита 

_________________________________ 

© Резунов А. В., Лютоева  Ю. Н., 2019 
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Все параметры напряженно-деформированного состояния плиты полностью опреде-

ляются через ее прогиб w(x,y) . Функция w(x,y)  удовлетворяет уравнению Софи Жермен –

 Лагранжа  1 3   

4 4 4w w w q(x,y)
2

4 2 2 4 Dx x y y

  
   

   
 (1) 

и на краях ОС и АВ при x = 0 и x = a следующим граничным условиям: 

2w
w 0, 0.

2x


 


 (2) 

Здесь 

 
3E h

D
212 1






 – цилиндрическая жѐсткость, E – модуль упругости,  

ν – коэффициент Пуассона, h – толщина плиты. 

Решение задачи (1) – (2) будем искать в виде 

 m

m 1

w Y (y) sin x ,




    (3) 

где m / a   , mY (y)  – некоторые функции одного аргумента. При этом условия (2) удовле-

творяются тождественно. Для определения функций mY (y)  подставим (3) в (1), функцию 

нагрузки q(x, y)  разложим в ряд Фурье по синусам и полученное выражение также подста-

вим в (3). После этого сгруппируем слагаемые при  sin x и приравняем их нулю. Получим 

линейное неоднородное обыкновенное дифференциальное уравнение четвертого порядка: 

IV 2 " 4 m
m m m

q
Y 2 Y Y

D
     ,  (4) 

где  
a

m
0

2
q (y) q(x, y) sin x dx

Da
    . 

Общее решение уравнения (4) можно представить в виде 

 m 1m 2m 3m 4m mY y C ch y C ysh y C sh y C ych y F (y),            (5) 

где mF (y)  - частное решение уравнения (4), которое возьмем в виде [1]:  

     
y a

m 2

0 0

1 1
F (y) y t ch y t sh y t q(x, y)sin x dx dt

Da

 
                   

  . (6) 

Произвольные постоянные 1m 2m 3m 4mC , C , C , C  находятся из условий закрепления гра-

ниц плиты OA и BC (см. рис. 1). Все возможные варианты закрепления этих границ для ис-

пользования решения Леви [1-3] исчерпываются шестью случаями, которые рассмотрены 

ниже. 

1. Оба края OA и BC шарнирно оперты.  
2

2

2

2

w
0 x a, y 0 : w 0, 0;

y

w
0 x a, y b : w 0, 0.

y

 
    




     
 

  (7) 

Из (7) с учетом (3) найдем 

m m m mY (0) 0, Y (0) 0, Y (b) 0, Y (b) 0.       (8) 

2. Края OA и BC защемлены. 
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w
0 x a, y 0 : w 0, 0;

y

w
0 x a, y b : w 0, 0.

y


     


     

 

  (9) 

 

Из (9) с учетом (3) получим 

m m m mY (0) 0, Y (0) 0, Y (b) 0, Y (b) 0.       (10) 

 

3. Край OA защемлен, BC шарнирно оперт. 

2

2

w
0 x a, y 0 : w 0, 0;

y

w
0 x a, y b : w 0, 0.

y


     


     

 

  (11) 

Из (11) с учетом (3) будем иметь 

m m m mY (0) 0, Y (0) 0, Y (b) 0, Y (b) 0.       (12) 

 

4. Край OA свободный, BC защемлен. 

 
2 2 3 3

2 2 3 2

w w w w
0 x a, y 0 : 0, 2 0;

y x y x y

w
0 x a, y b : w 0, 0.

y

    
         

    


     
 

  (13) 

Из (13) с учетом (3) найдем 

            2 2

m m m m m m m mY (0) (2 ) Y (0) 0, Y (0) Y (0) 0, Y (b) 0, Y (b) 0.                   (14) 

 

5. Край OA  свободный, BC  шарнирно оперт. 

 
2 2 3 3

2 2 3 2

2

2

w w w w
0 x a, y 0 : 0, 2 0;

y x y x y

w
0 x a, y b : w 0, 0.

y

    
         

    


     
 

  (15) 

Из (15) с учетом (3) получим 
2 2

m m m m m m m mY (0) (2 ) Y (0) 0, Y (0) Y (0) 0, Y (b) 0, Y (b) 0.                  (16) 

 

6. Края OA и BC свободные.  

 
2 2 3 3

2 2 3 2

0 x a, y 0,b :

w w w w
0, 2 0.

y x y x y

  

   

           

  (17) 

Из (17) с учетом (3) будем иметь 

                           

2 2

m m m m m m

2 2

m m m m m m

Y (0) (2 ) Y (0) 0, Y (0) Y (0) 0,

Y (b) (2 ) Y (b) 0, Y (b) Y (b) 0.

              


             
  (18) 
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Подставляя в (8), (10), (12), (14), (16), (18) выражения (5) и решая полученную систе-

му линейных алгебраических уравнений, найдем значения постоянных 1m 2m 3m 4mC , C , C , C  

(табл. 1). Входящие в полученные выражения производные от функции mF (y)  имеют вид 

     
y a

m 2

0 0

1
F (y) sh t y t y q(x, t) sin x dx dt,

Da

 
               

   

     
y a

m

0 0

1
F (y) ch t y t y sh t y q(x, t) sin x dx dt,

Da

 
                         

 

       
y a

m

0 0

1
F (y) sh t y t y 2ch t y q(x, t)sin x dx dt.

Da

 
                      
 
   

Из этих соотношений следуют условия 

                                        m m m mF (0) F (0) F (0) F (0) 0      . 

 
Изложенная выше методика расчета прямоугольных плит была реализована в виде 

программы для ЭВМ [6] с использованием пакета компьютерной математики Mathcad. Про-

грамма позволяет по известным геометрическим размерам плиты, значениям упругих посто-

янных и виду нагрузки найти в заданной точке значения прогиба плиты, изгибающих и кру-

тящего моментов, поперечных сил и построить объѐмный график любой из этих величин. 

Возможно использование программы в строительной практике, а также в учебном 

процессе при преподавании таких дисциплин, как "Теория упругости", "Теория расчета пла-

стин и оболочек" и т. д. 

В литературе имеется ряд источников [4, 5], содержащих таблицы с результатами рас-

четов прямоугольных плит. Недостаток использования этих таблиц заключается в том, что в 

них рассматривается дискретный набор геометрических параметров, некоторое фиксирован-

ное значение коэффициента Пуассона и ограниченный набор видов загружения. Для других 

значений исходных данных приводятся достаточно сложные формулы. 

Для расчета реальных объектов в настоящее время широко используются программ-

ные комплексы на основе метода конечных элементов. Для применения этих методов необ-

ходимо наличие и умение пользоваться достаточно сложным программным обеспечением. 

В данной работе приводятся результаты расчетов конкретной плиты методом Леви и с 

помощью ПК Лира. Использовался прямоугольный конечный элемент №11. Для анализа 

точности численного решения выполнялось разбиение области решения на конечные эле-

менты разного размера. 

Рассмотрим плиту с размерами в плане a 2,8 м, b 3,8 м  и высотой h 0,08м  из 

материала со значением коэффициента Пуассона 0,13   и модуля упругости 

7E 3,6 10 кПа.   Значения прогибов и силовых факторов найдем в точке с координатами 

0 0x 1,8м, y 1,0м.   В табл. 2-4 и на рис. 2-11 (Mathcad) приведены результаты расчетов, 

соответствующие равномерно распределенной нагрузке 
2q(x,y) 4кН м .  
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Таблица 1 

Значения произвольных постоянных    ,    ,    ,     

 

Края OA и BC шарнирно оперты 

 

        2 2

1m 2m 4m m m m m m 3m m 4m m m mC 0, C 0, C F (b) F (b) 2 sinh , C F (b) C cosh sinh               

Края OA и BC жестко защемлены 

 

   

 
   2

m m m m m m m m m m m m m

1m 2m 3m 4m 3m2 22 2
m mm m m

b sinh F (b) sinh( ) cosh( ) F (b) sinh( ) cosh( ) F (b) bsinh F (b)
C 0, C , C , C C

sinh( )sinh( )

           
    

     
 

Края OA и BC свободные 

 

   
2

22 2
22 2 m m m m

m m m m m m m m m m2 2

m m

F (b) F (b) (2 ) F (b)3 2 3 2
1 sinh( ) , 2 F (b) 1 sinh( ) sinh( ) (1 )cosh( ) ,

1 1

              
                        

         

2 2

m m m m 2m 4m
m m m m m m m 2m 4m 1m 2m 3m 4m2 2

m m m m

F (b) (2 )F F (b) 3 2 2 1
4 (1 )sinh( ) F (b) sinh( ) (1 )cosh( ) , C , C , C C , C C

1 1 1

             
                  

        

 

 

Край OA  жестко защемлен, BC шарнирно оперт 

 

   

 

 

 

2

m m m m m m m m m m m m m m m m

1m 2m 3m 4m 3m2 2

m m m m m m m m

sinh( ) cosh( ) F (b) sinh( ) cosh( ) F (b) 2cosh( ) sinh( ) F (b) bsinh( )F (b)
C 0, C , C , C C

2 sinh( )cosh( ) 2 sinh( )cosh( )

              
    

         
 

 

2
4
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Окончание табл. 1 

 

Край OA свободный, BC шарнирно оперт 

 

   m m

m m m m m m m m m m m m m m m m

3 sinh( ) 3 sinh( )2 1 2
sinh( ) cosh( ) cosh( ) sinh( ) cosh( ) sinh( ) cosh( ), 2 F (b) cosh( )

1 1 1 1 1

           
                                       

  

m m m m 2m
m m m 4m m m m m m m m 2m 4m 1m 3m 4m2 2

m m m m

F (b) F (b) 2 4 2C1 2 2 1
sinh( ) cosh( ) , sinh( ) cosh( ) F (b) sinh( ) cosh( ) , C , C , C , C C

1 1 1 1 1

             
                        

                  

  

 

Край OA – свободный, BC – жестко защемлен 

 

   
 

         m

m m m m m m m m m m m m

2cosh2 1 1
sinh cosh sinh sinh cosh cosh sinh

1 1 1 1

         
                    

          
,  

 
     m m

m m m m m m m

m

2cosh F (b) 1
2 F (b) sinh sinh cosh ,

1 1

    
           

      
  

       m
m m m m m m m m

m

F (b) 2 1
4 sinh cosh F (b) cosh sinh ,

1 1

     
             

      
 

2m m m 4m m m 1m 2m 3m 4m

2 1
C 2 , C 4 , C C , C C

1 1

  
       

   
 

2
5
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Края OA и BC шарнирно оперты 
Таблица 2

 

Прогибы и усилия, полученные в ПК Лира 
Прогибы и усилия, полученные 

в среде Mathcad 

Сетка с шагом 0,1 м Сетка с шагом 0,05 м Решение М. Леви 

               мм                мм                мм 

                к                  к                  к  

               к                 к                  к  

                 к  м                  к  м                  к  м 

                к  м                 к                  к  

               к                 к                 к  
 

 
Рис. 2. График прогибов w, мм 

 
Рис. 3. График изгибающих моментов   , кН 

 

Рис. 4. График крутящих моментов H, кН 
 

Рис. 5. График поперечных сил    к м⁄  

Край OA свободный, BC защемлѐн. 
Таблица 3

 

Прогибы и усилия, полученные в ПК Лира 
Прогибы и усилия, полученные  

в среде Mathcad 

Сетка с шагом 0,1 м Сетка с шагом 0,05 м Решение М. Леви 

               мм                мм                мм 

                к                  к                  к  

                к                  к                  к  

                 к  м                  к  м                  к  м 

                 к  м                  к  м                  к  м 

                к                  к                  к  
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Рис. 6. График прогибов w, мм  

Рис. 7. График изгибающих моментов   , кН 

 

Рис. 8. График крутящих моментов H, кН 

 
Рис. 9. График поперечных сил    к м⁄  

 
Рис. 10. График изгибающих моментов   , кН 

 
Рис.11. График поперечных сил    к м⁄  

 

В табл. 4-5 и на рис. 13-24 (Mathcad) приведены результаты расчетов, соответствую-

щие нагрузке    2 2q(x,y) 4x a x y b y кН м   (рис. 12). 

 
Рис. 12. Вид нагрузки на плиту 



28 
 

Край OA защемлен, BC шарнирно оперт 
Таблица 4 

Прогибы и усилия, полученные в ПК Лира 
Прогибы и усилия, полученные  

в среде Mathcad 

Сетка с шагом 0,2 м Сетка с шагом 0,1 м Решение М. Леви 

               мм                мм                мм 

               к                  к                  к  

                к                  к                  к  

                 к  м                  к  м                  к  м 

                 к  м                  к  м                  к  м 

               к                 к                 к  

 
Рис. 13. График прогибов w, мм 

 
Рис. 14. График изгибающих моментов   ,кН 

 

  

 
Рис. 15. График крутящих моментов H, кН 

 
Рис. 16. График поперечных    к м⁄  

 

 

 
Рис. 17. График изгибающих моментов   , кН 

 
Рис. 18. График поперечных сил   , к м⁄  
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Край OA свободен, BC шарнирно оперт 
Таблица 5

 

Прогибы и усилия, полученные в ПК Лира 
Прогибы и усилия, полученные  

в среде Mathcad 

Сетка с шагом 0,2 м Сетка с шагом 0,1 м Решение М. Леви 

               мм                мм                мм 

                 к                   к                   к  

                к                  к                  к  

                 к  м                  к  м                  к  м 

                к  м                 к  м                 к  м 

                к                  к                  к  

 
Рис. 19. График прогибов w, мм 

 
Рис. 20. График изгибающих моментов   ,кН 

 
Рис. 21 - График крутящих моментов H, кН 

 
Рис. 22 - График поперечных    к м⁄  

 

 

Рис. 23. График изгибающих моментов   , кН 

 
 

Рис. 24. График поперечных сил   , к м⁄  

 

 

При выполнении решения методом Леви в выражениях для прогибов и силовых фак-

торов использовалось 7÷9 членов ряда. Если же функция загружения задается гладкой функ-
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цией, то с точностью до 1 % можно ограничиться 3÷5 слагаемыми. Ряды для прогибов схо-

дятся очень быстро, для моментов и поперечных сил - медленнее. При числе слагаемых бо-

лее 9 в Matchad возможна потеря значимости при вычислении гиперболических функций. 

Сравнение результатов расчетов, полученных методами Леви и МКЭ, показывает, 

что с уменьшением размеров конечных элементов численное решение сходится к аналитиче-

скому. При размерах КЭ 0,05х0,05 м (общее количество элементов 4256) численное и анали-

тическое решения рассматриваемой задачи совпадают с точностью до 4 значащих цифр (см. 

табл. 2, 3). При использовании более редкой сетки 0,1х0,1 м разница между решениями не 

превосходит 0,5 % (см. табл. 4, 5) и лишь для одного значения составила 3,6 % (см. табл. 5). 

Заметим, что в ПК Лира задание загружения с помощью функции возможно только в по-

следних платных версиях программы. 
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The calculation of a rectangular slab according to the technical theory (thin rigid slab), based 

on the Kirchhoff-Love hypotheses, is considered in this article. Such plates are most widely used in 

construction practice. For the calculation, the solution of M. Levi in a single trigonometric series is 

applied. Analytical expressions for the desired quantities are derived for all cases of fixing the edges 

of the slab for which it is possible to use the Levy solution. Calculations are performed using the 

Mathcad computer math package, in the medium of which the computer program was developed 

and registered. The results obtained were compared with the numerical solution of the same prob-

lems with the help of PC Lyra. The convergence of the numerical solution to the Levy analytical 

solution was investigated with decreasing finite element sizes. 

 

Keywords: rectangular plate, deflection, bending moment, torque, shear force, Mathcad, 

FEM. 
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Статически определимая балочная ферма с восходящими раскосами и параллельными поясами усилена 

дополнительными раскосами. На половине верхнего пояса ферма нагружена равномерно распределенными по 

узлам силами. Прогиб фермы рассчитывается по формуле Максвелла-Мора. Усилия в стержнях в аналитиче-

ском виде находятся методом вырезания узлов по программе символьных преобразований Maple. По данным 

решения серии задач с различным последовательно увеличивающимся числом панелей получается последова-

тельность коэффициентов искомой формулы. Общий член последовательности коэффициентов определяется с 

помощью решения линейного однородного рекуррентного уравнения.  

 

Ключевые слова: ферма, прогиб, индукция, Maple 

 

Фермы обычно рассчитываются на деформации, прочность и устойчивость, как пра-

вило, в специализированных компьютерных программах, основанных на методе конечных 

элементов или других численных методах. Эти программы могут рассчитывать сложные 

конструкции,  статически неопределимые и пространственные. Аналитические же расчеты, 

несмотря на распространение систем символьных преобразований (Reduce, Maple, Maxima, 

Derive и др.), встречаются значительно реже, особенно те, которые дают решение в виде 

компактной формулы. В [1] приведены аналитические решения для прогиба плоских ферм 

под действием распределенной и сосредоточенной симметричной нагрузки. В настоящей ра-

боте ставится задача рассчитать шпренгельную ферму на несимметричную нагрузку. Из-

вестно, что такая нагрузка может быть более опасной для конструкции, чем эквивалентная ей 

симметричная. 

Рассмотрим ферму с усиленными восходящими раскосами (рис. 1), равномерно за-

груженную по половине верхнего пояса. В каждую панель фермы добавлены две дополни-

тельные вертикальные стойки и два раскоса. В ферме с n панелями в половине пролета со-

держится N=24n+4 стержня вместе с  тремя стержнями, моделирующими опоры. Расчет уси-

лий произведем по программе [1] методом вырезания узлов. 

 

 
 

Рис. 1. Ферма под действием равномерной нагрузки, n=3 

__________________ 

© Ткачук Г.Н., 2019 
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Эта программа использовалась в расчетах ряда арочных [2-13] и ферм пространствен-

ного типа [14-23]. Статически определимые решетчатые фермы рассчитывались в аналитиче-

ской форме в [24-29]. Решение для деформации плоской фермы башенного типа получено в 

[30]. Выражения для прогиба шпренгельных ферм методом индукции найдены в работах [31-

34].  Фермы, допускающие при определенном числе панелей кинематическую изменяемость, 

рассмотрены в [35-37]. 

Все шарниры и стержни нумеруются (рис. 2). Сначала нумеруются стержни поясов 

(слева направо), затем стержни решетки.  В программу вводятся координаты узлов. Приве-

дем фрагмент программы, написанной на языке системы Maple: 

 

>for i to 2*n+1 do x[i]:=3*a*(i-1): y[i]:=0: end: 

>for i to n do   

>   x[i+2*n+1]:=3*i*a-2*a:      y[i+2*n+1]:=h: 

>   x[i+3*n+1]:=3*i*a+3*a*n-a:  y[i+3*n+1]:=h: 

>   x[i+4*n+1]:=3*i*a-a:        y[i+4*n+1]:=2*h: 

>   x[i+5*n+1]:=3*i*a+3*a*n-2*a:y[i+5*n+1]:=2*h: 

> end: 

>for i to 6*n+1 do  x[i+6*n+1]:=i*a-a:y[i+6*n+1]:=3*h: end: 

 

В результате расчетов получено выражение для прогиба фермы, не зависящее по 

форме от числа панелей: 

3 3 3 2( ) / (2 ),EP Aa Bc Ch h     

где 2 2c a h  —  длина короткого раскоса. Все три коэффициента, зависящие от числа па-

нелей, найдены с помощью метода индукции. 

 

 
Рис. 2. Нумерация узлов и стержней, n=1 

 

Оператор rgf_findrecur из специализированного пакета genfunc по данным расчета десяти 

ферм дает линейные однородные рекуррентные  уравнения порядков 5 и 3: 

1 2 3 4 55 10 10 5n n n n n nA A A A A A         ; 

1 2 33 3n n n nB B B B     ; 

1 2 33 3n n n nC C C C     . 

С помощью оператора rsolve находим решения этих уравнений в виде полиномов четвертого 

и второго порядка по числу панелей: 

4 3 2(15 4 7 2 ) / 4A n n n n    , 2(9 3 ) / 2B n n  , 2(9 9 8) / 2C n n   . 
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Найденную аналитическую зависимость прогиба от числа панелей и размеров фермы 

можно использовать как оценочную при эскизном расчете фермы или для тестирования чис-

ленных методов. 

 На рис. 3 приведены графики полученной зависимости безразмерного прогиба

' / ( )sEF PL  , (3 1)sP P n   от числа панелей при длине пролета L=100 м.  

 

Рис. 3. Зависимость прогиба от числа панелей, 

 высота h в метрах 

 

Длина панели a зависит от пролета: 

a=L/(6n). При малых n (начало графика) 

прогиб падает, затем очень медленно 

растет, стремясь к наклонной асимптоте. 

Тангенс угла наклона асимптоты можно 

найти с помощью вычисления предела 

lim '/ 3 / (2 ).
n

n h L



 

В системе Maple эта операция выглядит 

так: limit(Del/n, n=infinity). 

Экстремальная (минимум) точка 

находится вблизи значений n=4...8. 

Найти точное решение задачи о мини-

муме прогиба в системе Maple не удается.  

Средствами Maple можно построить картину распределения усилий в стержнях фер-

мы. На рис. 4 синим цветом выделены сжатые стержни, красным — растянутые. Цифрами 

указаны усилия в стержнях, отнесенные к силе P. Расчеты произведены при a=4 м, h = 3 м. 

 

 
Рис. 4. Распределение усилий в стержнях, n=2 

 

Аналитические обзоры некоторых простых решений для плоских ферм, полученные 

аналогичным методом в системе символьной математики Maple [38,39] с помощью метода 

индукции, содержатся в работе [40]. 
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THE FORMULA FOR THE DEPENDENCE OF THE DEFLECTION OF AN 

ASYMMETRICALLY LOADED FLAT TRUSS WITH REINFORCED BRACES ON THE 

NUMBER OF PANELS 
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Statically determinate girder with upward braces and parallel belts reinforced with additional 

braces. On the half of the upper belt, the truss is loaded with forces evenly distributed over the 

nodes. The deflection of the truss is calculated by the Maxwell-Mohr formula. The forces in the 

rods in the analytical form are the method of cutting nodes according to the program of symbolic 

transformations Maple. According to the solution of a series of problems with different successively 

increasing number of panels, a sequence of coefficients of the desired formula is obtained. The 

General term of the coefficients sequence is determined by solving a linear homogeneous recurrent 

equation. 
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 СВОЙСТВО ВЛОЖЕНИЯ СПЕКТРОВ ЧАСТОТ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБА-

НИЙ РЕГУЛЯРНЫХ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ  
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Анализируются спектры собственных колебаний некоторых простых регулярных си-

стем. Обнаружено свойство вложения спектров систем с меньшим порядком в спектры си-

стем с большим порядком. Показано, что свойство вложения спектров в классической задаче 

о колебании упруго соединенных грузов на гладкой плоскости проявляется в зависимости от 

крепления системы. В задаче о вертикальном колебании равномерно расположенных грузов 

на упругой невесомой балке получено, что высшая частота не зависит от числа грузов. Опре-

деление частот колебаний систем, обладающих свойством вложения, свелось к нахождению 

собственных чисел бисимметричной матрицы. 

Ключевые слова: собственные колебания, свойство вложения, спектр, балка, высшая 

частота колебаний, бисимметричная матрица 

 

Introduction. Analysis of eigenfrequency spectra of mechanical systems and structures is of 

great practical importance. In [1] on the specifics of the spectrum of oscillations of the system is 

proposed to detect defects in products. The temperature and the crystallographic orientation of the 

lattice, as shown in [2], affect the spectrum of the oscillations of the single-crystal rotor blades of 

the engine. Analysis of the adequacy of the mathematical model of the compressor-condenser unit 

in [3] is carried out on the spectrum of oscillations obtained by the finite element method.  

Among the mechanical systems and building structures, a class of regular systems can be 

singled out separately, having periodically repeated elements or groups of elements in their struc-

ture [5 -8]. We show that the spectra of some regular systems have one previously unnoticed prop-

erty — the embedding property of frequency spectra. 

Natural oscillations of regular trusses were studied in [9-13]. 

 

Cargo system on a smooth plane fixed on one side. Consider the equations of small oscilla-

tions of the system of loads connected by linear elastic elements (springs) with stiffness c (Fig. 1). 

 

 
Fig. 1. Cargo system with elastic bonds on a smooth plane, n=6 

 

 

____________________ 

© Кирсанов М. Н., 2019 
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Applying the Lagrange formalism, we introduce generalized coordinates — linear displace-

ments of loads. The kinetic energy of the system of loads of the same mass m has the form 

2

1

/ 2,
n

k

k

T m x


 
                                                                

(1) 

where kx  is the velocity  of the k-th point. The coordinate  0x  corresponds to the attachment point 

of the left spring.  The potential energy of compression of springs has the form 

2
1 0

1

( ) / 2, 0.
n

k k

k

c x x x 



    

We write the system of n Lagrange equations of the 2nd kind (k=1,...,n)   

k k k

d T T

dt x x x

   
   

   
 , 

in matrix form 

 

[ ] 0,nmX D X                                                               (2) 

where [ ]nD  is the stiffness matrix, X — the displacement vector of loads of length n, X — vector 

of accelerations. For n=4 this matrix, for example, has the form 

 4

2 0 0

2 0

0 2

0 0

c c

c c c
D

c c c

c c

 
 
 
 
  
 

 

 .                                                   (3) 

 Note that this matrix is not symmetric with respect to the side diagonal. If we multiply (2) 

by the matrix of compliance [ ]nB  inverse to [ ]nD , then taking into account the substitution 

0sin( )X A t    equivalent to the replacement 
2X X  , the problem is reduced to the prob-

lem of the eigenvalues of the matrix [ ]nB : 2[ ]nm B X X  , where ( )n

k  the eigenvalue corre-

sponds to the eigenfrequency  , or ( )[ ] n

n kB X X  . At n=4 the matrix [ ]nB  has the form 

 4

1 1 1 1

1 2 2 21

1 2 3 3

1 2 3 4

B
c

 
 
 
 
 
 

. 

The elements of the upper (right) triangle of this symmetric matrix in General for an arbitrary 

value n have the form: 

, , 1,..., , 0,..., 1.i i jb i i n j j n       

Eigenfrequency spectra for systems with different number of loads at c=1 N/m, m =1 kg are 

shown by curves (Fig. 2). Conventionally, each curve connects the points corresponding to the fre-

quencies of the system with n masses, and k is the number of frequencies. 
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Fig. 2.  Eigenfrequency spectra of unilaterally fixed cargoes, 1c  

 

Discovered the next match of frequencies: 

(2) (7) (12) 1 (2) (7) (12) 1
51 2 3 2 8

(4) (7) (10) 1 (3) (10) (17) 1
51 2 3 2 8

(3) (10) (17) 1
3 8 13

... 0,618 , ... 1,618 ,

... 1,000 , ... 1,247 ,

... 1,802 , ...

c c

c c

c

     

     

  

 

 



     

     

  

  

The observed patterns allow to obtain some frequencies without resorting to calculations: 

(5 3) 1 (5 3) 1 (3 1) 1 (7 4) 1
3 1 3 1

(7 4) 1
5 2

0,618 , 1,618 , 1,000 , 1,247 ,

1,802 , 1,2,...

k k k k
k k k k

k
k

c c c c

c k

   



       
 

 


   

 
 

The list goes on. 

 

Cargo system on the plane, fixed on both sides. The equations of oscillation of loads, 

connected by springs, not stressed at rest (Fig. 3), almost no different from the previous example. 

The potential energy of compression of springs has the form: 

1
2

1 0 1

1

( ) / 2, 0.
n

k k n

k

c x x x x


 



     

 

 
 

Fig. 3. Cargo system with elastic ties on a smooth plane 

 and double-sided fastening, n=6 



43 
 

The stiffness matrix in (2) at n=4 differs from (3) only in the element on the last line and has 

the form  

 4

2 0 0

2 0

0 2

0 0 2

c c

c c c
D

c c c

c c

 
 
 
 
  
 

 

.

 
The matrix of compliance inverse to the matrix [ ]nD   has the property of symmetry. At n=4 

it has the form: 

 4

4 3 2 1

3 6 4 21

2 4 6 35

1 2 3 4

B
c

 
 
 
 
 
 

. 

A generalization of the form of this matrix to the General case is obvious. The compliance 

matrices for an arbitrary number of loads n have the form 

1 ... 2 1

1 2( 1) ... 4 2
1

[ ] 2 3( 1) ... 6 3
( 1)

... ... ... ... ...

1 2 ... 1

n

n n

n n

B n n
n c

n n

 
 

 
 
   

  
 
  

 . 

 

Graph of frequency distribution in the spectra (Fig. 4) with a different number of masses is 

similar to the schedule in figure 2. However, there is a fundamental difference that constitutes the 

main idea of this article. If in the first problem on the oscillation of loads fixed on the one hand 

there is only a coincidence of some frequencies, here, in the symmetric problem, the frequency 

spectra { }, 1,2,...k k   have the property of embedding (Fig. 5): { } { }   , where ,   is the 

number of masses in the systems.  We have the following relations at k =1,2,… 

1 2 1 2 3 2 3 4 3 4 5 4{ } { }, { } { }, { } { }, { } { },...k k k k                           (4) 

Moreover, these relations admit one more simple generalization: 

( 1){ } { }, , 1,2,...,j j k j j k                                              (5)

 

Fig. 4. Spectra of the eigenfrequencies of the system of goods two sides  fixed, 1c . Hori-

zontal lines indicate the matching frequency 
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Fig. 5. The attachment of the spectra of eigenfrequencies of the system loads, mounted on two sides 

 

Loads on an elastic beam (version 1). Consider the vertical oscillations of the system of 

loads of mass m, located on a linearly elastic weightless beam at the same distance from each other 

and from the supports (Fig. 6). 

 

 
Fig. 6. Beam with masses, n=9 (version 1) 

 

The differential equation of small oscillations of this system does not differ from equation 

(2), where X  – the vector of vertical displacements of masses, and the elements of the matrix of 

compliance, inverse to [ ]nD , are calculated by the Maxwell-Mohr formula: 

,

0

,

L
i j

i j

m m
b dx

EJ
   

where ( )im x  and  ( )jm x  are the diagrams of bending moments in the beam from the action of ver-

tical unit forces applied to the places of masses i and j (Fig. 7), where EJ is the bending rigidity of 

beams. Diagrams of moments included in the Maxwell – Mohr formula have the form 

 
Fig. 7. Moment plots for calculating the elements of the compliance matrix 
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Maximum plot values:  

( ) ( ) / , , ,k k k kM x x L x L k i j                                                      (6) 

where L=(n+1)a is the beam length. If the loads are at the same distance from each other and from 

the supports (span split with step a), then , , .kx ak k i j   Plots have an analytical expression 

( ) / , 0 ,
( )

( ) ( ) / ( ), .

k k k k
k

k k k k

xM x x x x
m x

L x M x L x x x L

 
 

   
  

Thus, the coefficients of the compliance matrix have the form 

2 2 3

,

0

, ,

( 1)( 2 ( 1))
, ,

, .

L
i j

i j

j i i j

m m i j n i j j n a
b dx j i

EJ EJ

b b j i

    
  

 


 

At n = 4 the matrix has the form: 

 
3

4

32 45 40 23

45 72 68 40

40 68 72 4530

23 40 45 32

a
B

EJ

 
 
 
 
 
 

. 

           The eigenvalue ( )n

k  of this matrix corresponds to the eigenfrequency 
( ) ( )1/n n

k k m  . The 

spectra of own frequencies of fluctuations, related to 
3/ ( )EJ ma , for beams with various numbers 

of goods displayed curves (Fig. 8) similar curves in figures 2 and 4. 

 
 

Fig. 8. Natural frequency spectra of loads on the beam, n = 1-48 (version 1) 
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Fig. 9. The attachment of the spectra of eigenfrequencies of the system loads on the beam. Same 

frequency are underlined 

There is also an embedding of spectra of the form (4) and (5) found in the problem of loads 

with elastic bonds on a smooth plane (Fig. 3). The dimensionless oscillation frequency 
(1)

1 6 2,449    at n=1 coincides with the known result for the oscillation frequency of the load 

on a beam length 2a: 
36 / ( )EJ ma   [14]. 

Loads on a shortened elastic beam (version 2). Consider another fastening of masses, also 

evenly distributed over the beam (Fig. 10). The difference from the previous problem is the short-

ened distances of the initial and last masses to the supports. Here the beam length L=na. 

 

 

 
 

Fig. 10. Beam with masses, n=7, (version 2) 

 

The maximum values of the moments plots are calculated by the same formulas (6), where 

( 1/ 2), , .kx a k k i j    The coefficients of the compliance matrix, the eigenvalues of which de-

termine the oscillation frequency, have the form 

3 2 21 2
,

0

, ,

(2 1)(2 2 1)(2( 2 ) 1) / (48 ), ,

, .

L

i j

j i i j

m m
b ds a i j n i j i j nj n nEJ i j

EJ

b b j i

           

 



 

At n=4 the matrix has the form 

4[ ]B 
. 
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Let's write the sets of eigenvalues 
( ) ( ) ( ) ( )

1 2{ , ,... }n n n n
n     of several matrices, where the 

lower index means the eigenvalue number, the upper – the order of the system. Let us refer these 

values to 
(1) 3
1 / 48 / ( )a EJ  : 

(1) (2) (3)

(4) (5)

(6)

{1}, {1, 8}, {1, 8 / 3, 40},

{1, 8, 64 44 2}, {1, 52 / 5 4 5 , 156 68 5},

{1, 8 / 3,8,40,320 184 3}.

     

      

  

 

 

 
Fig. 11   

 

You can see that the embedding of spectra here is simpler than (4). At k=1,2,… we have: 

1 2 2 3 3 4 4{ } { }, { } { }, { } { }, { } { },k k k k            

or { } { }, , 1,2...j jk j k   . The latter equality also means that if the number of masses with this 

arrangement on the beam is expressed as a Prime number, then in the case of joint operation of sev-

eral similar systems with different number of loads, there will be no internal resonance phenome-

non. Another property of the frequency spectra found is that the higher frequency here does not de-

pend on the number of loads n, while for the first variant of the cargo arrangement  (Fig. 6) this fre-

quency increases with n smoothly, asymptotically approaching the value 

3 148 / ( ) 6,928EJ ma c    (Fig. 8) — the highest frequency for the second variant of the loca-

tion of goods.  In fact, this corresponds to the principle of Saint-Venant.  

Conclusion.  The analysis of the spectra of frequencies of natural oscillations of two simple 

regular systems have identified a property investment or spectra match the frequency of the systems 

of different order. This property makes it possible in some cases to easily obtain simple solutions to 

the eigenfrequency problems of large-dimensional systems, reducing them to simple systems. A 

simple illustrative representation of the frequency spectra in the form of certain curves connecting 

the frequency points of the spectra is proposed. Formulas for matrix elements whose eigenvalues 

determine the frequencies of the system are obtained for an arbitrary order of the system. In the 

problem of small oscillations of loads on the beam it is shown that the higher frequency of oscilla-

tions does not depend on the number of loads. 



48 
 

Библиографический список 

 

1. Ваньков Ю. В., Казаков Р. Б., Яковлева Э. Р. Собственные частоты изделия как инфор-

мативный признак наличия дефектов // Техническая акустика. 2003. Т. 3. №. 3. 

2. Придорожный Р. П., Шереметьев А. В., Зиньковский А. П. Влияние кристаллогра-

фической ориентации на спектр собственных частот и форм колебаний монокри-

сталлических рабочих лопаток турбин //Вісник двигунобудування.  2006.  №. 2. 

3. Напрасников В. В., Красновская С. В. Влияние упрощающих предположений в ко-

нечно-элементных моделях компрессорно-конденсаторных агрегатов на спектр соб-

ственных частот //Системный анализ и прикладная информатика. 2014.  №. 1-3. 

4. Bao T. et al. Critical insights for advanced bridge scour detection using the natural fre-

quency // Journal of Sound and Vibration.  2017.  Т. 386. С. 116-133. https:// 

doi.org/10.1016/j.jsv. 2016.06.039 

5. Галишникова В.В., Игнатьев В.А. Регулярные стержневые системы. Теория и мето-

ды расчета. - Волгоград: ВолгГАСУ, 2006. 

6. Игнатьев В.А. Расчет регулярных стержневых систем.  Саратов: Саратовское выс-

шее военно-химическое военное училище, 1973. 

7. Hutchinson R. G., Fleck N.A. Microarchitectured cellular solids – the hunt for statically 

determinate periodic trusses // ZAMM  Z. Angew. Math. Mech. 2005. Volume  85. No. 9. 

Pp. 607 – 617.  

8. Hutchinson R.G., Fleck N.A.  The structural performance of the periodic truss // Journal 

of the Mechanics and Physics of Solids. 2006. Volume  54. No. 4. Pp. 756-782.  

9. Рыбаков Л. С., Мишустин И. В. Собственные колебания плоских регулярных упру-

гих ферм ортогональной структуры // Механика композиционных материалов и 

конструкций.  1999.  Т. 5.  №. 2.  С. 3-16. 

10. Рыбаков Л. С., Мишустин И. В. Применение метода сосредоточенных масс к анали-

зу собственных упругих колебаний одной регулярной ферменной структуры // Ме-

ханика композиционных материалов и конструкций.  1999.  Т. 5.  №. 4.  С. 51-64. 

11. Кирсанов М.Н., Тиньков Д.В. Аналитические выражения частот малых колебаний 

балочной фермы с произвольным числом панелей // Строительная механика и кон-

струкции. 2019. №1(20). С. 14-20. 

12. Kirsanov M.N., Tinkov D.V. Analysis of the natural frequencies of oscillations of a planar 

truss with an arbitrary number of panels // Вестник МГСУ. 2019. Т. 14. № 3 (125). С. 

284-292. DOI: 10.22227/1997-0935.2019.3.284-292 

13. Кирсанов М.Н., Тиньков Д.В. Спектр собственных частот колебаний внешне статиче-

ски неопределимой фермы // Транспортное строительство. 2019. №2. С. 20-23. 

14. Пановко Я. Г. Основы прикладной теории колебаний и удара. Л. : Политехника, 

1990.  271 с. 

 

Reference 

 

1. Van'kov Yu. V., Kazakov R. B., Yakovleva E. R. Own frequencies of the product as an in-

formative sign of the presence of defects./ Technical Acoustics.  2003. Volume 3. No. 3 

2. Pridorozhny R.P., Sheremetyev A.V., Zinkovsky A.P. Influence of crystallographic orienta-

tion on the spectrum of natural frequencies and vibration modes of single-crystal turbine 

blades. Visnik dvigunobuduvannya.  2006. No. 2 

3. Naprasnikov V.V., Krasnovskaya S.V. Influence of simplifying assumptions in finite ele-

ment models of compressor-condenser units on the spectrum of natural frequencies. System 

analysis and applied informatics. 2014. No. 1-3. 



49 
 

4. Bao T. et al. Critical insights for the use of the natural frequency. Journal of Sound and Vi-

bration. 2017. T. 386. p. 116-133. https: // doi.org/10.1016/j.jsv. 2016.06.039 

5. Galishnikova V.V., Ignatiev V.A. Regular core systems. Theory and methods of calculation.  

Volgograd: VolgGASU, 2006. 

6. Ignatiev V.A. Calculation of regular core systems. Saratov: Saratov Higher Military Chemi-

cal Military School, 1973. 

7. Hutchinson R. G., Fleck N.A. Microarchitectured cellular solids – the hunt for statically de-

terminate periodic trusses. ZAMM  Z. Angew. Math. Mech. 2005. Volume  85. No. 9. Pp. 

607 – 617.  

8. Hutchinson R.G., Fleck N.A.  The structural performance of the periodic truss. Journal of 

the Mechanics and Physics of Solids. 2006. Volume  54. No. 4. Pp. 756-782.  

9.  Rybakov L.S., Mishustin I.V. Natural oscillations of plane regular elastic trusses of orthog-

onal structure .  Mechanics of composite materials and structures. 1999. Vol. 5. No.2. Pp. 3-

16. 

10. Rybakov L.S., Mishustin I.V., Application of the method of concentrated masses to the 

analysis of natural elastic oscillations of one regular truss structure. Mekhanika 

kompozitsionnykh materialov i konstruktsii. 1999. Volume 5. No. 4. Pp. 51-64. 
11. Kirsanov M.N., Tinkov D.V. Analytical expressions of frequencies of small oscillations of a beam 

truss with an arbitrary number of panels. Construction mechanics and construction. 2019. No. 1 (20). 

Pp. 14-20. 

12. Kirsanov M.N., Tinkov D.V. Analysis of the natural frequencies of oscillations of a planar 

truss with an arbitrary number of panels. Proceedings of Moscow State University of Civil 

Engineering. 2019. Volume 14. No. 3 (125). Pp. 284-292. doi: 10.22227/1997-

0935.2019.3.284-292 
13.  Kirsanov M.N., Tinkov D.V. Spectrum of natural frequencies of oscillations of externally statically 

indefinable truss. Transport construction. 2019. No. 2. Pp. 20-23. 

14. Panovko Ya. G. Osnovy of the applied theory of oscillations and shock. L.: Polytechnic, 1990. 271 p. 

 

THE PROPERTY OF  EMBEDDING OF  NATURAL FREQUENCIES SPECTRA  
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The frequency spectra of natural oscillations of some simple regular systems are analyzed. 

The property of embedding the spectra of systems with a smaller order in the spectra of systems 

with a large order has been found. It is shown that the property of embedding spectra in the classical 

problem of oscillation of elastically connected loads on a smooth plane is manifested depending on 

the mounting system. In the problem of vertical oscillation of uniformly located loads on an elastic 

weightless beam, it was found that the highest frequency does not depend on the number of loads. 

Determination of the oscillation frequencies of systems with the property of an embedding is re-

duced to finding eigenvalues of a bisymmetric matrix. 
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РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ МОСТОВ 

И ТРАНСПОРТНЫХ СООРУЖЕНИЙ 

УДК 624.21:533.6; 699.83 

КЛАССИФИКАЦИЯ КОНСТРУКЦИЙ ОБЪЕДИНЕНИЯ 

 ЖЕЛЕЗОБЕТОННОЙ ПЛИТЫ СО СТАЛЬНЫМИ БАЛКАМИ 

 

А. В. Козлов
1
 

Воронежский государственный технический университет 

Россия, г. Воронеж 

 
Доц. кафедры проектирования автомобильных дорог и мостов  

тел.: +7(473) 271-52-02; e-mail: kozlov.a.v@inbox.ru 

 

Одна из проблем при рассмотрении работы сталежелезобетонных мостов – учет влия-

ния сдвига между железобетонными и стальными конструктивными элементами. Надежность 

и долговечность сооружения напрямую зависит от повышения точности расчета путем моде-

лирования реальной работы сооружения любой сложности. Однако требуется разработать 

научно-обоснованную методику составления расчетных моделей сталежелезобетонных про-

летных строений и конструкций объединения бетона и стали. 
При анализе экспериментально-теоретических исследований расчета сталежелезобетонных мостов отме-

чаются значительные расхождения значений жесткости, полученных различными авторами, для связующих эле-

ментов стальной и железобетонной частей поперечного сечения конструкции. Требования к технологии расчета 

сталежелезобетонных пролетных строений мостов, в том числе с учетом конечной сдвиговой жесткости швов 

объединения стальной балки с железобетонной плитой, не регламентированы в разработанных межгосударствен-

ных стандартах, и их скорейшая разработка в составе национальных стандартов является, безусловно, одной из 

важнейших задач в рамках реализации ТР ТС 014/2011. 
Предлагаемый алгоритм расчета с возможностью учета податливости сдвигового со-

единения позволяет уточнить расчет сталежелезобетонных пролетных строений мостов в со-

ответствии с современными вычислительными мощностями, позволяет повысить уровень 

надежности мостовых сооружений, закладываемый на стадии проектирования. 

 

Ключевые слова: соединительные элементы железобетонной и стальной части про-

летного строения; упор жесткий, гибкий, непрерывный; анкер 

 

Основные принципы работы упоров. Анализ экспериментальных зависимостей 

«усилие-сдвиг». В Еврокодах конструкции объединения железобетонных плит со стальными 

балками называют соединителями (connectors). В отечественной технической литературе 

применяют термин «упор», а в случае, если упор способен работать не только на сдвиг, но и 

на растяжение (отрыв плиты), его называют анкером. 

По характеру работы упоры разделяют на жесткие и гибкие. К отдельному виду отно-

сят упоры в виде перфорированной полосы (гребенчатые). Также для соединения плит с поя-

сом балки применяют высокопрочные болты со следующими поверхностями трения:  сталь-

сталь; сталь-бетон; клеевой контакт. 

При жестком упоре бетон равномерно сминается на упорной площадке [1]: с ростом 

сдвигающей нагрузки бетон, «наталкиваясь» на жесткий упор, разрушается с образованием 

треугольного скола с уклоном 1:2…1:2,5. 

С уменьшением жесткости упора (переходом его в тип гибкого) его деформации по 

высоте становятся неравномерными, а с дальнейшим уменьшением жесткости меняют знак.  

___________________ 

© Козлов А. В., 2019 
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В гибких упорах наибольшие напряжения сжатия бетона локализованы у пояса (т. е. 

вблизи места крепления упора к поясу). При смещении плиты относительно пояса бетон 

«двигается» по гибкому упору, растягивая его и отрывая от пояса (рис. 1). 

 

Рис. 1. Этапы разрушения гибкого упора 

 

Несущая способность упора любого типа оценивается по двум критериям: 

- разрушение бетона под упором, если напряжение сжатия превышает Rb; 

- разрушение стали упора или места его соединения с балкой (как правило, от  сов-

местного действия сдвига и растяжения). 

Механизм разрушения бетона под упором очень сложен, аналитическая оценка прак-

тически невозможна, и для расчета несущей способности по бетону используются данные 

натурных испытаний. При проведении испытаний за критерий разрушения (наступления 

предельного состояния), как правило, берут предельное значение смещения плиты относи-

тельно пояса. За нормативную величину несущей способности принимают среднее арифме-

тическое значение  

  √∑     ̅  

 

   

     ⁄   

где  ̅ – среднее арифметическое значение переменной величины; 

       xi – i-е значение переменной величины; 

       n – количество проб (испытаний). 

 

Расчетное значение получают делением нормативного на коэффициент надежности. 

При испытаниях устанавливается зависимость между деформациями и усилиями 

сдвига плиты. Если по горизонтали откладывать остаточные деформации сдвига, а по верти-

кали – относительную нагрузку, равную отношению действующей нагрузки к предельной, 
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при которой наступает разрушение: Vd/Vu, то для большинства конструкций гибких стерж-

невых упоров график деформаций сдвига, как правило, имеет вид, представленный на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Усредненный график деформаций сдвига 

 

На участке 1-2 рост нагрузки проходит без видимых деформаций; на участке 2-3 

нагрузка возрастает с умеренными деформациями; на участке 3-4 рост деформаций опережа-

ет возрастание нагрузки. 

Точка перелома 3 может быть определена как предельное состояние по эксплуатаци-

онной пригодности. Согласно [2, 3], а также проведенным в рамках настоящей работы чис-

ленным экспериментам с различными диаметрами упоров в физически нелинейных расчет-

ных моделях с использованием МКЭ отношение Vd/Vu, при котором малые перемещения пе-

реходят к значительным (точка 3 на рис. 2), варьируется для разных типов упоров и имеет 

среднее значение Δ = 0,18 мм при Vd/Vu = 0,5.  

Таким образом, линейная сдвиговая жесткость гибкого штыревого упора на опти-

мальном участке его работы (отрезок 2-3, рис.2) может быть выражена через его несущую 

способность: 

  
     

         
         (

кН

м
)  

 

Жесткий упор согласно [1] имеет неупругий характер работы: статические испытания 

на сдвиг с повторными загружениями и разгрузками на большинстве ступеней нагрузки вы-

явили накопление остаточных перемещений сдвига с уменьшением модуля упругих дефор-

маций по мере этого накопления. Стабилизация перемещений сдвига для жесткого упора на 

уровне Δ=0,5 мм наступила при Vd/Vu = 0,7. 

Непрерывные гребенчатые упоры согласно [4] при нагрузке 50 % от предельной пока-

зали перемещение 0,021 мм, что на порядок меньше перемещений гибких стержневых и 

жестких упоров. Столь малые перемещения подтвердились и численными экспериментами в 

рамках настоящей работы и обусловлены широким включением в работу прилегающего к 

гребню бетона посредством поперечных стержней, проходящих через отверстия и пазы гре-

бенки (рис. 3). Здесь при максимальном сжимающем напряжении 224 т/м
2
, на краю бетонной 

полосы напряжение падает довольно незначительно до 162 т/м
2
. Центральный пустой уча-



53 
 

сток – стальная полоса (гребенка), не показана рис. 3 с целью отображения напряжений ис-

ключительно в бетоне. 

 
Рис. 3. Мозаика нормальных (вдоль направления сдвига) напряжений  

в бетоне плиты шириной 40 см, высотой 20 см, по разрезу в месте нахождения поперечного 

стержня гребенчатого упора 

 

Конструкции упоров. Ниже приводятся наиболее распространенные конструкции 

упоров. 

1. Жесткий упор, у которого упорная пластина подкреплена одним или двумя ребрами 

(рис. 4).  
Толщина пластины должна обеспечивать равномерное напряжения сжатия по еѐ площади 

(предполагается прямоугольная эпюра сжимающих напряжений). Несущая способность упора со-

гласно [5]: 

              – по прочности в автодорожных, городских и пешеходных мостах; 

            – по прочности в железнодорожных мостах; 

                 – по выносливости в железнодорожных мостах. 

Здесь Sh, Sw – сдвигающие усилия, приходящиеся на один упор, соответственно при расчете 

по прочности и выносливости;  

Ab,dr – площадь поверхности смятия бетона упором; при цилиндрических и дугообраз-

ных упорах – площадь их диаметрального сечения;  

mb1 – коэффициент условий работы бетона под многократно повторяющейся нагрузкой 

согласно 7.26 [5]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4. Жесткий упор 
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Для автодорожных мостов, т. к. проверки выносливости допускается не выполнять, 

значение предельного сдвига меньше, чем по формуле прочности для железнодорожных мо-

стов. 

Расстановка жестких упоров должна отвечать следующим требованиям: 

- расстояние в свету между жесткими упорами не должно превышать 8-кратной сред-

ней толщины плиты, определяемой делением площади учитываемой в составе сечения плиты 

(совместно с ребрами или вутами) на расчетную ширину bsl; 
- расстояние в свету между жесткими упорами должно быть не меньше 3,5-кратной высоты 

расчетной площади смятия бетона упором. 

2. Гибкие упоры в виде прокатных швеллеров, двутавров, уголков без подкрепляющих 

ребер (рис. 5). 

 

 
 

Рис. 5. Гибкий упор 

 

Несущая способность согласно [5]: 

       (         )   √       
где Sh – сдвигающее усилие, приходящееся на один упор, к ;  

tfr – сумма радиуса закругления и наибольшей толщины полки прокатного профиля, см;  

tw – толщина стенки прокатного профиля, см;  

bdr – ширина площади смятия бетона упором, см;  

Rb – расчетное сопротивление бетона сжатию, МПа. 

3. Гибкий наклонный анкер из арматурной стали круглого сечения, а также петлевой 

анкер (рис. 6). 

 
Рис.6. Петлевой анкер 

 

Несущая способность одной ветви согласно [5]: 

                   √          

                            



55 
 

где Sh – сдвигающее усилие, приходящееся на один анкер, к ;  

Aan – площадь поперечного сечения стержня анкера или ветви анкера, см
2
;  

α – угол наклона анкера к поверхности стальной конструкции;  

Ry – расчетное сопротивление стали, МПа. 

Для анкеров, разведенных в плане, в формулах выше вместо cosα следует подставлять 

произведение          , где β – угол между горизонтальной проекцией анкера и направле-

нием действия сдвигающей силы. 

Сдвигающее усилие, воспринимаемое сжатыми наклонными анкерами, не должно 

превышать 25% полного сдвигающего усилия, действующего на рассчитываемом участке. 

При использовании наклонных анкеров из полосовой стали толщиной tan от 8 до 20 мм и 

шириной от 20 до 80 мм сдвигающее усилие Sh, приходящееся на один анкер или одну ветвь 

петлевого анкера, проверяют по формуле  

                    √            , 

где tan, см; Rb, МПа; Aan, см
2
. 

4. Объединение жестких упоров и петлевых анкеров (рис. 7). 

 
Рис. 7. Объединенный жесткий упор и петлевой анкер 

 

При одновременном использовании в конструкции объединения жестких упоров и 

наклонных (петлевых) анкеров допускается учитывать их совместную работу, полагая пол-

ное сопротивление объединительного шва равным сумме сопротивлений упоров и анкеров.  

Для автодорожных мостов 

                                  √                                  ; 

для железнодорожных мостов 

                                √                                  . 

  5. Упоры PBL (Perfobond Leisten), они же perforated-plate dowels, перфорированные 

пластины со шпонками (рис. 8). 

          

а)                                                                       б) 

Рис.  8 (начало). Перфорированные пластины со шпонками  
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в) 

Рис. 8 (окончание). Перфорированные пластины со шпонками:  

а) – одиночные перфорированные пластины; б) – парные перфорированные пластины; 

в) - комбинация перфорированных пластин и гибких штыревых упоров 

 

За рубежом широко применяют упоры в виде вертикальной перфорированной полосы, 

одиночные или парные, со стержнями в отверстиях или без них, кроме того, возможно ком-

бинированное применение совместно с гибкими стержневыми упорами. 

Методика расчета изложена в «Технических условиях для стальных и сталежелезобе-

тонных конструкций» Японской ассоциации инженеров-строителей (Standard specifications 

for steel and composite structures, JSCE, 2009). В перфорированных пластинах со шпонками 

сдвигающее усилие воспринимается бетоном, заполняющим отверстия (шпонкой). Увеличе-

ние несущей способности достигается установкой в отверстия поперечных стержней. Рас-

четная несущая способность одного отверстия перфорированной полосы без поперечного 

стержня по бетону вычисляется по формуле 

   
      √

 
 

         

  
   

при выполнении граничных условий: 

            √
 

 
               

где d – диаметр отверстий перфорации, мм;  

t – толщина перфорированной пластины, мм;  

Rb – расчетное сопротивление бетона на сжатие, МПа;  

γb – коэффициент условий работы, равный 1,3. 

Расчетная несущая способность одного отверстия перфорированной полосы с попе-

речным стержнем по бетону вычисляется по формуле 

 

     
           

       
           

  
   

при выполнении граничных условий: 

                 
       

                  
где  ds – диаметр поперечного стержня в отверстии, мм;  

Rs – расчетное сопротивление поперечного стержня растяжению, МПа;  

γb – коэффициент условий работы, равный 1,3. 

Расчетная несущая способность поперечного сечения перфорированной полосы по 

стали выражается формулой: 
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где  Ry – расчетное сопротивление стали перфорированной полосы, МПа;  

An – площадь поперечного сечения перфорированной полосы нетто (по отверстию), мм
2
. 

Прочность на сдвиг по стали перфорированной полосы Qs должна быть больше проч-

ности всего упора на сдвиг по бетону Qb. 

6.  епрерывные гребенчатые упоры (рис. 9). 

 

 
Рис. 9. Непрерывные гребенчатые упоры 

 

Проектирование и расчет непрерывных гребенчатых упоров следует вести по ОДМ 

218.4.003-2009. Объединение монолитной плиты проезжей части со стальной главной балкой 

осуществляется с помощью непрерывных гребенчатых упоров в виде стальной полосы, при-

вариваемой к верхнему поясу в процессе заводского изготовления металлоконструкций. 

Упоры данного типа воспринимают усилия сдвига и отрыва. 

Гребенчатые упоры имеют наклонные прорези под углом примерно 60
0
, расположен-

ные с шагом 150-200 мм. При ширине верхнего пояса до 300 мм включительно устанавливают 

одиночный гребень, более 300 мм – двойной. Толщину гребня принимают равной 16-20 мм. 

Поперечные стержни, проходящие через пазы и отверстия гребня, рассчитывают как 

гибкие стержневые упоры в соответствии с [5] при l/d>4.2 

     √       

где d – диаметр поперечного стержня, см;  

l – длина поперечного стержня, см;  

Rb –  расчетное сопротивление бетона на сжатие, Мпа. 

 

Кроме того, должно выполняться условие прочности стали поперечного стержня на срез 

                
где Ry – расчетное сопротивление поперечного стержня на растяжение, МПа;  

m – коэффициент условий работы, принимаемый равным 1,0. 

 

Расчетное усилие среза, воспринимаемое бетонными шпонками в пазах гребня, вы-

числяется по формуле 

                     
где Rb,cut – расчетное сопротивление бетона на сдвиг, МПа;  

Acut – площадь поперечного сечения шпонки, см
2
;  

ns – число шпонок на расчетном участке. 

При расчете прочности гребенчатого упора на сдвиг допускается предположение, что 

всѐ сдвигающее усилие воспринимают поперечные стержни, проходящие сквозь пазы и от-

верстия гребня (влияние работы бетонных шпонок Sb составляет 3-5%, и им можно прене-

бречь). 
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7. Гибкие штыревые упоры с головками (рис. 10) 

 

 
Рис. 10.  Гибкие штыревые упоры с головками 

 

Гибкие штыревые упоры с головками (анкера Нельсона) в настоящее время являются 

самым распространенным в мире способом объединения. Правила расстановки и расчета 

приведены в нормативах практически всех стран. Однако в нормах РФ присутствуют лишь 

правила расчета, а правила расстановки ограничены минимальным расстоянием в свету меж-

ду анкерами – не менее 3-х диаметров стержня анкера, п.9.40 [5]. 

Наиболее полные требования к расстановке и конструкции штыревых упоров указаны 

в разделе 6.6.5 [6]: 

- расстояние в свету между нижней частью головки упора и нижней арматурой плиты 

должно быть не менее 30 мм; 

- в случае, если над стальной балкой железобетонная плита имеет утолщение, наруж-

ные границы этого утолщения должны находиться за пределами прямой, проведенной под 

45
0
 от наружного края стержня анкера; 

- минимальный защитный слой бетона от боковой поверхности вута до стержня анке-

ра должен быть не менее 50 мм; 

- в нижней части утолщения плиты должны быть предусмотрены поперечные стерж-

ни, располагаемые на расстоянии не менее 40 мм ниже головки анкера, для противодействия 

отрыву; 

- расстояние eD между краем соединительного элемента и краем полки балки, к кото-

рой он приваривается, должно быть не менее 25 мм (для сжатой полки ограничивается также 

максимальное расстояние        √     ⁄     где tf – толщина полки, Ryn – номинальный 

предел текучести, МПа); 

- высота стержня анкера должна быть не менее 3d, где d – диаметр стержня; 

- диаметр головки должен составлять не менее 1,5d, а еѐ высота – не менее 0,4d; 

- шаг упоров в направлении сдвигающего усилия должен быть не менее 5d, а в попе-

речном направлении – не менее 2,5d в сплошных монолитных плитах и 4d в иных случаях; 

- максимальный шаг упоров в направлении сдвигающего усилия не должен превы-

шать толщину плиты более чем в 4 раза, или 800 мм.  

- отношение диаметра стержня упора d к толщине полки, к которой он приваривается, 

tf, не должно превышать: 

d ≤ 1.5·tf – для растянутых элементов, рассчитываемых на выносливость, в том числе и для 

упоров, находящихся непосредственно над стенкой; 

d ≤ 2.5·tf – для прочих элементов, за исключением расположения стержня непосредственно 

над стенкой.  

Сдвигающее усилие Sh, приходящееся на один гибкий штыревой упор при отношении длины 

стержня к его диаметру l/d ≤ 4.2 

         √       
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а при l/d > 4,2 

     √       
 

где d – диаметр поперечного стержня, см;  

l – длина поперечного стержня, см;  

Rb –  расчетное сопротивление бетона на сжатие, МПа. 

Кроме того, должно выполняться условие прочности стали поперечного стержня на срез 

                
где Ry – расчетное сопротивление поперечного стержня на растяжение, МПа;  

m – коэффициент условий работы, принимаемый равным 1,0 для автодорожных и 0,9 для 

железнодорожных мостов. 

Параметры сдвиговых жесткостей для различных конструкций объединения. 
Согласно данным натурных и численных экспериментов, для наиболее распространенного в 

настоящее время типа соединения – гибких стержневых упоров, при нагрузке V=0,5Vи  на 

один упор, среднее значение сдвига составляет 0,18 мм. Коэффициент жесткости стыка 

определяется соотношением 

  
     

         
         

где С – линейная сдвиговая жесткость одного упора, к /м.  

Таблица 1 

Несущая способность упоров разного диаметра  

в зависимости от класса бетона плиты (к ) 

 

Диаметр 

упора d, 

см 

Класс бетона плиты 

В25 В30 В35 В40 

Rb = 13 

МПа 

Rb = 15,5 

МПа 

Rb = 17,5 

МПа 

Rb = 20 

МПа 

1 11,402 12,450 13,229 14,142 

1,4 22,347 24,402 25,928 27,718 

1,6 29,188 31,872 33,866 36,204 

1,9 41,160 44,944 47,756 51,053 

2,2 55,184 60,257 64,027 68,448 

2,5 71,261 77,812 82,680 88,388 

 

Таблица 2 

Коэффициенты жесткости на единицу площади стыка (к /м
3
) 

Диаметр 

упора 

d, см 

Класс бетона 

В25 В30 

Ячейка установки упоров, мм Ячейка установки упоров, мм 

200х200 300х300 400х400 200х200 300х300 400х400 

1,4 1553147 994014.1 559132.9 1695925 1085392 610533.1 

1,6 2028600 1298304 730296 2215086 1417655 797431 

1,9 2860643 1830812 1029832 3123618 1999115 1124502 

2,2 3835322 2454606 1380716 4187897 2680254 1507643 

2,5 4952637 3169688 1782949 5407925 3461072 1946853 
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Окончание табл. 2 

Диаметр 

упора 

d, см 

Класс бетона 

В35 В40 

Ячейка установки упоров, мм Ячейка установки упоров, мм 

200х200 300х300 400х400 200х200 300х300 400х400 

1,4 1802021 1153294 648727.6 1926442 1232923 693519 

1,6 2353660 1506343 847317.7 2516169 1610348 905820.8 

1,9 3319029 2124178 1194850 3548191 2270842 1277349 

2,2 4449889 2847929 1601960 4757132 3044564 1712567 

2,5 5746241 3677594 2068647 6142990 3931514 2211476 

 

Выразив С через максимальный сдвиг при достижении несущей способности, получаем 

  
  

      
  

Несущая способность одного упора при l/d > 4,2 

     √      

Таким образом, линейная сдвиговая жесткость одного упора, выраженная через его 

несущую способность и усредненные данные испытаний, равна: 

                  √     (
  

 
)              √      (

 

 
)  

где независимо от результирующих единиц измерения, в вычисления диаметр стержня d сле-

дует подставлять в см, а прочность бетона Rb – в МПа. 

Для наиболее часто применяемых диаметров стержней, классов бетона от В25 до В40 

и ячеек установки упоров от 200х200 мм до 400х400 мм, определим интервал коэффициентов 

жесткости на единицу площади стыка. Физический смысл – это усилие в к , которое следует 

приложить к единице площади стыка (1 м
2
), чтобы сдвиг составил 1 м. Таким образом, еди-

ница измерения – к /м
3
. Для ячейки 200х200 мм принято 25 упоров на 1 м

2
, для 300х300 мм 

– 16 упоров на 1 м
2
, для 400х400 мм – 9 упоров на 1 м

2
. 

Коэффициент жесткости стыка на единицу его площади для упоров диаметром от 14 

мм до 25 мм находится в интервале от 560 М /м
3
 до 6150 М /м

3
. 

Преобразуем табл. 2 с учетом того, что наиболее часто, независимо от диаметра упора 

и ширины пояса, на балке в направлении, перпендикулярном сдвигу, устанавливается 3 упо-

ра в ряду (табл. 3). 

Таблица 3 

Погонная сдвиговая жесткость стыка  

при 3-х упорах в поперечном ряду (к /м
2
) 

Диаметр 

упора 

d, см 

Класс бетона 

В25 В30 

Шаг установки упоров вдоль 

направления сдвига, мм 

Шаг установки упоров вдоль 

направления сдвига, мм 

200 300 400 200 300 400 

1,4 931888,2 745510,5 559132,9 1017555 814044,2 610533,1 

1,6 1217160 973728.1 730296 1329052 1063241 797431 

1,9 1716386 1373109 1029832 1874171 1499336 1124502 

2,2 2301193 1840955 1380716 2512738 2010191 1507643 

2,5 2971582 2377266 1782949 3244755 2595804 1946853 

 



61 
 

Окончание табл. 3 

Диаметр 

упора 

d, см 

Класс бетона 

В35 В40 

Шаг установки упоров вдоль 

направления сдвига, мм 

Шаг установки упоров вдоль 

направления сдвига, мм 

200 300 400 200 300 400 

1,4 1081213 864970,2 648727,6 1155865 924692 693519 

1,6 1412196 1129757 847317,7 1509701 1207761 905820,8 

1,9 1991417 1593134 1194850 2128915 1703132 1277349 

2,2 2669933 2135947 1601960 2854279 2283423 1712567 

2,5 3447745 2758196 2068647 3685794 2948635 2211476 

 

Выводы 

 

Таким образом, для наиболее распространенных конструкций объединения интервал 

линейных сдвиговых жесткостей   можно определить между 560 и 3700 М /м
2
. Коэффици-

ент жесткости стыка с жестким упором согласно экспериментальным данным [1] имеет зна-

чение порядка 1300 М /м, и при среднем шаге упоров 1 м линейная сдвиговая жесткость 

стыка равна
 
1300 М /м

2
, что примерно соответствует стыкам с гибкими стержневыми упо-

рами: 

 

              
                        

        
      (

  

  
)  

 

Погонная сдвиговая жесткость непрерывных гребенчатых упоров согласно данным 

натурных экспериментов, проведенных разработчиками конструкции [7], имеет значение 

около 19000 М /м
2
, что на порядок превышает значения для гибких стержневых и обычных 

жестких упоров: 

                  
             

          
       (

  

  
)  

 

Вследствие этого, сталежелезобетонные конструкции с непрерывными гребенчатыми 

упорами, выполненными по [7], следует рассчитывать по гипотезе плоских сечений, а дан-

ный тип соединения считать неподатливым. 
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One of the important issues on the work of steel-reinforced concrete bridges – taking into 

account the impact of the shift between concrete and steel structural elements. The reliability and 

durability of the structure depend on improving the accuracy of the calculation by modeling the ac-

tual operation of the structure of any complexity. However, it is necessary to develop a science-

based methodology for the calculation of models of steel-concrete superstructures and structures 

combining concrete and steel. 

In the analysis of experimental and theoretical studies of the calculation of steel-reinforced 

concrete bridges, there are significant differences in the stiffness values obtained by different au-

thors for the binding elements of steel and reinforced concrete parts of the cross section of the struc-

ture. The requirements for the technology of calculation of steel-concrete span structures of bridges, 

including taking into account the ultimate shear stiffness of the joints of the steel beam with rein-

forced concrete slab, are not regulated in the developed interstate standards, and their early devel-

opment as part of national standards is certainly one of the most important tasks in the implementa-

tion of TR CU 014/2011. 

The proposed algorithm of calculation with the ability to take into account the flexibility of 

the shear connection allows you to Refine the calculation of steel-concrete span structures of bridg-

es in accordance with modern computing power, allows you to increase the level of reliability of 

bridge structures, laid at the design stage. 

 

Keywords: connecting elements of reinforced concrete and steel part of the superstructure; 

rigid, flexible, continuous support; anchor 
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Рассмотрено конструктивное решение покрытия в виде трехгранных пространственных блоков. Пред-

ложено уменьшение металлоемкости покрытия за счет использования предварительного напряжения опорных 

стоек блока и применения гибких преднапряженных связей. Описаны основные этапы реализации расчета. Вы-

полнен сравнительный анализ напряженно-деформированного состояния элементов покрытия до и после пред-

варительного напряжения его элементов. Показана эффективность предложенного решения. 

 

Ключевые слова: конструкция покрытия, пространственный блок, арка, опорные стойки, несущие 

балки, связи, оптимальное проектирование, предварительное напряжение, напряженно-деформированное со-

стояние. 

Введение 

 

Быстрое развитие авиационного сообщения стимулирует периодическую модерниза-

цию застройки и изменение архитектурных обликов аэропортов. Современная архитектура 

требует от конструкторов поиска концептуально новых конструктивных схем, расчет которых, 

базируясь на основных принципах строительной механики, невозможен без применения со-

временных вычислительных комплексов. Немаловажную роль при этом играет применение 

рациональных конструктивных решений со сниженной металлоемкостью. 

Предлагаемое здание аэровокзала имеет переменную ширину 80-91,8м, длину 285м, и 

разделено деформационными швами на три части (рис. 1). 

  
 

Рис. 1. Общий вид конструкций покрытия аэровокзала 

______________________________________________ 

© Беляева С.Ю., Флавианов В.М., Шрамов Р.К., 2019 
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Несущие элементы покрытия левого и правого крыла здания приняты в виде трех-

гранных пространственных блоков пролетами 80 - 91,8 м с высотными отметками в коньке 

24-29 м (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Пространственный блок покрытия: 

1) V-образная арка; 2) балка переменной жесткости; 3) вертикальные связевые фермы; 

4) опорные стойки; 5) диагональные связи 

 

Шаг блоков составил 30м. Каждый блок покрытия состоит из плоской двухшарнирной 

V-образной арки и двух криволинейных балок переменной жесткости, между которыми раз-

мещены вертикальные связевые фермы. Балки соединены с аркой шестью рядами шарнирно 

закрепленных раздваивающихся стоек и диагональными связями, раскрепляющими арки в 

боковом направлении и обеспечивающими геометрическую неизменяемость блока. Макси-

мальная ширина блока, т.е расстояние между несущими балками, - 15м. Для повышения про-

странственной жесткости блоки объединены в единый геометрически неизменяемый ком-

плекс коньковой неразрезной балкой и системой горизонтальных связей (рис. 3).  

 

 
 

Рис. 3. Модель деформационного блока 

 

1. Предварительный расчет конструктивного комплекса 

 

Покрытие рассчитывалось на действие постоянной нагрузки от веса кровли и несущих 

конструкций, ветровой и снеговой нагрузок по СП 20.13330.2016. Необходимо отметить, что 

для принятой конфигурации покрытия отсутствуют нормативные методики определения ко-

эффициента перехода от веса снегового покрова на земле к снеговой нагрузке на покрытие µ 

и аэродинамического коэффициента се. Поэтому на разных участках покрытия данные коэф-
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фициенты вычислялись по наиболее близким схемам СП 20.13330.2016. С целью отыскания 

наиболее невыгодного напряженно-деформированного состояния элементов конструктивной 

системы было рассмотрено несколько схем загружения снеговой нагрузкой в шахматном по-

рядке и на половине пролета, ветровой нагрузкой в разных направлениях. 

Статический расчет покрытия выполнялся в программном комплексе Лира САПР. В 

исходной расчетной схеме (рис. 4) использовались универсальные стержневые конечные 

элементы типа КЭ10 с присвоением элементам несущего блока следующих типов жесткост-

ных характеристик: арки и балки – коробчатого сечения, коньковая балка – трехгранного се-

чения из труб, связи и стойки – из электросварных прямошовных труб. При назначении ти-

пов сечений помимо соответствия напряженно-деформированному состоянию элемента учи-

тывались требования более простой реализации узловых сопряжений. 

После расчета отдельных элементов блока по требованиям СП 16.13330.2016  на 

наиболее неблагоприятные расчетные сочетания усилий были выявлены элементы с нераци-

онально подобранными поперечными сечениями. Такими элементами пространственного 

блока, работающими на сжатие и имеющими при этом значительную свободную длину, яв-

ляются диагональные связи (рис.2, поз.5) и стойки (рис. 2, поз. 4), поддерживающие балки 

покрытия. Так, для элементов связей при продольной сжимающей силе N=-1500 кН и рас-

четной длине 34 м была подобрано трубчатое сечение  820х12мм, для стоек с расчетной 

длиной 28 м при усилии N=-1600 кН принимался профиль  720х12мм. Помимо значительно-

го расхода стали необходимость реализации шарнирного сопряжения таких массивных про-

филей усложняет узлы и, как следствие, может привести к появлению дополнительных уси-

лий в примыкающих к узлу элементах, что в свою очередь должно быть учтено в расчете. 

 

 
Рис. 4. Расчетная схема деформационного блока 

 

 

2. Оптимизация конструктивного решения 

 

Под оптимальным проектированием в первую очередь понимают снижение металло-

емкости стальных конструкций при сохранении достаточной простоты конструктивных ре-

шений. В этой связи наиболее распространенными способами [1-6] являются: изменение по-

перечного сечения элемента по длине, регулирование напряженно-деформированного состо-

яния, в том числе за счет применения предварительного напряжения, применение облегчен-

ных конструкций и др. Для повышения эффективности рассматриваемого покрытия исполь-

зуется предварительное напряжение гибкими элементами из высокопрочных металлов, рабо-

тающих только на растяжение. Критериями эффективности применения преднапряжения яв-

ляются не только экономические требования по снижению массы и стоимости объекта, но и 

технологические, связанные с повышением жесткости и сохранением устойчивости формы 

элементов несущих конструкций [5, 6]. 
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Уменьшение металлоемкости несущего пространственного блока покрытия может 

быть достигнуто предварительным напряжением опорных стоек и заменой диагональных 

связей из труб гибкими элементами из преднапряженных канатов.  

Для создания более легкой и ажурной трубчатой стойки была применена система из 

трех предварительно напряженных нитей и дополнительных элементов их крепления – 

«звезд» (рис. 5). 

 
Рис. 5. Схема предварительно напряженной стойки-мачты 

 

Принцип работы такой стойки аналогичен работе мачты на оттяжках. Являясь упру-

гоподатливыми опорами ствола стойки, тросы обеспечивают ее устойчивое равновесие, со-

кращая расчетную длину трубы. Чтобы проанализировать работу стоек-мачт и подобрать не-

обходимое усилие преднапряжения, их моделирование было выполнено отдельно от кон-

струкций пространственного блока с применением для канатов геометрически нелинейного 

специального двухузлового элемента КЭ308. Нагрузки на стойки принимались из наиболее 

неблагоприятного РСУ, полученного в них в первоначальной расчетной схеме: N=1600кН, 

Mx=57,9кНм, My=102,4 кНм (рис. 6). 

 

 
 

Рис. 6. Схема загружения стоек-мачт 

 

Величина предварительного напряжения вычислялась итерационным путем на осно-

вании анализа результатов, полученных в ходе последовательного увеличения натяжения 

тросов растягивающими усилиями от 90 до 180 кН (рис. 7). При этом в оттяжках стойки не 

допускалось возникновение сжимающих напряжений, что повлекло бы их выключение из 

работы, а также контролировалась деформативность системы. 
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Рис. 7. Задание предварительного напряжения в оттяжках 90 кН, 135 кН, 180 кН соответственно. 

 

Расчет тросов выполнялся согласно рекомендациям [7]. Для оттяжек был подобран 

канат – Teufelberger QS8168XK Ø14 , усилие его предварительного натяжения составило 192 

кН, за счет введения преднапряженных элементов сечение трубы-стойки уменьшилось до  

377х10. После получения положительных результатов расчета по требованиям 

СП 16.13330.2016 (рис. 8) предварительно напряженные стойки-мачты вводились в общую 

расчетную схему деформационного блока покрытия (рис. 9). Усилия в стволе стойки-мачты 

после введения ее в общую схему практически не изменились, что говорит о правильности 

подбора величины натяжения оттяжек. 

а)  

 
б)  

 
 

Рис. 8. Результаты расчета стоек-мачт: 

 а) по 1 ГПС; б) по 2 ГПС 
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Диагональные связи из труб, обеспечивающие пространственную жесткость трех-

гранных блоков, в новой расчетной схеме (рис. 9) заменялись гибкими элементами - каната-

ми. Величина предварительного напряжения в связях назначалась таким образом, чтобы в 

них не возникало сжимающих усилий от внешних нагрузок, подобно тому, как это выполня-

лось для опорных стоек. При этом величина растягивающего усилия учитывалась с повыша-

ющим коэффициентом 1,2 к максимальному сжимающему. В результате связи назначены из 

Teufelberger QS8168XK Ø40 при усилии предварительного напряжения в них 1486 кН. 

 
 

Рис. 9. Пространственная схема с введенными стойками-мачтами и гибкими связями 

 

На рис. 10-11 показаны мозаики продольных сил и изгибающих моментов в элементах 

несущего блока покрытия до и после введения преднапряженных элементов.  
а)  

 
 

б) 

 
Рис. 10. Значения N (кН) в элементах несущего блока: 

а) до введения предварительно напряженных элементов; 

б) после введения предварительно напряженных элементов 
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а) 

 
 

 

б) 

 
Рис. 11. Значения изгибающих моментов Му (кН*м) в элементах несущего блока: 

а) до введения предварительно напряженных элементов; 

б) после введения предварительно напряженных элементов 

 

 

 

На рис. 12-14 показаны мозаики линейных перемещений от расчетных нагрузок в де-

формационном блоке покрытия до и после введения преднапряженных элементов. 

В целом, ведение предварительно напряженных элементов положительно незначи-

тельно изменило напряженно-деформированное состояние элементов покрытия. Сравни-

тельный анализ НДС исходной схемы с результатами расчета после ее оптимизации (рис.10-

14) показал: 

1) увеличение продольных сил в V – образной арке     
 - на 0.5 %,     

   на 4 % ; 

2) уменьшение изгибающих моментов  Му в сечениях  V – образной арки:  

   М   
  на 2 %,  М   

   на -0.2 %; 

3) увеличение перемещений системы в направлении оси X на 1%, оси Y  

     на 1 %, оси Z на 2 %. 
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а)  
 

 
 

 

б)  
 

 
 
 
 

Рис. 12. Мозаика перемещений по оси Х: 

а) до введения предварительно напряженных элементов; 

б) после введения предварительно напряженных элементов 
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а)  
 

 
 

 

 

б) 

 

 
 
 

 
Рис. 13. Мозаика перемещений по оси У: 

а) до введения предварительно напряженных элементов; 

б) после введения предварительно напряженных элементов 

 

 

 



73 
 

а) 
 

 
 

 

 

б) 
 

 
 

Рис. 14. Мозаика перемещений по оси У: 

а) до введения предварительно напряженных элементов; 

б) после введения предварительно напряженных элементов 
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Выводы 

 

1. Предложенный способ снижения металлоемкости рассматриваемой конструкции 

покрытия за счет введения преднапряженных стоек-мачт и гибких связей позволили снизить 

расход стали на опорные стойки в 1,8 раз, на диагональные связи в 25 раз, на трехгранный 

блок покрытия в целом в 3 раза. 

2. Предложенная последовательность назначения предварительного напряжения эле-

ментов с целью получения более эффективных конструктивных решений может быть реали-

зована для аналогичных расчетов. 

3. Дальнейшие исследования связаны с созданием узловых сопряжений элементов, 

максимально отвечающих принятым в расчетной схеме. 
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Описывается методика и результаты расчета надѐжности и долговечности  пролетного строения же-

лезобетонного плитного автодорожного моста с учѐтом влияния совместности сопротивления нагрузкам 

сборной и монолитной частей составного сечения, а также параметров разброса прочностных характеристик 

бетона и арматуры. Вероятностная методика базируется на представленияи нагружения временной нагруз-

кой в виде случайного эргодического процесса с заданными статистическим характеристиками: математиче-

ским ожиданием, дисперсией и корреляционной функцией. Вычислительные  процедуры основаны на поло-

жениях теории выбросов стационарной нормальной случайной функции за постоянный нормальный слу-

чайный уровень с заданным средним и стандартом, отвечающей предельному состоянию несущей кон-

струкции.  

Приводятся результаты численных исследований надежности и долговечности сборно-монолитной 

конструкции плитного пролетного строения, реконструированного под современные временные нагрузки 

автодорожного моста. Изучаются  зависимости показателей надежности и долговечности в зависимости от 

эффективного периода загружения транспортного сооружения.  

Ключевые слова: плитный железобетонный мост, сборно-монолитная конструкция, вероятностная 

оценка надѐжности, теория выбросов нормальных стационарных процессов, эффективный период загруже-

ния, логарифмический показатель надежности, разброс прочности материалов и нагрузок , 

 
Введение 

 

Сборно-монолитные железобетонные несущие строительные конструкции часто находят 

применение при осуществлении капитальных ремонтов или реконструкции изношенных при дли-

тельной эксплуатации зданий и сооружений, включая мосты [1]. При проектировании сборно-

монолитных несущих элементов необходимо использовать такие проектные решения, для которых 

обеспечено совместное сопротивление новых и сохраняемых от старых эксплуатируемых дли-

тельное время элементов. Наиболее эффективно эта задача решается путем использования сборно-

монолитных несущих конструкций, однако для таких составных конструкций в связи с необходи-

мостью учета изменения расчетной схемы, этапности загружения и возможной несовместности 

сопротивления нагрузкам требуется применение физически нелинейных расчетных схем [2].   

________________________________________________ 

© Сафронов В. С., Антипов А. В., Черников А. В., 2019 

mailto:vss22@mail.ru


77 
 

Современные подходы для прочностных расчетов составных железобетонных кон-

струкций основаны на применении конечно-элементных вычислительных комплексов и 

вероятностных методик, которые позволяют получать более обоснованные проектные ре-

шения, которые являются оптимальными,  

Применяемые в настоящее время вычислительные алгоритмы вероятностных рас-

четов используют модели действующих нагрузок и применяемых материалов в виде 

случайных величин, однако такой подход является приближенным, так как не учитывает 

флуктуации учитываемых параметров во времени [2]. Более совершенным считается по-

строение вычислительных алгоритмов расчета надежности на основе представления дей-

ствующих на сооружения  нагрузок в виде стационарных случайных функций [3-4]. При 

использовании описаний действующих нагрузок в виде случайных функций для расчет-

ного анализа проектных решений при капитальном ремонте или реконструкции строи-

тельного объекта необходим учета изменения деформативности самих конструкций и 

связующих элементов. Это требует построения более совершенных вычислительных ал-

горитмов [9-13]. 

В настоящем исследовании на примере реконструируемого автодорожного желе-

зобетонного моста предлагается и апробируется методика расчета надежности и долго-

вечности сборно-монолитного плитного пролетного строения на основе моделей в виде 

стационарных случайных функций для действующих нагрузок и случайных величин - 

для предельных  усилий. Исследования надежности отдельных конструктивных элемен-

тов рассматриваемого с позиций теории надежности и приближенного описания нагру-

зок в виде случайных величин выполнены нами в работе [4]. 

 

1. Основные положения расчета надежности и долговечности 

составной сборно-монолитной железобетонной плиты пролетного строения 

транспортного сооружения 

 

Вероятность отказа и продолжительность наработки на отказ сборно-монолитной 

железобетонной конструкции транспортного сооружения будем определять на основе 

методики, разработанной в соответствии с теорией выбросов случайных процессов [2-4]. 

Для еѐ применения к подвергающимся совместному действию постоянных и временных 

подвижных нагрузок введем следующие упрощения: 

 действующие в несущих элементах пролетного строения транспортного со-

оружения усилия от суммарного действия постоянных и временных нагрузок считаются 

нормальным стационарным эргодическим случайным процессом с заданным математи-

ческим ожиданием   , стандартом    и корреляционной функцией      ; 

 предельные усилия R в несущих элементах сооружения моделируются не 

зависящими от времени случайными величинами с заданными математическими ожида-

ниями     и стандартом   , которые определяются в зависимости от степени совместно-

го сопротивления действующим нагрузкам сборной и монолитной частей составной кон-

струкции. Они определяются с учетом разброса прочностных характеристик материалов 

составляющих элементов и соединительных участков; 

 степень совместности сопротивления действующим нагрузкам оценим ко-

эффициентом Kc, равным отношению средних значений предельных усилий для состав-

ной конструкции к разности предельных усилий для полностью объединенной  и сопро-

тивляющейся раздельно элементов конструкции;  

 динамический эффект воздействия подвижной нагрузки учитывается в рас-

четах с помощью рекомендуемых нормами  или измеренных при натурных испытаниях 

составной конструкции мостового сооружения динамических коэффициентов 1+µ. 
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Графически рассматриваемая модель загружения несущих элементов пролетного 

строения мостового сооружения по аналогии с используемой в работе [4] представлена 

на рис. 1, где наряду со случайной функцией нагрузки F(t) показан случайный постоян-

ный уровень предельного усилия  R  конструкции. 

 

 

Рис. 1 Расчетные модели эксплуатационных усилий и их предельных значений 
 

Интенсивность возникновения предельных состояний расположенной под полосой 

проезда автотранспортных средств наиболее нагруженной плиты пролетного строения в 

единицу времени на основе теории выбросов нормальной случайной функции за заданный 

уровень  вычислим по формуле [3] 

                                                   
 

 
    

         

     
     

  
  ,                                                 (1) 

где             – математические ожидания и стандарты нагрузок и  предельных 

усилий; 

T - эффективный период загружения транспортного сооружения, при котором возни-

кает не более одного превышения действующим в строительной конструкции 

усилием его предельного значения. 

В связи с тем, что интенсивность U отказов мостовых сооружений является весьма 

малой, вероятность возникновения предельного состояния в рассматриваемом элементе 

моста  за срок службы t определяется по схеме «редких событий» [3]: 

                                                  .                                                       
(2) 

По найденным величинам вероятности отказов в сборно-монолитных несущих 

элементах пролетного строения автодорожного моста вычисляются надежности безотказ-

ного функционирования этих элементов для тех же моментов времени t из известного со-

отношения: 

                                                                                                               (3) 

Надежность пролетного строения транспортного сооружения в целом для произ-

вольного момента времени       определим в соответствии с теоремой произведения 

двух независимых случайных событий [4] через надежности двух плитных элементов на 

полосах проезда Hп прямого  и  H0 и обратного  направлений движений: 

 

                                                                   .                                                             (4) 
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Далее по вычисленной надежности транспортного сооружения в целом можно опре-

делить логарифмический показатель надежности и коэффициент запаса  прочности:  

 

                                                             
⁄   

  

  
                                                (5) 

Технический ресурс сборно-монолитного железобетонного пролетного строения  

   или его отдельных несущих элементов определим из выражения (2), задаваясь мини-

мальной величиной вероятности отказа      при установившейся длительное время их 

интенсивности U: 

                                           
           

 
.                                                                      (6) 

Описанная выше методика легко реализуется в математических программных ком-

плексах, имеющих набор стандартных статистических операторов. Ниже приводятся ре-

зультаты ее применения в вычислительном комплексе Mathcad для реконструированного 

транспортного сооружения со сборно-монолитным пролетным строением.  

 

2. Апробация предлагаемой  методики вероятностного расчета 
 

2.1. Описание объекта и методики исследования 

Для апробации описанной выше методики вероятностного расчета надежности и 

долговечности принят участок реконструируемого сборно-монолитного железобетонного 

плитного пролетного строения моста на монтажной площадке плотины Нижегородской 

ГЭС [5] под современные временные нагрузки А14 и Н14. Поперечное сечение одного из 

одинаковых плитных пролетов моста с балочной разрезной статической схемой полной 

длиной lп=8,20 м представлены на рис. 2. 

 

Рис. 2.  Поперечный разрез сборно-монолитной железобетонной плиты моста 

 
Несущие конструкции пролетного строения выполнены из восьми сборных железо-

бетонных плит полной длиной 8,2 м и сечением  0,9х0,25 м [5]. Над промежуточными опо-

рами сборные плиты смонтированы по разрезной схеме. Между собой сборные плиты объ-

единены монолитными железобетонными участками между плитами. Кроме того, поверх 

сборных плит предусмотрено устройство неразрезной над промежуточными опорами 

накладной железобетонной монолитной плиты толщиной 0,125 м. Армирование сборных 

плит, промежуточных участков между сборными плитами, а также консольной плиты с 

правой стороны приведены в нашей публикации [5], посвященной детерминированной 

оценке прочности и приближенной оценке риска разрушения пролетного строения рекон-

струируемого моста без учета влияния длительности эксплуатации сооружения. 
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2.2. Результаты численных исследований надежности наиболее нагруженных плит  

без учета интенсивности загружения во времени 

 

При реализации предлагаемой в разделе 1 настоящей статьи вероятностной методики 

выполним сопоставление параметров надежности отдельных всех входящих в конструкцию 

пролетного строения плит без учета фактора времени по формулам, приведенным в публика-

ции [5]. Однако при вычислениях в отличие от приведенных в этой статье значений предель-

ных усилий используем уточненные величины по разработанной и описанной нами в статье 

[8] программе нелинейного деформационного расчета составной сборно-монолитной желе-

зобетонной плиты с учѐтом различной степени совместного сопротивления сборной и моно-

литной частей. Ниже приведены подробные результаты расчетов для плит П1 и П6, распо-

ложенных непосредственно под полосами проезда транспортных средств соответственно на 

левой (рис. 3) и правой (рис. 6) сторонах проезжей части пролетного строения. В качестве 

расчетных параметров  в рассматриваемых элементах пролетного строения приняты изгиба-

ющие моменты в средних сечениях. Их численные значения для плиты П1 приведены в табл. 

1 , а для П6 – в табл. 2.   

 
 

Рис. 3.  Расположение   плиты П1 в поперечном сечения пролетного строения 

 

Таблица 1 

Кс , 
% 

  Парамет-

ры  

нагрузки 

Статистические параметры  

предельного изгиб. момента 

Расчѐтные параметры надѐжности 

плиты 

σq mMq mM D σ ν β Q H ρ k 

кН*м кН*м кН*м (кН*м)
2
 кН*м - - - - бела - 

0 35,6 264,7 326,5 691,2 26,3 0,081 1,397 8,12E-02 0,911 1,09 1,23 

10 35,6 264,7 336,5 420,8 20,5 0,061 1,746 
4,04E-
02 

0,959 1,39 1,27 

20 35,6 264,7 368,5 528,3 23,0 0,062 2,450 
7,14E-
03 

0,993 2,15 1,39 

30 35,6 264,7 401,1 670,7 25,9 0,065 3,098 
9,76E-
04 

0,999 3,01 1,52 

40 35,6 264,7 446,3 798,5 28,3 0,063 3,995 
3,23E-
05 

1,000 4,49 1,69 

50 35,6 264,7 496,1 869,7 29,5 0,059 5,005 
2,80E-
07 

1,000 6,55 1,87 

60 35,6 264,7 536,1 917,4 30,3 0,056 5,806 
3,19E-
09 

1,000 8,50 2,03 

70 35,6 264,7 578,0 1524,0 39,0 0,068 5,929 
1,52E-
09 

1,000 8,82 2,18 
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Окончание табл, 1 

Кс , 
% 

  Парамет-

ры  

нагрузки 

Статистические парамет-

ры  

предельного изгиб, мо-

мента 

Расчѐтные параметры надѐжности 

плиты 

   

σq mM mM D σ ν β Q H ρ k 

кН*м кН*м кН*м 
(кН*м)

2
 

кН*
м - - - - бела - 

80 35,6 264,7 601,1 1516,3 38,9 0,065 6,375 9,12E-11 1,000 
10,0
4 

2,27 

90 35,6 264,7 635,7 1426,7 37,8 0,059 7,149 4,38E-13 1,000 
12,3
6 

2,40 

100 35,6 264,7 651,0 1506,5 38,8 0,060 7,334 1,12E-13 1,000 
12,9
5 

2,46 

    

Графическое  представление зависимостей характеристики безопасности и коэффици-

ента запаса прочности от степени совместности деформаций  сборной и монолитной  частей  

составной плиты показаны соответственно на рис 4 и 5. На этих графиках хорошо просмат-

ривается нелинейный характер зависимостей показателей надежности от степени совместно-

сти деформаций частей  составной сборно-монолитной конструкции плиты. 

  
Рис. 4. Зависимость характеристики  

безопасности от степени совместности  

деформаций частей плиты 

Рис. 5. Зависимость коэффициента запаса  

прочности от степени совместности  

деформаций частей плиты 

 
Рис. 6. Расположение плиты П6 в поперечном сечения пролетного строения 

Таблица 2 

Кс , 
% 

Параметры  

нагрузки 
Статистические параметры  

предельного изгиб, момента 

Расчѐтные параметры надѐжности 

плиты 

σq mMq mM D σ ν β Q H ρ k 

кН*м кН*м кН*м (кН*м)
2
 кН*м - - - - бела - 

0 32,1 252,1 369,9 769,9 27,7 0,075 2,776 2,75E-03 0,997 2,56 1,47 

10 32,1 252,1 392,8 602,9 24,6 0,063 3,481 2,50E-04 0,998 3,60 1,56 

20 32,1 252,1 423,0 621,1 24,9 0,059 4,206 1,30E-05 1,000 4,89 1,68 



82 
 

Окончание табл. 2 

Кс , 
% 

Параметры  

нагрузки 
Статистические параметры  

предельного изгиб, момента 

Расчѐтные параметры надѐжности 

плиты 

σq mMq mM D σ ν β Q H ρ k 

кН*м кН*м кН*м (кН*м)
2
 кН*м - - - - бела - 

30 32,1 252,1 473,4 1115,4 33,4 0,071 4,777 8,91E-07 1,000 6,05 1,88 

40 32,1 252,1 517,0 1069,8 32,7 0,063 5,781 3,71E-09 1,000 8,43 2,05 

50 32,1 252,1 572,2 1031,3 32,1 0,056 7,049 9,02E-13 1,000 12,05 2,27 

60 32,1 252,1 622,6 1408,5 37,5 0,060 7,502 3,14E-14 1,000 13,50 2,47 

70 32,1 252,1 668,9 2069,3 45,5 0,068 7,487 3,52E-14 1,000 13,45 2,65 

80 32,1 252,1 695,2 2045,6 45,2 0,065 7,989 0,000 1,000 >13 2,76 

90 32,1 252,1 734,5 1925,0 43,9 0,060 8,874 0,000 1,000 >13 2,91 

100 32,1 252,1 751,5 2009,6 44,8 0,060 9,058 0,000 1,000 >13 2,98 

 

 

Отметим, что при определении предельных изгибающих моментов учитывается этапность 

загружения сначала собственным весом сборной нижней части и весом незатвердевшей моно-

литной верхней части пролетного строений, а на втором этапе – загружение составной кон-

струкции  - нагрузкой от дорожного покрытия и временной нагрузкой, установленной в наибо-

лее опасное положение.   

Графическое  представление зависимостей характеристики безопасности и коэффи-

циента запаса прочности от степени совместности деформаций сборной и монолитной ча-

стей составной плиты П6 на правой стороне пролетного строения показаны соответствен-

но на рис 7 и 8. На этих графиках так же, как и для плиты П1,  виден  нелинейный характер 

зависимостей  показателей надежности от степени совместности деформаций частей  состав-

ной сборно-монолитной конструкции плиты. 

 

 

 

Рис. 7. Зависимость характеристики безопасности  

 от степени совместности деформаций   частей литы 

 

 

Рис. 8. Зависимость коэффициента запаса прочности  

от степени совместности деформаций частей  плиты 

 

Для выбора наиболее нагруженных плит пролетного строения на рис 9 приведены 

сравнительные данные по характеристикам безопасности всех элементов пролетного строения на 

левой и правой сторонах пролетного строения. 

Эти данные получены для совместного действия постоянных и временных нагрузок  в виде 

колонн автомобильной нагрузки А14 для варианта значения коэффициента совместности деформаций 

Кс =30 %. 
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Рис. 9.  Сопоставление характеристик безопасности отдельных элементов  

сборно-монолитной плиты для значения коэффициента 

 совместности деформаций Кс = 30 %  

 

Приведенный график иллюстрирует различие в показателях надежности всех сборно-

монолитных элементов пролетного строения с учетом расположения колонн временной 

нагрузки в соответствии с действующими правилами проезда встречных  колонн автомоби-

лей  по автодорожным  мостам. Из него видно , что наименее надежной в поперечном сече-

нии на левой стороне является крайняя плита П1, а на правой стороне - плита П6.  

 

2.2. Результаты численных исследований надежности элементов 

сборно-монолитной конструкции пролетного строения 

с учетом   интенсивности загружения во времени 

 

В качестве эффективного периода эксплуатации рассматриваемого мостового сооруже-

ния принят один год, в течение которого случайная функция, описывающая изменчивость 

действующих на элементы пролетного строения изгибающих моментов один раз приближа-

ется к случайному уровню, отвечающему значению предельного усилия в рассматриваемой 

конструкции. При такой загруженности транспортного сооружения не требуется проверка 

оценки выносливости и учета усталостных явлений в материале несущих элементов из желе-

зобетона.  

Таблица 3  

Расчетные значения интенсивности отказа двух расположенных 

на разных сторонах пролетного строения 

железобетонных сборно-монолитных составных плит 

 

Степень совместности, % 
Эффективный период эксплуатации 

Интенсивность отказов U, 1/год 

в плите пролетного строения  

Т, лет П1 П6 

0 1,000 3.77E-01 2.10E-02 

10 1,000 2.18E-01 2.34E-03 

20 1,000 5.00E-02 1.44E-04 
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Окончание табл. 3 

Степень совместности, % 
Эффективный период эксплуатации 

Интенсивность отказов U, 1/год 

в плите пролетного строения 

Т, лет П1 П6 

30 1,000 8.25E-03 1.11E-05 

40 1,000 3.42E-04 5.52E-08 

50 1,000 3.64E-06 1.62E-11 

60 1,000 4.78E-08 6.01E-13 

70 1,000 2.32E-08 6.73E-13 

80 1,000 1.49E-09 0.00 

90 1,000 8.00E-12 0.00 

100 1,000 2.09E-12 0.00 

 

Из данных, приведенных в табл. 3, видно, что при малых значениях коэффициента  

совместности сопротивления частей сборно-монолитной конструкции выбросы возникаю-

щих в плитах изгибающих моментов будут частыми, что приведет к преждевременному от-

казу транспортного сооружения. Этот факт подтверждается данными расчетов изменения 

логарифмического показателя надѐжности моста для различных периодов эксплуатации, 

приведенными в табл. 4 для того же эффективного периода эксплуатации транспортного со-

оружения, составляющего Тэфф= 1 год (365дней). 

Графическое представление указанных в табл. 4 логарифмических показателей надеж-

ности в зависимости от срока эксплуатации автодорожного моста, интенсивность загружения 

которого находится в рамках требований к  эргодическим стационарным случайным функ-

циям, приведена на рис. 10 . При росте длительности эксплуатации надежность транспортно-

го сооружения снижается. Графики снижения расчетных показателей приведены на рисунке 

разными цветами.  

                                                                                                                                    Таблица 4 

Расчетные величины логарифмических показателей надежности 

плитного пролетного строения моста для разных сроков эксплуатации   

 Степень сов-

местности,  

% 

Логарифмический показатель надѐжности моста  

для лет эксплуатации, бел  

1 2 5 10 20 

0 0,484 0,261 0,064 0,00819 0,00015 

10 0,705 0,449 0,176 0,051 0,00537 

20 1,313 1,023 0,656 0,406 0,2 

30 2,085 1,785 1,393 1,101 0,817 

40 3,466 3,165 2,768 2,467 2,167 

50 5,439 5,138 4,74 4,439 4,138 

60 7,321 7,02 6,622 6,321 6,02 

70 7,634 7,333 6,935 6,634 6,333 

80 8,826 8,525 8,127 7,826 7,525 

90 11,097 10,796 10,398 10,097 9,796 

100 11,68 11,379 10,981 10,68 10,379 
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Рис. 10. Зависимость логарифмического показателя надѐжности от периода эксплуатации моста  

для различной степени объединения сборной и монолитной частей сечения 

 

Вводя ограничения на уровни надежности несущих элементов транспортного сооруже-

ния, можно по этим графикам определять  долговечность сооружения для выполненной при 

строительстве степени совместности  и заданной минимальной надежности. Например, дол-

говечность  на уровне 20 лет можно получить для логарифмического показателя надежности   

ρ=4 бела, обеспечивая степень совместности сопротивления сборной и монолитной частей на 

уровне 50 %.  

В заключительной части численных исследований по апробации предлагаемой методи-

ки вероятностного расчета надежности сборно-монолитных составных конструкций выпол-

нены расчеты изменения надежности мостового сооружения в целом по формуле (4) из 

найденных логарифмических показателей наименее надежных плит на левой (П1) и правой 

(П6) сторонах проезжей части. При этом варьировались интенсивности загруженности путем 

изменения эффективного периода эксплуатации. Результаты расчетов приведены в табл.  5 и 

на рис. 11. 

Таблица 5 
Расчетные величины логарифмических показателей надежности 

плитного пролетного строения моста  

для разных сроков эксплуатации   

 

Эффективный 

период 

нагружения, 

лет 

Логарифмический показатель надѐжности 

моста в целом (бел) для лет эксплуатации   

1 2 5 10 20 

1 (365 дней) 5.439 5.138 4.74 4.439 4.138 

0,5 ( 87 дней) 5.138 4.837 4.439 4.138 3.837 

1/12 (31 день) 4.36 4.059 3.661 3.36 3.059 
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Рис. 11. Зависимость логарифмического показателя надѐжности моста в целом 

  при различных эффективных периодах нагружения 
 

Сопоставляя приведенные графики изменения надежности при разных эффективных 

периодах эксплуатации, описывающих интенсивности загружения транспортного сооруже-

ния, можно  заметить нелинейную зависимость срока безопасной эксплуатации от интенсив-

ности  загруженности временными нагрузками. Это объясняется применяемой методикой 

расчета по «схеме редких событий», не учитывающей усталостные явления в материале.  

 

Выводы 

 

 Предлагаемая в настоящей статье методика расчета надежности несущей системы 

которая разрабоана с использованием модели действующих нагрузок в виде стационарных 

эргодических случайных функций, опробирлована при проектировании руконструкции су-

ществующего длительно эксплуатируемого сборно-монодитного железобетонного пролет-

ного строения автодорожного моста 

 По результатам численных расчетов с учетом регламентируемых действующими 

нормативными документами параметров разброса прочностных характеристик материалов 

и действующих нагрузок выявлены особенности нелинейного деформирования сборно-

монолитной железобетонной конструкции при длительной эксплуатации с различными 

уровнями загруженности отдельных элементов и моста в целом.  

 Долговечность сборно-монолитных составных конструкций существенно зависит от 

количественных показателей надежности  наиболее нагруженных несущих элементов 

транспортного сооружения.  
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Разработана конечно-элементная модель деформационно-прочностного расчета про-

странственной несущей системы многоэтажного здания из железобетона в монолитном ис-

полнении. В основу этой модели положены гибридные элементы, в которых учтена зависи-

мость механических свойств бетона от вида напряженного состояния, наличие трещин в нем 

и возникновение пластических деформации арматуры. Проанализированы некоторые реше-

ния на основе принятой модели в сравнении с расчетами в промышленных пакетах САПР. 

Ключевые слова: монолитный железобетон, гибридные конечные элементы, пространственная 

несущая система, чувствительность к виду напряженного состояния, нормированные напряжения, образование тре-

щин. 
 

Введение 

 

Интенсивное развитие техники серьезно повышает требования к надѐжности и эконо-

мичности несущих систем зданий и сооружений, особенно высотных. Общеизвестно,  

что характеристики жесткости и прочности различных бетонов меняются при изменении ви-

да реализуемого в точке напряжѐнного состояния. Связи напряжений с деформациями для 

них обладаю неклассической нелинейностью. Несмотря на высокий уровень развития строи-

тельной науки, в нормативных документах до сих пор в инженерных расчетах практически 

не учитывается зависимость деформационных характеристик бетонов от вида напряженного 

состояния, а принимается во внимание, в основном, различие диаграмм на осевое сжатие и 

растяжение, а также зависимость пределов прочности от вида нагружения. Такое состояние 

норм не может удовлетворять высокому уровню принимаемых проектных решений. В по-

следние время при разработке новых теорий расчета пространственных железобетонных 

конструкций широко используются нелинейные аппроксимации диаграмм деформирования 

бетона на осевое сжатие с ниспадающей ветвью. Ниспадающая ветвь формально обосновы-

вается данными экспериментов. Однако эти данные представляются с учетом двух грубых 

допущений, нарушающихся в стадиях предразрушения и разрушения бетона. Прежде всего, 

обработка экспериментальных данных осуществляется в координатах условных, а не истин-

ных напряжений и, кроме того, представление результатов не выходит за рамки гипотезы 

сплошной деформируемой среды. При этом эффективное сечение бетонных образцов, 

воспринимающее усилие, кардинально уменьшается. В частности,  

___________________________________________ 
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при испытании бетонных кубов падение приложенного усилия наблюдается после оформле-

ния конфигураций сомкнутых пирамид разрушения, что свидетельствует о нарушении гипо-

тезы сплошности среды. Ниспадающие ветви обнаруживаются и при испытании на растяже-

ние арматурных стержней при обработке результатов в координатах условных напряжений, 

когда образуется в образце так  

называемая «шейка» с уменьшенными размерами сечения по сравнению с исходным состоя-

нием. Так, что при пересчете диаграмм в координатах истинных напряжений ниспадающая  

ветвь исчезает. В представленном исследовании приняты определяющие уравнения бетонов 

в рамках нормированных пространств напряжений [1]. Данный вариант теории может по-

служить долгие годы как проектировщикам, так и материаловедам. 

 

Построение математической модели 

 

Очевидно, что при нагружении железобетонных конструкций развиваются упругопла-

стические деформации в их компонентах, возникают и раскрываются трещины в бетоне. Для 

учета подобного сложного процесса эксплуатации конструкций требуется совершенствова-

ние расчетной базы, ввиду того что известные компьютерные комплексы со встроенными 

математическими моделями не учитывают специфические особенности работы отдельных 

конструкций [1, 2]. В представленной работе используется слоистый гибридный конечный 

элемент (КЭ), основанный на учете нелинейной зависимости механических характеристик 

бетона от вида его напряженного состояния (во всем диапазоне его изменения), образования 

трещин в нем и процесса упругопластического деформирования арматуры, который апроби-

рован в публикациях авторов [2, 3] и многолетним использованием в реальном проектирова-

нии. Разработка математических моделей расчета пространственных ЖБК, в которые макси-

мально вложены их специфические свойства, без сомнения, актуальная задача строительной 

механики [4]. 

Для расчета пространственных несущих систем из железобетона специально разрабо-

тана модель гибридных КЭ с пятью степенями свободы в узле, матрица жесткости которых, 

получена для треугольного элемента, которая позволяет надежно определять НДС конструк-

ций с произвольной геометрией. Все этапы построения и сами матрицы гибридного КЭ по-

дробно рассмотрены и представлены в работах [2, 3]. В рамках этого КЭ использовался фор-

мализм Тимошенко, учитывающий поперечные сдвиги при пренебрежении нормальными 

напряжениями на площадках ортогональных направлению изгиба элемента 33 . 

Основой модели являются связи тензоров деформациями и напряжениями }]{[}{  Ae , 

являющихся следствием потенциала 1W  [1], где 
Тееe }{}{ 2313122211  ; 

}{}{ 2313122211  ; [ ] [ ( , , , , )]А A       – матрица податливостей размером 5×5 (с уче-

том обсужденных допущений), в которой элементы нелинейно зависят от нормированных напря-

жений ,/ 0S  ,/ 0S  фазы напряжений   и уровня достигнутых напряжений ij , 

/ 3;ij ij    
0,5( / 3) ;ij ijS S   

2 2 0,5
0 ( ) ;S     ij ij ijS    .  

При этом связь между напряжениями и деформациями представим в виде [2, 3] 

 

                                            }]{[}{ eB ;                       
   

1
.B A




                                         (1) 
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Усилия в сечении элемента определяются известным способом [2, 3]: 

 

 
/2 /2 /2

3 3 3 3 3

/2 /2 /2

; ; , , 1,2 .

h h h

i j i j i j i j i i

h h h

N dx M x dx Q dx i j  
  

                          

(2) 

 

Обобщенный силы и деформации срединной поверхности приобретают вид 
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(3) 

где 

/2 /2 /2

2

3 3 3 3 3

/2 /2 /2

; ;

h h h

km km km km km km

h h h

C B d x K B x d x D B x d x
  

      – интегралы от жестко-

стей, связанных с изменением вида напряженного состояния. 

Ясно, что математическая модель железобетонных плит и диафрагм жесткости, фор-

мирующих несущий остов здания, должна учитывать особенности взаимодействия компо-

нентов композитного материала «бетон-арматура» в процессе нагружения. Эта модель долж-

на быть достаточно преемлемой и, безусловно, реализуемой. Эта модель сохраняет  отдель-

ные технические гипотезы, среди которых невозможно освободиться от следующих [3, 4]:  

1) активно производится пропорциональное нагружение;  

2) габариты плит и диафрагм здания заметно больше, чем расстояние между стержнями 

арматуры, и она поэтому представляется отдельным слоем с учетом коэффициентов 

его армирования;  

3) из-за неоднородности сооружения по толщине, элементы представляются пакетом 

фиктивных слоев:  

а) слои бетона, не имеющие трещин;  

б) слои железобетона, не имеющие трещин; в) слои бетона, имеющие трещины;  

г) слои железобетона, имеющие трещины;  

д) слои железобетона, имеющие пересекающиеся трещины;  

4) напряжения в армированном слое КЭ равны сумме напряжений бетона и арматуры, 

при этом считается справедливым равенство их деформаций;  

5) срединная поверхность элементов членится на сеть гибридных конечных элементов с 

разбиения на слои; 

6) жесткость фиктивного слоя данного конечного элемента, размазывается на весь 

слой; 

7) прочности бетона в фиктивном слое определяется по условию прочности П. П. Ба-

ландина [1, 3];  
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8) треснувший фиктивный слой в конечном элементе обладает трещинами сквозными и 

параллельными друг другу. Растянутый бетон при деформировании оценивается ко-

эффициентом В.И. Мурашева с параметром поврежденности бетона [3, 5];  

9) трещины в бетоне фиктивного слоя определяется трансверсально-изотропным телом 

с изотропной плоскостью, вдоль трещин. При этом необходимо конкретизировать 

каждый слой. 

 

Слои бетона без повреждений. Тензоры деформаций и напряжений связаны следующим 

образом (1). 

Слои железобетона без повреждений. Благодаря принятым гипотезам матрица «упруго-

пластичности» для железобетонных слоев без трещин определится следующим образом: 

                                                      
1

,SB A B


                                                         (4) 

где )1/(
2

1111 SSS
EB  ; )1/(

2

2222 SSS
EB  ; )]1/(1)1/(1[

221133 SSSS
EB   ; 

)1/(
1144 SSS

EB  ; )1/(
2255 SSS

EB  ; 0
Sij

B  – для остальных компонентов мат-

рицы ][
S

B ; SE  – модуль упругости арматуры, s  – коэффициент поперечной деформации ар-

матуры; 11 11/S i i SA S h  , 22 22/si i SA S h   – коэффициенты армирования вдоль осей х1 

и х2 исходной системы координат; siA  – площадь сечения арматурного стержня; 11 22,i iS S  – 

шаг стержней параллельных осям х1 и х2; Sh  – суммарная толщина армированных слоев.  

Члены матрицы 
1[ ]A 

 в зависимостях (4) вычисляются по тем же формулам, но в них 

вместо суммарных напряжений ij  должны быть напряжения в бетоне – Bij . 

Слои железобетона с повреждениями. Из-за принятого условия образования трещин они 

образовываются при 

              2 2 2 2 2

11 22 12 23 13 11 22 11 223 0bt b bt bR R R R                   ,        (5) 

где 11 22 12 13 23, , , ,      – напряжения бетона в момент образования трещин; ,bt bR R  – пре-

дел прочности бетона на осевое растяжение и сжатие.  

При выполнении условия (8) в бетоне образуется трещина в плоскости, ортогональной 

к максимальному главному растягивающему напряжению, определяемому, из-за малой вели-

чины фиктивного слоя, как для плоского напряженного состояния. Направление трещин 

определяется углом 1
  к нормали трещины от оси х1. 

Из-за наличия трещин в монослое элемента бетона превращается ортотропную среду, 

а применимость в «чистом виде» потенциала 1W  [1], справедливого для нелинейного дилати-

рующего разносопротивляющегося изотропного материала, становится ограниченной. По-

тенциальность этих соотношений не нарушается в направлениях между трещинами из-за со-

хранности сплошности бетона. В этой ориентации механические свойства бетона определяем 

секущим модулем бетона BE  и коэффициентом «Пуассона» B  из уравнений: 
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 * * * * * * *

22 12 11 22 22 22 11 /B Be A A E        ;   
* * *

22 12 221/ ; /B BE A A A   , 

где 
*

12A , 
*

22A  – компоненты матрицы податливостей, вытекающие из уравнений сплошных 

бетонных слоев; 
*

ij  – напряжения бетона в повернутой координатной системе х
*
10х

*
2, 

ориентируемой под углом 1
  к системе х10х2. 

При повороте координатной системы, ориентируемой к направлению трещины, имеем 

{ } [ ]{ }
В

e A    . При этом имеем 
1[ ] [ ]B A   . Пересчитав координаты в пространстве 

х
*
10х

*
2 к изначальной, можно оформить матрицу жесткости для бетона при наличии повре-

ждений .][][ 1 cс AB  

Слои железобетона с повреждениями. Появление трещин регистрируется срабатывани-

ем критерия Баландина в рассматриваемом слое КЭ, а в неравенство (5) вводятся напряжения 

в бетонной составляющей Bij  железобетонного слоя. 

Пространственное положение трещин в бетоне определяются углом 1
 , когда принима-

ются во внимание напряжения в бетонной составляющей. Связь тензоров деформаций и напряже-

ний бетона при наличии трещин в повернутой координатной системе устанавливается подобно 

связям в бетоне с трещинами – },]{[}{  
В

Ae   где основные элементы этой матрицы вычис-

ляются по формулам: 

                    
);/(1

11

В
ЕA           ;/

12 ВВ
ЕA 

          ;/1
22 В

ЕA 
  

                   
);/()1(2

6644

ВВ
ЕАA  

         ,/)1(2
55 ВВ

ЕA 
                               (6) 

где параллельно оси х
*
1 секущий модуль бетона определяется величиной BE   (  – функция 

нарушения сплошности бетона 0 1  ).  

В первоначальной системе координат матрица «упруго-пластичности» бетона с растрески-

ванием слоя железобетона имеет аналогичный вид, что и для бетона 
1][][  cс AB

B , но при учете 

уравнений (6).  

Матрица «упругопластичности» для арматуры слоя железобетона при наличии трещин 

в начальной координатной системе х10х2 не изменяет свой вид, но модули упругости SE  меня-

ются на skkE  – секущие модули арматуры по направлениям осей х1 и х2, а skk  – ее пере-

менные коэффициенты поперечной деформации (k=1, 2): 

)1/(
2

11111111 SS

С

S
EB   ;     )1/(

2

22222222 SS

С

S
EB   ;     )1/(

11111144 SS

С

S
EB  ;  

  
)]1/()1/(

22222211111133 SSSS

С

S
EEB   ;      )1/(

22222255 SS

С

S
EB  ,             (7) 

где с учетом возникновения и роста пластических деформаций арматуры, ее параметры вы-

числяются по формулам:  
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; ;

/ ; 0,5 ,

S S Skk s kk

Skk
s kk Skk s kk

E при R
E

R e при R

  

 

 
 

  

где Rs–расчетное сопротивление без коэффициента надежности по материалу (предел теку-

чести) арматурной стали. 

Для однозначного определения параметра поврежденности  он должен быть связан 

функцией В. И. Мурашева:  

                                         / ,S sn B snE E E                                        (17) 

где snE  – модуль упругости арматуры по нормали к трещине. 

Параметр ψS обычно можно определить, используя эмпирическую формулу Гениева Г. А., 

Киссюка В. Н. и Тюпина Г. А. [5]. Тогда получим нелинейное уравнение относительно , ко-

торое можно решить итерационным методом. 

Слои железобетона при наличии пересекающихся трещин. После появления началь-

ных трещин с ростом нагрузки в последующем могут возникнуть трещины других направле-

ний. Тогда матрица «упругопластичности» в исследуемом слое определяются следующим 

образом: ][][ с
S

BB  . 

Результаты расчета 

 

Использование разработанной модели проиллюстрируем на задаче по определению НДС 

7-этажного здания из монолитного железобетона (рис. 1, 2.1, 2.2). Для элементов здания были 

приняты следующие размеры: а) толщина перекрытий 250 мм; б) толщина пилонов 350 мм. На 

данном этапе расчета влияние основания не учитывалось, а ограничивалось жестким защем-

лением пилонов в фундаменте и основании. К зданию прикладывались вертикальные нагруз-

ки на перекрытиях и горизонтальные – по двум взаимно ортогональным фасадам.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Рис. 1. План расчетной схемы здания 
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Рис. 2.1. Аксонометрия здания 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                         

                           Рис 2.2. Южный фасад зда-

ния 

 

Монолитный бетон несущих конструкций здания принят с пределом прочности на 

сжатие 28,4R МПа   [1, 3]. Плиты перекрытия армированы сетками из стержней Ø14 мм 

A400 (защитный слой 35 мм, предел текучести 400p МПа  ), арматура пилонов принята 

симметричная двумя сетками из стержней Ø12 мм A400 (защитный слой 30 мм). Характер 

приложения нагрузок представлен на рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3. Нагрузки и восточный фасад здания 
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Рис. 4 и 5 характеризуют прогибы w  (м) перекрытий в обозначенных точках (рис. 

2.1). Расчеты выполнены с учетом сравнения с аналогичными результатами из пакетов 

STARK ES, ANSYS и LIRA-SAPR. 

 
     Рис. 4. Вертикальные перемещения точки 1                                Рис. 5. Вертикальные перемещения в точке 1 

в плите 1, м                                                                      плоскости 2, м 

 

 

По данным расчета ясно, что представленная модель демонстрирует хорошие резуль-

таты. Вычисленные перемещения отклоняются от результатов расчета в ANSYS с учетом 

классической нелинейности, которые не учитывают зависимость деформационных характе-

ристик бетона, в точках экстремума на 19%. Отклонения по экстремальным напряжениям 

колеблются в интервале от –25% до +45%. Анализ полученных результатов расчета здания 

доказывает, что рассмотренная модель имеет ряд преимуществ перед широко эксплуатируе-

мыми САПР. Разработанная модель учитывает не только зависимость прочностных характе-

ристик бетона от вида напряженного состояния, но и деформационных, а также сохраняется 

учет появления и роста трещин, упругие и пластические деформации арматуры на разных 

стадиях нагружения. При этом конечный элемент сформулирован в удобной форме для циф-

ровой реализации в составе Bim-технологий. 

 

Выводы 

 

Подтверждено, что неучет зависимости деформационных характеристик бетона от ви-

да напряженного состояния при возможных его изменениях, появления повреждений типа 

трещин в пространственной железобетонной несущей системе, приводит к существенным 

погрешностям при определении основных характеристик НДС конструкций. Поэтому обес-

печение достоверности результатов расчетов и предотвращения аварийных ситуаций совре-

менных высотных зданий требует учета влияния усложненных свойств материалов и кон-

струкций в более полном объеме. 
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The finite-element model of deformation-strength calculation of the spatial load-bearing sys-

tem of a multi-storey building made of reinforced concrete in monolithic construction is developed. 

This model is based on hybrid elements, which take into account the dependence of the mechanical 

properties of concrete on the type of stress state, the presence of cracks in it and the occurrence of 

plastic deformation of the reinforcement. Some decisions on the basis of the accepted model in com-

parison with calculations in industrial CAD packages are analyzed. 
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Исследуется влияние изменчивости деформативных свойств грунтов на повреждения каменных зданий 

гражданского назначения в г. Тамбове. Приводятся результаты инструментальных обследований зданий и ана-

лиз причин трещинообразования. Выполнен  расчетный анализ влияния изменчивости модуля деформации и 

просадочных свойств грунтов на повреждения зданий с использованием вычислительных схем МКЭ.  

 

Ключевые слова: здания, основания, осадки, трещины, расчеты, метод конечных элементов  

 

Введение  

Неравномерные осадки оснований фундаментов "недопустимые относительные раз-

ности осадок фундаментов" возникают вследствие: 

 применения фундаментов разных конструкции с резко отличающимися потенци-

альными деформативными свойствами; 

 высокой природной изменчивости модуля деформации грунтов оснований фунда-

ментов в пределах площади фундамента Emax/Emin >1,5. 

 взаимных влияний фундаментов вследствие пристройки к существующему зданию 

нового; 

 просадки - резкого увеличения осадки при локальном замачивании просадочного 

грунта;  

 морозного пучения, набухания или замерзания с увеличением объѐма водонасыще-

ного грунта, склонного к подобным деформациям; 

 разрыхления основания при выполнении работ нулевого цикла или при выветрива-

нии (подтапливание и промерзание котлована в зимнее время); 

 условий изменения эксплуатации (изменения расчетных схем, возникновение ди-

намических нагрузок, снижения технических характеристика грунтов). 

Обследование 332-х деформированных гражданских зданий в г. Тамбове в период 

2006-2018 гг. [3 - 6, 9] (рис. 1, табл. 1) показало, что подавляющее большинство деформаций 

вызвано именно проблемами оснований фундаментов, которые не были учтены на стадии 

проектирования: просадочные свойства грунтов, замачивание оснований фундаментов се-

зонной верховодкой, высокая изменчивость модуля деформации грунтов, техногенные отло-

жения, пристройки многоэтажных зданий в зоне взаимных влияний, заложение фундаментов 

____________________________________________________________ 

© Даниш А. Б., Леденeв В. В., Савинов Я. В., Аль-Бухейти А. Я., 2019 
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в зоне промерзания. В общей сложности они составляют 64 % от вышеуказанной выборки 

зданий, что согласуется с общей статистикой по Российской Федерации. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 1. Сравнительная диаграмма причин возникновения повреждений  

в гражданских зданиях г. Тамбова 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Таблица 1 

Классификация причин возникновения повреждений в г. Тамбове 

 

Пп. Стадия суще-

ствования  

здания 

Причины возникновения повреждений Число 

случаев 

 

% 

1 

 

Просадочные свойства грунтов 63 19,0 

2 Движение верховодки (подтопление террито-

рии) 
6 1,8 

3 Изменчивость модуля деформации в плане 105 31,6 

4 
Наличие техногенных 

отложений под подош-

вой фундамента 

Частичное использо-

вание старых фунда-

ментов 

5 1,5 

5 Насыпные грунты 11 3,3 

6 Надстройка многоэтажных зданий без усиле-

ния фундамента 
5 1,5 

7 Пристройка многоэтажных зданий без кон-

структивных мероприятий 
12 3,6 

8 Заложение фундаментов в зоне промерзания 11 3,3 

9 

В
о

зв
е

д
е

н
и е 

Низкое качество материалов 11 3,3 

10 Низкое качество СМР 13 3,9 

 

Число случаев 

повреждения 

6

3 

6 

10

5 

5 5 
1

2 
1

1 

1

3 
1

1 1 
6 7 

5

4 

1

5 7 
20 

40 

60 

80 

100 

120 
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Окончание табл. 1 

Пп. Стадия суще-

ствования  

здания 

Причины возникновения повреждений Число 

случаев 

 

% 

11  Отступления от проекта 1 0,3 

12 Замачивание и (или) промораживание дна кот-

лована в осенне-зимнее время 
6 1,8 

13 

Э
к
сп

л
у
ат

а-

ц
и

я 

Нарушение температурно-влажностного режи-

ма эксплуатации 
7 2,1 

14 Физический износ > 50 % 54 16,3 

15 Аварии сетей водоснабжения и канализации 15 4,5 

16 Динамические нагрузки 7 2,1 

Общее число обследованных зданий в выборке: 332 100 

 

 

Результаты обследований позволяют сделать вывод о наиболее часто встречающихся 

причинах повреждений несущих и ограждающих конструкций гражданских зданий, которы-

ми являются неравномерные осадки (просадки) грунтов оснований фундаментов. Значитель-

ное влияние оказывают реологические процессы в грунтах [8]. 

Почти все кирпичные здания в Тамбове имеют высокую чувствительность к неравно-

мерным осадкам. В результате этого на их фасадах имеется сеть трещин с максимальной ши-

риной раскрытия до 10 мм. Эти трещины часто располагаются у оконных перемычек, разде-

ляя наружные стены на вертикальные ряды про-

стенков – «столбы». Характер деформирования 

зданий – вертикальный сдвиг «столбов» (рис. 2) 

относительно друг друга. Интенсивность сдвига 

определяет плотность, наклон и ширину раскры-

тия трещин. 

 

 
Рис. 2. Наиболее распространенная схема деформирования  

каменных зданий 

 

Рассмотрим в качестве примера характер-

ный участок – квартал, расположенный в центре 

города, ограниченный улицами: Советская, Чич-

канова, К. Маркса и 1-я Полковая. В нашем рас-

поряжении имеются данные исследований мос-

ковской картографической партии ПНИИИС 

1988 года [4] для этого участка (рис. 3 а, б), по 

которым можно анализировать изменчивость 

деформативных характеристик двух слоев делю-

виальных суглинков, расположенных на глуби-

нах 1,5…4,5 м (верхний слой) и  4,5…9 м (под-

стилающий). Эти слои наиболее интересны, т.к. 

они находятся в пределах сжимаемой толщи 4-5-

этажных зданий. На территории данного кварта-

ла расположены жилые и общественные здания с 

различными конструктивными схемами, типами 

фундаментов и материалом наружных стен. Об-
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следования фасадов зданий данного квартала, проведенные в апреле 2019 г, показали, что 

наибольше деформаций имеют здания с кирпичными наружными стенами на ленточных кир-

пичных фундаментах.  

Рис. 3. Схема изменчивости модуля деформации двух слоев сулинков в пределах кварталла: 

а) первый слой мощностью 3-4 м; б) второй слой сулинков мощностью 2-3,5 м 

  

На рис. 3 цветами выделены зоны по степени поврежденности зданий. Благодаря сов-

мещенной с планом зданий схеме изменчивости модуля деформаций можно сопоставить 

степень поврежденности зданий с геологическими условиями. В сложных геологических 

условиях оказались четыре здания: № 174, 89, 91, 62, поскольку в пределах площади их фун-

даментов модуль деформации верхнего слоя изменяется в пределах 6-12 МПа. Кирпичное 

здание № 89 имеет свайный фундамент, поэтому повреждения в нем минимальны. Здания № 

91 и 62 крупнопанельные, на их фасадах трещины не обнаружены. Здание № 174 кирпичное, 

оно имеет на фасадах множество трещин с шириной раскрытия более 5 мм (табл. 2).  При его 

строительстве и эксплуатации отмечен ряд неблагоприятных факторов: высокая степень из-

менчивости модуля деформации и высокая чувствительность материала стен и их конструк-

ций к неравномерным осадкам [2,3 - 6]. 

Таблица 2  

Информация по зданиям исследуемого квартала 

 
Номер 

дома 

Материал 

стен 

Тип  

фундамента 

Конструктивная  

схема 

Этажность/ 

год строитель-

ства 

Степень изменчиво-

сти модуля деформа-

ции первого слоя 

(второго слоя)   

 =Еmах/Еmin 

Ши-

рина 

рас-

крытия 

тре-

шин, 

мм 

174 Кирпич  Ленточный  Несущие продольные стены 

(сталинка). 

4/1958 1,67 (1,67) Более 5 

89 Кирпич  Свайный  9/1985 2,3 (1,67) 3-5 

одна 

трещи-

на 

91 Крупные па-

нели 

Ленточный 

сборный ж/б 

на подушках 

Несущие внутренние стены, 

наружные панели навесные. 

5/1980-85 1,67 (1,4) 0 

62 5/1980-85 1,16 (1,5) 0 
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Окончание табл. 2 

 
Номер 

дома 

Материал 

стен 

Тип фунда-

мента 

Конструктивная схема Этажность/ 

год строи-

тельства 

Степень изменчиво-

сти модуля дефор-

мации первого слоя 

(второго слоя)   

 =Еmах/Еmin 

Ши-

рина 

рас-

кры-

тия 

тре-

шин, 

мм 
176 Кирпич кера-

мический 

Ленточный из 

керамическо-

гокирпича 

Несущие продольные стены 

(сталинка) 

4/1950-60 1 (1) 1-3 

176 к1 4/1950-60 1 (1) 1-3 

176 к2 4/1950-60 1 (2,3) 0 

176 к3 4/1950-60 1 (1) 1-3 

32 Ленточный из 

сборных бе-

тонных бло-

ков ФБС 

Несущие продольные стены 4/1980-90 1 (1) 0 

34 4/1980-90 1 (1) 1-3 

36 4/1980-90 1 (1) 1-3 

58 Крупные па-

нели 

Ленточный 

сборный ж/б 

на подушках 

Несущие внутренние стены, 

наружные панели навесные. 

5/1980-85 1 (1,33) 0 

60 1 (1,4) 0 

223 Кирпич кера-

мический 

Несущие продольные стены 5/1990 1 (1,25) 0 

225 5/1990 1 (1,33) 1-3 

 

Рассмотрим подробнее жилое четырехэтажное здание по ул. Советской, 174 с деревян-

ными перекрытиями, построенное в 1958 г. (рис. 4). По свидетельствам жильцов, здание 

начало деформироваться сразу после постройки. На фасадах обнаружены вертикальные и 

наклонные трещины, раскрывающиеся кверху. Они веерообразно распределены по фасадам. 

Наблюдения показали, что они продолжают расти со скоростью 0,3 мм/год. С точки зрения 

геологической стратиграфии, здание расположено на первой надпойменной террасе правого 

склона долины реки Цны. Здесь располагается центральная историческая часть Тамбова. Под 

культурным слоем и черноземом, достигающими в общей сложности глубины до двух мет-

ров, располагаются делювиальные (склоновые) суглинки, в которых иногда встречаются 

линзы мелких песков.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Рис. 4 (начало). Схема трещин на главном фасаде дома по ул. Советской:  

а) фото главного фасада с повреждениями; б) схема деформирования главного фасада 

а) 
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Рис. 4 (окончание). Схема трещин на главном фасаде дома по ул. Советской: 

 а) фото главного фасада с повреждениями; б) схема деформирования главного фасада 

 

Фундаменты и наружные стены выполнены из керамического кирпича, имеют толщину 

510 мм. В пределах плана здания модуль деформации первого слоя суглинков изменяется от 

6 до 14 МПа, второго - 6 до 12 МПа. В исследованиях московской картографической партии 

ПНИИИС показано, что на отдельных участках города площадью 100 м
2 

(в пределах одного 

здания) степень изменчивости колеблется в пределах  = Еmах/Еmin= 1,5…3 (рис. 5). 

 
 
 

Рис. 5. Распределение модуля 

деформация для 1-го и 2-го слоя 

грунта по ул. Советская, 174:  

а) план-схема распределения мо-

дуля деформации (МПа) 1-го  

от поверхности слоя суглинков  

с указанием положения  

поврежденного здания;  

б) 2-го слоя; 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для данного здания проведены расчеты в программном комплексе «СКАД» методом 

конечных элементов, где несущие и ограждающие конструкции представлены в виде пла-

стин с толщинами, жесткостями и весом соответствующими реальным конструкциям [2, 7]. 

Расчет строительных конструкций проводился с учетом строительных правил СП 63.13330. 

2012, расчет комбинаций нагрузок - по нормам СНиП-2.01.07-85*. Расчеты конструкций зда-

ния, проведенные для сочетаний собственного веса, постоянных и временных нагрузок, по-

казали суммарную нагрузку под подошвой фундамента 572,8 кН/м
2
. Коэффициенты постели 

С1 рассчитывали отдельно в программе «Cross», входящей в состав комплекса СКАД (рис. 6). 

Коэффициенты постели С1 рассчитывали отдельно в программе «Cross», входящей в со-

б) 

 

 

 6 МПа 

8 МПа 

10 МПа 

12 МПа 

а) б) 
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Диапазоны Т/м
3

 244,423 - 260,208

 260,208 - 275,993

 275,993 - 291,778

 291,778 - 307,563

 307,563 - 323,347

 323,347 - 339,132

 339,132 - 354,917

 354,917 - 370,702

 370,702 - 386,487

 386,487 - 402,272

 402,272 - 418,057

 418,057 - 433,842

 433,842 - 449,627

 449,627 - 465,412

 465,412 - 481,197

 481,197 - 496,982

став комплекса СКАД (рис. 6). Грунтовые условия вводили в программу в соответствии со 

схемой распределения модуля деформаций по слоям (рис. 5, а, б) через восемь скважин.   

 

Результаты расчета (Cross) 

Минимальное значение коэффициента постели 2444,23 кН/м
3 

 (рис. 6). 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Рис. 6. Распределение коэффициентов пастели    под подошвой фундамента 

 

Максимальное значение коэффициента постели - 4969,82 кН/м
3
. 

Среднее значение коэффициента постели - 3742,02 кН/м
3
. 

Нижняя отметка сжимаемой толщи в данной точке - 10,55 м. 

Толщина сжимаемой слоя в данной точке - 8,75 м. 

Средняя осадка - 15,742 см. 

Крен фундаментной плиты - 0,094 град. 

Суммарная нагрузка - 42458,8 кН. 

Коэффициенты постели, вычисленные в прорамме «Cross», были импортированы в 

построенную нами расчетную схему в «СКАДе». Далее была проведена вторая итерация, в 

результате которой получены картины напряженно-деформированного состояния исследуе-

мого здания (рис. 7, 8, 9).  

 
 

Рис. 7. Суммарные перемещения (мм) 

Перемещения   Суммарное перемещение  (мм)

 166,04  167,91

 167,91  169,77

 169,77  171,64

 171,64  173,5

 173,5  175,37

 175,37  177,23

 177,23  179,09

 179,09  180,96

 180,96  182,82

 182,82  184,69

 184,69  186,55

 186,55  188,42

 188,42  190,28

 190,28  192,15

 192,15  194,01

 194,01  195,87
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Рис. 8. Поля напряжений σxy (т/м
2
) 

 

 

 
 

Рис. 9. Поля напряжений σy (т/м
2
) 

 

 

 
Рис. 10. Поля напряжений σxy 
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Анализ результатов расчета. На рис. 7 выявлен перекос здания. Наибольшая осадка 

наблюдается в правом дальнем углу фундамента, а наименьшая - в левом ближнем углу. 

Оконные и дверные проемы являются концентраторами напряжений в несущих и 

самонесущих стенах. Наибольших значений напряжения достиают в углах проемов (рис. 10).  

Если по одной диагонали окна (рис. 10) наблюдаем концентрацию растягивающих 

напряжений σy,  σхy – зона начала роста трещин (см. рис. 4 а, б), то по другой диаонали – 

наоборот, сжатие. Поскольку каменная кладка лучше работает на сжатие, чем на растяжение, 

в зоне сжатия разрушений не наблюдаем. Далее при росте неравномерных осадок 

происходит обьдинение зон концентраций растягивающих напряжений, соответственно 

соединяются диагональные трещины в простенках между окнами смежных этажей. Оконные 

и дверные проемы разгружают части несущих стен, находящиеся под ними от вертикальных 

сжимающих напряжений Nx (рис. 11). По этой причине вертикальные сжимающие 

напряжения смещаются в зону вертикальных межоконных простенков, междуоконные 

простенки образуют «столбы», слабо соединенные между собой горизонтальными не 

нагруженными подоконными простенками.  

 

 
 

Рис. 11. Поля  сжимающих напряжений Nx (т/м
2
) 

 

Выводы 
 

1. Обследования фасадов зданий кварталла (см. рис. 3) показазали, что повреждения 

наружных стен  наблюдаются только в кирпичных зданиях. 

2. Кирпичные здания на ленточных фундаментах наиболее чувствительны к 

изменчивости модуля деформаций. 

3. Большинство трещин растут из углов оконных и дверных проемов, т. к. там 

сосредотачиваются концентрации растягивающих напряжений.  

4. Результаты расчета в прораммном комплексе «СКАД» подтвердили гипотезу о 

разделении стен на ряд вертикальных «столбов», работающих независимо дру от 

друга. 

Напряжения   NX (Т/ м
2

)

 -44,45  -41,35

 -41,35  -38,25

 -38,25  -35,15

 -35,15  -32,05

 -32,05  -28,95

 -28,95  -25,85

 -25,85  -22,75

 -22,75  -19,65

 -19,65  -16,55

 -16,55  -13,45

 -13,45  -10,35

 -10,35  -7,25

 -7,25  -4,15

 -4,15  -1,05

 -1,05  2,05

 2,05  5,15

Зоны сжимающих 

напряжений Nx 
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HIGH VARIABILITY OF DEFORMATION PROPERTIES OF SOILS AS THE MAIN 

CAUSE OF DAMAGE OF STONE BUILDINGS IN CITY OF TAMBOV  

 

A.B. Danish
1
, V.V. Ledenev

2
, Y.V. Savinov

3
, A.Y. Al-Bukhaiti

4  
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1, 2, 3, 4 

Russia, Tambov 
 

 

The influence of the variability of the deformation properties of soils on damage to civilian 

buildings in the city of Tambov is studied. The results of instrumental inspections of buildings and 

analysis of the causes of crack formation are given. The calculated analysis of the effect of variabil-

ity of the strain modulus and subsidence properties of soils on damage to buildings using FEM 

computational schemes was performed. 
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Приведены результаты технического обследования зданий с повреждениями, вызванными пристройкой 

новых зданий рядом с существующими в Кабуле (Афганистан), Тамбове, Курске и Воронеже. Методом конеч-

ных элементов (МКЭ) выполнены расчеты напряженно-деформированного состояния основания.  

 

Ключевые слова: здание, сооружение, взаимное влияние, повреждения, метод конечных элемен-

тов, расчет, техническое обследование. 
 

Введение 

По действующим нормам [9] взаимное влияние соседних зданий, сооружений, фунда-

ментов оценивают с использованием метода угловых точек (Д.Е. Польшина, 1993). Метод 

совершенствовали В. Г. Короткин, 1938; Н. А. Цытович, 1940 и др. 

Относительная разность осадок близко расположенных объектов ограничивается пре-

дельно допустимыми величинами.  Однако точность вычисления их недостаточна, посколь-

ку, как правило, не удается вычислить жесткости зданий, сооружений, конструкций, узлов 

сооружения. В процессе эксплуатации объектов неравномерно по объѐму и с разными скоро-

стями изменяются механические, реологические и жесткостные характеристики материалов 

и грунтов оснований [9]. 

Отметим, что недопустимые неравномерные перемещения происходят и между от-

дельными частями здания или сооружения вследствие: разных конструктивных решений 

(например, фундаментов плитные и свайных); большой разности в нагрузках, жесткостях, 

размерах; несовпадения центров масс и жесткостей; неравномерного развития процессов 

(просадки, набухания, оползневых и др.) [3-5, 7, 9]. 

Особенности повреждения существующих зданий после пристройки новых рассмот-

рены в работах Б. И.  Далматова (1975); С. Н. Сотникова (1984), Я. В. Савинова (2003), В. В. 

Леденева (1970…2008), В. Г. Силагина (2010) и др. Приведем примеры из практики. 

 

1. Обследование технического состояния деформированного здания в г. Кабуле (Афга-

нистан) по ул. Таймони, 5 [8]. По проекту А. Б. Даниша построено семиэтажное железобе-

тонное здание. Фундамент изготовлен в виде монолитной железобетонной плиты толщиной 

600 мм и глубина заложения 1,5 м (рис. 1). Рядом находится одноэтажное кирпичное здание, 

построенное в 90-х годах прошлого века. Фундаменты бутобетонные, стены кирпичные.  

________________________________________________________ 
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Вскоре после возведения семиэтажного здания, в наружной стене существующего со 

стороны фасада появились сквозные трещины по всей высоте с шириной раскрытия от 5 до 

20мм (рис. 1). Ширина раскрытия наклонных, вертикальных и горизонтальных трещин воз-

растала с приближением к новому зданию.    

Техническое обследование зданий показало: 

 глубина заложения бутовых фундаментов существующего здания составляла 0,8 м, 

что соответствовало нормативной глубине промерзания. Расстояние между фунда-

ментами существующий и нового здания составляло 0,8 м. 

 трещины в новом здании не обнаружены; 

 до обратной засыпки пазух траншей фундаментов нового здания прошло несколько 

дождей; вследствие этого влажность грунта под примыкающей торцовой стеной 

существующего здания резко возросла со снижением механических свойств грун-

тов основания и несущей способности основания; 

 причиной появления сквозных трещины в стенах существующего здания явилось 

влияния вновь построенного: напряженная зона распространилась под фундамен-

тами существующего здания, с увеличением напряжения от действующей нагруз-

ки; увлажнение грунтов основания дождевыми водами усугубила ситуацию; 

 стены старого здания необходимо усилить, например, напрягаемыми стальными 

поясами с установкой стальных уголков по углам здания. 

 

Для изучения взаимного влияния зданий МКЭ выполнены расчеты по программе 

PLAXIS [10] при следующих характеристиках грунтов основания и фундаментов [1,2,4,6]: 

 грунты основания – мелкозернистой песок ненарушенной структуры мощностью 15 м: 

удельный вес песка ρ= 17 кН/ м
2
; 

удельное цепляние c = 10 кПа;  

угол внутреннего трения φ =31°; 

степень влажности Sr = 0,30; 

модуль деформации грунта Е = 1700 кПа. 

Рис. 1. Схема расположения здания 
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 Материалы фундаментов и стен приведены в табл. 1. 

Таблица 1 

Жесткостные характеристика конструкций 

Наименование 

объекта  

Жесткости Коэффициент 

Пуассона 

Ʋ 
на сжатие ЕА, 

кН/м 

изгибные ЕI, 

кН м
2
/м 

Настенные мол-

динги 
7,5*107 1*106 0.2 

Существующие 

фундаменты 
5*1010 8500 0.2 

 

Результаты расчетов приведены на рис. 2-11 

 

 

Рис. 2. Активное поровое напряжение (кН/м
2
) 

 
Рис. 3. Деформации сетки 
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Рис. 4. Полные перемещения 

 

 
Рис. 5. Горизонтальные перемещения 

 
Рис. 6. Полные дополнительные перемещения 

 



113 
 

 
Рис. 7. Горизонтальные дополнительные перемещения 

 

 
Рис. 8. Горизонтальные полные напряжения 

 
Рис. 9. Сдвиговые напряжения 
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Рис. 10. Полные дополнительные перемещения 

 

 
Рис. 11. Девиаторное напряжение 

 

2. Элеватор Курского пивоваренного завода [4]. Он состоит из: рабочей башни на 

свайном фундаменте из забивных свай; двухэтажного административного кирпичного здания 

на ленточном фундаменте из сборных блоков; двух одноэтажных встроенных кирпичных 

зданий на ленточных фундаментах (переходные галереи); трех силосных корпусов размером 

в плане 36×24 м, построенных на плитах толщиной 1 м.  

Осадочные швы между соседними зданиями выполнили с грубыми ошибками, что не 

допускало независимые перемещения примыкающих 

стен  (рис. 12).  
 

 

Рис. 12. Пластическая деформация кирпичных стен  

              силосного корпуса и переходной галереи  

              в районе осадного шва 

 

По результатам наблюдений осадки силосных 

корпусов были примерно одинаковыми и в среднем 

равнялись 24 см.  Осадки ленточных фундаментов по 

расчетам в среднем равнялись 2 см. Относительные раз-
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ности осадок соседних зданий значительно превысили предельно допустимые.  Полы в пере-

ходных галереях выпучились до 25 см.  

Стены в галереях и административном здании разделились сквозными трещинами на 

отдельные куски, и укреплять их бессмысленно.  

 

3. Здание бывшего приборостроительного техникума в г. Тамбове. Здание кир-

пичное четырехэтажное с подвалом. Через 5 лет рядом, с торца было построено здание об-

щежития (кирпичное девятиэтажное с подвалом). Здание техникума оказалось в зоне влия-

ние более тяжелого здания общежития. В нем возникли многочисленные косые сквозные 

трещины, проходящие через сечения с меньшей жесткостью - проемы. Произошел наклон 

части техникума в сторону общежития. Вверху стены техникума произошло смятие кладки 

(рис.13).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 13. Здание бывшего приборостроительного техникума в г. Тамбове 

 

В практике выявлено много случаев повреждений рядом расположенных зданий. Б.И. 

Долматовым, С.Н. Сотниковым [7] и другими разработаны конструктивные рекомендации и 

методы расчета взаимного влияния. Основой их являлись решения Д.Е. Польшина (1933) об 

использовании метода угловых точек для учета влияния напряженных зон. 

Однако эта проблема является чрезвычайно важной и актуальной. Прогнозирование 

последствий с достаточной достоверностью трудно осуществимо. Объясняется это сложно-

стью взаимодействующих систем (грунта, здания, их сочетания), отсутствием надежных мо-

делей, принятых в расчетах упрощенных характеристик, изменением во времени условий 

эксплуатации и др. 

Приведенные расчетные диаграммы [рис. 2-12] подчеркивают сложные картины 

напряжений и деформаций в основаниях зданий.  Дальнейшее изучение особенностей взаим-

ного влияния близко расположенных зданий позволит снизить повреждения конструкций, 

повысить их эксплуатационные качества.  

 

 

2 
1 

Зона смятия 

Смятие  

кладки 

а) 

Смятие  

кладки 

Зона 

уплотненного грунта Зона взаимного вли-

яния 

 Зона смятия 
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DAMAGE OF WALL CLOSE LOCATED BUILDINGS BECAUSE OF THEIR MUTU-
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The results of a technical survey of buildings with damage caused by the construction of new 

buildings next to existing ones in Kabul (Afghanistan), Tambov, Kursk and Voronezh are present-

ed. The finite element method (FEM) used for calculations of the stress - strain state of the base. 
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