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Представлены потенциальные уравнения связи тензоров деформаций и напряжений для 

ортотропных композитных материалов, обладающих несовершенной упругостью, допускаю-

щей квазилинейное представление диаграмм деформирования. Рассмотрена система экспери-

ментов, необходимых для определения деформационных характеристик. Для отдельных орто-

тропных материалов приведены численные значения этих характеристик. Проведена проверка 

положительной определенности квадратичных форм, соответствующих постулату Друккера. 

Ключевые слова: потенциал деформаций, разносопротивляемость, квазилинейные урав-

нения, ортотропный материал, главные оси анизотропии. 

 

Введение 

В строительстве и аппаратостроении на современном этапе развития техники все чаще 

стали применяться легкие анизотропные материалы, обладающие повышенной прочностью. 

Наиболее распространенный класс анизотропии этих материалов относится к ортотропным. 

Даже такой «древний» материал, как древесина, является ортотропным телом с 

цилиндрической анизотропией. Что уж говорить о современных стекло-, боро-, 

графитопластиках и поликарбонате. При одновременном повышении прочности усложняется 

и структура этих материалов, что приводит к зависимости деформационных и прочностных 

характеристик от вида напряженного состояния, а это никоим образом не вписывается в 

рамки классической теории прочности и материаловедения. К сожалению, до настоящего 

времени не существует единой и общепризнанной деформационной и прочностной теории, 

применимой к этим материалам и свободной от грубых недостатков. Здесь рассматривается 

вариант теории, который может послужить долгие годы проектировщикам и 

материаловедам. 

Построение определяющих соотношений 

В данном случае ключевым методом исследования является распространение 

классических теорий деформирования, математических представлений векторных 

пространств применительно к конструкционным материалам. Основными материалами для 

исследований являются графитокомпозиты, стеклопластики и полимерные композиты, 

применяемые в строительстве и в  других областях техники. 

_____________________________________________ 

© Трещев А. А., Монастырев Ю. А., Чибрикина В. Д., Завьялова Ю. А., Лапшина М. А., 2019 
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В работах [1 – 3] на основе анализа многочисленных экспериментальных данных по 

деформированию анизотропных разносопротивляющихся сред [4 – 8] были предложены 

нелинейные потенциальные соотношения между деформациями и напряжениями для 

ортотропных материалов в виде 

                                                              ...321  WWWW ,                                                     (1)  

где ),,,,,,( 312312133132232112332211 WW  , nW  однородный 

многочлен степени 1n  по напряжениям. 

Коэффициенты, входящие в разложение (1), являются параметрами материала, 

которые зависят от вида напряженного состояния и подлежат экспериментальному 

определению. Так, для физически квазилинейных материалов имеем 

 2
222

2
1111  AAW  3322522114

2
333  АAA  

                                          2112711336  АА  1331932238  АА  .                         (2) 

Число слагаемых в разложении (1) с ростом n  быстро увеличивается. Так, для 2n  

имеем 

          3
222

3
1112  ВВW  2

2211522
2
114

3
333  ВВВ  2

3322733
2
226 ВВ  

           2
1133911

2
338  ВВ  33221110В

2
121111 В

2
231112 В  2

311113 В  

     
2
122214 В  2

232215 В 2
312216 В 2

123317 В  2
233318 В  2

313319В 23131220 В .      

(3) 

При 3n  количество слагаемых достигает уже 42. 

В работах [1 – 3] разложение (1) ограничено параметром 2n . При этом в 

разложениях (2) и (3) для разносопротивляющихся материалов параметры kА  и kB  

являются функциями, которые определяют вид напряженного состояния и зависят от 

комбинаций нормированных напряжений [9 – 11]: 

                                                           Sijij /  ;               ( 3,2,1, ji ),                                       (4) 

где  
2
13

2
23

2
12

2
33

2
22

2
11 222   ijijS . 

При этом справедливо условие нормировки [1 – 3, 9 – 11]: 

                                       1222 2
13

2
23

2
12

2
33

2
22

2
11   ijij .                                  (5) 

Параметры kА  и kB  зависят от нормированных напряжений: )( ijkА  ; )( ijkB  . 

Уравнения связи компонентов тензоров деформаций и напряжений для нелинейно 

ортотропных материалов определяются в главных осях анизотропии на основе потенциала 

деформаций (1) – (3) в соответствии с формулами Кастильяно: 

                                                      
ij

ij

W
е




 ;                      ( 3,2,1, ji ).                                     (6) 

Из анализа предложенного нелинейного потенциала 21 WWW   видно, что для 

определения всех констант необходимо провести достаточно большой объем 

экспериментальных исследований, включая опыты, реализующие комплексы сложных 

напряженных состояний, например, различных двухосных, трехосных растяжений-сжатий и 

даже опыты по одновременному сдвигу в трех главных взаимно ортогональных плоскостях, 

а это в настоящее время весьма проблематично. Однако в современном строительстве и 

других отраслях промышленности в настоящее время получили широкое применение 

конструкционные ортотропные материалы, механические свойства, которых не 

соответствуют классическим представлениям об упругопластическом деформировании 
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твердых тел [4 – 8]. Поэтому для сооружений, деталей машин и аппаратов, выполненных из 

подобных материалов, необходимо выполнять деформационные и прочностные расчеты с 

максимально возможной точностью. Данная ситуация позволяет на современном этапе 

ограничить разложение (1) квазиквадратичным представлением (2), заменив при этом 

функции 7А , 8А , 9А  константами [9, 10], что поясним ниже. В этом случае потенциал 

деформаций принимает вид 

 2

333333333333
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Продифференцировав потенциал (7) по формулам Кастильяно (6), получим 

следующие квазилинейные уравнения состояния для ортотропных разносопротивляющихся 

материалов: 
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Очевидно, что константы потенциала деформаций (2) можно определить по 

результатам обработки данных испытания образцов ортотропного материала на одноосное 

растяжение и одноосное сжатие поочередно вдоль главных осей анизотропии, откуда можно 

получить модули деформации (секущие модули упругости) 

kЕ  и коэффициенты 

поперечной деформации 
ij , а также из экспериментов по сдвигу в главных плоскостях 
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анизотропии, в которых устанавливаются модули сдвига во взаимно ортогональных главных 

плоскостях анизотропии ijG . 

Из экспериментов на одноосное растяжение и одноосное сжатие вдоль главной оси 

анизотропии 1х  получим: 

                   111111111
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~
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~
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вдоль главной оси анизотропии 2х : 
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вдоль главной оси анизотропии 3х : 
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Из экспериментов на чистый сдвиг в соответствующих главных плоскостях получим: 

                            121212/1 АG  ;          232323/1 АG  ;         131313/1 АG  .                              (12) 

Принимая во внимание зависимости (9) – (12) определим константы потенциала через 

технические постоянные следующим образом: 

      ;2/)/1/1(   kkkkkk EEA     ;2/)/1/1(
~   kkkkkk EEА     ;2/)//(   jijjijiijj EEA  

   ;2/)//(
~   jijjijiijj EEА   ijijij GА /1 ;  

  ijijij EE // ;  
  ijijij EE // ,     (13) 

где  3,2,1,, kji . 

При определении констант потенциала необходимо проводить проверку 

энергетической непротиворечивости в соответствии с требованиями постулата Дуккера [9]:  

                                          01
2





 ijkm

ijkm
ijij

W
е .                                               (14) 

Приведем механические характеристики материалов, имеющиеся в литературе. Эти 

данные представим в таблице, где имеются константы материалов 

kЕ , 

ij  и ijG   

Таблица  

Технические константы ортотропных композитных материалов 

К
о

н
ст

а
н

ты
 Материалы [литературные источники] 

П32-57 

[12] П36-50 

[12] 

П41-42 

[12] 

Графит ATJ-S 

[13] 

Стеклопластик 

[14] 

Стеклопластик 

[14] 


1Е  

12,75 

ГПа 

10,3 

ГПа 

8,09 

ГПа 

11,85 

ГПа 

140 

ГПа 

60 

ГПа 
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Окончание таблицы 

К
о

н
ст

а
н

ты
 Материалы [литературные источники] 

П32-57 

[12] П36-50 

[12] 

П41-42 

[12] 

Графит ATJ-S 

[13] 

Стеклопластик 

[14] 

Стеклопластик 

[14] 


1Е  

14,03 

ГПа 

11,77 

ГПа 

10,79 

ГПа 

10,48 

ГПа 

70 

ГПа 

20 

ГПа 

 


2Е  

16,425 

ГПа 

17,6 

ГПа 

16,09 

ГПа 

11,85 

ГПа 

280 

ГПа 

30 

ГПа 


2Е  

20,60 

ГПа 

18,54 

ГПа 

16,97 

ГПа 

10,48 

ГПа 

140 

ГПа 

15 

ГПа 


3Е  – – – 9,45 ГПа – – 


3Е  – 

8,34 

ГПа 
– 7,95 ГПа – – 


12

 
0,176 0,188 0,28 0,1 0,2 – 


12

 
– – – 0,09 0,3 – 


13

 
0,126 0,115 0,1 – – – 


13

 
– – – – – – 


32

 
– – – – – – 


32

 
– – – – – – 


12Е

 
– – – – 170 ГПа – 


12Е

 
– – – – 875 ГПа – 

G12 
3,98 

ГПа 

3,14 

ГПа 
– – – – 

G13 
3,28 

ГПа 

3,49 

ГПа 

4,02 

ГПа 
– – – 

G23 
2,63 

ГПа 

2,55 

ГПа 

2,45 

ГПа 
– – – 

 

Выводы 

 

Предложенные уравнения связи деформаций и напряжений с учетом получаемых из 

экспериментов констант для ортотропных композитов [4 – 8, 12 – 15] удовлетворяют 

ограничениям (14) и обобщают большинство известных моделей деформирования 

ортотропных материалов. 
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Рассмотрена упрощенная модель фермы с массами, сосредоточенными в узлах нижнего пояса фермы. 

Учтены только вертикальные смещения грузов. Уравнения движения записываются в матричном виде. Жест-

кость в узлах рассчитывается с помощью формулы Максвелла – Мора. Усилия в стержнях определяются в сим-

вольной форме в системе компьютерной математики Maple. Показано, что для симметричной фермы матрицы 

решения имеют бисимметричный вид, что позволяет получить характеристическое уравнение, допускающее 

точные решения для всех частот, независимо от числа степеней свободы. Обобщение частных решений на про-

извольное число панелей производится методом индукции. Найдено, что одна из частот колебаний не зависит 

от числа панелей и является средней в спектре частот. 

Ключевые слова: ферма, частота колебаний, бисимметричная матрица, индукция, аналитическое ре-

шение, Maple 

 Задача о частотах собственных колебаний ферм, как правило, решается численно [1-

6]. Наиболее распространенной, работоспособной и достаточно точной моделью задачи яв-

ляется задача о колебании сосредоточенных масс в узлах фермы [7,8]. В такой постановке 

возможно получить и аналитическое решение. Однако в большинстве случаев оно ограниче-

но лишь аналитическим представлением коэффициентов частотного уравнения, что, конеч-

но, заметно повышает точность результатов, особенно при анализе ферм с большим числом 

панелей, но сами же частоты получаются уже из численного решения алгебраического урав-

нения высокого порядка. Желание получить формулы для частот колебаний фермы ограни-

чено невозможностью получить точное решение частотного уравнения. Но здесь есть ис-

ключения. Одно такое исключение, дающее точные формулы для частот собственных коле-

баний, представлено в настоящей работе. 

 Рассмотрим статически определимую плоскую ферму с нисходящими раскосами и 

параллельными поясами (рис. 1). 

1 2 3

7 8 9

13 14 15

19 20 21 22

4 5 6

10 11 12

23 24 25
16 17 18

 
 

Рис. 1. Ферма с тремя панелями в половине пролета 

 

Аналитический расчет прогиба и смещения опоры такой фермы под действием раз-

личных нагрузок в системе компьютерной математики Maple произведен в работах [9-11]. За 

основу в этих работах взята формула Максвелла-Мора и метод вырезания узлов для нахож-

дения усилий в стержнях. Обобщение отдельных частных решений, полученных для  

_________________________________ 
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ферм с различным числом панелей на произвольный случай выполнялось методом индукции 

с привлечением специальных операторов системы Maple для составления и решения рекур-

рентных уравнений. Эти же, хорошо апробированные подходы можно применить и в насто-

ящей задаче при анализе колебаний грузов. 

 Примем, что грузы имеют только вертикальные смещения. Учитывая, что горизон-

тальная жесткость фермы значительно больше вертикальной, можно предположить, что го-

ризонтальные смещения добавят лишь высшие частоты, наименее интересные для практики. 

Выбрав вертикальные смещения за обобщенные координаты, составим уравнение движения. 

Исследуемая система имеет N=2n–1 степеней свободы (рис. 2), 

[ ] [ ] 0N NM Y D Y  , 

где Y – вектор вертикальных перемещений масс, [ ]ND  – матрица жесткости, [ ]NM  – матрица 

инерции. Принимая массы грузов одинаковыми, матрицу инерции получаем диагонального 

вида 

0 ... 0

0 ... 0

... ... ... ...

0 0 ...

N

m

m
M

m

 
 
 
 
 
 

. 

Элементы матрицы податливости [ ]NB , являющейся обратной к матрице жесткости 

[ ]ND , определяются по формуле Максвелла-Мора: 
3

( ) ( )

,

1

/ ( )i j

i j k k k

k

b S S l EF




 , 

где EF — жесткость стержней,  
( )i

kS — усилие в стержне k от действия единичной вертикаль-

ной силы в узле i, kl — длина стержня k, 8 4n   — число стержней фермы вместе с тремя 

опорными. Три опорные стержня предполагаются жесткими.  

1 2 3 4 5
 

Рис. 2. Схема нумерации узлов с массами, n=3 

 

Полученная матрица имеет вид: 
3 3 3

2

[ ] [ ]( )
[ ] ,

6

N N
N

A a C h d
B

nEFh

 
  

где 2 2d a h  — длина раскоса.  Для n=2,3,4 матрицы, входящие в решение, имеют вид 

 

3[ ]A  , 3[ ]C  , 

5[ ]A   , 5[ ]C  , 



















21 24 15

24 36 24

15 24 21



















9 6 3

6 12 6

3 6 9































55 80 81 64 35

80 136 144 116 64

81 144 171 144 81

64 116 144 136 80
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7[ ]A  , 

 

7[ ]C  . 

Обобщая эти матрицы методом индукции, получаем выражения для их элементов. 

Учитывая бисимметрию матриц, сначала получаем выражения для базисного треугольника  

матрицы [ ]NA :  

3 2

, 1 2 1 0( ), 1,...,2 1, 1,...,2( ) 1,j i jA j i i i j n i n j                     (1) 

                            2 3 6 3n j    , 

                            
2 2

1 4 6(1 2 ) 8 12 2,j n j n n        

                            
3 2 2 2

0 2 4(1 2 ) 2(4 6 1) 8 4 .j n j n n j n n        
 

 При n=3, базисный треугольник матрицы 
 5[ ]A

 
имеет вид

  

 

 Остальные элементы (вместо условно проставленных нулей) получаются из свойства 

симметрии (отражение относительно главной диагонали) 

                                     , ,i j j iA A , 1,...,j n , 1,...,2 1i j n   , 

и бисимметрии (отражение относительно побочной диагонали): 

,2 2 , , 1,..., 2 1, 1,..., 2 1i n j n i jA A j n i j n       . 

 Элементы базисного треугольника матрицы  [ ]NC : 

, 3 (2 ), 1,..., , ,..., 2j iC j n i j n i j n j     .                                        (2) 

 Остальные элементы также получаются отражением относительно диагоналей матри-

цы: 

                                       , ,i j j iC C , 1,...,j n , 1,...,2 1i j n   , 









































105 168 195 192 165 120 63

168 300 360 360 312 228 120

195 360 465 480 423 312 165

192 360 480 528 480 360 192

165 312 423 480 465 360 195

120 228 312 360 360 300 168

63 120 165 192 195 168 105









































21 18 15 12 9 6 3

18 36 30 24 18 12 6

15 30 45 36 27 18 9

12 24 36 48 36 24 12

9 18 27 36 45 30 15

6 12 18 24 30 36 18

3 6 9 12 15 18 21































55 80 81 64 35

0 136 144 116 0

0 0 171 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
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,2 2 , , 1,..., 2 1, 1,..., 2 1i n j n i jC C j n i j n      

 
 Частоты колебаний узлов выражаются через собственные числа k  

матрицы [ ]NB  

1/ , 1,..., .k km k N    

 При n=2 собственные частоты имеют вид 

 
* 3 3 3 2

1

3 3 3 3 3 3 2

2,3

( ) / (2 ),

(6 2 2 2(4 )) / (2 ).

a h d h EF

a h d a h d h EF

 



   

     
 

 При n=3 собственные частоты системы с пятью степенями свободы имеют вид 

* 3 3 3 2

1

3 3 3 2

2

3 3 3 2

3

3 3 3 3 3 3 2

4,5

( ) / (2 ),

(2 3 3 ) / (9 ),

(2 ) / ( ),

(14 2 2 3(8 )) / ( ).

a h d h EF

a h d h EF

a h d h EF

a h d a h d h EF

 







   

  

  

     

 

 Аналогичные, хотя и более громоздкие аналитические выражения имеют собственные 

числа и при n = 4, 5, ... . Характерно то, что во всех наборах собственных чисел имеется чис-

ло * 3 3 3 2( ) / (2 )a h d h EF    . Более того, соответствующая собственная частота колебаний 

является средней в спектре. Это наиболее наглядно проявляется в графиках зависимости ча-

стоты от высоты фермы (рис. 3-5). Графики частот (рад/c) построены при 80,2 10EF Н  , a 

= 4 м. Максимальное значение частоты * (2 / 3) / ( )EF ma 
 
соответствует соотношению 

размеров 4 / 3h a . 

            
 

Рис. 3. Частоты колебаний при n = 2 

 

 
Рис. 4. Частоты колебаний при n = 3 
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Рис. 5. Частоты колебаний при n = 4 

 

 Таким образом, получены точные аналитические выражения для частот колебаний 

грузов в узлах балочной фермы в зависимости от числа панелей. Несмотря на то, что здесь 

приведены формульные решения только для n=2 и n=3, для других чисел панелей решения, 

хотя и более громоздкие, содержащие корни квадратных уравнений, также могут быть выпи-

саны или по приведенному алгоритму использованы в расчетных программах. При этом, ве-

роятно основными результатами настоящего исследования можно считать обнаружения в 

спектре частот одной частоты, не зависящей от числа панелей, а также определение простого 

явного выражения ее экстремума по высоте фермы. Безусловно, эти результаты во многом 

базируются на нахождении формул (1) и (2). Это составило основную трудность работы. 

Преодолеть проблемы индуктивного обобщения вида матриц по трем параметрам (i, j, n) по-

мог опыт авторов по нахождению общих решений для прогиба регулярных ферм [12,13] и 

упрощения преобразований, доступные для бисимметричных матриц [14]. 
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ANALYTICAL EXPRESSIONS OF THE FREQUENCIES OF SMALL OSCILLATIONS 
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A simplified model of a truss with masses concentrated in the nodes of the lower zone of the truss is consid-

ered. Only vertical displacements of loads are taken into account. The equations of motion are written in matrix form. 

The stiffness at the nodes is calculated using the Maxwell – Mohr formula. The forces in the rods are defined in sym-

bolic form in the Maple computer mathematics system. It is shown that for the symmetric form of the matrix, the solu-

tions have a symmetric form, which allows us to obtain a characteristic equation that allows accurate solutions for all 

frequencies, regardless of the number of degrees of freedom. A generalization of the particular solutions by an arbitrary 

number of panels produced by the method of induction. It is found that one of the oscillation frequencies does not de-

pend on the number of panels and is the average in the frequency spectrum. 
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Симметричная статически определимая ферма с треугольной решеткой, прямолинейным верхним поя-

сом и приподнятым в середине пролета нижним поясом равномерно загружается по узлам.  Методом индукции 

выводятся аналитические зависимости прогиба середины пролета от числа панелей. Уравнения равновесия уз-

лов для определения усилий в стержнях решаются в символьной форме в системе компьютерной математики 

Maple. Используется формула Максвелла - Мора и аппарат составления и решения рекуррентных уравнений 

для получения общего решения. 

 

Ключевые слова: ферма, прогиб, формула Максвелла-Мора, Maple 

 

Введение 

 

Альтернативой общепринятому численному методу расчета ферм является метод ана-

литический. Актуальность аналитических формул для расчета строительных конструкций 

определяется с одной стороны их простотой, а с другой — числом независимых параметров  

конкретной задачи. Формулы для расчета конструкции с фиксированным числом узлов, в ко-

торые входят только размеры, величина нагрузки определенного вида и характеристики 

свойств материала, получаются в известных системах компьютерной математики (Maple, 

Maxima, Mathematica, Derive, Reduce)  достаточно просто, но особой ценности они не имеют.  

Существенно расширяет область применения расчетных формул для регулярных 

ферм, обладающих некоторой периодичностью структуры, такой параметр (или параметры) 

как число ячеек периодичности, или в частности,  число панелей. 

 В работах [1-12] в системе Maple с использованием метода индукции найдены анали-

тические решения для арочных ферм. Решения задач о прогибе решетчатых ферм получены в 

работах [13-21]. Метод индукции применен при анализе  пространственных конструкций [22-

29] и для внешне неопределимых ферм [30,31]. Известны  также формулы для частот и ко-

эффициентов частотных уравнений задачи о колебании груза на ферме с произвольным чис-

лом панелей [32-34], полученные методом индукции в системе Maple.  

 

Расчет 

 

 Рассмотрим ферму, высота которой в средней части пролета h, а по краям 2h (рис. 1). 

Ферма с 2n панелями (считаются по верхнему поясу) содержит   m = 8n+6 стержней.   

______________________________ 

© Белянкин Н. А., Бойко А. Ю., 2019 
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Рис. 1. Ферма при 5n   

 

 Решение задачи о выводе аналитической зависимости прогиба от числа панелей начи-

нается с определения усилий в стержнях. В [35] разработана Maple-программа, основанная 

на методе вырезания узлов и составления матрицы уравнений равновесия всех узлов, даю-

щая решение задачи об усилиях в символьной форме. В программу  вводятся координаты уз-

лов, порядок соединения стержней и узлов (рис. 2).  

 

 

 
Рис. 2. Нумерация узлов и стержней фермы, n=2 

 

Смещение вычисляется по формуле Максвелла – Мора 
3

1

/ ( ),
m

i i i

i

S s l EF




   

где
is  — усилия в стержнях фермы от действия единичной  нагрузки, приложенной к узлу с 

номером 3n-3 в середине верхнего пояса,  
iS — усилия от внешней нагрузки, распределенной 

по узлам верхнего (рис. 1) или нижнего (рис. 3) пояса, 
il  —  длины стержней, EF — жест-

кость стержней, принятая одинаковой для всех стержней конструкции. Три опорные стерж-

ня, усилия которых также входят в систему уравнений равновесия узлов, приняты недефор-

мируемыми, поэтому суммирование ведется до m-3. 

 
Рис. 3. Ферма при 6n  . Нагружен нижний пояс 
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На основе анализ решения задачи о прогибе ферм с различным числом панелей полу-

чено следующее выражение для прогиба 

3 33 2
,( ) /n n nEF P A a C c H h h  
                                             

(1)
 

где 2 2c h a  . 

Рассчитаем коэффициенты в (1) от нагрузки по нижнему поясу при нагрузке от 2-го 

узла, до узла с номером 2 1n   (рис.2, рис. 3). Методом индукции получено 
4 214 24(10 ) / 3n nA n   , 

2 12 6nС n n   ,                                                             (2) 

                                                   2 2.nH n                 

 

Для получения этих зависимостей из решений для ферм с числом панелей от 1 до 14 бы-

ли выявлены последовательности коэффициентов перед кубами линейных размеров a, с и h: 

 Для размера а: 564, 304, 920, 2192, 4480, 8224, 13944, 22240, 33792, 49360, 

69784, 95984, 128960, 169792; 

 Для размера с: 22, 39, 58, 79, 102, 127, 154, 183, 214, 247, 282, 319, 358, 399; 

 Для размера h: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28. 

Для последовательностей меньшей длины закономерность найти не удается. Оператор 

rgf_findrecur из пакета genfunc системы Maple по этим данным дал однородное линейное 

рекуррентное уравнение пятого порядка, которому удовлетворяют члены последовательно-

стей: 

51 2 3 45 10 10 5n nn n n nA A A A A A         .                       (3) 

 

Аналогично, получены уравнения меньшего порядка и для коэффициентов 
nС  и 

nH : 

1 2 3

1 2 .

,3 3

2

n

n

n n n

n n

C C C C

H H H
  

 

  

 
                                                     (4) 

Решения (2)  этих уравнений получены при помощи оператора rsolve с соответству-

ющими начальными данными. Приведем соответствующий фрагмент программы на языке 

Maple 

> Nmax:=15: 

    n:='n':with(genfunc): 

> S:=seq(C3[i],i=2.. Nmax); 

  NN:=nops([S])/2; 

  Z:=rgf_findrecur(NN, [S], t,n); 

 

 

 

>  ZZ:=simplify(rsolve({Z,seq(t(i+1)=S[i],i=1..NN)},t)); 

 collect(ZZ,n); 

 

, , , , , , , , , , , , ,2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

7

( )t n 2 ( )t n 1 ( )t n 2

2 n 2
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2. Рассчитаем коэффициенты в решении  (1) от нагрузки по верхнему поясу (рис.1).  

Методом индукции при нагрузке в узлах фермы с порядковыми номерами от 2 3n   
до 4n+3 получены следующие  формулы:   

 4

2

210 / 3,

12 7,

2 3.

n

n

n

A

С n

n

n

n

n

H

  

 

 

 

Для этого из решений для ферм с числом панелей от 1 до 14 были выявлены последо-

вательности коэффициентов перед кубами линейных размеров a, с и h: 

 Для размера а: 52, 267, 848, 2075, 4308, 7987, 13632, 21843, 33300, 48763, 69072, 

95147, 127988, 168675; 

 Для размера с: 21, 38, 57, 78, 101, 126, 153, 182, 213, 246, 281, 318, 357, 398; 

 Для размера h: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27. 

Оператор rgf_findrecur из пакета  genfunc системы Maple по этим данным дал те же 

рекуррентные уравнения (3), (4), которым удовлетворяют члены последовательностей. 

Отметим, что в данном случае общая формула (1) расчета прогиба также не изменилась. 

График зависимости прогиба фермы от числа панелей в данном случае при 

/ (4 )a L n ,   
0' / ( )EF P L   ,  0 (2 1)P P n   представлен на рис. 4. 

 

 
 

 

Рис. 4. Нагрузка по верхнему поясу. Зависимость прогиба от числа панелей, L=100 м 
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Ход кривых подсказывает наличие наклонной асимптоты. Действительно, в принятой 

постановке (фиксирован пролет и общая нагрузка), имеем следующий предел: 

lim( '/ ) / (2 ).
n

n h L


    

Отсюда можно сделать вывод, что кривые при некотором значении числа n имеют 

минимум. Заметно, что в данном примере эта точка приходится на  n=4. Это соответствует 

длине панели a = 100/16= 6,25 м.  

Решение, полученное для стержней одинаковой жесткости, легко обобщить на случай, 

когда стержни разных длин имеют разные жесткости. Например, если горизонтальные 

стержни поясов длиной 2a имеют жесткость aEF , боковые стойки высотой 2h жесткость 

hEF , а раскосы длиной c и 2c жесткость cEF , где , ,a h c    — безразмерные коэффициен-

ты, то решение (1) будет иметь вид 

3 33 2
./ / /( ) /n a n c n hEF P A a C c H h h      

 

Выводы 

 

Получены достаточно простые формулы, позволяющие оценивать деформативность 

предложенной схемы фермы. Сам алгоритм может быть перенастроен и на другие нагрузки. 

Пользуясь линейностью задачи по нагрузкам можно получить аналитические решения для 

достаточно широкого класса задач. Особенно эффективно полученное решение при большом 

числе панелей в ферме, т.е. в тех случаях, когда при численном решении системы уравнений 

большой размерности возникают трудности преодоления «проклятия размерности», связан-

ного с неизбежным накоплением погрешностей счета.  

Обзор работ, использующих метод индукции для вывода аналитических зависимостей 

для плоских ферм, дан в [12, 36, 37]. 
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in the middle of the span  is evenly loaded over the nodes. The induction method is used to derive analytical dependencies 
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are solved in symbolic form in the Maple computer math system. The Maxwell-Mohr formula and the apparatus for com-

piling and solving recurrent equations are used to obtain a general solution. 
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Сопоставляются варианты динамических моделей для описания совместных колебаний автотранс-

портных средств и пролетных строений автодорожных мостов, которые могут применяться при использовании 

современных конечно-элементных комплексов для оценки динамического воздействия транспортных средств, 

движущихся с постоянной скоростью по проезжей части, в зависимости от учета инертности несущих кон-

струкций и временной подвижной нагрузки. Из анализа сертифицированных в РФ программных комплексов 

(ПК) делается вывод, что они в своем большинстве не дают возможности выполнять динамические расчеты 

мостовых конструкций на действие инертных экипажей с учетом обратной связи и кинематических возмуще-

ний от случайно расположенных неровностей на дорожном покрытии. Лишь отдельные ПК позволяют смоде-

лировать колебания мостов при движении произвольной системы сосредоточенных сил. 

В статье предлагается алгоритм построения дополнительных программных средств (плагинов), расши-

ряющих возможности существующих программных комплексов для учета инертности движущихся транспорт-

ных средств и связанных с ней других факторов.  

Для пояснения особенностей предлагаемого алгоритма приводятся результаты численных исследова-

ний колебаний балочной стержневой системы при движении подрессоренного груза на основе совместного ис-

пользования американского конечно-элементного комплекса SAP2000 и вычислительной программы Mathcad. 

 

Ключевые слова: стержневая система, подвижная инертная нагрузка, алгоритм динамического расче-

та, построение плагинов, расширяющих возможности современных программных комплексов, модельный 

пример расчета.  

Введение 

 
При проектировании в настоящее время мостовых сооружений наряду с выполнением про-

странственных статических расчетов для оценки динамических качеств транспортных сооружений все 

чаще требуется выполнять оценку реакции сооружения на проезд тяжелых автомобилей одиночным 

порядком или в колонне. Необходимость таких расчетов постоянно растет, что вызвано появлением на 

магистральных и региональных автомобильных дорогах движущихся с большими скоростями тяжелых 

автопоездов. Другая причина проведения специальных динамических расчѐтов связана с использова-

нием для строительства облегченных тонкостенных пространственных конструкций из высокопрочных 

материалов, которые обладают повышенной деформативностью. В таких конструкциях могут возни-

кать резонансные параметрические колебания, вызванные неблагоприятными соотношениями между 

собственными частотами в нижней части спектра. 

Формирование теории динамического действия подвижной нагрузки на деформируемые системы, 

которой к настоящему времени посвящены многочисленные публикации как в нашей стране, так и за ру-

бежом началось с известной статьи академика А.Н. Крылова [1], посвященной  
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решению задачи о движении сосредоточенной силы по шарнирной неинертной балке. К настоящему 

времени можно все применяемые в исследованиях динамические модели для описания колебаний 

многообразных конструкций при действии подвижной нагрузки применительно к мостовым соору-

жениям на автомобильных дорогах объединить в следующие четыре группы: 

1. Постановка Крылова-Киселѐва. Нагрузка представляется системой сосредоточенных сил, а 

несущая система моделируется инертной механической системой, отражающей динамические осо-

бенности несущей мостовой конструкции.  

2. Постановка Виллиса-Стокса. Нагрузка моделируется сосредоточенной в точке массой, а 

несущая система представляется неинертной несущей системой, деформации которой зависят от дав-

ления перемещающейся без отрыва от поддерживающей конструкции инертной нагрузки. 

3. Постановка Инглиса-Болотина. Нагрузка и несущая система считаются инертными тела-

ми, взаимодействие между которыми зависит от возникающих при криволинейном движении сил 

инерции, включая силы Кориолиса, и отсутствии сил трения.  

4. Постановка Моргаевского-Фрыбы-Барчѐнкова. Инертная динамическая модель движу-

щегося экипажа связана с инертной мостовой конструкцией односторонними в общем случае нели-

нейными упругими связями 

Простейшие модели рассматриваемой задачи в постанове Крылова-Киселева нашли наибо-

лее широкое применение в инженерной практике [2], так как они позволили обосновать принятую в 

нормативных документах РФ и других стран методику учета динамического эффекта от действия по-

движной нагрузки в виде динамических коэффициентов, которые могут быть различными для пере-

мещений и усилий [2]. Отметим, что полученные на основе такой постановки критические скорости 

движения нагрузки, при которых динамический эффект может быть бесконечно большим, не нашел 

подтверждения при эксплуатации автодорожных мостов. Оправданием этому является недостижи-

мость критических скоростей автомобилями на автодорожных мостах. На натурных объектах они 

также не выявлены для железнодорожных мостов, где скорости превысили критические значения. 

Две следующие из перечисленных выше постановок (Виллиса – Стокса и Инглиса-

Болотина) для подвижной нагрузки рассматривались некоторыми исследователями [3-4], однако в 

инженерной практике не получили применения из-за математической сложности реализации и незна-

чительности получаемых эффектов.  

Наибольшее практическое значение и распространение получила четвертая модель для авто-

дорожных мостов, так как введение упругих связей между моделирующей автотранспортное сред-

ство и проезжей частью мостового сооружения дало возможность приблизить математическое описа-

ние рассматриваемых задач к действительной ситуации проезда экипажей на пневматических шинах 

по неровной поверхности проезжей части. Первые публикации по использованию упруго опѐртой 

инертной модели подвижной нагрузки появились в 60-х годах прошлого века в СССР [6, 8] и Чехо-

словакии [7].  

Интенсивное развитие модели подвижной нагрузки с упругим опиранием получила на кафед-

ре строительной механики Воронежского инженерно-строительного института (ВИСИ, затем ВГА-

СА, ВГАСУ), где была создана научная школа под руководством д-ра техн. наук, проф. Барченкова 

А.Г.). Подробное изложение созданной группой воронежских исследователей теории динамического 

действия подвижной нагрузки на типовые, широко распространенные мостовые сооружения приве-

дено в известной монографии [9] и опубликованном в Стройиздате под редакцией проф. Б.Г. Корене-

ва и проф. А.Ф Смирнова справочнике по динамическому расчету специальных инженерных соору-

жений и конструкций [10]. Применительно к мостовым сооружениям с нелинейно деформируемыми 

висячими и вантовыми несущими системами особенности теории динамического действия подвиж-

ной нагрузки изложены в монографии [11].  

Отметим, что наряду с детерминированным учетом взаимодействия подвижной нагрузки 

подрессоренные модели оказались эффективными при построении вероятностных алгоритмов дина-

мического расчета с использованием корреляционной теории случайных процессов[8-11]. 
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Разработанная к настоящему времени теория динамического воздействия подвижной подрессо-

ренной нагрузки на автодорожные мосты предполагает расчленение системы дифференциальных 

уравнений на две части. Первая описывает колебания движущегося транспортного средства, а вторая 

– колебания несущей мостовой конструкции. В зависимости от степени влияния обратной связи, учи-

тывающей зависимость колебаний движущегося транспортного средства от перемещений точек опи-

рания колес на проезжую часть, используются различные алгоритмы расчета. При малой обратной 

связи, имеющей место для несущих систем пролетами до 20 м, указанные выше две системы диффе-

ренциальных уравнений являются изолированными. Поэтому уравнения для инертной подвижной 

нагрузки интегрируются независимо для получения функций давления подвижной нагрузки на мост. 

Эти функции затем используются для описания колебаний несущей конструкции. 

В случае значительной обратной связи динамический расчет должен выполняться путем инте-

грирования полной системы дифференциальных уравнений. В разработанных и реализованных на 

различных частных примерах методиках предлагалось приближенное решение на основе преобразо-

вания дифференциальной системы уравнений для несущей мостовой конструкции в ограниченный 

набор типовых уравнений для каждой из удерживаемых собственных форм. Недостатком такого под-

хода являлась невысокая сходимость при определении динамических усилий по величинам произ-

водных собственных форм. 

Автоматизация динамического расчета мостовых сооружений с использованием подрессорен-

ных моделей может быть осуществлена на основе применения современных конечно-элементных 

комплексов. Из анализа сертифицированных в РФ программных комплексов SCAD,LIRA, MicroFe, 

MIDAS, SAP2000 можно сделать вывод, что они в своем большинстве не дают возможности выпол-

нять динамические расчеты мостовых конструкций на действие инертных экипажей с учетом обрат-

ной связи и кинематических возмущений от случайно расположенных неровностей на дорожном по-

крытии. Исключением является американский вычислительный комплекс SAP2000, который предо-

ставляет возможность  моделировать колебания автодорожных мостов с произвольными несущими 

системами в постановке Крылова-Киселѐва при движении произвольной системы сосредоточенных 

сил [13]. Для проведения полноценного динамического расчета с учетом инертности, обратной связи  

и наличия неровностей на проезжей части необходима разработка специализированных программ 

(плагинов), расширяющих возможности существующих комплексов. Особенно значительные колеба-

ния возникают в мостовых сооружениях со сталежелезобетонными пролетными строениями [12]. В 

настоящей статье предлагается и апробируется алгоритм и методика уточненного динамического 

расчета с применением современных вычислительных комплексов, возможности которых расширены 

специальными  дополнительными плагинами. 

Для пояснения особенностей предлагаемой методики ниже приводятся результаты численных 

исследований колебаний балочной стержневой системы  при движении подрессоренного груза на ос-

нове совместного использования американского конечно-элементного комплекса SAP2000 [13] и вы-

числительной программы Mathcad. 

 

1. Методика уточненного детерминированного динамического расчета 

мостовых сооружений на действие одиночных автотранспортных средств 

 

Рассматриваются совместные колебания движущегося с постоянной скоростью по неровной 

проезжей части в общем случае многоосного автотранспортного средства и поддерживающей дорож-

ное покрытие несущей мостовой конструкции (рис. 1). Предлагаемая методика рассчитана на сов-

местное использование вычислительной математической программы Mathcad и оснащѐнного блоком 

динамического расчета на движущуюся с постоянной скоростью систему сосредоточенных верти-

кальных сил мостовой конструкции, заданной в виде динамической конечно-элементной стержневой, 

пластинчатой или смешанной расчетной схемы. 
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Рис. 1. Динамическая расчетная схема проезда  

автотранспортного средства по мосту 

 

Дифференциальные уравнения совместных колебаний моста и нагрузки в рассматриваемой 

постановке можно представить в следующем матрично-операторном виде:  

1) для подрессоренной нагрузки: 

2)  

     
)),(),,(,()()()(ˆ  vthvtyZRtZCtZBtZM

kaaa   ;                  (1) 

 

3) для несущей мостовой конструкции 

4)  

)),(),,(,()()()(  vthvtyZRtXCtXBtXM
kmmm   .           (2) 

 
В уравнениях (1) и (2) введены следующие обозначения: 

)(tZ  и )(tX  - вектора обобщенных координат динамических расчетных моделей ав-

тотранспортного средства и несущей мостовой конструкции; 

aM , aB , aC  - матрицы инертности, демпфирования и жесткости механической инерт-

ной модели транспортного средства; 

mM , mB , mC  - матрицы инертности, демпфирования и жесткости несущей мостовой 

конструкции; 

),(),,(  vthvty  - перемещение несущей конструкции и ордината микропрофиля до-

рожного покрытия под местом опирания к-й упругой связи транспортного средства; 

Приведем систему уравнений (2) к удобному для выполнения численных расчетов виду, 

выполняя разложение по собственным формам несущей мостовой конструкции, отвечающих 

описываемым свободным недемпфированным колебаниям: 

                                                    0)()(  tXCtXM mm
 .                                                                 (3) 

Учитывая в разложении для любой обобщенной координаты мостовой конструкции: 

)()()(
1

xtTtX i

n

i

i 


                                                                       (4)
 

ограниченное число (i=1, 2…n) собственных форм и их ортогональность 

                                                  ( ( ) , , ( )) 0,i mx M x при i                                                   (5) 

преобразуем полную систему дифференциальных уравнений (2) к набору типовых уравнений  

 для временных функций  
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где ,0K  - коэффициент неупругого сопротивления и частота собственной формы свободных ко-

лебаний несущей мостовой конструкции. 

Последовательность вычислений для динамического расчета несущей мостовой конструкции 

на детерминированное действие подвижной подрессоренной инертной нагрузки состоит из следую-

щих этапов: 

1. Построение конечно-элементной расчетной схемы несущей мостовой конструкции с помощью 

библиотеки конечных элементов вычислительного комплекса с определением ограниченного 

числа низших собственных частот и соответствующих им собственных форм.   

2. Численное решение системы уравнений (2) с использованием блока квазистатического расчета 

конечно-элементного комплекса на действие системы вертикальных сосредоточенных сил с ар-

хивацией массивов ординат  стат( ) наиболее важных параметров напряженно-

деформированного состояния в характерных сечениях мостовой конструкции. При этом для 

получения квазистатической составляющей используется прямое интегрирование уравнений 

движения с помощью численной пошаговой процедуры методом Ньюмарка. 

3. Совместное решение дифференциальных уравнений (1) для автотранспортного средства и (6) - 

для несущей мостовой конструкции методом Рунге–Кутта четвертого порядка с архивацией 

набора ординат   ( )  описывающих колебания моста с учетом инертности, неровностей до-

рожного покрытия и обратной связи при проезде автомобиля. При этом решении используется 

разложение по собственным формам. 

4. Численное интегрирование системы типовых уравнений (6) на действие статического веса ав-

томобиля с архивацией набора ординат   ( ), описывающих квазистатическое изменение 

прогибов и усилий моста при движении неинертной модели автомобиля. При этом решении 

также используется разложение по собственным формам. 

5. Определение динамической составляющей реакции моста на проезд автомобиля по неровной 

поверхности проезжей части по полученным ранее расчетным данным из формулы 

                                            дин(  )    (  )    (  )                                                                                             (7) 

6. Определение уточненной полной реакции моста на проезд инертного автомобиля по неровной 

поверхности проезжей части сложением статической и динамической составляющих: 

                                        полн(  )   стат(  )   дин(  ).                                                                       (8) 

Отметим, что совершенствование расчета полной динамической реакции мостовой 

конструкции выполняется за счет уточнения расчета квазистатической составляющей 

 стат (  ) на первом этапе расчета, где используется прямое интегрирование уравнений 

движения. 

 

2. Апробация предлагаемой расчетной методики 

на примере балочной конструкции 
 

Для пояснения особенностей предлагаемого алгоритма приведем результаты численных иссле-

дований колебаний балочной стержневой системы при движении подрессоренного груза на основе 

совместного использования американского конечно-элементного комплекса SAP2000 и вычисли-

тельной программы Mathcad. На рис. 2 представлены расчетная схема подвижной нагрузки и под-

держивающей несущей конструкции. 
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Рис. 2. Динамическая расчетная схема для модельного примера  

 

При конечно-элементном представлении стержневой несущей системы использовались 20 

классических стержневых конечных элемента без учѐта сдвиговых деформаций в соответствии с ба-

лочной моделью Бернулли-Эйлера. Начальные условия для находящегося в начале балки подрессо-

ренного груза принимаются статическими, для балки – нулевыми. Скорость движения груза по балке 

принимается постоянной. Изучение колебаний мостовой конструкции продолжаются и после съезда 

подрессоренного груза на пути, равном длине балки. В расчетах удерживалось 5 собственных форм. 

Демпфирование для балки задавалось по Релею. 

Подвижная нагрузка в расчетах принималась в виде опирающегося на балку инертного груза с 

одной степенью свободы. Уравнения (1) для такой модели имеют следующий вид: 

   ̈( )  (       ⁄ )  [ ( )   ( )   ( )]                                      (9) 

где  ,  –вертикальное перемещение и масса движущегося груза; с,   – жесткость и коэффициент не-

упругого сопротивления упругой связи. 

Дифференциальные уравнения (6) для описания колебаний мостовой конструкции для рассмат-

риваемого модельного примера  имеют следующий вид: 

 ̈ ( )    (  )    
   ̇ ( )    

    ( )   

 (       ⁄ )  [ ( )   ( )  ∑   ( )    (  ) ] (        )          (10

 

) 

  где 
  

   (  ) 
 – ординаты нормированных собственных форм балки под местом опирания на нее гру-

за, v – скорость движения подрессоренного груза. 

В динамических расчетах были приняты следующие количественные значения пара-

метров: 

а) для подвижной нагрузки: 

масса подрессоренного груза M = 200 кг; 

жѐсткость упругой связи c = 150 кН/м. 

коэффициент неупругого сопротивления упругой связи k = 1 кН/(м/с); 

скорость равномерного движения подрессоренного груза v = 5 м/с; 

продолжительность движения груза по неровному пути – 4с; 

 

б) для мостовой конструкции: 

длина пролѐта l = 10м; 

модуль упругости железобетонной балки E = 30000 МПа; 

объѐмный вес γ = 24 кН/м
3
; 

поперечное сечение балки (15×15) см; 

логарифмический декремент для железобетонной балки – δ = 0,3; 

параметр затухания колебаний балки – / (2 ) 0,048    . 

Коэффициент затухания колебаний балки по Релею – 0 1
0

1
( ) 2 ( ) 2

2 2
v v v

v

a a
K    
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Неровный путь задавался в виде изолированной впадины у середины пролѐта: 

0

0, v t ( / 2 ),

2 vt
( ) (1 cos ) , ( / 2 ) v t / 2,

2

0, v t / 2.

l a

h
h t l a l

a

l



  



     


 

                                    (11) 

Длина изолированной неровности на балке a   1,0 м, глубина 0h  0,01 м. 

Численные исследования для приведенных параметров модельного примера выполня-

лись в соответствии с описанной выше последовательностью.   

При вычислении квазистатической составляющей параметров напряженно-

деформированного состояния использовалось прямое интегрирование уравнений движения с 

помощью численной пошаговой процедуры методом Ньюмарка. При этом решении подрес-

соренный груз рассматривался только как силовое вертикальное воздействие M·g = 1.961 кН. 

Для получения динамической составляющей параметров напряженно-

деформированного состояния от совместного взаимодействия подрессоренного груза с бал-

кой  интегрировалась система дифференциальных уравнений (10) методом Рунге–Кутта чет-

вѐртого порядка с постоянным шагом         c. Количественные параметры пяти удержи-

ваемых собственных форм:  частоты, периоды и параметры затухания балки представлены в 

таблице, а вид этих форм, которые получены при обращении к программному комплексу 

SAP2000 -  на рис. 3. 

Таблица  
Параметры удерживаемых собственных форм рассматриваемой балки 

 

Номер 

формы 

Период Техническая частота Круговая частота Коэффициент зату-

хания колебаний с Гц рад/с 

1 0,420 2,3814 14,963 0,044 

2 0,105 9,5256 59,851 0,028 

3 0,047 21,432 134,66 0,045 

4 0,026 38,098 239,38 0,074 

5 0,017 59,517 373,96 0,114 

 

 

 

Рис. 3 (начало). Удерживаемые в расчѐте нормированные собственные формы балки ( )vY x
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Рис. 3 (окончание). Удерживаемые в расчѐте нормированные собственные формы балки ( )vY x
 

 

Результаты численных расчетов совместных колебаний балки и движущегося через 

расположенную вблизи середины пролеты одиночную неровность представлены на рис. 4. 

На графиках сплошными красными линиями показаны изменения различных параметров, 

полученные из полного решения, а штриховыми – изменения тех же параметров без учета 

обратной связи и кинематического возмущения от неровности на проезжей части.  Отметим, 

что изменение давления на балку груза до момента переезда через неровность на втором 

графике  представленного рисунка объясняется влиянием обратной связи   

 

 
 

Рис. 4 (начало). Численные результаты динамического расчета балочной несущей системы  

на проезд через одиночную неровность подрессоренного груза 
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Рис. 4 (окончание). Численные результаты динамического расчета балочной несущей системы  

на проезд через одиночную неровность подрессоренного груза  

 

Выводы 
1. Выполненная апробация предложенного алгоритма динамического расчета на примере 

балочной несущей системы и простейшей модели подвижной нагрузки показала возможность его 

применения для любых несущих систем мостовой конструкции, моделируемых линейно-

деформируемыми расчетными схемами, и произвольных автотранспортных средств, включая мно-

гоосные автопоезда. 

2. Для расширения применения в инженерной практике предлагаемой методики следует ре-

комендовать разработчикам вычислительных комплексов ПК: SKAD, MIDAS и др, пополнить воз-

можности ПК блоками динамического расчета мостовых конструкций на действие движущихся со-

средоточенных сил. 

3. Применение уточненных динамических расчетов мостовых конструкций для проектиру-

емых транспортных сооружений позволит оценивать динамическую реакцию моста на проезд со-

временных тяжелых автомобилей и принимать более обоснованные проектные решения. 
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Dynamic models variants for description of mutual vibrations of vehicles and bridge spans are compared. 

They can be applied while using modern finite element complexes for assessment of dynamic affect of moving with 

constant speed along carriage way vehicles in dependence with accounting of inertia of bearing structures and tempo-

rary movable load. According to the analysis of certificated software systems there is concluded they do not give the 
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bridge vibrations during movement of concentrated forces arbitrary system.  
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computer program Mathcad. 

 

Keywords: rod system, movable inertia load, Algorithm o dynamic design, plagin construction, expending 

opportunities of modern software, Model example of design.  

  

mailto:vss22@mail.ru


 41 

УДК 625.745.141/.12:62-752 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНО-ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ КОЛЕБАНИЙ 

НЕРАЗРЕЗНОГО ПРОЛЕТНОГО СТРОЕНИЯ МОСТА ПОД ДЕЙСТВИЕМ  

ПОДВИЖНОЙ НАГРУЗКИ 

А. Н. Аверин
1 

Воронежский государственный технический университет
1
 

Россия, г. Воронеж 
1
 Канд. техн. наук, доц. кафедры строительной механики, тел.: +7 (473) 271-52-30, e-mail: AN_Averin @mail.ru 

 
Рассматривается задача расчета колебаний неразрезного пролетного строения моста под действием по-

движной нагрузки. Нагрузка прикладывается с эксцентриситетом по отношению к продольной оси моста. Рас-

четная схема пролетного строения моста представляется тонкостенным стержнем открытого профиля, а по-

движная нагрузка - подрессоренным грузом, движущимся по неровному пути. Профиль неровного пути изме-

рялся в натуре нивелированием по намеченной на проезжей части прямой линии и интерполировался кубиче-

скими сплайнами. Приведена система дифференциальных уравнений в частных производных, описывающая 

колебания системы «тонкостенный стержень + подрессоренный груз». С помощью метода конечных разностей 

выполнен переход от континуальной модели тонкостенного стержня к дискретной. На основе методики оценки 

связанности колебаний системы «неразрезная балка + подрессоренный груз» предложены различные алгорит-

мы интегрирования системы дифференциальных уравнений c переменными коэффициентами, описывающей 

совместные колебания дискретной модели и подрессоренного груза. При сильной обратной связи применяются 

неявные схемы прямого интегрирования, а при слабой - метод разложения решения по собственным формам 

колебаний. Исследованы особенности спектра частот свободных изгибно-крутильных колебаний неразрезных 

тонкостенных стержней. Для проверки изложенной теории расчета были произведены измерения колебаний 

пролетного строения неразрезного моста со схемой пролетов 36,75 м+5*63,0 м +36,75 м. В качестве подвижной 

нагрузки использовался загруженный автомобиль БелАЗ-540 массой 50,0 т. Нагрузка пропускалась с эксцен-

триситетом 2,0 м по отношению к продольной оси моста. Приведены экспериментальные и расчетные вибро-

граммы. Отмечено удовлетворительное соответствие расчетных и экспериментальных диаграмм, что указывает 

на адекватность выбранной нами расчетной схемы «мост + автомобиль» и натурного объекта. 

 

Ключевые слова: колебания неразрезного пролетного строения моста под действием подвижной 

нагрузки, метод конечных разностей, свободные изгибно-крутильные колебания дискретных моделей неразрез-

ных тонкостенных стержней, неявные методы прямого интегрирования дифференциальных уравнений, метод 

разложения решения по формам свободных колебаний. 

 

1. Дифференциальные уравнения движения системы 

«тонкостенный стержень + подрессоренный груз» 

 

В практике мостостроения имеют применение экономичные неразрезные сталежелезобе-

тонные пролетные строения мостов прямолинейного и криволинейного очертания. Такие мосты 

считаются «узкими», так как их ширина значительно меньше длины наименьшего пролета. При 

движении нагрузки по мосту наряду с изгибом пролетного строения происходит его закручива-

ние. Поэтому расчетную схему пролетных строений можно представлять тонкостенным стерж-

нем открытого профиля прямолинейного или криволинейного очертания [1, 2]. 

Рассмотрим задачу вынужденных изгибно-крутильных колебаний неразрезного тон-

костенного стержня под действием подрессоренного груза, движущегося по неровному пути 

(рис. 1).  

 
Рис. 1 

___________________________ 

1. © Аверин А. Н., 2019 
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Дифференциальные уравнения движения системы «тонкостенный стержень + подрес-

соренный груз» имеют вид [3]  
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     (1) 

где ),(),,( txwtxv  - компоненты перемещения центра изгиба по главным осям Ox и Oy ; 

),( tx  - угол закручивания сечения;  dyx GJEJEJEJ ,,,  - изгибные, секториальная и 

крутильная жесткости;  - плотность материала стержня; F  - площадь поперечного сечения; 

222 /)( yxyx aaFJJr   - полярный радиус инерции относительно центра изгиба; 

yx aa ,  - координаты центра изгиба относительно осей xoy ;  )(  x - дельта функция, 

фиксирующая положение груза;  tVt  0)( - текущая координата груза, движущегося со 

скоростью 0V ; e - эксцентриситет приложения силы динамического давления; 0к  - коэффи-

циент неупругого сопротивления; )(tu  - перемещение груза; m  - масса груза; g  - ускорение 

свободного падения. 

Силовое возмущение ),( tR   в уравнениях (1) является функцией динамического 

давления на путь. С учетом обратной связи эту функцию представим в виде [1] 

)]),(),()([

)](),(),()([),(

1

1

t

H
t

t
etw

t
tu

dt

d
k

HtetwtuctR





























, 

 

 

     (2) 

где 1c , 1к  - коэффициенты жесткости и демпфирования рессор; )(H  - ордината профиля 

под грузом. 

 Краевые условия для системы (1) имеют вид: 
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Используя метод конечных разностей, перейдем от дифференциальной задачи (1) - (3)  

к системе обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающих совместные колеба-

ния дискретной модели неразрезного тонкостенного стержня и подрессоренного груза: 
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     (4) 

В уравнениях (4) )(tY  - вектор, компонентами которого являются перемещения центра из-

гиба в направлении главных осей, и углы закручивания в узлах сетки. Считается, что подрес-

соренный груз расположен на i -м дискретном элементе стержня с координатами узлов 

],[ 1 ii xx  .  

Обозначим через  

, , ,  
 

     (5) 

расширенные матрицы и вектор и представим систему (4) в виде 

)()()]([
)(

)]([
)(

112

2

 PtUScC
dt

tdU
SкK

dt

tUd
M sss  . 

 

     (6) 

В уравнениях (6) ))(( tS  - эволюционная матрица, характеризующая взаимодействие 

подрессоренного груза и тонкостенного стержня; 

Т

dt
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ktHсmgP ]0,..,0,))((,0,...0,0[)( 11


  - составляющая вектора динамиче-

ского давления, зависящая от положения груза на балке и возбуждаемых колебаний; )(H -  

ордината профиля под грузом.  

Таким образом, матрицы жесткости и демпфирования системы дифференциальных 

уравнений (6) имеют структуру, которая изменяется во времени при переходе груза с одного 

на другой дискретный элемент балки. 

 

2. Методы и алгоритмы численного решения задачи колебаний  

тонкостенных балочных систем под действием подвижной нагрузки 

 

Для численного решения системы дифференциальных уравнений (6) можно использо-

вать различные методы интегрирования.  

Расчет колебаний неразрезных балочных тонкостенных систем под действием по-

движной нагрузки с использованием неявных методов прямого интегрирования рассматри-

вался в работах [4, 5, 6, 7]. При таком походе на каждом временном шаге необходимо решать 

систему линейных алгебраических уравнений с симметричной положительно определенной 

матрицей. Эта схема интегрирования наиболее эффективна, когда матрицы жесткости и масс 

системы «неразрезная балка + подрессоренный груз» изменяются во времени (матрица 



 44 

демпфирования пропорциональна матрицам жесткости и масс). Такая ситуация возникает 

при сильной связанности колебаний неразрезной балки и подрессоренного груза (сильная 

обратная связь [1, 2]).  

Методика оценки связанности колебаний системы «неразрезная балка + подрессорен-

ный груз» приведена в [8]. Известно, что спектр собственных частот неразрезной балки с n
пролетами состоит из зон сгущения с числом частот в каждой зоне, равным числу пролетов. 

При различном расположении подрессоренного груза на неразрезной балке определяются 

частоты, входящие в первую зону сгущения. Далее для каждой собственной частоты строит-

ся график ее изменения в зависимости от положения груза на балке. Если частота системы 

«балка + подрессоренный груз» отличается от соответствующей собственной частоты балки 

на 3 % и более, то связанность сильная, и надо проводить интегрирование связанной систе-

мы. Для оценки связанности колебаний обычно достаточно вычислить собственные частоты 

системы «балка + подрессоренный груз», располагая груз в середине наибольшего пролета. 

Оценку сверху связанности колебаний можно получить, рассматривая «квазирезонансный 

режим» колебаний, при этом жесткость рессоры задается так, чтобы собственная частота ко-

лебаний груза совпала с первой собственной частотой колебаний балки. Далее определяются 

частоты системы «балка + подрессоренный груз», при расположении груза в середине 

наибольшего пролета. 

При слабой связанности колебаний балки и подрессоренного груза можно выполнять 

параллельное интегрирование уравнений балки и груза. В этом случае прогиб балки под гру-

зом ))(( jtw  вычисляется через прогибы балки в узлах сетки с предыдущего момента вре-

мени tt j  (аналогично и скорости перемещений ))(( jtw  ). Тогда элементы матриц 

жесткости, демпфирования и масс в дифференциальных уравнениях колебаний дискретной 

модели балки во времени не изменяются. Следовательно, эффективная матрица перехода с 

одного временного слоя на другой, может быть заранее разложена в произведение нижней и 

верхней треугольных матриц и в результате время решения системы алгебраических уравне-

ний на шаге интегрирования сокращается в два раза.  

Наиболее эффективным методом расчета колебаний системы «тонкостенный стер-

жень + подрессоренный груз» при слабой связанности является метод разложения колебаний 

стержня в ряд по собственным формам. Последующее преобразование уравнений вынужден-

ных колебаний тонкостенного стержня методом Бубнова - Галеркина позволяет свести зада-

чу к интегрированию разделенных дифференциальных уравнений.  

Схемы прямого интегрирования достаточно эффективно можно применять и при рас-

чете на подвижную нагрузку конструктивно-нелинейных систем. К таковым можно отнести 

неразрезную балку на односторонних опорах (упорах), работающих только на сжатие [9]. 

При различном положении нагрузки на балке отдельные опоры могут выключаться из рабо-

ты, вследствие чего меняется расчетная схема системы «балка + подрессоренный груз». Дей-

ствие подвижной нагрузки на балку, лежащую на одностороннем упругом основании, рас-

сматривалось в работе [10]. Неявные схемы прямого интегрирования использовались при 

расчете колебаний сталежелезобетонной неразрезной балки под действием подвижной 

нагрузки с учетом раскрытия трещин в приопорной зоне [11]. 

 

3. Дискретные модели свободных колебаний 

неразрезных тонкостенных стержней 

 

Методика и алгоритмы построения разрешающих уравнений свободных колебаний 

дискретных моделей неразрезных прямолинейных и криволинейных тонкостенных стержней 

на основе метода конечных разностей изложены в работах [12, 13, 14, 15, 16]. Там же про-

анализированы вопросы сходимости и точности собственных частот и форм свободных ко-



 45 

лебаний в зависимости от числа дискретных элементов. Установлено, что погрешность при 

определении собственных частот и форм зависит от номера частоты и с увеличением числа 

узловых точек в формах колебаний возрастает. При увеличении числа дискретных элементов 

стержня в два раза погрешность убывает в четыре раза, т.е. разностные схемы имеют второй 

порядок точности по отношению к шагу дискретизации. Повышение точности конечнораз-

ностных решений (собственных частот и собственных форм колебаний) осуществлялось на 

основе экстраполяции Ричардсона на последовательности двух вложенных сеток [17]. В вы-

шеперечисленных работах также изучены особенности спектров частот изгибно-крутильных 

колебаний неразрезных тонкостенных стержней.  

Особенности спектра частот свободных изгибно-крутильных колебаний покажем на 

примере трехпролетного стержня. На рис. 2 приведены первая, вторая, третья и десятая фор-

мы свободных колебаний неразрезного трехпролетного стержня. На рис.3, а показан спектр 

частот вертикальных изгибных колебаний неразрезного стержня в плоскости симметрии. Из 

рисунка видно, что спектр частот имеет зоны сгущения с числом частот в каждой зоне, рав-

ным числу пролетов неразрезного стержня. На рис. 3, б показан спектр изгибно-крутильных 

колебаний стержня. Частоты изгибно-крутильных колебаний также имеют зоны сгущения, 

число частот в которых, начиная с третьей зоны, превышает число пролетов стержня (до-

полнительные частоты на рис. 3, б обозначены крестиками).  

 

 
 

Рис. 2. Формы свободных колебаний ки  

 

 
 

Рис. 3. Спектры частот изгибных и изгибно-крутильных колебаний 

 

Это объясняется тем, что частотам 1 и 10 , 2 и 12 , 3 и 15  отвечают формы 

с одинаковым числом узловых точек, которые отличаются друг от друга лишь числовым ко-

эффициентом, характеризующим отношение между максимальными ординатами форм изги-

ба и угла закручивания поперечного сечения при колебаниях (см. рис. 2). 
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4. Экспериментальные исследования вынужденных колебаний  

неразрезного пролетного строения моста 

 

Для проверки изложенной теории расчета были произведены измерения колебаний 

пролетного строения неразрезного моста со схемой пролетов 36,75 м+5*63,0 м +36,75 м. 

Пролетное строение состоит из двух стальных балок, объединенных вверху железобетонной 

плитой, а снизу горизонтальными связями. Конструкция, геометрические характеристики 

поперечного сечения и механические характеристики материала пролетного строения приве-

дены на рис. 4. Ширина проезжей части моста 9,0 м.  

 

 

 
 

Рис. 4 

 

 

В качестве подвижной нагрузки использовался загруженный автомобиль БелАЗ-540 

массой 50,0 т. Нагрузка пропускалась с эксцентриситетом 2,0 м по отношению к продольной 

оси моста. Реализация неровного пути измерялась нивелированием с шагом 1 м по намечен-

ной на проезжей части прямой линии и аппроксимировалась кубическими сплайнами. Для 

асфальтобетонных ровных без выбоин покрытий, находящихся в хорошем состоянии, шаг 

нивелирования 1 м считается оптимальным. 

В процессе испытаний одновременно записывались вертикальные перемещения трех 

точек середины второго пролета:  31,ww  - перемещения нижних полок главных балок, 2w - 

перемещение середины поперечной связи.  

На рис. 5 показана принципиальная схема измерения динамических перемещений.  

Для записи осциллограммы динамических прогибов использовался комплекс приборов: тен-

зопреобразователи (Т-1, Т-2,Т-3) в виде стальных гибких линеек, на верхней и нижней плоско-

сти которых наклеены по два проволочных тензорезистора сопротивлением 200 Ом (рис. 5, а), 
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светолучевой двенадцати канальный осциллограф Н-117, блок питания П-133, восьмика-

нальный усилитель УПТ-8.  

 
Рис. 5 

 

Тензопреобразователи одним концом закреплялись неподвижно, а вторым фиксиро-

вались с помощью шарнирного устройства к проволоке, соединяющей пролетное строение 

моста с землей. Между точкой фиксации металлической линейки и неподвижной точкой за-

креплялась пружина, жесткость которой c подбиралась значительно меньше жесткости про-

волоки прcc  50 , где lFEcпр /  - приведенная жесткость проволоки. 

Перемещения a  пролетного строения определялись через перемещение фиксатора 

b  по формуле )/1( прccba  .  

Для повышения чувствительности и осуществления температурной стабилизации, без 

включения сопротивления, тензорезисторы на металлической линейке собраны по схеме тен-

зометрического моста (рис. 5, в). При изгибе линейки вследствие продольной деформации 

тензорезистора изменяется его сопротивление на величину R , что приводит к пропорцио-

нальному изменению силы тока I в измерительной диагонали моста, где U - напряжение ис-

точника питания, GR  - внутреннее сопротивление гальванометра. 

Сигналы , поступающие от датчиков, усиливались усилителем УПТ-8, подавались на 

гальванометры осциллографа и записывались на фотобумагу. 

С целью определения масштаба записываемых осциллограмм с помощью прогибоме-

ров Максимова П-1, П-2,П-3 (с ценой деления 0,01 см) выполнялась тарировка измеритель-

ных каналов. Загружение пролетного строения при этом производилось статической автомо-

бильной нагрузкой. Перемещения, записанные на ленте осциллографа, представляют собой 

результат наложения колебаний пролетного строения на кривые их квазистатических состав-

ляющих.  

При проведении динамического испытания моста по намеченной на проезжей части 

линии пропускался загруженный автомобиль БелАЗ-540 со скоростью 20 км/час. Экспери-

ментальные осциллограммы перемещений показаны на рис. 6. Цифрами 1 и 3 обозначены 
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перемещения нижних полок главных балок 31,ww , а цифрой 2 – перемещение 2w середины 

поперечной связи.  

 
 

Рис. 6. Экспериментальные осциллограммы перемещений 

 

До момента входа автомобиля на второй пролет, он двигался равноускоренно, поэто-

му длина первого пролета на рис. 6 показана условно. 

 Движение по второму пролету происходило практически с постоянной скоростью 

20 км/час. Из графиков (рис. 6) видно, что преобладающими являются свободные сопровож-

дающие колебания с первым собственным периодом 6,01 T с. Колебания всех трех точек 

происходит в одной фазе, примерно с одинаковой амплитудой 0,1A мм. Вследствие экс-

центричности воздействия подвижной нагрузки квазистатические составляющие перемеще-

ний 321 ,, www  различны. Динамический коэффициент составил 13,11   . 

Расчетные диаграммы перемещений, полученные в результате численного интегрирования 

дифференциальных уравнений (1-3), показаны на рис. 7. При расчете удерживалось семь 

первых форм колебаний пролетного строения, отвечающих первой зоне «сгущения» спектра 

собственных частот. Скорость движения подрессоренного груза, моделирующего автомо-

биль, принималась постоянной и равной 6 м/с. 
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Рис. 7 

 Сравнение расчетных и экспериментальных графиков показывает, что при движении 

нагрузки в пределах второго пролета экспериментальные кривые перемещений являются бо-

лее пологими. Это объясняется тем, что трехосный автомобиль при расчете представлен про-

стейшей моделью в виде системы с одной степенью свободы. 

Расчетные и экспериментальные значения амплитуд колебаний различаются незначи-

тельно, не более 10 %. Имеет место хорошее совпадение периодов колебаний. Несоответ-

ствие фазы колебаний экспериментальной и расчетной диаграмм (рис.6, рис.7) объясняется 

различием начальных условий в момент входа нагрузки на исследуемый пролет, а также ме-

нее схожим характером демпфирования колебаний в реальной конструкции пролетного 

строения. На расчетной и экспериментальных виброграммах отмечается закручивание сере-

дины второго пролета вследствие эксцентричности приложения нагрузки в процессе движе-

ния. В целом отметим удовлетворительное соответствие расчетных и экспериментальных 

диаграмм. Это указывает на адекватность выбранной нами расчетной схемы «мост + автомо-

биль» и натурного объекта. 
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EXPERIMENTAL AND THEORETICAL STUDY OF CONTINUOUS BRIDGE SPAN 

VIBRATIONS UNDER MOBILE LOAD 
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Problem of calculation of continuous bridge span vibration under mobile load is analyzed. Load is applied with 

eccentricity in relation to bridge longitudinal axis. Bridge span design model is thin-walled bar of open profile but mobile 

load is sprung load moving along rough road. Uneven road profile in nature was measured by leveling along mentioned on 

carriage way direct line and approximated by cubic splines. There is given the system of differential equations in partial deriv-

atives describing vibration  of system ― thin-walled stake +spring load‖. Continuous model of thin-walled bar processing to 

discrete one is implemented by finite –difference method. There are suggested different algorithms of differential equations 

system integration with variable coefficient based on method of assessment of connection of continuous beam + spring load 

system vibration. It describes mutual vibrations of discrete model and sprung load. At strong back action implicit schemes of 

direct integration are applied but at week back action there is used solution decomposition method according to natural modes. 

Peculiarities of frequency spectrum of free flexural-and-torsional vibrations of continuous thin-walled bars are ana-

lyzed. Continuous bridge span vibrations with spans scheme of 36,75 m+5*63,0 m +36,75 m were measured for  

proving the very theory. Loaded vehicle BelAZ -540 of 50 tonne mass was used as mobile load. Load was passed with 

eccentricity of 2,0 m in relation to bridge longitudinal axis. Experimental and calculation vibrorecords are presented. It 

is mentioned satisfactory correspondence of calculation and experimental diagrams which shows adequacy of design 

model ―bridge+vehicle‖ and natural object chosen by us. 

 

 

Keywords: vibrations of continuous bridge span under movable  load, finite-difference method, free flexural-

and-torsional vibrations of discrete models of continuous thin-walled bars, implicit method of direct integration of dif-

ferential equations, solution decomposition method according to natural modes.  
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Проведен анализ результатов расчета двустенного стального горизонтального подземного резервуар по 

действующей нормативной документации РФ. Показано, что при этом появляются неоправданные запасы по 

несущей способности. Изучение напряженно-деформированного состоянии резервуаров возможно путем при-

менения сертифицированных в РФ программных комплексов 

На основании имитационного моделирования с использованием программных средств SCAD и ANSYS  

выполнен расчет устойчивости пологого конического днища с тороидальным переходом применительно к ру-

башке сосуда РД-50-Г. 

Проанализировано влияние начальных несовершенств (вмятин) на напряженно-деформированное состо-

яние конструкций. Приведена зависимость критического давления от параметров вмятины. Расчѐты выполня-

ются  в упругой линейной постановке. 

Выявлено, что наличие дефектов в виде вмятин в ряде случаев оказывает положительное влияния на 

напряженно-деформированное состояние конструкций. Результаты численного эксперимента иллюстрируют тот 

факт, что величина коэффициента запаса по устойчивости, рекомендованная нормами расчѐта, может быть 

уменьшена. 

Ключевые слова: двустенный стальной горизонтальный подземный резервуар, коническое днище,  

численное моделирование, вмятины.  

Введение 

 

К настоящему времени накоплен опыт успешной эксплуатации двустенных стальных 

горизонтальных резервуаров подземного исполнения в различных грунтовых условиях. 

Вместе с тем нормы расчѐта резервуаров [1] содержат ряд условностей, приводящих к 

проектированию с неоправданными запасами несущей способности.  

Рассмотрим сосуд типа РД-50-Г вместимостью 51,5 м
3
, предназначенный для хранения 

нефтепродуктов с температурой от −40°C до +90°C плотностью до 1 т/м
3
. 

Сосуд относится к группам 5а, 5б по [1]. 

Габаритный внешний диаметр цилиндрической части – 2398 мм. Толщина корпуса 

(внутренней оболочки) – 5 мм, толщина рубашки (внешней оболочки) – 4 мм, толщины ко-

нических днищ (внутреннего и внешнего) – 5 мм. Внешняя высота конуса корпуса – 290 мм, 

рубашки – 295 мм. 

Между цилиндрами корпуса и рубашки установлены кольцевые прокладки толщиной 5 

мм, служащие для создания технологического зазора. Кольцевые прокладки фиксируются на 

корпусе только одним своим торцом с помощью сварного шва. Таким способом 

___________________________________________ 
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достигается скольжение прокладок по корпусу и рубашке, что обеспечивает силовое взаимо-

действие между ними только посредством нормальных давлений по полосе. Пространство 

между корпусом и рубашкой заполняется азотом либо тосолом. 

Корпус сосуда укреплѐн несколькими внутренними кольцами жѐсткости. 

Сосуд эксплуатируется при расчѐтном давлении внутри корпуса 0,7 кг/см
2
, расчѐтном 

давлении между корпусом и рубашкой 0,35 кг/см
2
. Возможны расчѐтные ситуации, когда 

независимо друг от друга указанные внутренние давления равны нулю. Отрицательные дав-

ления газовых сред (разрежение) не допускаются системой управления. 

Условие несущей способности конического днища по [3] можно записать в виде 

(
 

[ ] 
)
 

 (
 

[ ]Е
)
 

    (1) 

Здесь p – внешнее давление, перпендикулярное поверхности конуса, [p]П и [p]E – до-

пускаемые давления из условий соответственно прочности и устойчивости в пределах упру-

гой работы стали. 

Отсюда следует, что допускаемое наружное давление равно 

[ ]  
[ ] [ ]Е

√[ ] 
  [ ]Е

 
  

Параметры сосуда РД-50-Г таковы, что согласно [3] величины [p]П и [p]E отличаются на 

порядок: для днища рубашки [p]П = 2,65 кг/см
2
, [p]E = 0,304 кг/см

2
. 

Из численных данных следует, что √[ ] 
  [ ]Е

  [ ]  и, как следствие, [p] ≈[p]E, то 

есть величина допускаемого наружного давления на днище фактически определяется расчѐ-

том на устойчивость. 

Формулы норм проектирования [3] для расчѐта конических днищ на устойчивость ос-

нованы на безмоментной теории упругих конических оболочек (см., в частности, [4, 5]). Из-

вестно, что листовые конструкции чувствительны к начальным несовершенствам [6, 7, 8]. 

Разумеется, нормы расчѐта [1] оперируют идеальными моделями, а возможные начальные 

несовершенства учитываются введением в формулу [p]E коэффициента запаса по устойчиво-

сти ny = 2,4. Тем самым критическое внешнее давление нормами уменьшается в 2,4 раза, а 

толщина конического днища увеличивается в √    (более чем в полтора) раза. 

Моделирование напряженно-деформированного состояния сосуда РД-50-Г 

Проанализируем численно устойчивость пологого конического днища с тороидальным 

переходом применительно к рубашке сосуда РД-50-Г и определим, при каких начальных не-

совершенствах падение критического внешнего давления составит 2,4 раза. Расчѐты прове-

дѐм в упругой линейной постановке. 

По нормам расчѐта [3] допускаемое давление из условия  устойчивости [p]E без учѐта ny 

составляет 0,730 кг/см
2
. Обозначим эту величину [p]*E. 

Для моделирования резервуаров успешно используются современные программные 

комплексы, позволяющие с достаточной степенью точности оценить напряженно-

деформированное состояние конструкций [9]. 

На первом этапе – верификации моделей – были рассмотрены две следующие расчѐт-

ные схемы. 
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1. Расчѐтная схема, реализованная в программном комплексе ANSYS, состоит из днища и ци-

линдрического участка от закругления днища до внутреннего кольца жѐсткости (рис. 1). 

Днище и цилиндрический участок соединены сваркой внахлѐстку (узел А). 

 
Рис. 1. Схема модели для ANSYS 

Твѐрдотельная модель ANSYS включает в себя конус с отбортованными краями и цилин-

дрическую часть. Расчѐты выполнены при следующих параметрах модели: а) вариант 

расчѐтов – h-метод, б) тип конечных элементов – упругий четырѐхузловой элемент обо-

лочки SHELL63, в) материал – сталь с модулем упругости, соответствующим максималь-

ной температуре нефтепродуктов. Конечно-элементная модель сгенерирована автомати-

чески с длинами граней конечных элементов: для криволинейных участков отбортовки – 

0,5 см, для конуса и цилиндра – 5 см. Сопряжение конечных элементов в местах сварных 

швов моделируется объединением линейных перемещений узлов, выделенных на рис. 1. 

В месте расположения внутреннего кольца жѐсткости заданы внешние шарнирные связи. 

Модель рассчитана на равномерное давление, действующее перпендикулярно поверхно-

стям конечных элементов. 

Статический расчѐт на внутреннее давление. Напряжения в узлах, находящихся в сере-

дине цилиндрической части, с хорошей точностью совпадают с напряжениями, вычис-

ленными по безмоментной теории цилиндрических оболочек. 

Расчѐт на внешнее давление. Выполнен статический расчѐт и анализ устойчивости си-

стемы. Критическое внешнее давление равно 0,758 кг/см
2
 или 1,038×[p]*E. Потеря устой-

чивости сопряжена с появлением шести волн в конической части модели без изменения 

формы цилиндрической части. 

2. Расчѐтная схема, реализованная в программном комплексе SCAD Structure, состоит толь-

ко из отбортованного днища (конуса, переходного участка и короткого цилиндра высотой 

35 мм, см. рис. 1). Модель создана из треугольных конечных элементов оболочки типа 42. 

Конус разбит на 24 шага конечных элементов по длине образующей и на 148 шагов ко-

нечных элементов по углу вращения 360°. Материал – аналогично модели ANSYS. Мо-

дель имеет шарнирные внешние связи в узлах по окружности цилиндра. 

Выполнены упругий линейный расчѐт модели при внешнем давлении и проверка общей 

устойчивости. Критическое внешнее давление равно 0,792 кг/см
2
 или 1,085×[p]*E. Карти-

на потери устойчивости полностью аналогична модели ANSYS. 

Конструкция, рассчитанная в SCAD, из-за отсутствия цилиндрической части длиной 

1,5 м является менее податливой, чем конструкция, рассчитанная в ANSYS. Это иллюстри-

руется результатами расчѐтов. Одновременно с этим обе модели показали хорошее совпаде-
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ние величины критического внешнего давления с результатами расчѐтов по [1] в предполо-

жении ny = 1.  

На втором этапе был проведѐн численный эксперимент с помощью модели, созданной 

в SCAD Structure, – анализ устойчивости днища, имеющего начальные несовершенства. 

Найдѐм зависимость критической величины внешнего давления, действующего на ко-

ническое днище перпендикулярно его поверхности, от параметров вмятины, находящейся на 

днище. Вмятина может появиться на любом этапе технологической цепочки изготовления 

сосуда, причѐм способы образования вмятины сложно спрогнозировать. Примем логичные 

допущения, что вмятина появилась после сварки сосуда и что форма вмятины соответствует 

форме деформирования днища при локальном силовом воздействии. 

Для поиска формы вмятины использована та же самая рассмотренная выше модель, со-

зданная в SCAD Structure. Форма вмятины может быть определена очень просто, в виде пе-

ремещений узлов модели от локального воздействия. Если исходные координаты узлов иде-

альной модели откорректировать на величины их перемещений, то получим модель с вмяти-

ной. 

Вмятина создана внешним давлением, перпендикулярным поверхности и приложенным 

в середине образующей конуса. Внешнее давление охватывает конечные элементы суммар-

ной площадью 5×10 см
2
. Величина внешнего давления для создания вмятин подбиралась так, 

чтобы получить вмятину с заданными параметрами. 

Качественная картина вмятины показана на рис. 2.  

 

Рис. 2. Характер вмятины: 

1 – зона приложения внешнего давления;  

2 – участки конуса с перемещениями узлов вверх 

 

 

Очевидно, что вмятина имеет сложную фор-

му. Наибольшие по модулю перемещения узлов 

внутрь конуса (fz,min) зафиксированы в середине 

зоны 1. Наибольшие перемещения узлов вверх – 

fz,max, причѐм 
      

      
        Это отношение со-

хранялось для всех вмятин. 

Если знаки узловых перемещений, пред-

ставляющих вмятину, поменять на противопо-

ложные, то получим зеркальное отражение – 

«вмятину» наружу. Сравнительные расчѐты пока-

зали, что такие «вмятины» в смысле устойчивости менее опасны, чем вмятины, полученные 

снаружи. Дальнейшие результаты приведены для наружных вмятин, проиллюстрированных 

на рис. 2. 

Для идеальной SCAD-модели днища критическое внешнее давление равно Pcr.e = 

0,792 кг/см
2
 (см. выше). Этот результат принят за эталонный, с которым сравнивались ре-

зультаты расчѐтов моделей с вмятинами. 

В таблице приведены параметры вмятин и результаты расчѐтов. В заголовках столбцов 

использованы следующие обозначения: 

f – величина вмятины по модулю в середине зоны 1; 

f / L – относительная величина f, приведѐнная к длине образующей конуса L=1,21 м; 

f / t – относительная величина f, приведѐнная к толщине днища t = 5 мм; 

A / Ae – отношение работ внешних сил на перемещениях узлов при статических расчѐ-

тах, где A относится к модели с вмятиной, Ae – к эталонной модели; 
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Pcr – величина критического внешнего давления для модели с вмятиной. 

Отношение Pcr.e / Pcr характеризует влияние вмятины на устойчивость днища и явля-

ется фактически тем коэффициентом запаса по устойчивости ny, который необходимо ввести 

в расчѐт для игнорирования начальных несовершенств (в данном случае – вмятины). 

Зависимость Pcr(f) приведена на рис. 3. 

Таблица  

Результаты расчѐтов 

№ 
f 

(мм) 
f / L f /t A/Ae 

Pcr 

(кг/см
2
) 

Pcr.e/Pcr 

1 0 0 0 1 0,792 1 

2 4,03 1 / 300 0,806 t 1,017 0,736 1,076 

3 6,05 1 / 200 1,21 t 1,036 0,695 1,140 

4 8,07 1 / 150 1,61 t 1,063 0,678 1,167 

5 12,1 1 / 100 2,42 t 1,127 0,705 1,123 

6 16,1 1 / 75 3,22 t 1,192 0,748 1,059 

7 24,2 1 / 50 4,84 t 1,307 0,731 1,083 

8 48,4 1 / 25 9,68 t 1,481 0,616 1,285 

9 80,7 1 / 15 16,1 t 1,555 0,507 1,561 

10 101 1 / 12 20,2 t 1,611 0,481 1,647 

11 111  22,2 t 1,647 0,478 1,657 

12 121 1 / 10 24,2 t 1,686 0,481 1,647 

13 147  29,4 t 1,799 0,509 1,556 

14 173 1 / 7 34,6 t 1,913 0,553 1,432 

15 242 1 / 5 48,4 t 2,156 0,667 1,188 

 

 

Рис. 3. Зависимость Pcr(f) 

Результаты расчетов, приведенные в таблице и на рис. 3, показывают следующее. 

1. Так как под рубашкой сосуда на расстоянии 5 мм находится корпус, то очевидно, что 

вмятины, приведѐнные в строках 3…15 таблицы, невозможны без деформирования кор-
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пуса, т. е. грубых нарушений технологии производства, которых, строго говоря, быть не 

должно. 

2. На всѐм диапазоне f уменьшение Pcr не достигло 2,4 раза. Увеличение вмятины сопровожда-

ется уменьшением критического внешнего давления только до определѐнной величины. 

3. Влияние вмятин на устойчивость пологого конуса не настолько серьѐзно, как это подра-

зумевается нормами [3]. Днище с заметными вмятинами – порядка 5t – способно проти-

востоять внешнему давлению с уменьшением Pcr до 17%. Очень большие вмятины (при 

которых сосуд РД-50-Г вообще теряет свой товарный вид) уменьшают внешнее критиче-

ское давление максимум в 1,7 раза. 

4. Работа внешних сил с увеличением вмятины монотонно возрастает. В весьма малой сте-

пени это связано с увеличением площади поверхности, к которой приложена нагрузка, но 

в основном свидетельствует об увеличении податливости системы и косвенно указывает 

на отсутствие грубых ошибок в моделировании. 

5. Кривая Pcr(f) в области исследованных величин f имеет локальные и глобальный экстре-

мумы. Когда внешнее давление действует перпендикулярно поверхности конуса с вмяти-

ной, то с увеличением вмятины растут силовые составляющие, стремящиеся выправить 

вмятину и сжать смежные участки. Большие вмятины (более 24t) приобретают новое ка-

чество – они играют роль элементов усиления тонкой оболочки, аналогично элементам 

жѐсткости тонкостенных профилей. 

 

ВЫВОДЫ 

 

1. Результаты численного эксперимента иллюстрируют тот факт, что величина коэффи-

циента запаса по устойчивости, рекомендованная нормами расчѐта, может быть 

уменьшена. 

2. Наличие вмятин в ряде случаев можно рассматривать как усиление тонкостенной обо-

лочки, что оказывает положительное влияние на напряженно-деформированное состо-

яние конструкций в целом. 
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Results of two-walled steel horizontal underground reservoir design was analyzed according to the standard  

documentation of RF. It is shown that unreasonable additional bearing capacity is appeared. Reservoir deflected mode 

can be studied by software certificated in Russian Federation. 

Based on imitation modeling with application of software SCAD и ANSYS there is calculated stabillty of flat 

conical bottom with toroidal transition to vessel case RD-50-G. 

Initial imperfections (dents) affecting on structures deflected mode is analyzed. There is given critical pressure 

dependence on dent parameters. The calculations are implemented by elastic linear method. 

It was found that in some cases presence of defects as dents influences positively on structures deflected mode. 

The results of numerical experiment illustrates that stability factor value, recommended by design standards can 

be decreased. 
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Выполнены численные исследования по оценке напряженно-деформированного состояния стенки 

стальной балки двутаврового симметричного поперечного сечения. Определены внутренние усилия и напряже-

ния с использованием аналитического и численного методов расчета. Расчет численным методом выполнен в 

вычислительном комплексе SCAD Office, в основу которого положен метод конечных элементов. Расчетная 

модель балки создана с использованием пластинчатых конечных элементов, с общим числом 3572 конечных 

элемента. Аналитический метод нахождения напряженно-деформированного состояния балки применялся для 

стержневой расчетной схемы. Для оценки результатов численного расчета предложена новая методика поиска 

средних значений напряжений в стенке. Данные значения напряжений находились по рядам конечных элемен-

тов с учетом доли площади отдельного конечного элемента в составе ряда.  

По результатам расчета методом конечных элементов построены мозаики напряжений и эпюры, пока-

зывающие распределение напряжений на контролируемых участках отсеков стенки балки. За отсеки приняты 

участки стенки, ограниченные полками и двухсторонними ребрами жесткости балки. Анализ результатов ис-

следований показал хорошую степень верификации по обоим методам, что указывает на надежность предло-

женной оценке напряженно-деформированного состояния стенки. Установлено, что исследуемый способ 

нахождения значений средних напряжений в отсеке стенки сварной балки допускается применять для проверки 

местной устойчивости стенки в соответствии с нормативной методикой. 

 

Ключевые слова: двутавровая стальная балка, местная устойчивость стенки, компьютерная модель 

стальной балки, напряженно-деформированное состояние стенки, стенка стальной балки. 

 

Введение 

 

Для несущих элементов перекрытий в зданиях часто применяют стальные балки дву-

таврового поперечного сечения. Это объясняется простотой их изготовления, высокими по-

казателями по металлоемкости, технологичностью при сборке узловых соединений и други-

ми факторами. Для достижения наибольшей эффективности применения сварных двутавро-

вых балок необходимо увеличивать площадь поперечного сечения полок и уменьшать пло-

щадь поперечного сечения стенки. Но с уменьшением толщины стенки мы сталкиваемся с 

возможными проблемами изменения ее геометрической формы. Такое явление называется 

местной потерей устойчивости состояния равновесия стенки [1]. Существует нормативная 

методика для проверки прочности и местной устойчивости стенки балок двутаврового сече-

ния, положения данной методики указаны в СП 16.13330.2017 «СНиП II-23-81* Стальные 

конструкции». Важно заметить, что нормативная методика проверки прочности и местной 

устойчивости стенки позволяет определять напряжения по внутренним силовым факторам, 

рассчитанным для стержневых расчетных схем. Но нормативная методика не адаптирована к 

работе с результатами расчета пространственных моделей. Разработка новой прогрессивной 

методики проверки местной устойчивости стенки - сложная задача. Однако менее сложная 

задача - привести результаты расчета моделей в соответствие с требованиями норм. 
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Последние десятилетия значительное развитие получили численные методы расчета строи-

тельных конструкций и особенно метод конечных элементов (МКЭ). С использованием дан-

ных подходов оценка напряженно-деформированного состояния (НДС) конструкций выпол-

няется в трехмерных расчетных моделях [3, 4, 5, 6]. Для балок двутаврового поперечного се-

чения наиболее целесообразно использовать пластинчатую расчетную модель [2, 7]. Без-

условно, применение современных расчетных программных комплексов позволяет более 

точно оценить НДС тонкостенных конструкций [9, 10], а также возможную потерю местной 

устойчивости стенки [1]. На основании вышесказанного представляется важным и актуаль-

ным адаптировать  полученные или разработанные расчеты пространственных моделей к 

проверенным нормативным методикам. Однако предварительно необходимо выполнить 

сравнительные исследования НДС стенки двутавровой балки с использованием классическо-

го (аналитического) и численного подходов. 

 

1. Объект исследования 

 

В качестве объекта исследований рассматривается стальная сварная балка перекрытия 

двутаврового поперечного сечения, симметричного вида.  

Для проведения сравнительного анализа использована балка, находящаяся в составе 

простой балочной системы перекрытия с монолитной железобетонной плитой. Основные 

компоновочные параметры: пролет балок L=12 м; шаг балок - 6 м; материал балок – сталь 

С255, примыкание балок к оголовку колонн шарнирное, толщина железобетонной плиты - 

200 мм. Постоянная нагрузка: расчетная - 4,55 кН/м
2
, нормативная - 3,55 кН/м

2
; временная: 

расчетная - 2,4 кН/м
2
, нормативная - 2 кН/м

2
. 

На рис. 1 приведена стержневая расчетная схема балки с приложением полной рас-

четной нагрузки. Расчет представленной схемы выполнен аналитическим методом. 

 
Рис. 1. Расчетная схема стальной балки 

 

По полученным результатам расчетов были окончательно подобраны конструктивные 

параметры стальной балки. На рис. 2 приведено поперечное сечение балки, а на рис. 3 – 

опорный узел стальной балки. Назначены: опорное ребро толщиной 16 мм и двухсторонние 

ребра жесткости толщиной 8 мм с шагом 1700 мм. Ширина опорного ребра равна ширине 

поясов (полок), а ширина ребер жесткости равна величине свеса полок (156 мм). 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

       Рис. 2. Поперечное сечение  

                       стальной  балки                                                        Рис. 3. Опорный узел стальной балки 
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Пластинчатая расчетная модель рассматриваемой стальной балки (рис. 4) создавалась 

в среде вычислительного комплекса SCAD Office, с использованием следующего конечного 

элемента (КЭ): тип 44-универсальный четырехугольный четырехузловой КЭ оболочки. 

Стенка по высоте разбивалась на десять рядов КЭ, полки и ребра (опорные, ребра жесткости) 

разбиты на шесть рядов КЭ по ширине. При этом, использовались следующие размеры четы-

рехугольных КЭ: стенка-65х85(t8) и 65x86(t8) мм, полки-53х85(t16) мм, опорные ребра-

65x53(t16) и 30x53(t16) мм, ребра жесткости-65x53(t8) мм. В целом расчетная модель состоит 

из 3572 указанных пластинчатых КЭ. Связи в виде ограничений на линейные перемещения 

установлены таким образом, чтобы это соответствовало конструктивному решению примыка-

ния элементов: шарнирно-неподвижная левая опора и шарнирно-подвижная правая (рис. 4). 

Это достигалось путем наложения трех горизонтальных связей в двух рядах (в осях болтов) в 

нижней зоне левого опорного узла балки и вертикальных связей в двух опорных узлах балки. 

Кроме этого, по верхнему поясу балки предусмотрены линейные закрепления «из плоско-

сти», что моделировало горизонтальные связи балочного перекрытия. 

 
   а) 

 
 

 
              б) 

 
 

Рис. 4. Пластинчатая расчетная модель балки:  

а – общий вид; б – вид спереди, параметры модели 

 

2.  Методика проведения исследования 

 

При проверке местной устойчивости стенки согласно указаниям в СП 16.13330.2017 

«СНиП II-23-81* Стальные конструкции» выделяются участки – отсеки, ограниченные поя-

сами (полками), вертикальными и горизонтальными ребрами жесткости. В том случае, если 

длина отсека больше его расчетной высоты, то в качестве контролируемого принимается 

участок отсека с длиной, равной его расчетной высоте. 

Согласно аналитическому подходу нормальные и касательные напряжения на прове-

ряемом участке i-го отсека балки определяются по известным выражениям: 

(1) 

 

 

(2) 

,z x

x w

Q S

I t
 

/ ,y xM y I 
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где Qz, My – средние значения поперечной силы и изгибающего момента на контролируемом 

участке; Sx - статический момент отсеченной части сечения относительно оси x; Ix – момент 

инерции полного сечения относительно оси x; tw – толщина стенки двутавра; y – координата 

отсчитываемая от нейтральной линии до рассматриваемого волокна поперечного сечения. 

Для случая загружения шарнирной балки равномерно распределенной нагрузкой q по 

всей ее длине значения внутренних усилий находятся согласно следующим зависимостям: 

(3) 

 

(4) 

 

где Qz,i, My,i – средние значения поперечной силы и изгибающего момента на i-м контролиру-

емом участке; xi – координата геометрической середины контролируемого участка i-го отсе-

ка балки; l - пролет балки.  

В случае использования численного подхода контролируемый участок стенки балки 

представляет собой некоторую совокупность прямоугольных пластинчатых КЭ. Оценку 

напряженного состояния участка стенки авторы предлагают выполнять по усредненным зна-

чениям для каждого горизонтального ряда КЭ. При вычислении данных значений будем учи-

тывать фактор площади отдельных КЭ: 

 

(5) 

 

 

(6) 

 

где τmid, σmid – средние значения касательных и нормальных напряжений в некотором го-

ризонтальном ряду КЭ; τi, σi – касательное и нормальное напряжения в i-м КЭ; Ai – пло-

щадь i-го КЭ; Arank – суммарная площадь i-х КЭ, расположенных в ряду контролируемого 

отсека или его участка; n – количество КЭ в одном ряду контролируемого отсека или его 

участка. 

 

3. Анализ результатов исследования 

 

При выполнении сравнительных исследований было рассмотрено три отсека стенки 

балки: два опорных и один, расположенный в середине пролета. Отметим, что во всех отсе-

ках рассматривались участки длиной, равной расчетной высоте стенки hw, что соответствует 

методике, указанной в СП 16.13330.2017 «СНиП II-23-81* Стальные конструкции». Распо-

ложение исследованных участков стенки балки приведено на рис. 5. 

 

 
 

Рис. 5. Расположение расчетных участков стенки для исследования НДС 
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В результате проведения численных исследований были получены данные, которые 

представлены следующим образом: мозаики нормальных и касательных напряжений в стенке 

балки - рис. 6, 8, 10, эпюры нормальных и касательных напряжений по высоте стенки балки - 

рис. 7, 9, 11. При построении эпюр по результатам численного метода, в случае выявления 

смены знака значений напряжений в КЭ вдоль ряда рассматриваемого участка, мы построили 

две эпюры: первая - для отрицательных значений напряжений, а вторая – для положительных 

значений напряжений в рядах КЭ. Соответственно при суммировании произведений значений 

напряжений и площадей КЭ по рядам, отрицательные значения суммировались с отрицатель-

ными, положительные только с положительными значениями по выражению (6). Для каса-

тельных напряжений смены знака по рядам КЭ на рассмотренных участках не выявлено. 
           а)                  б) 

 
 

Рис. 6. Мозаика напряжений, kH/см
2
, на участке отсека №1:  

а - нормальные напряжения σ; б - касательные напряжения τ 

 

Рассмотрим результаты вычислений для участка №1, отсека №1. Анализ мозаики 

напряжений показывает достаточно существенный разброс значений напряжений по площа-

ди контролируемого участка. При этом выявлены две зоны максимальных по модулю значе-

ний напряжений. Первая - расположена в верхнем правом углу и представляет интерес толь-

ко для значений нормальных напряжений. Вторая – около левой нижней зоны, у мест 

устройства горизонтальных опорных закреплений: во 2, 3 и 4-м горизонтальных рядах КЭ 

участка стенки (при нумерации рядов КЭ снизу вверх). Данные результаты имеют значи-

тельное расхождение со значениями напряжений на эпюрах, полученных аналитическим ме-

тодом расчета. Выполняя расчеты аналитическим (классическим) способом, экстремальные 

значения напряжений получены в точках «A» и «B», однако численный расчет показал 

наибольшие значения напряжений в волокнах соответствующих точкам «С» и «D», согласно 

рис. 7. Расхождения эпюр объясняются тем, что горизонтальные связевые элементы, модели-

рующие шарнирно-неподвижную опору (по осям болтов), вызывают стеснение деформиро-

вания конструкции балки и не предоставляют полную свободу угла поворота опорного реб-

ра, хотя и расположены в нижней трети по высоте сечения балки. Такая расчетная модель в 

большей степени соответствует реальной работе балки перекрытия как несущего элемента. 
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Конечно, можно задаться вопросом: «Почему мы строим эпюры по рядам, когда можно по-

смотреть значения экстремумов в конкретных КЭ?» Однако мы должны оценивать устойчи-

вость стенки отсека в целом. И делать это необходимо именно на средние значения напряже-

ний согласно нормативной методике! 

На рис. 8, 9 показаны результаты расчетов для участка отсека №2, расположенного в 

середине пролета. Для отсека №2 анализ мозаики нормальных напряжений показывает прак-

тически полное отсутствие неравномерности значений напряжений по горизонтальным ря-

дам КЭ. Касательные напряжения имеют достаточно небольшие значения и практически не 

отличаются друг от друга по вертикальным рядам элементов. Полученные результаты чис-

ленных расчетов имеют хорошую согласованность с результатами аналитического метода 

расчета стальных балок, что позволяет сделать вывод о достаточной надежности используе-

мой пластинчатой расчетной модели. 
 

              а)                    б)                                   в)                                      г)                                         д) 

 
 

Рис. 7. Эпюры нормальных и касательных напряжений (MПa) для участка отсека №1: 

а, б, в – средние значения нормальных и касательных напряжений в стенке по рядам КЭ; 

г, д – нормальные и касательные напряжения в стенке по аналитическому методу  

 
           а)                                                                                          б) 

 
 

Рис. 8. Мозаика напряжений, kH/см
2
, на участке отсека №2:  

а - нормальные напряжения σ; б - касательные напряжения τ 
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 а)                                б)                                                        в)                                                                                       г) 

 
 

 

Рис. 9. Эпюры нормальных и касательных напряжений (MПa) для участка отсека №2: 

а, б – средние значения касательных и нормальных напряжений в стенке по рядам КЭ; 

г, д – нормальные и касательные напряжения в стенке по аналитическому методу  

 

 

На рис. 10, 11 представлены результаты исследований для участка опорного отсека 

№3. Анализ мозаики нормальных напряжений показывает, что они имеют достаточно боль-

шую неравномерность по всей площади рассматриваемого участка с расположением макси-

мальных значений по левой стороне. Касательные напряжения также характеризуются не-

равномерностью распределения значений по площади. Данные факты объясняются влиянием 

опорной реакции, но при этом отметим, что такое влияние проявляется в значительно мень-

шей степени, чем в левом опорном отсеке №1. 

  
            а)                                                                                                б) 

 
  

 

Рис. 10. Мозаика напряжений, kH/см
2
, на участке отсека №3:  

а - нормальные напряжения σ; б - касательные напряжения τ 
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   а)                        б)                                  в)                                             г)                                          д) 

   

 
 

Рис. 11. Эпюры нормальных и касательных напряжений (MПa) для участка отсека №3: 

а, б, в – средние значения нормальных и касательных напряжений в стенке по рядам КЭ; 

г, д – нормальные и касательные напряжения в стенке по аналитическому методу 

 

Отметим, что в целом эпюры напряжений в отсеке №3, построенные по двум методам 

расчета, имеют близкое очертание, а полученные значения напряжений расходятся незначи-

тельно. Однако на эпюре нормальных напряжений, построенных по результатам расчета пла-

стинчатой модели, в нижних рядах КЭ, локализованных около опорного ребра, выявлены зо-

ны сжатия. На эпюрах, построенных по результатам аналитического метода расчета, нижнее 

волокно растянуто и соответственно нормальных напряжений с отрицательным знаком на 

данных эпюрах нет. Расхождение результатов объясняется опорной реакцией, передающейся 

через опорное ребро и оказывающей влияние на стенку. Как показано на рис. 10, такое влия-

ние распространяется только на КЭ, расположенные близко к опорному ребру. 

В таблице приведены средние значения нормальных напряжений на трех участках в 

первом и десятом рядах КЭ по высоте стенки и средние значения касательных напряжений 

по всему поперечному сечению согласно аналитическому и численному подходам. Указан-

ные значения напряжений являются характерными значениями для двутавровых стальных 

балок и показывают различия и сходства в НДС для двух методов. 

Таблица  
Таблица сравнения значений напряжений 

Номер 

участка 

Аналитический 

метод 

Численный метод Δσ=(σ-

σmid)100 %/σ 

Δτ=(τ-

τmid)100 %/τ 

σ, МПа τ, МПа σmid, МПа τmid, МПа 

1 ±18,30 +42,80 +16,80 -15,20 +46,02 -8,2 -17 +7,5 

2 ±165,40 +2,45 +168,10 -169,20 +3,06 +1,6 +2,3 +24 

3 ±18,30 -42,80 +20,30 -18,20 -44,70 +11 -0,5 +4,4 

 римечание: для сравнения значений касательных напряжений в таблице указаны средние величины по по-

перечному сечению (для всех 10-ти рядов КЭ участка стенки в численном методе), а для срав-

нения значений нормальных напряжений приводятся значения для 1-го и 10-го ряда (при нуме-

рации рядов КЭ снизу вверх по сечению).   

 

Исходя из анализа данных таблицы можно заметить высокую сходимость результатов 

численного и аналитического методов для нормальных напряжений, расположенных в сере-

дине пролета (участок №2). Это обусловлено хорошей равномерностью распределения 

напряжений в данной зоне стенки. Расхождение значений касательных напряжений в этой 

зоне балки объясняется малостью их величин. 
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На опорных участках стенки (№1, 3) расхождение в результатах расчетов имеет до-

статочно большое значение -  до 17 %. Данный факт указывает на целесообразность исполь-

зования численных методов оценки НДС стенки для учета таких факторов влияния, как 

опорная реакция. 
 

Выводы 

 

1. Предложенный подход к определению средних значений напряжений на участке 

стенки с использованием численных расчетных моделей имеет высокое соответствие с ана-

литическим методом определения напряжений в зонах с равномерным распределением 

напряжений. Это подтверждает надежность предложенного подхода оценки НДС стенки 

двутавровой балки и возможность применения средних значений напряжений для проверки 

местной устойчивости по нормативной методике. 

2. Методика определения средних значений напряжений позволяет учесть факторы 

влияния на характер распределения напряжений вдоль отсека. Такими факторами могут 

быть: опорная реакция, сосредоточенная нагрузка, конструктивные особенности опорных 

узлов. 
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 There is completed numerical investigation on deflected mode assessment of  steel I-beam symmetrical cross 

section. Internal forces and stresses are determined by analytical and numerical calculation methods. Calculation by 

numerical method is done in software SCAD Office based on method of finite elements. Beam design model was 

created with the help of plate finite elements with total number of 3572. Analytical method of finding beam deflected 

mode was applied for rod design scheme. For assessment of numerical method results new technique of finding  

average values in wall stress is suggested.  These stress values were found according to some finite elements with 

account of squire part of separate finite element in the raw content.  Due to the calculation results received by finite 

elements method there were constructed mosaics of stresses and plots showing stresses distribution on beam wall sec-

tions under control. 

 Research results analysis demonstrated perfect level of verification while using both methods which proves re-

liability of suggested assessment of wall deflected mode.  Parts of wall limited by shelves and double sided stiffness of 

beam are taken as sections. Research results analysis shows perfect level of verification while using both methods 

which proves suggested wall deflected mode assessment reliability    It was determined that the way of finding values of 

average stresses in wall section of welded beam is allowed to be used  for testing wall local stability in accordance with 

standard methodology.  
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Описывается последовательность реализации решетчатых криволинейных покрытий c применением BIM-

технологий. Приводится обоснование целесообразности применения решетчатых конструкций для покрытий кри-

волинейной формы. Рассмотрен процесс формирования криволинейных покрытий  на основе пространственных 

решетчатых конструкций с применением BIM-технологий. Выбрано два наиболее рациональных варианта регу-

лярной решетки для формообразования пространственных решетчатых конструкций криволинейных покрытий   

положительной гауссовой кривизны. Для обоих вариантов решетки смоделированы типовые элементы структуры. 

Описан алгоритм формирования криволинейных покрытий в программном комплексе Revit.  

Приводятся результаты параметрического моделирования на двух примерах покрытий криволинейного 

очертания. Для каждого варианта покрытия получено по две модели с разными вариантами решетки. Всего со-

здано четыре модели. Затрагивается методология проектирования криволинейных пространственных решетча-

тых конструкций. Описаны преимущества моделирования сложных архитектурных форм с использованием 

BIM-технологий. 

Ключевые слова: BIM-технологии, программный комплекс Revit, моделирование криволинейных по-

крытий, информационное моделирование, решетчатые конструкции. 

 

Введение 

 

В современном строительстве архитектурная выразительность зданий достигается ис-

пользованием криволинейных геометрических форм, которые имеют как очертания  стено-

вых ограждений, так и конструкций покрытия. Такие проектные решения обеспечивают це-

лостность архитектурного стиля. Наиболее важными являются конструкции покрытия, кото-

рые должны отвечать следующим многочисленным условиям: перекрывать пролѐт здания, 

воспринимать нагрузку от ограждающих конструкций и инженерных систем, воспринимать 

снеговую нагрузку, иметь низкое значение собственного веса и геометрию, позволяющую 

отводить осадки, технологично собираться при монтаже, иметь габариты, доступные для 

транспортировки с завода-изготовителя, и прочее. Совместить перечисленные требования к 

покрытию с криволинейным очертанием является сложной задачей. В отдельных случаях 

пространственную форму покрытия конструктивно можно реализовать плоскими фермен-

ными конструкциями с криволинейным верхним поясом. При этом конструкции плоских 

ферм объединяются в пространственную несущую систему с помощью стержневых  
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прямолинейных элементов: прогонов, распорок, связевых и других элементов.  Однако при-

менение плоских ферм для создания покрытий с пространственным криволинейным очерта-

нием имеет существенные ограничения, связанные с необходимостью    пространственного 

моделирования сложной формы.  Применение таких конструкций также позволяет обеспе-

чить плавный переход от стоек к покрытию, без резкого изменения геометрии здания. 

Пространственные решетчатые конструкции имеют легкий вес и регулярную структу-

ру [1]. В СССР были разработаны и до настоящего времени широко используются в строи-

тельстве серийные проектные решения пространственных решетчатых покрытий. Например, 

типовая серия 1.466-2 «Пространственные решетчатые конструкции из труб типа Кисло-

водск», в которой предлагаются для применения плоские структурные покрытия [3, 4]. Од-

нако использовать регулярную структуру решетчатой конструкции при проектировании по-

крытия с пространственным  криволинейным очертанием  проблематично, так как возникают 

непреодолимые  геометрические и технические трудности. Решение такой задачи значитель-

но упрощается при использовании инженерами современных программных комплексов для 

автоматизированного проектирования с применением Информационного Моделирования 

Здания - Building Information Modeling (BIM) [2]. В настоящее время имеется большое коли-

чество публикаций, посвященных преимуществам использования BIM-технологий [5, 6, 7, 9, 

10]. Однако в опубликованных для инженеров статьях весьма мало разработок  реальных 

способов трехмерного моделирования с помощью  программных комплексов [8, 11]. Наибо-

лее широкую практику применения среди программ с использованием BIM-технологий по-

лучил программный комплекс Revit  2018, который  содержит широкую линейку инструмен-

тов для моделирования различных конструктивных решений, включая трехмерные информа-

ционные модели для покрытий с криволинейным очертанием поверхности  и решетчатыми   

несущими системами. 

 

1. Объект моделирования 

 

Рассмотрим компьютерные модели покрытия криволинейного пространственного 

очертания для здания прямоугольной формы в плане с размерами  21x36 м. В первой модели 

покрытия выберем две опорные точки покрытия на одной отметке вдоль одной из координа-

ционных осей и еще   две опорные точки - на 3 м выше и на 3 м ниже относительно первой 

опорной линии   по второй координационной оси.  В шаблоне для создания моделей исполь-

зуя вкладки «Семейства -Новые концептуальные формы», через указанные точки проведем 

два сплайна – две кривые линии с стрелой подъема в середине пролета f=1,8 м  (рис. 1). Вы-

деляем данные линии и нажав кнопку на панели – «Создать форму» получаем поверхность 

№1 (рис. 2). Вторая модель покрытия будет иметь четыре опорные точки на одинаковой от-

метке, а сплайн, образующий поверхность, зададим по длине пролета 36 м со  стрелой подъ-

ема, равной  f=6 м (рис. 3). Мы создали две поверхности двоякой положительной гауссовой 

кривизны. Полученные модели необходимы для создания решетчатой конструкции покрытия 

описывающей поверхности №1 и №2 (см. рис. 2, 3). Элементы нижних поясов решетчатых 

конструкций будут повторять геометрию криволинейной поверхности. Структурные кон-

струкции покрытий будут описывать данные поверхности. 
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Рис. 1. Общий вид – поверхность №1 

 

 

 

 

Рис. 2. Общий вид – поверхность №1 
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Рис. 3. Общий вид-поверхность №2 

 

2. Методика моделирования решетчатой конструкции 

 

Создадим два новых семейства – это два типа регулярной решетки пространственной 

конструкции, которые можно назначать криволинейным поверхностям для создания про-

странственных решетчатых моделей. Такие семейства создаются один раз. В дальнейшем 

можно менять геометрические параметры решетки модели (шаг, высоту и др.). Термин «Се-

мейство» использует среда программы Revit и подразумевает модель конструкции или мо-

дель части строительной конструкции, которую возможно загружать в проекты. Для созда-

ния семейства выполним следующую последовательность действий: «Новое семейство-

Выбор шаблона – Метрическая система, панель витража на основе образца». И в указанном 

шаблоне создаем два типа решетки «Семейство №1» (рис. 4, а) и «Семейство №2» (рис. 4, б) 

с размерами в плане 1,8x1,8 м, а высоту структуры семейств назначаем h=1,5 м. 
  а)                                                                                 б) 

 

 

 

Рис. 4. Виды регулярной решетки пространственной конструкции:  

а)  вид решетки №1 (Семейство №1); б) вид решетки №2 (Семейство №2) 
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Поперечные сечения элементов несущей решетчатой системы назначены из круглых 

труб, диаметры и толщины которых затем корректируются по результатам подбора сечений. 

Открываем в Revit 2018 созданные ранее два вида поверхностей двоякой положительной 

гауссовой кривизны. Разделяем выбранные поверхности изопараметрическими линиями 

(рис. 5), предварительно загрузив в проект созданные семейства с двумя видами решетки. 

Термин «изопараметрические линии» применяется в пользовательском интерфейсе програм-

мы Revit, в классической теории оболочек они являются главными линиями кривизны. По-

лученная сеть, построенная по главным линиям кривизны, является ортогональной, так как 

линии кривизны разных видов направлены по двум взаимно ортогональным главным 

направлениям и пересекаются всегда под прямым углом. Но шаг и угол поворота сети таких 

линий может задаваться. Созданные семейства имеют размер решетки в плане 1,8x1,8 м. Эти 

значения не совпадают с шагом изопараметрических линий, которые разделяют поверхности 

на 10 частей в обоих направлениях. Тогда, новый размер решетки в плане будет назначен 

равным шагу изопараметрических линий, разбивающих поверхности на ячейки 2,1x3,6 м 

(рис. 5) Высота моделируемой структуры будет постоянной и равной назначенной при моде-

лировании «Семейств» h=1,5 м. При моделировании решетка будет описывать поверхность. 

Размеры решетки в плане вписаны в сетку линий кривизны, при этом сетка имеет регуляр-

ный шаг, но за счет кривизны поверхности решетка будет иметь одинаковые размеры эле-

ментов только для тех ячеек для которых это возможно. Для остальных ячеек геометрия эле-

ментов «Семейства» будет автоматически изменена так, что это позволит вписаться в шаг 

ячеек созданных пересечением линий кривизны.  Для нанесения на поверхность 3D-

структуры выберем из списка образцов созданные и загруженные семейства с двумя видами 

решетки (рис. 5). Выполним моделирование каждого покрытия для двух видов решетки (рис. 

6-12).  

 

 

 

 
 

Рис. 5. Схема деления поверхности №1 на линии главной кривизны (изопараметрические линии)  
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Рис. 6. Покрытие №1 (поверхность №1, вид решетки №1) 

 

 

 
 

Рис. 7. Покрытие №2 (поверхность №1, вид решетки №2) 
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Рис. 8. Покрытие №3 (поверхность №2, вид решетки №1) 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 9. Покрытие №4 (поверхность №2, вид решетки №2) 
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Рис. 10. Покрытие №4 (вид спереди), вид решетки №2 

 

 

 

 

Рис. 11. Покрытие №4 (вид слева), вид решетки №2 

 

 

 

Рис. 12. Покрытие №4 (вид сверху), вид решетки №2 

 

Для двух типов поверхностей пространственного покрытия здания прямоугольной 

формы в плане смоделированы несущие трубчатые системы с двумя видами регулярной ре-
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шетки. При этом получено четыре модели (рис. 6-9) решетчатой структурной конструкции 

покрытий с решетчатыми несущими конструкциями из круглых труб. Разработанные ком-

пьютерные параметрические модели покрытий криволинейного очертания можно корректи-

ровать, варьируя отдельные параметры [2]. Модели имеют обратную связь с параметрами 

(пролет, шаг сетки, высота, диаметр сечений) и их можно переназначать. До появления BIM-

технологий программные комплексы такой обратной связи с моделями или не имели, либо 

она была реализована частично. Современные программы предоставляют новые возможно-

сти в области формообразования и проработки конструктивных решений для покрытий, 

имеющих криволинейное очертание. Отметим, что для реализации сложной геометрии по-

крытия необходимо находить решения на последующих этапах проектирования, например: 

при сборе нагрузок, статическом расчете, разбиении на отправочные марки и других стадиях 

проектирования. Файл модели можно сохранять и импортировать как в программы автома-

тизированного проектирования такие как AutoCAD, так и в расчетные программные ком-

плексы, такие как SCAD Office или ЛИРА-САПР. Но для криволинейных поверхностей не 

всегда можно собрать нагрузку применяя стандартные схемы СП 20.13330.2016 «Нагрузки и 

воздействия». Криволинейная поверхность может иметь геометрию, для которой таких схем 

в СП 20.13330.2016 «Нагрузки и воздействия» не предусмотрено. Такая особенность имеет 

место и для покрытий, рассмотренных в настоящей статье. Так например, покрытия №3 и 

№4 не соответствуют классической купольной схеме, а разбиение на арочные конструкции 

необходимо делать в двух плоскостях, причем градиент ветровой и интенсивность снеговой 

нагрузок в каждой плоскости будут различными. 

 

Выводы 

 

1. Предложенная  в статье методика моделирования покрытий криволинейного очер-

тания на основе решетчатых конструкций с использованием BIM-технологий обладает сле-

дующими преимуществами: снижение продолжительности проектирования, автоматизация 

формирования решетчатой структуры поверхности, возможность корректировки параметров 

модели, повышенная точность проектирования многоэлементной конструкции покрытия, 

устранение нестыковок различных элементов в узлах,   возможность применения созданных 

семейств различных видов решетки для других проектов. 

2. Применение разработанных типовых решетчатых модулей является эффективным 

конструктивным решением для покрытий объектов со сложными криволинейными формами, 

которые обеспечивают архитектурную выразительность зданий различного функционально-

го назначения. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ ПЛИТЫ 

НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ С УЧЕТОМ СТАДИЙНОСТИ ВОЗВЕДЕНИЯ 
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Проводится сравнение результатов напряженно-деформированного состояния фундаментной плиты на 

упругом основании для двух способов расчета - «традиционного» способа расчѐта при неизменной расчетной 

схеме и с учѐтом изменения расчетной схемы плиты на этапах еѐ бетонирования. Модель основания принята в 

виде упругого полупространства. Анализ напряженно-деформированного состояния фундаментной плиты про-

изводится при различных последовательностях бетонирования. Показано, что учѐт изменения расчѐтной схемы 

на этапах бетонирования кардинально изменяет напряжѐнно-деформированное состояние плиты. 

По результатам проведѐнных расчѐтов следуют выводы о необходимости в особых случаях учитывать 

последовательность строительства путѐм изменения расчѐтной схемы. Опыт приведенных расчѐтов может быть 

использован при проектировании подобных конструкций. 

 

Ключевые слова: плита на упругом основании, упругое полупространство, напряженно-

деформированное состояние. 

 

Метод расчета строительных конструкций с использованием компьютерного моделиро-

вания процесса возведения здания является относительно новым методом расчета. Необхо-

димость его применения для тех или иных классов задач требует доказательств путем прове-

дения численных экспериментов, поэтому исследование напряженно-деформированного со-

стояния (НДС) плиты этим методом имеет определенную актуальность [1]. 

Исследование проводится путем сравнения результатов НДС железобетонной фунда-

ментной плиты на упругом полупространстве для двух способов расчета - «традиционный» 

способ при неизменной расчетной схеме и с использованием моделирования процесса возве-

дения конструкций. Под традиционным методом расчета следует понимать создание расчет-

ной схемы и нагружение ее собственным весом одномоментно. При моделировании процесса 

возведения предполагается разбиение процесса бетонирования плиты на этапы, на каждом из 

которых производится изменение модуля упругости по мере набора прочности бетоном [2, 3]. 

В качестве основания использовалась модель упругого полупространства с модулем 

упругости 20 МН/м
2
 и коэффициентом Пуассона равным 0,2. Объемный вес грунта принят 

19 кН/м
3
. 
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Создание расчѐтной модели плиты произведено методом конечных элементов в про-

грамме ЛИРА-САПР с использованием блока «Монтаж» [4]. Расчетная модель фундамент-

ной плиты сформирована из прямоугольных конечных элементов (КЭ) оболочечного типа. 

Деформационные характеристики плиты приняты как для бетона класса В25. Размеры плиты 

8,0x8,0 м, сетка дискретизации 32х32. 

Для проведения расчетов с учетом изменения расчетной схемы в процессе изготовле-

ния фундаментной плиты учитывались технология и последовательность еѐ бетонирования. 

Рассматривалось 3 варианта изготовления конструкции по захваткам: бетонирование от се-

редины к краям, бетонирование слева направо, бетонирование по диагонали. 

Вся конструкция разбивается на захватки для моделирования изготовления монолит-

ной плиты на упругом основании. Под захваткой подразумевается одномоментный этап бе-

тонирования участка плиты. На каждом этапе изменяется модуль упругости бетона, что мо-

делирует увеличение жесткостных свойств при наборе прочности. Нагрузкой на всех этапах 

является собственный вес бетона плиты. В таблице приведены сведения об изменении коэф-

фициентов модуля деформации в зависимости от этапа возведения конструкции для первой 

захватки. 

Таблица  

Изменение коэффициентов модуля упругости 

для первой захватки 

 
 

 
Анализ НДС фундаментной плиты выполняется на основе расчетов, проведенных в 

программном комплексе ЛИРА-САПР. 

При сравнении результатов расчѐтов вертикальных перемещений выявлено перерас-

пределение областей минимальных и максимальных значений. В результате расчета получе-

ны вертикальные перемещения, составляющие 9,42 мм. Перемещения распределены равно-
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мерно по всей площади плиты. Деформированные виды плиты и основания приведены на 

рис. 1-4. 

 
Рис. 1. Вертикальные перемещения при «традиционном» методе расчета 

 

При бетонировании от середины к краям рассматривалось 8 стадий монтажа. В ре-

зультате расчета получены максимальные перемещения 13,4 мм. Перемещения распределены 

неравномерно по площади плиты (рис. 2). 

 

 

 
Рис. 2. Вертикальные перемещения с учетом этапов возведения плиты  

при бетонировании от середины к краям 

 

 

При бетонировании слева направо рассматривалось 12 стадий монтажа. В результате 

расчета получены максимальные перемещения 13,1 мм. Перемещения распределены нерав-

номерно по площади плиты (рис. 3). 



 86 

 

 
Рис. 3. Вертикальные перемещения с учетом этапов возведения плиты 

 при бетонировании слева направо 

 
 

При бетонировании по диагонали рассматривалось 12 стадий монтажа. В результате 

расчета получены максимальные перемещения 26,4 мм. Перемещения распределены нерав-

номерно по площади плиты (рис. 4). 

 

 

 
Рис. 4. Вертикальные перемещения с учетом этапов возведения плиты 

 при бетонировании по диагонали 

 

 

Изолинии распределения изгибающего момента Mx приведены на рис. 5-8. 

Получено перераспределение областей отрицательных и положительных значений. 

Наблюдается увеличение областей максимальных отрицательных значений изгибающего 

момента Mx.  
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Рис. 5. Распределение изгибающих моментов Mx  

при «традиционном» методе расчета 

 

 

  

 

 
 

 

Рис. 6. Распределение изгибающих моментов Mx с учетом этапов возведения плиты  

при бетонировании от середины к краям 
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Рис. 7. Распределение изгибающих моментов Mx с учетом этапов возведения плиты  

при бетонировании слева направо 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 8. Распределение изгибающих моментов Mx с учетом этапов возведения плиты 

 при бетонировании по диагонали 

 

 

 

 
Изолинии распределения крутящих моментов Mxy приведены на рис. 9-12. 

Получено перераспределение областей отрицательных и положительных значений. 
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Рис. 9. Распределение крутящих моментов Mxy  

при «традиционном» методе расчета 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 10. Распределение крутящих моментов Mxy с учетом этапов возведения плиты  

при бетонировании от середины к краям 
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Рис. 11. Распределение крутящих моментов Mxy с учетом этапов возведения плиты  

при бетонировании слева направо 

 

 
 

Рис. 12. Распределение крутящих моментов Mxy с учетом этапов возведения плиты  

при бетонировании по диагонали 

 

Отметим, что метод расчета с использованием компьютерного моделирования про-

цесса возведения здания позволяет более адекватно построить распределение параметров 

НДС и арматуры в плите [5, 6]. 

Различия в результатах НДС фундаментной плиты для двух методов расчета не толь-

ко количественные, но и качественные. При «традиционном» методе расчета возможен риск 

недоармирования одних участков плиты и заложении избыточной арматуры в других. 
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There is given the comparison of foundation slab deflected mode on elastic foundation for two methods of cal-

culation –―traditional‖ at invariable design model and with account of slab design mode change on its concreting phase.  

Model of foundation is taken as elastic half-space.  Foundation slab deflected mode is analyzed during different succes-

sions of concreting.  It is shown that slab deflected mode strongly is changed while changing design model on the phas-

es of concreting.  

According to the results of completed calculations conclusions of necessity to account successions of concret-

ing by changing design mode is done. Such calculations can be used while designing analogical structures.  

 

Keywords: slab on elastic foundation, elastic half-space, deflected mode. 
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